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PROBLEME N° 1

[0 Soit V(x, y) un vecteur quelconque de 0% On pose : Ni(V)=|x| + |y|. Montrer
gue N; est une norme sur [°. Dessiner la « sphére unité » S;, ensemble des points (X,
y) tels que Ny(V) = 1.

[] On pose No(V) = sup(|x|, |y|]). Montrer que N est une norme sur E. Dessiner la
« spheére unité » S, ensemble des points (X, y) tels que Ny (V) = 1.

(] Déterminer le plus grand nombre réel strictement positif A et le plus petit
nombre réel strictement positif B tels que, pour tout V de 0% I'on ait : A.N.(V) < N1(V)
< B.N«(V) (2).

O Existe-t-il des vecteurs de 02 pour lesquels les deux inégalités de (1) soient
une égalité ? Si oui, préciser ces vecteurs.

[] Soit N une norme quelconque .
O Montrer gu’il existe un nombre 3 strictement positif tel que, pour tout V
de 0% I'on ait :

N(V) € B.Nu(V)

0 Montrer que pour tout V non nul appartenant a S, I'on a N(V) > 0.



On admettra alors qu’il existe au moins un vecteur Vg appartenant a S., tel que
I'on ait, pour tout V appartenant a S.,, N(V) = N(V).

En déduire qu’il existe un nombre réel strictement positif y tel que, pour tout V
appartenant a S.,, I'on ait N(V) > .

O Montrer qu'’il existe un nombre réel a strictement positif tel que I'on ait,

pour tout V de 02
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[J Soient N et N’ deux normes distinctes quelconques sur 0%, Déduire des
guestions précédentes qu'il existe deux nombres réels strictement positifs a et b tels
que, pour tout V de 0%, I'on ait ;

a.N'(V) < N(V) € b.N'(V) 2

O Pour tout V(x, y) de 0% on pose H(V)= supjx +ty].

to:1)

Montrer que H est une norme sur 02 et tracer sa « sphere unité » S, ensemble
des points (x, y) tels que H(V) = 1.

1
[0 Mémes questions pour H'(V) =[x +tyldt et la « sphére unité » correspondante
0
S.

[1 Déterminer le plus grand nombre réel strictement positif p et le plus petit
nombre réel strictement positif g tels que I'on ait, pour tout V de 0%

p.H'(V) <H(V) < q.H(V)
On pourra utiliser les sphéres unités S et S’.
Pour quels vecteurs V y a-t-il égalité ?

On pourra s’aider d’un raisonnement géométrique pour résoudre cette question.



PROBLEME N° 2
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Premiére partie

<

k+
[l Montrer que pour tout entier naturel non nul k : 1 < |
k

L
k+1 t

x|k

n
[J En déduire que pour tout entier naturel non nul n : In(n+1) < 21s1+ln(n) ou In
k=1
est le logarithme népérien.

[] Déterminer alors la nature de la série de terme général e et la nature de la
suite (1 i—lj .
N =1k
Deuxieme partie

On dit que deux suites (a,) et (Bn) sont équivalentes s'il existe une suite (g,)

convergeant vers zéro et un entier naturel N tels que, pour tout n >N, a, = Bn(1 + €,).
On écrit alors ap = Bp.

U 0 Soit (a,) une suite convergeant vers zéro. Montrer que pour tout réel €
strictement positif, il existe un entier naturel p tel que pour tout n supérieur a p, on ait :

1
n

M=

a, 1|ak|

£
<=+
2
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k=1

0 En déduire que la suite (a,) converge en moyenne vers z€ro.

[] Soit (by) une suite convergeant vers b. Montrer que la suite (b,) converge en
moyenne vers b.

O La suite (u,) définie par p, = (-1)" est-elle convergente ? Est-elle convergente
en moyenne ? Qu’en déduit-on ?
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0 O Soit (c,) une suite. Soit (&,) la suite définie par d, = Cn+1 - Ch. On suppose

. C, ,
gue (&) converge vers c. Montrer que la suite | | converge aussi vers c.
n

N . PP T .
[0 On considére la suite (u,) définie par u, =5 et Uns1 = SiN Up.

(i) Montrer que (un) est décroissante et convergente. Quelle est sa limite ?

(i) Déterminer le nombre réel r strictement négatif tel que la suite (v,) définie par
: v, =uj,, - u; converge vers une limite non nulle I. On pourra utiliser un développement
limité au voisinage de zéro de la fonction sinus.

(iif) En déduire que u, = \/%





