CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
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PROBLEME | ca SPabrad
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1 - En effectuant dans J,, le changement de variable U = 57 X;du = —-dx, ona

J, = 2jcos” x.dx = —Ojcos” (7—2-[
0

us

2

2
~u)du= [sin"udu=1, CQFD.
0

T
2

3 2
2 - Soit aD}O;E}Os I, = Isin“x.dx+ Isin”x.dx
2 T a
22

X — Sin" X est croissante sur [O;

2

0<I, < I—ZT—%)sn”(I—ZT—%Hanin”x.dxs(g—%)sin”(l—;—%ﬂg en mejorant le sinus per
22
1 dans la deuxiéme intégrale.
o, 0<ssnZ-Y<1=limsn"Z-D=o=mmoON/On=M,(E-Dsnn - <2
2 2 e 2 D 2 2 2 2772

donc N> M, |, <a cestadireliml, =0 CQ.FD.

n- oo

3 - A l'aide d’une intégration par parties, on obtient :
n n n

2 T2 2
|, = Isin’1+l xxsinx.dx = [— cosx.sin™ x]g + I(n+1).cosx.sin” x.cosx.dx = (n+1) Isin” X.C0S2X.dx
0 0 0

us

2
dou I, = (n+1)J.sinn X(-sin2x)dx=(n+Yl, - (n+Yl ., = (n+2)I ., =(n+DI
0
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751 ol g o e B
Iy = Idx =

5 2

m

2
Ilzjsnxdle

0

Si nest pair alorsn=2p et on a

_2p-1 _2p-1_2p-3 _(2p-D)x(2p-93)...x1
2p — 2p-2 X |2 -4 = X I0
P 2p °° 2p  2(p-1 P 2px2(p-1)x....x2
Soit , en multipliant le numérateur par (2p).(2p-2)........ 2 le numérateur devient alors (2p) ! et e dénominateur

(2p.2(p-1)....2)2=(2°.p )2 donc

__@pt 7
®2%(pl)2 2
Deméme,ona|2p+1=£|2p_l=...= 2px2(p-hx..x2 |, soit:
2p+1 2p+D)x(2p-1x..x1
_ 277 (ph)?

2p+l — (2p+1)'
5 - pour tout XD|:O;7—2Ti| on a:

n+2)1 ., =(n+Yl, = +2)I .., =+DI I,

Lasuitedeterme général (n+1)I .1, est donc une constante égale asavaleur initiale

=21 0, =— " OnON.
2 2(n+1)

Paralleurs,ona 0<l ,<I ,<I| =

n+l | . n+l
<" <1 orlim——= =1 (enutilisant laformule
n+2 | n-eon+2

n

.
derécurrenceentre | ., et | ) etdonc, d'apréslethéoréme d encadrement lim—" =1 c'est-a-dire

7T T T
Donc, —— =1 4|, =1.2=>1, = ~ |
2(n+1) 2(n+1)  \2n

n




sFomesou

¢a sealr~a .
6-t » e éantcontinueet positivesur R* et Ot 21,e™ <e™ etsachantque t — €' estintégrable
sur [];+00[ dors t » e egintégrablesur R*

t2

t
Par ailleurs, € >1+ Xsur R .On en déduit donc en particulier DtD[O \/_]O<1——<e N et
n

2 v 2
OtOR1+E <en = Ot D[O;Jﬁ],Os 1-S) <t o
n n

2 2 : 2 1 N2 o
OtOR (1+—)"<e” o e < ¢ s =K, = fa-=yrdt< [e*at
n (1+7)n n ]
IT
Enposant t =~/nsinudans K, . il vient: I(l sin2u)"+/n.cosu.du = \/_J‘(cosu)2n+1 du
T i
donc d'aprés ce qui précéde K 2\/ﬁ =
prESceaip " A2n+2) 2
1 . y . 1 n”
t - T est continue et positivesur R™ et T , fonction qui est intégrableen + oo
1+-)" @+ )
n
1 o .
donc t - — est intégrablesur R
@+-)"
n
. I TR S L
Dou € ST Je dt < J'(1+—) “dt =1,
a+ ) 0 o

F

En effectuant dans |, le changement de variable t = \/ﬁtan u,dt = du, il vient
cos2y
n
z 1 n.
| = J Jn.du =n J(cosu)z” Tdu=+/n \/; donc
5 (1+tan2u)" cos2u 2(2n 1) 2

+00

=
_[ edt < Ie_t dt <I_, lethéoréme d encadrement donne alors:
0

=1,

+00 \/]_T

eVdt=——
2
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PROBLEME Il ea soalra

1 - Soit (x, y) dément de R2 tel que f(x)=f(y) alorson a |X— y| < | f(x)—f (y)| =0 doncx=y.
Donc f est injective ,comme elle est continue et définie sur un intervalle ,elle est strictement monotone.

2 - Lafonction f étant croissante on sait que soit f aunelimiteen +oo soit lim f (X) = +oo

X — +00

Supposons que f converge vers une limite | réelle
Soitxunrédl , adorsona f(x+1) — f(X) :|f(x+1) - f(X)| > |X+1—X| =1
En passant & la limite dans cette inéquation on obtient O =1 —| =1 ce qui est faux donc il y a contradiction
avec | hypothése et par conséquent lim f (X) = +oo
X

— +0o

Le méme type de raisonnement tenu en — oo donne lim f (X) = —oo

X — —00

On en déduit que f(R)=R et quef est hijective
3-

a-Onadonc f(a)=ae f(b)<b

Soit g I' application définie sur [a, b] telle que g(x)=f(x)-x

gest continue, g(a) = 0et g(b) < Odonc d aprésle théoréme des valeursintermédiaires, on sait qu'il existe
unréel c sur I'intervale[a, b] tel que g(c)=0 c'est adire tel que f(c)=c C.Q.F.D.

b- Ona, dufait delacroissancedef: f(c)— f(a) = | f(c)—f (a)| > |C—a| =c-a
Or, f(c)=cdonc f(a) < aet doncf(a)=a

Deméme, f(b)—-c=f(b)-f(c)= | f(b)-f (C)| > |b—C| =b-c= f(b) = bcequi entraine f(b)=b
Soit x un élément de [a, b], alors f(X)—a=|f(X)— f(a)|2|x—al =Xx—adonc f(x)=x

Deméme, b— f(X) :|f(b)— f(X)| 2|b—x| =b-xdou f(X)<x

Par conséquent f(X)=x pour tout x de [a, b]

c- Soit g lafonction définie sur R par g(x)=a+ b- f(x)

Dans ces conditions, g est continue et pour tout (x , y) €lément de R? ,|g(x) - g(y)| > |X - y|

Parailleurs, a< f(X)sb=a<a+b- f(X)<b= g(ab]) O[ab]
Cette fonction étant croissante et vérifiant les hypothéses de la question b) on adonc pour tout x de[a, b]
g(X)=x soit, pour tout x de[a, b] f(X)=a+ b- x

4-

a- Soit x un réel strictement positif ,alors f (X) — f(0) = | f(x)- f (O)| > |X—O| = X donc
x+ f(0)< f(x)<x
O _ 1) 4

On en déduit que pour tout x strictement positif , 1+ ——
X X

. f(x
D’ aprés le théoréme d’ encadrement , on abien |im Q =
X — +oo X
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Soit (x , y) un élément deR?, X < Y alors s

f() = F09=[F () -T2y =X =y-x= f()-y= F(x)-x

On en déduit que lafonction qui ax associe f(x)-x est croissante sur R et comme elle est majorée par 0, elle
admet donc une limiteen + oo

b- Soit x un réel strictement négatif ,alors f (0) — f(X) = | f(O)-f (X)| > |O— X| = —X donc
x< f(x)<x+ f(0)

ORI
On en déduit que pour tout x réel strictement négatif , 1+ ——— <1
X X
D’ aprés le théoréme d’ encadrement  lim ——= I )
X — —00 X

Comme précédemment , on montre que la fonction qui ax associe f(x)-x est décroissante sur R et qu’elle est
minorée par 0 ,elleaunelimiteen — o

c-Si A=10 ,aorslafonction qui ax associe f(x)-x ne s annule pas sur R et comme elle est continue , elle doit
rester de signe constant
Donc ,pour tout x réel soit f(x)<x (casa) ), soit f(x)>x (cash) )

PROBLEME Il

1-

NIy

NI

w

2 x 2|:X}
I snxdx=—| —| =
ssinx 2

2
bzzgj X sm2xdx——J.xcosxdx——([xsmx]O Isnxdx)——(—+[cosx] )= 2—ﬂ
T 5sinX T

2 -
. 1 1
1 @ sm(n+§)(x+7r) cos(n+§)x
ar =+ cosp(x+7m) = i =(-1" s
2 2sin 2c0s—
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. 1 X . 1 X . X 1
gn((n+=)x——) d9n(h+=)x.cos——-sn—.cos(n+ =)x
(( 2) 2) _ ( 2) 5 5 S 2)

sinnx _
sinXx sSnXx 2sin> cos>
2 2
sin(n +1)x cos(n+£)x
S.nnX: )% _ )% :%+Zcospx—(—]_)n(%+Z(—1)p.COSpX)
sin X 26in > 2c0s> p=1 p=l
2 2
S‘””X-—(1+( 1)“+1)+Zcospx(1+( D™P)
Sin X p=1

pour tout entier p>0 :

T T_
Al snpx]? 2snpx, | m . m “BP,
1, =] x - | dx |=_—sinp_+——=5—
P 1o o P 2p 2 Y
o (-D)°-1
Sip=2q,0na |2q_4—qz
-D* _ 1

Si p=2 1,| .
PR e T 0q+1)  (2q+1)

d- On utilise la question b) et on obtient

Sin=2k+1, by, = e Z(1+( DI, _Z+HZ|ZQ car 1+(-1)P =

us

2 2X n+l . n+p+l
= 0j§(1+(—1) Yax+ > (1+ (1)

p=1

n
_2 % sinnx
— I X.CO0S px.dx
ﬂO

(SRS Y

b, = T+ (=)™ + 23 L+ ()",

2 2k K Osip=2
_p q+l ets Si
2sp=2q

g=1

23
sin=2k, b, == A+ (D" =—> 1,
2k n;( (=D")I, nq;z“
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I
a- Lafonction f est dérivable sur }O;,—ZT[ O }E, n{ ;sa série de Fourier est convergente en tout point x de ces

intervalles versf(x)

X
Aupoint 0, f admet une limite adroite: f (0") = lim —— =1 et admet une limite & gauche
x-0" SN X

f(07) = —1puisque lafonction est impaire.

X
e 1= T(0) _x=SNX_ 6 _X . isitque fy(07) =0
X xsnx x2 6

On obtient facilement que f,(0™) = O pour des raisons de symétrie.

Alors la série de Fourier converge vers 1(f (0)+f(07))=0

Au poin —I|m——  fy
Xﬁ’lSlnX
. , 1 n,_n
Lasérie de Fourier converge vers > O+ E) = 2

. . : T3
Aupoint 71 ,aucun probléme car lafonction est nulle sur }E ; _rr[

b-Ona

—bls|nx+Zb2k sm2l<><+2b2k+1sn(2k +1)X sur } 727{

sinx
s x=2 sn2k”Z =0l reste b, +Z(-1)kb2k+1 ==
2 2 k=1

c- (Rk) est une suite positive ,décroissante , de limite nulle car ¢’ est le reste d’ une série convergente .On a:

A (-1) -1
Y M

k=1

k 2 &1
0=2.(-1 (4 nqz (2p+1)2J 2. )_E Z(2p+1)2j

k=1 2p+l k=1 p=0

0= (-D*R,

k=1



