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PROBLEME N° 1

Pour tout n entier naturel , on pose :

© Montrer que pour tout n entier naturel 1, =J_

® Montrer que |, - Oquand n — +oo

© Trouver une relation de récurrence entre |_ et | .,

O Calculer

utra com

I, et I, eten déduire les expressions de | pour n pair et n impair
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© Montrer sans utiliser les expressions trouvées de | que pour tout n entier
naturel 1., <1, etque
7
I nI n+l =
2(n+1)

Donner un équivalent de |

2
® Montrer que pour toutt élément de [OJEJ 0< (1—t—)n <e™ etque pour tout t
n

réel |,
_t2 < 1

e _T.
@+—)"
n

Déduire a I'aide de ce qui précéde je“zdt
0

PROBLEME N° 2

Soit f une fonction définie et continue sur R vérifiant : 0(x, y) O R f (x) = f (y)| =[x~ Y|

© Montrer que f est strictement monotone
® En supposant que f est strictement croissante , montrer que lim f(x) = - et

que lim f (X) = +o

En déduire que f est une bijection de R sur R
© On suppose ici qu’il existe (a, b) appartenant a R? ,a<b tel que f([a, b]) [ [a,t]
a - Montrer qu'’il existe ¢ élément de [a, b] tel que f(c)=c

b - On suppose f croissante ,montrer que f(a)=a et que f(b)=b et en

déduire la forme de f,

¢ - On suppose f décroissante ,déterminer f,
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® On suppose dorénavant que f est croissante

a - On suppose que pour tout x réel ,f(x)<x

b - Montrer que lim 109 =1

X — +00 X

Montrer que et que f(x)-x a une limite quand x tend vers + oo
Que peut-on dire si pour tout x réel, f(x)>x ?

c - Soit A= {xD R| f(x)= )} montrer que si A= [ alors on est dans un des
cas a) ou b)

PROBLEME N° 3

On considére une fonction impaire f , de période 271 , définie par : f (x) = L si
s

nx
XD}O;LZT} et f(x)=0si x{¢ O }7—;;77}
© Calculer les coefficients de Fourier b, et b,

1 o sin(n+1)x
® On rappelle que =+ > cos px =
A=t ZsinE
2

a - Calculer %+ > (=1)° cos px

p=1

sinnx _ 1
X 2

@+ (D™ + 3 L+ (<1)™) cos px

p=1

b - En déduire que

m
2

c-Onpose |, = jx.cos pxdx ;calculer cette intégrale selon la parité de p
0
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d - Démontrer que b,,,, :7—T+£ZI2q pour k=1 ;Calculer b,
T

a - Etudier la convergence de la série de Fourier de f

b - En déduire que ’-Z: b+ (<1)b,.,

k=1

¢ - On admet que i;:f'onpose Rk:f_zk: 1
S(@2p+1? 8 8 “(2p+1y

Démontrer que la série Z(—l)k R, converge et calculer sa somme en
k=1
utilisant la question 3.



