CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE B
AVRIL 2001

OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE

I- En utilisant les formules de dérivées relatives au logarithme et alatangente, il vient immédiatement :

f'(X) -1
COSX

sFomesoutracn

Il- ca soalra .

IO(x):_[dx:x+C

dx X TT
I.(X) = =[nftan(=+ )|+ C
(3 j‘cosx (2 4)
dx
| = =tanx+C
2(%) j‘coszx
dx

11 - Pourn>1, on écrit In(X):J. n-2.°
Cos" “ X C0S2Xx

Intégrons par parties en posant

u(x) = cos*™" x,v'(x) =

COS2X
u'(x) = (n—2)cos™" x.sinx,v(x) = tan x



Ainsi :

I (X) =cos*™ xtanx—(n-2) _[tan xcos'™" xsin xdx

sin in2
=—n_)1( - n—Z)Jsmnde
cos" ™ X cos" X
i _ 2
_ s:_i( —(n—Z)Jl C(zs X dx
cos" X cos" X
sinx
= n-1 - (n - 2)[| n (X) - I n-2 (X)]
cos" ™ X
sin X n-2
= | (X)= + I (X
" (n-Dcos"*x n-1 w2()
V-1, =34 an X+ Ty o
2cos2x 2 2 4
PROBLEME |

|-
Au voisinage de 0

e =1+ x+ x2/2+0(x?)
X3
tanx:x+?+o(x3)

5
= e‘tanx=x+ x2+gx3 +0(x°%)

sFomesoutra.con

Il- ea soalra .
1- f'(X) = e* tan x + € (1 + tan2x) > 0 puisque u?+u+1 n’ a pas de racine réelle et est toujours positif.

T
f est donc strictement croissant de }—5,7—27[ - R

Nous savons aors que f admet une fonction réciproque g définie et croissante sur R telle que g(0)=0
Par alleurs, f é&ant formée de fonctions indéfiniment dérivables sur | est elle-méme indéfiniment dérivable sur I.



2-Nous avons vu que f admet une fonction réciproque g.

. : 1 _ . " f"(gt) 1
Sit=f(x) - x=g(t)ona g'(t) = ———— définiesur R puisque f'(x)>0, g''(t) = —— : ,
f*(g()) f2(g(t)) f'(9(t))
méme encore dérivable ,et ainsi de suite :g(t) est donc indéfiniment dérivable sur R puisgu’il en est ainsi de f’(x) par
rapport a x.

ele

Donc g(t) admet des dével oppements limités de tous ordres quand t tend vers 0 , donnés théoriquement par la
formule de Mac Laurin Young :

9() = 9(0) +1g'(0)+ - 9" (O +..+ g (@) +0t")
Onag(0)=0, g'(0) = ftO) =1 le développement de g est donc delaforme: g(t) =t + at2+ bt® + o(t®)
Plus ssimplement que laformule Mac-Laurin, nous obtiendrons a et b en écrivant que f(g(t))=t d’'ou :
f(g(t)) = g(t) + g%(t) +293(t) +0(t?)
=t+at2+bt? +(t2+2at3)+gt3 +0(t%)
:t+(a+1)t2+(b+2a+g)t3+o(t3) =t
d'oll paridentification: g(t) =t —t2 +%t3 +0(t%) )

Mot 2 sFomesou

ea soalra ,

e tana, =1 e tana, =€ < a, =g(e™) puisque a, D} 7_217_21[
3-Quand N - +oo,e™"" -, 0,a, =€ " daprés(l)
. —N7T 2n7r -N7T 1
4-Sionposet =e dors B, =€ (a, —e )=t—2[g(t)—t]
Sit=e"™ —>Og(t)—t=—t2d’aprés(1)et,8 - =1=I
7 7 _
Enfin, B, = = +1-— t) -t +t2 To=tvo g -1=Lem
Bt =F+1= o -trid= oot = ot e Bl =

V-

1-Si f est indéfiniment dérivable sur | et f'(0) différent deO, f’ est continue sur | et il existe un voisinage de 0,soit
J= ]a,,B[,as a <0< B <Db surleque ' garde un signe constant , celui def’(0)
Donc f est strictement monotone sur J et admet une fonction réciproque g.



, 1
g'(t) = )
En rai sonnant comme précédemment , ... etans desuite.
g'(0) =15
f2 (%)

g est donc indéfiniment dérivable sur ] f(a); f (,B)[ ,0(0) est nul puisque f(0)=0 implique que 0=g(0) et g admet des
développements limités de tous ordres :

g(t) =bt+bt2+....+bt" +o(t") ﬁon‘esou
Lom

ca sealra .

2-Pour obtenir les coefficients du développement de g, il suffit d identifier avec les coefficients du dével oppement
limité de f(g(t)), d' ol

f(g(t) =a (bt +bt2+.. . +bt")+a,(b’t2+2bb,t* +..)+..+a b't" +o(t") =t
ab =1
ab, +a,b’ =0

ce qui permet de déterminer de proche en proche: <.




PROBLEME II

| -Larelation de récurrence donne pour n=1:U, = U, — 2u> = u, (1—2u?)
1 1
Puisque 0< U, <—= ona0<1-2u? <ldonc O0<u, <U, <—=.
V2 V2
. . 1 2 1 2
En raisonnant par récurrence et en supposant O <u, <—,n=1,onadonc 0 < u; <§,0<1—2un <1

V2
R 2 1
dotencore O<u.,, =u (1-2u’)<u, < T
2
Lastite (U,) est donc décroissante ,minorée par O et majorée par — .Elle est convergente et a pour limite

NA
m[o;%[.

Lafonctionf telleque f(X) = X— 2x étant continue ,la relation de récurrence nous donne pour N — +00

| =1-21° soit1=0
N s Fomesoutra..n
oear Soalra .
1-
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
V="t -t -+ - = -
u2 ul u3 u2 un un—1 un+1 un L'In+1 ul
1
Quand N - +oo,U.,, —» 07,—— - +oo,V, =V, +V, +...+V, - 4o
n+l
1 1 _1-(1-2u? 2u
2V, = — = ( ;)2 ", puisque U, # 0.
u,—-2u, U, u,(1-2u;) 1-2u]
1 1
Onsatque 0<u, <u, = 0<u’<u’,—u’>-u’1-2u’>1-2u>>0=0< ~< ~ e
1-2u. 1-2u;
O<v, < u,.
"o1-2u2 "

1-2uf
Onendeéduit U, > kv, avec k = 1

>0dou S, =u, +u, +...+u, >KV, avecV, — +oo.

Il senstitque S, — +oo.



g, = Yn “Una _Up —Up(L-207)2 _ 1-(1-2u7? ) (1-up)
T Ulny uyu ur@-2u?  (@-2upy?

n+l

Pour n — +00,un - 0= Wn - 4,

V-
1-Rappelons :

13 13
S a,=l+a,dorsb, =1 +_Zak Or a, — O etil suffit de démontrer que—Z:a’k -0
N Nia

18 1 1
Pour N> N, +15, :EZak ==>a.+= > a,

< e sFomesoutsa

1 13
SIEWALED A ek
n k=1 nk=n0+l
£ 13 n-n, € _& 13 £
Oe>0,0hy/nzn, = |a | << dors = >|a, | < Co<—ea/nzn == o ]<Zn,
2 £ 2 nis 2
k=ng+1 k=1
étant fixe.
Donc N2 n, =sup(n,,n,) :>|Sn| <€eS - 0Ains,
1 n
a, -0=b ==>a -
k=1
: ] i ) _1 21,1
2-Appliquons ce résultat alasuite (W,) ;puisque W, — 4,z, =—(W, + W, +...+W,) __(ﬁ) -4
n n u?-u;
1 1_1
Or u§+l — 0+,T_—2::T quand n - oo,
n+l ul un+l
2 1 - 1 1 2
Donc nU,,; =—,U 4y =—=—"—o0ul, =—
4 an  4(n+l) 4n

Comme U, >0, onendéduit:U, = n — oo

1
2Jn’





