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EXERCICE n° 1

Notation : Dans l'exercice ,on notera � dxxf )( l'ensemble des primitives de f (x) sur l'intervalle I

donné
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I- Calculer la dérivée de la fonction de la variable réelle x définie sur I par )
42

tan(ln)(
π+= x

xf

II- Calculer )(),(),( 210 xIxIxI

III- A l’aide d’une intégration par parties , établir une relation de récurrence entre )(xIn et

)(2 xIn−

IV- En déduire )(3 xI
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PROBLEME I

I- Former le développement limité , à l’ordre 3 quand x tend vers 0 de : xe x tan

II- On considère la fonction f définie sur êë

é
úû

ù−=
2

;
2

ππ
I par xexf x tan)( =

1-Montrer que sur I, f est indéfiniment dérivable et f’(x) toujours positif.

2-En déduire que f admet une fonction réciproque notée g (t) indéfiniment dérivable sur R
et admettant des développements limités de tous ordres lorsque t tend vers 0.

3-Former le développement de g à l’ordre 3

III- Soit n un entier naturel.

1-Montrer que sur l’intervalle êë

é
úû

ù +−
2

;
2

ππππ nn ,l’équation 1tan =xe x admet une racine

et une seule que l’on notera nn απ + .

2-Exprimer nα à l’aide de la fonction définie ci-dessus.

3-Montrer que πα n
n e−≈ quand ∞→n

On pose )(2 ππ αβ n
n

n
n ee −−= .

4-Montrer que nβ a une limite finie l que l’on calculera .Trouver un équivalent de ln −β

IV- Plus généralement , soit f une fonction indéfiniment dérivable sur un intervalle I=]a,b[ ,
a<0<b et telle que f(0)=0 et 0)0(' ≠f .

1-Montrer que f admet , sur un intervalle ] [βα ;=J , βα << 0 , une fonction réciproque
g et que cette dernière admet des développements limités de tous ordres au voisinage de
0.

2-Indiquer une méthode permettant d’obtenir le développement limité à l’ordre n de g(t) ,
connaissant celui de f(x) au même ordre n.
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PROBLEME II

I- Soit 1)( ≥nnu la suite définie par la relation de récurrence 3
1 2 nnn uuu −=+ où 1u est donné

avec
2

1
0 1 << u .

1-Montrer que pour tout n>0 ,on a :
2

1
0 << nu

2-Montrer que la suite 1)( ≥nnu est convergente et trouver sa limite.

II- On considère la suite 1)( ≥nnu définie par :
nn

n uu
v

11

1

−=
+

pour n>0.

1-Montrer que la suite de terme général nn vvvV +++= .....21 tend vers ∞+ .

2-Montrer que nn u
u

v
2
121

2

−
≤ et en déduire le comportement de la suite de terme

général nn uuuS ....21 ++=

III- Montrer que la suite 1)( ≥nnw définie par :
22

1

11

nn

n uu
w −=

+

converge vers 4.

IV-
1-Montrer que si une suite 1)( ≥nna converge vers une limite l , la suite 1)( ≥nnb définie par :

).......(
1

21 nn aaa
n

b +++= converge aussi vers l.

2-En déduire que )
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