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PROBLEME N°1

[

On considére les deux suites (2,,),,cy €t (Yn), oy définies par :

ZII'(]:O, y0:07
Tnt1 = VT —Yny Ynp1 =V7+x, n2=>0.

1. Montrer que pour tout entier n :

0<z, <V7T e 0<y, <14
2. Etablir que :

3— Yn

VneN, zp,—2=—"I"_
i xn+1+2

3. En déduire que pour tout n de N :
1
@1 = 2] < 5 lyn — 3.
4. Montrer de la méme maniére que :
1
nEN, [yon —3| < 5 lan—2].
5. Déduire de tout ce qui précéde que :

lim z, =2, et lim y, = 3.
n—-+o0o n—-+o00



PROBLEME N°2 I

T t
Pour z réel, on pose F(x) = 7 dt, lorsque cette intégrale existe.
1

1. Donner le domaine de définition de F'.

2. (a) Montrer que F est continue et dérivable sur son domaine de définition.

(b) Montrer, par récurrence, que F' est indéfiniment dérivable.

3. (a) On note In le logarithme népérien. Etudier le signe de F'(x) —Inx. (On écrira
In z sous la forme d’une intégrale).

(b) En déduire lim F'(z) et lir+n F(z).
>0

(¢) Dresser le tableau de variation de F.

Vérifier que. e’ > tez, si t > 0.

)
(b) En déduire I'étude de la branche infinie de F.
) Quels sont les points d’inflexion de F'.

)

Tracer la courbe représentative de F.

S el
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1. Soient f; et fy deux fonctions continues sur [0, 1]. Montrer que :

sup (f1(x) + fol2)) < sup fi(w) + sup fo(a).
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

2. Soient f et g deux fonctions continues sur [0,1] et soit u un réel. Montrer que
sup (f(x) + ug(z)) est fini.

z€[0,1]
Dans la suite de ce probléme, on pose h(u) = sup (f(z) +ug(x)), o f et g sont

z€[0,1]
deux fonctions continues sur [0, 1], et on cherche a étudier h sur [0, +o0].

3. On suppose en outre que g est positive ou nulle sur [0, 1].



(a) Montrer que pour tout u € [0, +00] :

inf f(x)+wu sup g(z) < h(u).
z€[0,1] .1‘6[0,1]

Indication : On pourra remarquer que pour tout z de [0, 1],

inf f(y) +ug(z) < f(z) + ug(z).

y€[0,1]
(b) Montrer que pour tout u € [0, +o00] :

h(u) < sup f(z)+u sup g(x).
z€[0,1] z€[0,1]

h(u)

(¢) Déduire de (a) et (b) que ——= a une limite en +o00 que I'on calculera.
u
(d) A quelle condition h est-elle bornée sur [0, +oo[. Que vaut alors h?

4. On suppose toujours que g est positive ou nulle sur [0, 1].

(a) Montrer que h est croissante. S Fomesou Lom
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(b) Soit u < u'. Montrer que : Docs & portée de main

h(u') < h(u) + (u' — u) il[lopl]g(x).

Indication : On pourra utiliser la question 1, avec deux fonctions f; et fy bien
choisies.

(¢) Conclure que h est continue sur [0, +o00].





