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PROBLEME N°1 ca soalra .

[

1. (a)

(b)

On le montre par récurrence. ug > 0. Supposons que pour un entier n positif,
on a u, > 0. On a alors In (1 + u,) > 0, soit u,,; > 0.
Soit g(x) =z —In (1 + ). g est dérivable sur R} et on a:

1 T

Vax >0, ! =1- = >
= g(x) 1+x 1+x —

g est donc croissante sur R, et g(0) = 0. g est donc positive sur R,
g étant positive, on en déduit que pour tout entier n, on a :
Up — Ups1 = Up — In (14 u,) > 0.

(un)nen €tant alors une suite décroissante. Comme, d’aprés 1.(a), elle est mi-
norée par 0, elle converge vers [ tel que g(I) = 0. Or 0 est le seul point qui

vérifie cela, on a donc lim wu, = 0.
n—-+00

i+ _ 1. Donc lim In(l+un)

= 1. ce qui est le
x n—+o00 Unp,

On sait que liH(l)
r—
résultat demandé.

D’aprés le critére de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiére
+oo

E U, T est 1.

n=0

(Un)nen est une suite qui décroit vers 0, donc d’aprés le théoréme des séries

+o0
alternées, E (—1)"u,, converge.
n=0



3. (a) Comme (un)nen est une suite a termes positifs, il est clair que (v,,)nen Pest
aussi.

2
(b)y Onaln(l4+2z) =2 — S o(z?), quand x tend vers 0. Donc :

2
U, U, 1 1+un+ ()
K9} = = = = _ o\u
n (14 uy) un—%—FO(Ui) 1—?+0(un)

qui est le résultat demandé.
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(¢) D’apreés ce qui précéde : ca soalra ,
Inv, =In (1 + % + 0(%)) — % + o(uy).

Up,
Ces deux suites étant a termes positifs. on en déduit que Zln vy, et Z >

X . u
sont de méme nature. Comme il est clair que Z ?n et Zun sont de méme

nature, on obtient le résultat.

(d) On a bien :
= Uy * -+ U u
Zlnvk =In (vovy + - v,_1) = In <M> =1In (—O>
k=0 UrU " - - Up Unp,

u
(e) Comme u, tend vers 0 quand n tend vers I'infini, on a liril — = 400. On
n—-—+0oo un

déduit donc de 3.(d) que Zln v, diverge. Donc Zun diverge puisque ces
deux séries sont de méme nature.

PROBLEME N°2

[

1. (a) Comme ligl (@) = 0. on a donc :
T— 100 T

Ve >0, dJA. > 0, Vo > A,, —5<@<5.

Pour € = a on a en particulier :

dA, >0, Vo > A,, M<a.
x

Comme z est positif, on a bien :

JA, >0, Vo > A,, f(x) <ax.



(b)

Soit b > a. On peut écrire :
flx) —bx = f(x) — axr + (a — b)x.
D’aprés (a), pour z > A,, f(x) — ax est négatif, d’ou :
Ve > A,  f(z)—bxr < (a—b)z.

Comme lim (a —b)z = —o0. on a hien
T——+00

lim (f(x) —bzr) = —oc.

r—+00

€
Soit ¢ > 0 quelconque. En prenant a = = et b = ¢, on a bien b > a > 0, le

résultat est alors donné par ce qui précéde. [Fomesou Com

oa sealrea .

Soit f(xz) =1 pour tout x > 0. f est alors positive sur |0, +00| et vérifie bien,
pour tout € > 0 :

xkrlloo(f(x) —ex) = —00.

Soit ¢ > 0. Comme lir+n (f(x) — ex) = —o0, en particulier f(z) — cx est

négatif pour x assez grand, soit :
JA. >0, Vo > A, f(x)—ex <O.
Enfin, comme f est positive, on a bien le résultat demandé.
D’aprés 2.(b), on a :
Ve >0, dJA. >0, Vo > A., 0< f(z) < ex.

x étant positif, on conserve le sens de I'inégalité en divisant par x et on obtient :

Ve >0, dA. > 0, Vo > A,, O§@<e,

qui signifie exactement que lim ——= = 0.
r——+00 €T

In x est bien une fonction croissante vérifiant la propriété demandée.
En refaisant le méme raisonnement qu’au 2.(b), on trouve :
Ve >0, 3JA. >0, Vo > A., f(z) < ex.

Comme f est croissante, on a pour tout x positif, f(0) < f(x). On a alors le
résultat demandé :

Ve>0, dJA. >0, Vo > A,  f(0) < f(z) < ex.



(¢) En divisant par z, on trouve :

Ve >0, dA, > 0, Vo > A, m§M<e.
x x
0
Il est clair que liril & = 0. On déduit donc aisément de ce qui précéde que
T——+00 xr

. flx)
Iim =——~ =0.
e @ sFomesoutracom

ea Ssoalra .
4. f(z) = —x.

(a) Tl est clair que pour tout € > 0, liril (—x —ex) = —00.

(b) On a lim _—x:—l#O.

rx——+oco I

(¢) On en conclut que si f n'est ni positive ni croissante, le fait que pour tout ¢ > 0,

x
lim (f(x) —ex) = —oo n’entraine pas nécessairement. que lim & = 0.
Tr—+00 r——+00 e

Cette derniére propriété est donc plus forte puisque I'implication réciproque
est toujours vraie.

PROBLEME N°3

[

On définit lorsque c’est possible :

f(x):/ozﬂdu et g(m):/oz(Sin—Qudu.

1+ cosu 14 cosu)’

1. (a) Soitu=m—y. On a :

2

cosu =cos(m —y)=—cosy =—1+ % + o(y?).
COS U 2 N 2 .
Donc ——— ~ — quand y = m —wu tend vers 0. Or 'intégrale de — diverge
14 cosu 2 y?

en 0, donc f n’est pas définie en 7. On procéde de la méme maniére pour g.
(b) Les intégrantes étant paires, on vérifie aisément que f et g sont impaires.

(c) Tl est clair que f et g ne sont pas définies pour = > m, puisque 'on ne peut
pas définir une intégrale sur un intervalle contenant un point ou elle diverge.
En tout point de |0, 7[ les intégrales sont définies puisque les intégrantes sont
continues. Enfin, par parité, on en déduit que le domaine de définition de f et
gest|—m, |



(d)

On sait classiquement que f et g sont dérivables sur | — 7, 7[ et on a :

COsS & sin?

f(x) et ¢'(z) = m'

" 1+ cosz
Ces fonctions étant des composées de fonctions indéfiniment dérivables sur | —
7, 7| (fractions rationnelles et sin et cos), elles sont donc indéfiniment dérivables
sur | —m, 7l

On part de f. On intégre par parties en dérivant le terme —— et en
1+ cosu

intégrant cosu. On trouve alors :

sin x
flx) = —g(x) + [
On a, pour tout u dans |—m, 7[, sin? u = 1—cos?u = (1—cosu)(1+cosu). Donc :

sin? u _ l—cosu
(14 cosu)® 14cosu’

Yu €] — m, m,

d’ou le résultat.

Ta question 2.(a) donne la premiére ligne du systéme. On a :

1 —cosu COS U

sFomesoutracm ———=1-2

Py 1+ cosu 1+ cosu’

La question 2.(b) donne donc :

Vee|—mml, g(z) —/Omdu—Zf(x) =x—2f(x),

qui est bien la deuxiéme ligne du systéme.
En soustrayant la premiére ligne a la deuxiéme, on trouve :

sinx
Vx €| —m, m|, =-r— —.
rvel—mnl, flzr)=x T cosa

En remplacant cette valeur dans une des deux lignes, on obtient :

2sinx
Vo €] —m [, g(x) :m—

On remarquera que les fonctions f et g ne sont définies que sur I'intervalle
sinx o
| — m,m[ alors que, par exemple x — ———— est définie pour tout = non
14 coszx
congru a m modulo 27.





