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PROBLEME N01I gaeg;gfga . Aom

On considére la suite réelle (uy,),en définie par :

Up ERE_,
Ups1 =In(1+wu,), VneN.

1. (a) Montrer que la suite (uy,)nen est bien définie et strictement positive.
(b) Etudier la fonction g(z) =z — In (1 4 ) sur R,.

(¢) En déduire que la suite (u,)nen est décroissante et qu’elle converge vers une
limite [ que 'on déterminera .

Up+1

2. (a) Montrer que lim = 1.
n—+oo Uy,
+o0
(b) En déduire le rayon de convergence de la série entiére Z Up T
n=0
400
(¢) Ftudier la nature de la série Z(—l)”un.
n=0
3. Soit la suite (v,),en définie pour tout n > 1 par v, = uun .
n+1

(a) Montrer que la suite (vy,),en est bien définie et & termes strictement positifs.



(b) Montrer que :

vy =1+ %(1 +¢e(n)), ou lim e(n)=0.

n—-+o00

+o00 +oo
(¢) En déduire que les deux séries E Inwv, et g u,, sont de méme nature.

n—1
(d) Montrer que Zln v = In (@)

u
k=0 "
+oo
(e) Conclure quant a la nature de la série E Un,.
n=0

PROBLEME N°2 I sFomesou Lom

R SPalrq .

Dans tout le probléme, f désigne une fonction définie sur |0, +oo.

x
1. On suppose que f vérifie lim M

Tr——400 €T

=0.

(a) Soit a > 0 quelconque. Montrer qu'il existe A, > 0 tel que :

Ve > A,, f(z)—ax <O.

(b) En déduire que si b > a alors :

lim (f(x) —bz) = —oc.

T—+00
(¢) Prouver finalement que, pour tout ¢ > 0 :

lim (f(2) - e2) = —o0.

2. On suppose que f est positive sur |0, +oo[ et vérifie, pour tout £ > 0 :

lim (f(z) — ex) = oo

(a) Donner un exemple simple d'une telle fonction.
(b) Soit ¢ > 0 quelconque. Montrer qu’il existe A. > 0 tel que :

Ve > A, 0< f(z) <ex.



(¢) En déduire que lim G = 0.

r—+o0o I
3. On suppose maintenant que f est croissante sur |0, +oo[ et vérifie, pour tout £ > 0 :

Jim (f(x) —ex) = o0,

(a) Montrer que f(x) = Inz est une telle fonction.
(b) Soit € > 0 quelconque. Montrer qu'il existe A. > 0 tel que :

Ve > A, f(0) < f(z) <ex.

(¢) En déduire que lim G = 0.

r——+oco I

4. Soit f(z) = —ux.

(a) Montrer que I'on a bien, pour tout € > 0 :

lirf (f(x) —ex) = —o0.
(b) Quelle est la limite de /() quand z tend vers 4o0.
x

(¢) Qu’en concluez-vous?

oea Sealra .

PROBLEME N3] sFomesoutracon

Pour x réel, on pose, lorsque ces intégrales existent :

T T 12
cos u sin® u
)= [ ——du et gax)=[| — du.
/() /0 1+ cosu 9() /0 (1 + cosu)®

Montrer que f et g ne sont pas définies en x = 7.

)

(b) Montrer que f et g sont impaires sur leur domaine de définition.
) Déduire de (a) et (b) que le domaine de définition de f et g est | — m, 7[.
)

Montrer que f et g sont indéfiniment dérivables sur | — m, 7.

2. (a) Etablir, a I'aide d’une intégration par parties, une relation entre f(z) et g(z),
pour tout z appartenant a | — m, 7.



s Fomesoutracm

(b) Montrer que : ca Soalra .

T 102 T
Vo €] —m, m|, / Luz du :/ L )
o (1+cosu) o l+cosu

(¢) Déduire des deux questions précédentes que I'on a pour tout x dans | — 7, 7| :

sin x

f(x) +g(z) =

"~ 1+4cosz
2f(z) +g(x) =z

(d) En déduire les valeurs respectives de f(x) et g(x) sur | — m, 7[.





