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CONCOURS INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B OPTION Mathématiques

CORRIGE DE LA léere COMPOSITION DE MATHEMATIQUE

Exercice 1

1) f(t) est continiment infiniment différentiable sur R\{0}. Comme sin(t) =
t + O(t?) pour t — 0, f(t) peut se prolonger par continuité en 0 en posant f(0) =
1. Ainsi définie f(t) est continue dérivable sur R de dérivée

f(l)(t) _ tcos(t)t; sin(t)

0 =0

, t € R\{0}

f(t) est paire donc il suffit de I'étudier sur[0, 27]. Sur [0, 27|, ¢ cos(t) —sin(¢) s’annule
pour ¢ = 0 et de facon unique sur ]0,27] en ¢ty # 0 tel que tan(ty) = to (to =~
4.49) d’ou le tableau de variation

t —27 - t() 0 t() 2w
FD(t) = 0 + 0 — 0 +
f(t) 0 N cos(to) 1 N\cos(ty) 0

avec cos(tp) ~ —0.22.

2) a) D’apres ce qui précede l'intégrale est faussement impropre en 0. Par ailleurs
on a clairement |%\ <1doun

$2
o)l =1 [ 70t < 2 +]a] — 0 quand « — 0,

On en déduit immédiatement la continuité et la différentiabilité de g sur R.
b) On a par intégration par partie (u(t) = 1 et v} (t) = sin(t), z étant supposé
strictement positif tous les termes sont bien définis)

/w i sin(t) py [—cos(t) /]2 — /1 " cos() dt

t 2

1
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On en déduit

2 2
¥ sin(t) 1 1 /I cos(t)
—dt| < — 4+ — dt
|_/m t | x + x? + - 12 |

1 [* |cos
7+7+/ |cos(t)|dt

12

1
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On en conclue que lim, . (g(z)) = 0.
¢) Par composition, la dérivée de g(z) vaut

sin(x? sin(z
gV (z) = 2:5% _ sin(@) = %(2 sin(z?) — sin(x)).

Pour x — 0, on a g(l)(:v) — —1 et gV se prolonge par continuité en 0.

T

Exercice 2
a) On a par un développement limité élémentaire pour u petit positif

tan(u) < u + u®

d’ott le résultat.

b) On a

oM () = tan(z)? >0

et d)(l)(x) = 0 seulement en x = 0. On en déduit que ¢ est continue, strictement
croissante de | — 7/2, —7/2[ dans | — oo, oo[ . Comme lim,_,,/5(¢(x)) = 400 et
lim ;. /2(¢(2)) = —00, ¢ est bijective d’ott 'existence de ¢ (x) = ¢~*(x), qui de
plus est continue.

¢) On remarque que ¢ est impaire donc 1 est impaire. Par ailleurs v est crois-
sante nulle en 0. On en déduit que

un = (1) ()

n
ou w(%) est une suite décroissante vers 0. Par continuité de ¢, nulle en 0, wu, et
v, convergent vers 0.

d) D’apres c) et le théoréme sur les suites alternées, la série Y.~ | u, est con-
vergente.
D’apres a) on a

o(z) <2
Donc par croissance de v,
z < P(z?)
On en déduit que
Uy > l
n

donc la série "7 | v, est divergente.
e) Un contre-exemple montrant qu’il ne faut pas permuter les sommes doubles!!!
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Pour n > 1 fixe on a d’apres les résultats classiques sur les séries géométriques

>t = g Sy - L S
Up.m = —
R | n+1 n—+2 n -+ 2
m=1 m=1 m=1
1 n 1 1 n+1 1
Cntlntll-gy on+2n+21- 28
_n n+1
n+l n+2
On en déduit que pour tout N > 0
55 n nt+l) 1 N+1
n+1 n+2) 2 N+2
n=1
Donc la série >0 | >™™ | y, ,, est convergente et vaut 3 — 1= —1.

Maintenant, a m fixe on a pour tout N > 0,

St = Ll L (N,
) N+2'N +2

n=1

d’ol
[o'e)
1
Z Un,m = 2m+1
n=1

On en déduit toujours en utilisant les propriétés des suites géométriques

o 1 11 1
I S
m=1n=1 m=1 2
D’ou
o0 o0 oo oo 1
mZ:lnglun,m - _n;n;un,m - 5
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Probleme

Préliminaire :
L’inégalité est clairement vraie pour n = 0!
Maintenant supposons qu’elle est vraie pour n, on a
|sin((n + 1)¢t)| < |sin(nt)|| cos(t)| + | sin(¢)|] cos(nt|
< | sin(nt)| + | sin(t)]
soit en utilisant la relation pour n,
|sin((n + 1)t)| < n|sin(t)| + | sin(t)| = (n + 1)|sin(t)].

On note également que I'inégalité est stricte pour n > 2 et pour t €]0, /2.
Pour x = 5~ on obtient
T T T
1 = sinfn TV < nl sin T = nsin(
|sm(n2n)\ < n| 51n(2n)| n81n(2n)

d’ou 'inégalité

S -

Sin(2£) >
n

Premiere partie
1) a) On a de fagon évidente sur [—1, 1]

To(x) = cos(0) =1 et
T (z) = cos(arccos(z)) = x.

b) Posons ¢t = arccos(zx) alors x = cos(t).
On a alors

Thto(x) + T (z) = cos((n + 2)t) + cos(nt)
= 2cos((n + 1)t) cos(t)
= 22T 11(x)
et la relation de récurrence
(1) Tuya(e) = 20T 41 (x) — To()

s’ensuit.

¢) On en déduit immédiatement par récurrence que T, est dans P,,. De méme, soit
Ihypothese H(n): T, est un polynoéme de degré n ayant pour coefficient dominant

on—L,

On a clairement H(1). Par ailleurs en utilisant (I), Tx(z) = 222 —1 donc H(2) est
vérifiée, supposant H(n) et H(n + 1), on déduit de la relation de récurrence (I) ,
que T}, 42 est un polynéme de degré n + 1 et de coefficient dominant 2.27~! = 2™

d) On a par un calcul immédiat

T0($> =

Ty (x) =2 Up(z) =1

To(x) =222 — 1 Up(x) = 2x

T3(x) = 423 — 3z Us(z) = 42% — 1

Ty(r) = 8z% — 822 +1 Us(z) = 823 — 4w

Ts(x) = 162° — 2022 + bz | Uy(x) = 162 — 1222 + 1
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2) Par définition, les 0 de T, sont les solutions de
narccos(z) = E(w)

pour z dans [0,1]. On vérifie aisément que, pour k =0,...,n — 1,
g € [0,1] et T (a,n) = 0.
Comme cos est strictement décroissant sur [0, 7], on a également
Qo < 1 < Q2 < oo < Qo1

donc les ay,, k£ =0,...,n —1 sont n racines distinctes du polynéme 7;,. Comme
T, est de degré n, ce sont les seules possibles.

3) D’apres 1) T,+1 est un polynéme de degré n+ 1 donc U,, qui est sa dérivée a
une constante pres est un polynéme de degré n. Son coefficient est donc

(n+1)2"/(n+1) =2"

Par ailleurs, on a
Tht1(cos(t)) = cos((n + 1)t)

d’ou
—sin(t)T Y, (cos(t)) = —(n + 1) sin((n + 1)t)
et
U (oos(t)) = =)
pour t # km, k € Z.
4) Pour z €] —1,1[, on a
W (z) = o sin(n arccos(x))

1— a2
donc
V1-—2a? T () = nsin(n arccos(z)),
soit par dérivation
2

V1—22 TP (z) - \/%Tfll)(x) = —\/% cos(n arccos(z))

et donc
(1 —2HT? (z) — 2TV (2) = —n2T, (2).
Comme T, est un polynome , il est infiniment continiment différentiable donc cette
relation est aussi valide sur [—1, 1].
L’équation différentielle en U,, se déduit simplement par différentiation de cette
relation : on obtient

(1 — 22U (x) — 32U () + n(n + 2)U, (z) = 0.

5) Comme \/1177 est intégrable en —1 et 1, toutes les intégrales sont faussement

impropres. Plus précisément pour k € N, l e Net —1 < a < 8 < 1, posons

I (o, B (z)Ti(x)dz.

|
= —T,
) /a V1— 22 g
On a par changement de variable,

arccos(83)

I (o, B) = / cos(kt) cos(lt)dt

rccos(a)
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6

donc I, ; = 11111%—»0 I i (o, B) est parfaitement définie et vaut
—TT

Ik,g:/ cos(kt) cos(lt)dt.
0

Sik#1l onaaussik+1[1>0etdonc

1 (7 1 (™
I, == / cos((k + D)t)dt + = / cos((k — 1)t)dt = 0.
T2 2 Jo
Maintenant pour k =1 # 0, on a

v 1 v
I = / cos(kt)2dt = f/ (1 + COS(Qkit))dt = E
’ 0 2 Jo 2
Enfin
1070 = T.

On en déduit que tous les polynémes sont orthogonaux pour ce produit scalaire.
6) Si, Pon pose

T
Eo(z) = 07(:6)
et
Ey(x) = 2Tk7(rx)7 k=1,..,n,

(Eo, Ey,....E,) est alors une base orthonormée de P? pour < .,. >j/.

Deuxieme partie
1) Par définition, on a pour tout n,

Ta(z)] < 1
et T,,(1) = 1 donc ||T,,|| = 1. Pour n > 1, cette valeur est atteinte ssi
T 27

narccos(x) € 7ZN [0, nw] <= arccos(x) € {0, —, —, ..., 7}
n’n

T km
<— 1 —), ... —), ..., —1
ve (eos(T),eos(™T), 1)

D’apres 3) on a
sin((n + 1)t)

n t)) = .
U, (cos(t)) Sn ()
donc en utilisant le préliminaire
1U]] < (n+1)
et on note que |Uy(1)] = |Up(—1)| = (n + 1) donc
Ul = (n+1).

En utilisant la remarque que l'inégalité du préliminaire est stricte en dehors des
point terminaux, on en déduit que les seuls points atteignant le maximum sont

{~1,1}.
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2) Comme suggérer dans 1’énoncé, considérons log(T,(x)). D’apres la partie
précédente T, est un polynome de degré n de racine oy, £ =0,...,n -1, d’ou1 &
un constante C pres, en prenant le log complexe,

n—1

log(T,,(z)) = C + Z log(z — ag.n)
k=0

et par dérivation

k=0
d’ou
n—1
T (x) -
E —— =nU,_;.
k=0 T — Qpn

Cette égalité est vrai pour tout z € [—1,1] par prolongement par continuité aux
points ay, . On en déduit

n—1

T, (x
30 <o, ) =2
ko ¥~ %kn

3) On a par un résultat classique 'expression suivante du polynéme d’interpolation
de Lagrange d’ordre k
k(2 — ajn)
ek (ar,n — ajn)

Lk,n—l (l‘) -

On vérifie directement que Ly, ,,—1 est un polynéme de degré n —1, et est tel que
I1; c,m__Xjn .
Lin-1(0kn) = PEEGee=ges) = Let Lig-i(ajn) =0, j # k.
D’apres ce qui précede on a
Th(z) = 2nH?=1(I — Qjn)
k(2 — ajin)
Ik (ke — i

= (z — agp)2" )Hj;ék(ak,n — ®jn);

d’ou
(mT_"(OZ)m) — 9L (@hn — ) D1 (2),
soit en posant \gn, = 2"z (W — @)
m = ML n—1(x),
soit (;;”ai(:)n) est proportionnel au polynome d’interpolation de Lagrange d’ordre k.

4)L’égalité précédente donne
Tn(z) = Ak,n(x - O‘k,n)Lk,n—l(I)

soit par dérivation

T (2) = Mo L1 () + Mz — Oék,n)L;E},ZL,l(x)
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donc
T (n) = Mo Lioyn—1(@kn) + 0
=i
ce qui prouve la premiere égalité.
Par ailleurs par définition de T,
TV (cos(x)) sin(z) = nsin(nz),

soit d’apres 1.2 pour ay,, = cos(:(% + (n—1—k)m) (en posant z = L(3 + (n—
1—k)m),

\ —

T(l)(ak "

~—

sin(= (5

+ (n—1—k)7) =n(=1)k "t

+(n—-1-Fk)m)

= nsin(

SRENIE

Par ailleurs comme sin(( n—1-km)?+cos(1(5+(n—1-k)m)?=1et

lzt+(n—-1-kmelon

R
o
=}
®

:\'—‘%

(

sin(

oS
+
£
\
—_
\
=
2
Il
—
\
Q
EIN
3

et on en déduit
Tr(zl)(ak,n) =

5) Soit P une polynéme dans PY- ;. D’apres 3) il se décompose dans la base des
polynémes d’interpolation de Lagrange sous la forme,

n—1
= a;Ljn(x)
=0
avec P(a,n) = Zz;é ajLjn-1(akn) = ag.
On déduit de 3) que

nz:Pak" Al;n(x_( )

(697 n)
avec en utilisant les égalités du 4)
n 1 k—n+1
/\k,n = ( )
l—ai,
d’ou la décomposition
_ T, (x
S o1
n

6) En utilisant l’egahte du 5) on a pour z € [—1,1],

1 n—1

|P(z)] < - Z

k=0

On ne peut directement utiliser I'inégalité 2) a cause de la valeur absolue a l'intérieure
de la somme.

T (z)
(x - O‘k,n) ’
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Il suffit cependant de remarquer que si & €|ay—1,,1] alors % > 0 (car

alors x > cos(-)) donc

2

1 n—1 T 1
J0 ) P AR R
n (z—akn) —n
k=0 '
d’apres Pinégalité 2).
De méme pour z € [—1, ag,] on a également % > 0 et la méme inégalité

s’ensuit.
Enfin pour z € [ag.n, @n—1,] o0 a par définition de ag n, n—1n,

VvV1—22> sin(%),

soit en utilisant 'inégalité du préliminaire
1

«/1_x2>lg:f,
T 2nmw n

1
<—<n

S Aoa2 s

D’otu 'inégalité voulue en recollant les intervalles.

donc par hypothese sur P

|P()
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