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1¢re COMPOSITION DE MATHEM ATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Calculatrice permise.
Les exercices et le probléme sont indépendants.
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Exercice 1 Py
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Soit f une fonction continue bornée de R™ dans R. On pose

n
—dx.
1 4+ n222

= [ )

a) Montrer que cette suite est bien définie et est bornée par m/2 sup,cp+(f(z)).
b) On pose fo(x) =1, pour x € R¥, fi(z) = { g’ :linmorf (0.1 . Calculer I,,(fo) et I,(f1)-
¢) Déterminer les limites respectives de I,(fo) et I,,(f1), lorsque n — oc.
d) On pose S, (f) = > 1 _; Ix(f). Calculer explicitement S, (fo) et sa limite quand n — oo.
e) La série S, (f1) est-elle convergente ou divergente?
f) Montrer que de maniére générale lim,, .. I, (f) = Z f(0). En déduire une condition nécessaire
pour que la série S, (f) soit convergente.
g) On pose fa(x) = sz, x € RT. Vérifier que f, est bien continue bornée sur R*.
Calculer I,,( f2) et en déduire la limite de S, (f2) quand n — oo.
h) Trouver une fonction f telle que S, (f) soit convergente.

Exercice 2
a) Etudier la fonction de [ — 7, 7] — R definie par
sin(t)
t) = —————.
1® #H(1+£2)

On précisera en particulier si cette fonction est continue dérivable en 0.

b) On pose * sinta)
F(z)= /0 mdt.
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Montrer que cette intégrale est bien définie et que
m
F@) < el
¢) Monter que F est dérivable , de dérivée

[ cos(tx)
G(m)—/o —(1+t2)dt'

Aide : on reviendra & la définition de la dérivabilité.
d) Montrer que G est continue sur R dérivable sur R*.
e) Montrer que G n’est pas dérivable en 0.
f) Expliciter cette dérivée et montrer que, pour x > 0, F' vérifie ’équation différentielle,

F(z) - F'(2z) = n/2.

En déduire 'expression de F(z), 2 > 0. On rappelle que [~ %ﬁdt =7Z.

g) Méme question que f) pour z < 0. En déduire la forme analytique de F(.) et G(.).
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Préliminaire: Dans tout le probleme, ¢ est une fonction convexe de ]0,1[ dans R. On
rappelle que ¢ est alors continue, dérivable a droite sur ]0,1[ et on a, pour tout x, ¢ dans |0, 1],

(z) > d(c) + (z — e)dy(c),

ot ¢’ (c*) est la dérivée a droite en c.
En déduire l’inégalité de Jensen suivante :
soit f continue de [0, 1] dans ]0, 1] alors

Q5 d (45 dt.
Premiére partie

a) Comparer ¢(1/2) et fol o(t)dt.
b) Soit ¢ un entier strictement positif. Soit f, I’application définie de | —1/2, co[ dans R par

1
(x+q+1)/z+1/2

fo(x) =

Montrer que f, est strictement convexe (pour cela, calculer sa dérivée seconde). En déduire que
pour tout m € NT,

m+1/2
fmy< [T o

n—1/2
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Mounter que ce résultat est encore vrai pour m = 0 (on vérifiera que I’intégrale est faussement
impropre en —1/2).
N 1 4 . 4 L, 5o 4 s .
= ——_ Déd d ltat dents 1 lit -
c¢) On pose Sx(q) =2, o TSy mrEy éduire des résultats précédents I’inégalité suiv
ante

s
q+1/2

En déduire que Sy est convergente et donner un encadrement (non-trivial) de sa limite.

VN +1 2
0< SN<(]) < /

dt <
0 (t?+q+1/2)

Deuxiéme partie ea soalra
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Soit u, ,n € N telle que la série ZZZO u?, soit convergente de limite A. On se propose de

démontrer, a I'aide de la partie précédente, 'inégalité dite de Hilbert

N N _—
2D T AT (1)

m=0n=0

On pose pour cela, pour a = (ag, ay,...ay) € RN+1,

m=0 n=0
N
Gla) =) a;,
m=0

a) Montrer que F et G sont des fonctions continues de RV*1 dans R*. En déduire que I’ensemble
{a, G(a)= A} avec A > 0 est un compact de RV 1,
b) Montrer que, pour tout A > 0,

M= sup {F(a)}, (2)
aceRNFL
G(a)=X
existe et est atteint.
c) En déduire que, au maximum, a* = (af,....,a} ), il existe p € R tel que pour tout p €
{07 17 "'7N}7
N ot
— %
et
M)\ = /L)\.

N
u

m=0

d) Montrer que, si ) 2 =0, alors I'inégalité de Hilbert (1) est vérifice.
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e) Montrer qu’il existe ¢ tel que Docs 2 portée de main

N

p<Va+1/2) -

(m+q+1)V/m+1/2

m=0

Aide : Pour cela, on considérera a* une solution de (2). Puis on supposera que [’un des termes de
la serie a* , disons aj, est strictement positif (quitte & échanger les signes) et on posera

1/2)a" = 1/2a*) > 0.
Vig+1/2)a; me?éf’?.’.(,m(\/m“L /2a;,) >

f) En déduire Vinégalité de Hilbert (1).
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