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Partie I : Les polynémes de Legendre

1. (a) (#*—1)" est un polynome de degré 2n de coefficient dominant 1 et L,, est sa dérivée

(b)

nieme donc,

L, est un polynéme de degré n de coefficient dominant 2n(2n —1)---(2n —n+1) = (27?!)! )
Lo(t) = (2 = 1)0) @ =1

Li(t) = (2 =))W = (1> — 1) = 2¢

Lo(t) = (2 = 1))® = (¢* =2 + 1) =12 — 4

La(t) = (2 = 1)) = (15 = 362 + 362 = 1)®) = 6 x 5 x 43 — 3 x 4 x 3 x 2t = 12063 — 72t .

Pour tout n, (t2—1)" est un polynoéme pair donc, pour k pair (k < 2n), (ﬁc—kk(tQ 1"
est un polynéme pair, et pour k impair, ;i—kk(tz — 1)™ est un polynéme impair. En

L, ala méme parité que n. ‘

particulier,

Démonstration par récurrence. On a Lo(1) = 1 = 2° x 0!, I'assertion est vraie
pour n = 0. Supposons que L, 1(1) = 2"~ 1(n — 1)!. En appliquant la formule de
Leibniz et en remarquant que seules les dérivées premieres et secondes de (t2 — 1)
ne sont pas nulles :

((t2 _ 1)(t2 _ 1)n71)(n) _ zn:cﬁ(tQ _ 1)(k)((t2 _ 1)7171)(”*]4)
k=0

= (@ - )(@ - )" )" Loy 1y (@ - )Y
+ O -1y (2 - 1)

=~ 1) ((#2 - )" Y™ 4 cla((r2 — 1y H Y
+ o2 (@ -1

D’autre part, d’apres la caractérisation des racines multiples a I'aide des dérivées
successives, 1 est racine simple de ((t2 — 1)"*1) =2) car 1 est racine de multiplicité



2.

4.

n—1de(t?—1)""1. Ona

(@ -1E -0 )" =@ - (@ - )" O+ (e -y )" )

+C22((% - 1P ()
=nx2x2" Y n—-1I+C%2x0

=2"xnl.

On peut donc conclure que

(WneN, Ln(1)=2"xn!|. Fomesou

ca Soalra ,

Lom

D’apres la parité de L, Docs & portée de main

¥neN, Ly(-1)=(-2)" xnl|.

Par une intégration par partie, on a

=[Gt =) e =) w
- /_11 (;;—11 - 1) (;lt:’:—ll (22 =)™ )t

En remarquant que pour 1 < k < n, 1 et —1 sont racines multiples d’ordre k£ de

(Los L) = /11 (%;(t? —1y) (C%(t? 1))

((t2 — 1)")(n_k), ce qui fait que le “crochet” dans I'intégration par parties est nul et en
réitérant n fois cette intégration par parties, on obtient

(st = = [ (@ =) (G 2 = 1)t

= (—1)" /_11 (# - 1)”(5111 (2= 1))t

Puisque par définition pour tout entier n, || K| = 1, il suffit de montrer que la famille

{Ln : neN } est orthogonale. Soit n et m deux entiers naturels distincts, supposons

que n > m, alors (%(ﬂ - 1)’”) = 0, car c’est la dérivée (n + m)®™ d’un polynéme

de degré 2m, avec n +m > 2m. On en déduit que <Ln,Lm> = 0 pour tout entiers
n # m. Ce qui prouve que la famille est orthogonale

(a) Considérons ’espace Vect(f, F},). Puisque 7, (f) est la projection orthogonale de
fsur F,,, on a

VjE{O,"',n}, <f_7rn(f)?Kj>:07

ce qui donne

VjE{O,"',TL}, <f>Kj>:<7T”(f)’Kj>'



(b)

Dans 'espace vectoriel euclidien F,, de base orthonormée (Kj)jc(o.... n}, 00 a la
décomposition

n n

Ta(f) =D (malf) Kj) K =Y (f, Kj)K; -

=0 =0

Toujours parce que (Kj);eqo,.. n} st orthonormée
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D’apres le théoreme de Pythagore,

vneN, |m (O +I1f = m(HIF = 117
ce qui donne

vneN, S(fE) <|fI?.

=0

On en déduit que la série de terme général < 7 Kn>2 est convergente de somme

Foo (LK) < )12

Partie II : Opérateurs linéaires positifs et densité de R[z]
dans F

5. Propriétes des opérateurs linéaires positifs

(a)

Soit u un opérateur linéaire positif sur £. Montrons tout d’abord que ’application
u est croissante pour la relation d’ordre partiel. En effet, pour tout f,g € E

f29=>f—-9>20=u(f—g)>0=u(f)—ulg) >0=u(f) > ulg) .

Pour montrer I'inégalité annoncée, il suffit de remarquer que
(F=irl et —f<Ifl) = (w(h) Sullfl) et —uf) =u(=f) <u(lf)) .

Il est clair que si u est 'opérateur nul alors u(Qo) = 0. Réciproquement, supposons
que u(Qo) = 0. Soit f € E alors f est bornée par une constante C' > 0, car elle
est continue sur le compact I. On a donc |f| < C = CQy = |u(f)| < u(CQp) =
Cu(Qo) =0, donc u(f) = 0. Ce qui démontre que pour tout f € E, u(f) = 0.

Soit w un opérateur linéaire positif non nul sur E. Soit f € E, alors | f| < || f|lccQo,
ce qui donne |u(f)| < u(|f]) < ||flleot(Qo). De méme, si f,g € E, on a

[u(f) —ulg)l = [u(f = g)l < ullf —gl) < [If — glleoru(Qo) ,

Or u(Qp) > 0 car Qo > 0, ce qui montre la continuité de w.



(d) Si les fonctions (up k)o<k<n sont positives il est évident que l'opérateur w, est
positif. Réciproquement, supposons que 'opérateur u, est positif. Soit 0 < 57 < n,
puisque les réels x,, 0, .1, ... Tn,n sont distincts, il existe § > 0 tel que

Tnj € 1; :]:rn,j -9, Tn,j + (5[ﬂI et Tpk ¢ I;, Vk £7j.

On peut donc construire une fonction f : I — RT continue telle que f(z, ;) =1 et
f(xnk) =0, Vk # j. On a donc pour une telle fonction f,

Un(f) = Z f(xn,k)un,k = Un,j -

k=0

n

Comme u,, est positif, on en déduit que la fonction u, ; est positive.
(e) Pour cette question on suppose que I = [0, 1], on se place donc dans E = C°([0, 1]).
i. Pour tout z € [0, 1],

Bu(fy)(z) = Z fy(k/n) By k(z)
k=0

— Ze(k/n)ycl;xk(l - x)nfk
s Fomesoutra com k=0
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k=0

= (1 -z + zel¥/M)"
= on(z,y) .

ii. On a

Ainsi




iii. On a, d’apres la question précédente,

Bu(Qo)(2) = pu(,0) = 1
Bp(Q1) () = nnwéW“+1 2)" =,

s Fomesou
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Docs a portée de main

n lxew/n) (2e®™ 41— z)""

n—l 9 1
= T+ —x.
n n

Ce qui donne

B, (Qo) = Qo, Bn(Q1) =Q1 et By(Q2) = 1 n—1

6. Densité de R[z] dans E.

(a)

La fonction f étant continue sur le compact I, elle est donc uniformément continue
sur I. Donc

Ve>0, In>0, V(x,y)eI*, |-yl <n=|flz)—fly)|<e. (3)

Soient € > 0 et 1 > 0 défini comme ci-dessus. Soit (¢,z) € I?. Nous allons traiter
les deux cas |t — x| < n et |t — x| > n séparément :
- Si |t — x| <, alors d’aprés I'uniforme continuité de f, on a

f(x) = f(t)| <e <g+2HfH°°( —z)”.

- Si |t — x| > n, alors

(t—s)?
(t—s)?

|[f(@) = F®)] < 20l lloe = 2/ fllo

R

On en déduit donc que

V(t,z) e I x I, |f(t)— flx)| <e +2”f”°°( —3:)2.

C’est une conséquence du résultat de la question précédente. Soit € > 0 et n > 0
tel que

V(t,z) eI x I, |f(t)— f(z)] <e +2HfH°°(2—2tx—|—3:2),
ce qui peut s’écrire comme
Veel, Vtel, |f(t)—=f(2)Qo(t)| < 6Q0(t)+2HJ;|LOO(Qz(t)—QfUQl(t)+l”2Qo(t)),

ce qui donne le résultat demandé.



()

(d)

Soit € > 0, d’apres la question précédente, la positivité de u, il existe n > 0 tel que
Vo €1,

[u(f = f(2)Qo)| < u(lf = f(2)Qol)

(Q +2”f”°°( 2xQ1+x2Qo))

eu(Qo) +2 (4(Q2) — 22u(Q1) + 2*u(Qo)) -

||f||oo
n?

i. Soit € > 0, puisque pour 0 < j < 2, u,(Q;) converge uniformément vers Q;
sur I, il existe ng € N, tel que pour tout n > ng, et 0 < 5 <2

un(Q;) — Qjlloe < €.

En remarquant que pour tout tout t € I,

(@2 =207 +2Q2Qo)(t) =t* — 2t + £ =0,
on obtient pour tout n € N
|un(Q2) — 2Q1un(Q1) + Q2un(Qo)||

= H(Un Q2 — Q2) — 201 (ua(Q1) — Q1) + Q2(un(Q0) — Q)|
< [Jun(@2) = Qa| . + 201Q1loo | un(Q1) = Q1| + 1Q2lls0 || (Q0) — Qo]

On en déduit la convergence uniforme de la suite (gy,)nen vers la fonction nulle
sur [.

ii. D’apres I'inégalité (5), pour tout n € N on a pour tout = € I,

()] = Jun(f — f(2)Qo)(x)|

< cun(Qo) + 2 ”{7”°° (4n(Q2) — 201n(Q1) + 22un(Q0)) (2)
=@ 20, s Fomesoutsa.cm
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Ce qui implique

[1nloe < ellun(Qo) — Qolloo + €llQolloo +2

||f||oo
n?

Comme lim,, o [|un(Qo) — Qollcc = 0 et limy o0 ||gnlloc = 0, on obtient par
passage a la limite

Ve >0, lim |hnloc <el|Qolloo -
n—oo

Ce qui prouve que h,, converge vers la fonction nulle quand n tend vers +oo.
iii. On a pour tout z € I

ha(2) = un(f) () = f(2)un(Qo)(2),



donc
un(f)(2) = f(2) = hn(z) + f(2) (un(Qo)(z) — Qo(x)) -
On en déduit que

[un(f) = fllo < [IPnlloo + [[fllool[un(Qo) — Qolloo -

Puisque le membre de droite de cette derniere inégalité tend vers 0 quand n

tend vers l'infini, on en conclut que (uy(f))nen converge uniformément vers f.

(e) Comme les opérateurs B, sont positifs et compte tenu de ce qui précéde, pour

montrer que la suite (By(f))n>1 converge uniformément vers f, il suffit de mon-

trer que (B (Qj))n>1 converge uniformément vers @; pour 0 < j < 2. Puisque

B, (Qo) = Qo et que B,(Q1) = @1, il reste a montrer la convergence uniforme de
Bn(Q2) vers Qa. Or Bn(Q2) = £Q1 + “51Qs ce qui implique

. . 1
Jg& | Bn(Q2) — Q2llcc = nlLH;O ﬁ”Ql —@Q2llec =0.

(f) On remarque tout d’abord que sur [0, 1], pour tout n > 1, B, (f) est un polynéme,
donc de la question précédente on déduit la densité de R[z] dans C°([0, 1]) pour la
norme de le convergence uniforme.

Si maintenant I = [a,b], on considére la fonction 7,5 : [0,1] — I définie par
Tap(x) = a + (b — a)x qui est polynémiale et dont la réciproque est polynémiale.
Soit f € CO(I), alors f o7, € C°([0,1]). De la remarque précédente, on déduit

alors que (By(f o 7qp))n>1 converge uniformément vers f o 7,, donc que <Bn( fo
Tab) OTJ&) converge uniformément vers f. Par conséquent, R[x] est dense dans
’ 7/ n>1

CY(I) pour la norme de le convergence uniforme.

(g) Montrons tout d’abord que pour tout f € C°([a, b]) [FOIIIOSOI.I LCom

ok TP Er~R
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soit f € C%([a,b]), on a
vt € [a,0], |f(O)] < [Iflloc =Vt € [a,0], |FOF <[fI% -

Ce qui implique

b
If1l = \// (F®)*dt < /(b= )% = V(b — )] flloo -

Soit f € CO(I) et soit (pn)nen une suite de R[z] qui converge uniformément vers
f sur I, donc lim, e ||pn — f|loo = 0. D’apres la remarque précédente on a pour
tout n € N

lpn = fIl < Vb —allpn = flloo

On en déduit que lim, oo ||[pn — f|| = 0 et par la suite la densité de R[x] dans C°(T)
pour la norme ||.]|.





