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1 Exercice : Docs a portée de main

On considére une fonction ¢ définie sur l'intervalle |0, 4o00[, continue, réelle, décroissante,
strictement positive.

1. On suppose que 'intégrale f0+oo o(z)dx est convergente.

(a) Montrer que la série Y25 hp(nh) est convergente pour tout h > 0.

(b) Déterminer la limite de sa somme lorsque h tend vers 0.

2. On suppose seulement que ¢ est intégrable sur ]0,1]. On désigne par E(z) la partie
entiere d’un réel x et on pose :

0 si x €]0,1]

p(k) sixze [1,+o00]
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s(x) —/ p(t)dt + C, pour tout z >0 .
0

(a) Démontrer que C existe effectivement.

(b) Montrer que |[¢(z)| < |¢(x)|, pour z € ]0, +o0].

Indication : on pourra distinguer deux cas selon que x < 1 ou x > 1.



2 Probleme :

Soit (un)nen la suite de fonctions définie sur R par :

x2n

up(x) = 7z

3 uﬂ) | s Fomesou

—~

cR SR lre

On considere la série de fonctions
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neN
1. Déterminer le domaine de convergence de cette série de fonctions, c’est-a-dire I’ensemble
A= {az eER : Zun(az) converge } .
neN

2. Soit F' la fonction définie sur R, dont la valeur en chaque réel x est donnée par la somme
de la série de terme général u,(z). Cette fonction F' est définie par la relation :
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(a) Soit r > 0 un réel strictement positif, montrer que la série dérivée de terme général

u (x) = 2"51!) est normalement convergente sur [—r,r].

(b) Montrer que F' est deux fois dérivable en tout point € R et exprimer en tout
point z € R, les dérivées F'(z) et F”(x) en sommes de séries.

(¢) Etudier la convexité du graphe de F'.
3. Soient (v, )nen et (wp)nen les suites réelles définies par les relations suivantes :

12 1\2
()" gy = 010
(2n)! 2n +1)!

Up =

avec 0! = 1.

On désigne par ch et sh les fonctions définies sur R par
T —x T _ ,—T
ch(z) = % ot sh(z)= ¢

(a) Démontrer que pour tout x € R,

o 2k o 2kt
= g et g
|
P (2k)! k:O Qk +1)!

(b) Démontrer que la suite (v, )pen est croissante. En déduire I'inégalité

1 < 4mn
)2 = (2n)’

n=0,12...

puis une majoration, sur la demi-droite fermée [0, oo[, de la fonction F' & 'aide de
fonction x — ch(2x).



(¢)

(d)

Démontrer de méme une minoration, sur la demi-droite ouverte |0, oo, de la fonc-

tion F' a l'aide de fonction = +— %

Pour tout réel = strictement positif, soient G(z) et ®(x) deux fonctions définies

par

sh(2z)
2¢

G(z) =1/ ch(22) O(z) = , 2 €]0,00] .

]
N
%

Comparer les deux fonctions G et ® a 'infini.

4. Le but de cette partie est de calculer les transformées de Laplace des fonctions F et ®.

Etant donnée une fonction f it f(t) définie, continue sur la demi-droite ouverte ]0, co|
et intégrable sur tout intervalle semi-ouvert |0, a], (a est un réel positif quelconque), la
transformée de Laplace de f notée L(f), si elle existe, est définie par la relation suivante:

(a)
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L(f)(z) = /Ooof(t)e_‘”tdt . s Fomesou Lom

Soit z €]0,00[ un réel strictement positif ; calculer pour tout entier k£ € N,

I'intégrale Iy, suivante :
o
I = / the="tdt .
0

Démontrer que la fonction ¢t — F(t)e™ " est intégrable sur [0, o0o[ dés que le réel x
est strictement supérieur a 2. Déterminer la fonction L(F') en calculant L(F')(z)
au moyen de la somme d’une série.

Soit g la somme d’une série entiere définie par la relation suivante :

gt) =y
n=0

Déterminer 'intervalle ouvert | — R, R| de définition de la fonction g. Déterminer
au moyen de fonctions élémentaires 'expression de ¢(t) en utilisant par exemple le
développement en série de la fonction u — \/11+_u

2n)!
En'))g t2n )

En déduire I'expression, pour tout réel x supérieur strictement a 2, de la trans-
formée de Laplace de la fonction F'.

Déterminer, en précisant son ensemble de définition, la transformée de Laplace de
la fonction ®.

On admettra que f0+o° e~ duy = @





