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Premier Probleme
I : Moyenne de Cesaro d’une suite

1. Soit (x,)nen une suite de nombres réels et (y,)nen sa moyenne de Cesaro définie par

1 < o

=1 E x. Montrer que si la suite (z,)nen converge vers £ € R, alors sa moyenne
n

k=0

de Cesaro converge aussi vers £.

Yn

2. Soient t € R et (z,)nen une suite de nombres réels telle que,

lm (zp41 —2,) =t.
n—-+o0o

. Zn
Montrer que lim -~ =t. s Fomesoutra con

R SR
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IT : Recherche d’équivalents
Soit f : Ry — Ry une fonction continue, telle que f(z) = z(1 — az®p(z)), ot a > 0,
a>0et lim+ o(z) = 1.
z—0

1
1. Montrer qu’il exist p €]0,1] tel que = < sup ¢(x) <
z€[0,p]

et en déduire que pour tout

| W

z €[0,p], 0 < fz) <.

2. Soit up € [0, p]. Montrer que la suite (up)ncn définie par la donné de u, et la releation
de récurrence uy,+1 = f(uy) tend vers 0 en décroissant.

3. Prouver que : lim (u;_‘i‘l —u, O‘) = ac. En déduire que u, ~ % quand n — 400,
n—-4o00 n

ou K est une constante.

4. Considérons la suite (un)nen définie par ug € [0, 5] et pour n > 0, upy1 = sin(uy).

Trouver un équivalent de u,,.



Deuxieme Probleme

Définitions et notations

On désigne par & le R-espace vectoriel des fonctions numériques continues sur R. B est
le sous-espace vectoriel de £ des fonctions numériques continues et bornées sur R, muni de la
norme

vfeB, |fl =sup{|f(x)]/ 2z € R}

Pour a > 0, on appelle moyenne spatiale de parametre a d’'un élément f de £, 'application
me(f) définie par

T+a
Ve e R, [ma(f)](@) = — / () dt

I: Etude analytique
Dans cette partie f désigne un élément de &.

1. Montrer que mq(f) est de classe C! sur R et calculer sa dérivée.

2. Montrer que m,(f) est constante si, et seulement si, f est périodique de période 2a.
3. Etudier la parité de mq (f) en fonction de celle de f.

4. Etudier la monotonie de me(f) lorsque f est monotone.

5. Un élément f de £ est dit a support borné s'il existe A > 0 tel que f(x) = 0 pour tout

|z| > A.
(a) Montrer que si f est & support borné, m(f) l'est aussi. sFomesou
(b) Montrer que si f vérifie f(x) = 0 pour |z| > A, alors Docs & soctée de main
A+a A
[ manwa= [ sar.
—A—a —A

On pourra utliser une intégration par parties.

II : Etude de norme sur B3

1. On considere les fonctions f, g et h de B définies par

f(x) = cos 271_3:7 g(x) L

a T 142

(a) Caleuler [[f]], [lgll, [[B]l, [lma ()] et l[ma(R)]

(b) Montrer que la fonction m,(g) est décroissante et positive sur [0, +-o00[, puis calculer
Ima(g)ll-

h(z)=Aol AER.

2. Montrer que pour tout élément f € B, [[mq.(f)| < || f]]-

3. Déterminer N (m,) = sup{||mq.(f)||/ f € B, || f| = 1}.



III : Polynomes de Tchébychev
On appelle polynémes de Tchébychev, la suite de polynémes définie par

1 2
To=1, T =-X, etVpeN, Tp+2:—XTp+1—Tp.
a a

1. (a) Montrer que pour tout entier p, Tp(a COS T') = COS px.
(b) Calculer T,(0) et T;(a).
(¢) Etudier la parit¢ du polynéme 1. Me‘gagg Lom
3 . . ) Docs a portée de main
2. (a) Déterminer le coefficient dominant de T,
2r—1p|
(b) Montrer que Tp(pfl)(a) = =1 pow tout entier p non nul.

3. Calculer [mq(T,)](0) en fonction de p.

4. (a) Déterminer [ma(Tp)]/(O) et [ma(Tp)]”(O) en fonction de p.
®) oy — L1 _ il
(b) Montrer que [mq(T},)]"(0) = ETp(p )(a) = —

5. Déduire des résultats précédents

(a) le développement limité a I'ordre 2 de m,(7},) en 0 pour p > 1;

(b) un équivalent de mq(7},)(x) lorsque x tend vers l'infini.





