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Exercice

On note R[X] la R-algebre des polynémes a coefficients réels. Quel que soit le polynome P de
R[X], on identifie le polynéme P et la fonction x — P(x) de R dans R qui lui est naturellement

associée.
Soit n un entier naturel non nul. On considere le polynéme A(x) = (z + 1)?" — 1 de R[X].

1. Montrer que A(x) = x x B(z), pour tout z € R, ot B est un polynéme de R[X] dont on
précisera le degré, le coefficient dominant et le terme constant noté bg.

2. Déterminer les racines de A dans C. On posera zg = 0 et les autres racines z1, 2o, . . ., 2op_1
seront mises sous forme trigonométrique.
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(a) Montrer, a l’aide d’un changement d’indice, que P, = H sin (Q—W)
f=n+1 n
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En déduire que, si Q,, = H sin (—W), alors P, = Q.
P 2n
2n—1

(b) Calculer de deux fagons : H 2. Puis, en déduire Q,, et enfin, P,.
k=1

Probleme

I. Continuité et dérivation sous le signe |.
Soient a < b deux nombres réels, I un intervalle ouvert de R et

JIx[ab] —R
,: {(x,t) — f(z,)

une application continue. Soit g : I — R la fonction définie par

b
g(x) :/ f(x,t)dt.



1. Montrer que g est continue.

2. On suppose que % existe et continue sur I x [a,b]. Soit xg € I ; posons pour x € [ :

ol 1) = F(a,1) — oo, 1) — (@ — o) 92 (a0,1).
(a) Montrer que la fonction ¢ est dérivable par rapport & z sur I et pour tout g € I,
Ve>0, In>0, Vteab], Yol ; |z—x<n = ‘g—i(w,t)‘ <eg.
(b) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que
Ve>0, In>0, Veel, |[x—x9| <n = Vte]a,b|, ‘gp(ac,t)‘ <elx — x|

(c) Montrer que I'application g est de classe C! et pour tout z € I,

b
J(z) = / g—i(x,t)dt.

3. Soit k € N*. Montrer que si f admet k dérivées partielles par rapport & x, qui sont toutes
continues sur I x [a, b], alors la fonction g est de classe C* sur I et
b ak
s Fomesoutra.con o ® (@) = L (w.tydt
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II. On désigne par £ le R-espace vectoriel des fonctions numériques continues et bornées f

oo tf(t)
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sur [0, +o0[, et telles que pour tout réel strictement positif x, I'intégrale / dt soit
0

convergente.
On considere I'application S qui a tout élément f de &, fait correspondre la fonction Sf

définie sur |0, +o0[ par
)
S = dt.
1) /0 x? + 12
Soient f un élément quelconque de £ et kK € N*. Pour tout n € N, on désigne par u, la
fonction définie sur |0, 4+oo[ par
n+1
tf(t
Up(x) = / ) dt
n
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1. Montrer que la série de fonctions Z uy, converge simplement sur 0, 4+o0o[ vers Sf.
n>0

2. Montrer que, pour tout n € N, la fonction w,, appartient a C*.

3. Déterminer (o, 3) € C? tels que,

t « 0
= — + — , pour tout couple (z,t 0,0).
Tz T pga Pourtout couple () 7 (0,0)
. e AN o
Utiliser cette égalité pour calculer — (ﬁ> et en déduire que, pour tout couple de
ozh \x? 4+t

réels (z,t) # (0,0) on a :

8k( t >‘< k!
Ok \ 22 4 ¢2 7(;1:2—1-152)%'



4. On note uﬁf) la dérivée k-eme de la fonction u,. Soit a €]0, +00[. Montrer qu’il existe une

constante Ay telle que, pour tout > a et pour tout n € N, on ait :
n+1 dt
k
‘%(1)(37)‘ < Ak/ DEPE—
n (a2 + t2) 2
En déduire que la série de fonction Z u,(lk) converge normalement sur |a, +0o.
n>0

5. Montrer que la fonction Sf appartient a C* et que, pour tout entier £k € N* on a :

Wy = [T (1
(Sf) (@) = /0 oxk (;1:2 + tQ)f(t)dt'
ITI. Soit g la fonction définie sur [0, +o0[ par g(t) = sin(¢). s Fomesou Lom
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1. Montrer que pour tout nombre positif T, on a Docs a portée de main

T . T 2 2
t sin(t) T cos(T) / xc—t
dt = ——— —— t)dt. 1
/0 x? +1? 2T 0 ($2+t2)2cos() )

En déduire que g appartient a &.
2. Le but de cette partie est de détérminer une équation différentielle dont Sg est solution.

(a) Prouver que pour tout couple de réels (z,t) # (0,0) on a :
0* t o t
2 (et elart) o
Ox2\a? + 12/ O0t2 \z? + 2

(b) En déduire que sur |0, +oo], la fonction Sg est solution de I'’équation différentielle

Yy’ —y=0. (B)

Indication : on pourra utiliser II, 5 et faire deux intégrations par parties successives.

(c) Déterminer I'ensemble des solutions de I’équation différentielle (E) sur ]0, +oo].
3. Détermination explicite de Sg.

(a) Prouver que pour tout > 0, on a

400
t s
——sin(t)dt| < —.
‘/0 x? + 12 sin(t)dt] < 2x
Indication : on pourra utiliser [’égalité (1).
En déduire la limite de (Sg)(x) lorsque x tend vers 4o0.
sin(t)

+oo
(b) Montrer que I'intégrale / dt est convergente et que, pour tout x > 0,
0

+o0 3 +00 o3 +oo 3
/ tsin(t) it _/ sin(t) gt — _/ sin(z\) D
0 xZ4t? 0 t o AAZ+1)

s R o o tsin(t) R
Déduire de cette égalité que l'intégrale / dt a une limite finie lorsque x

0 372 + t2
tend vers 0 par valeurs supérieures.
(c) On admet sans démonstration que

+0o0o i
/ sin(t) g
0 t 2

Expliciter la fonction Sg.





