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1. L’ensemble £(I,R) est non-vide, car il contient les fonctions constantes et toute fonction
lipschitzienne est continue sur I. Donc £(I,R) c C°(1,R).

Soient f et g deux fonctions lipschitziennes, de constantes de Lipschitz respectives Ky
et K4, et A un réel. Pour tout x € I,

[(f(@) + Ag()) = (F(y) + Ag()| < [f(x) = F()] + [Mg(z) = 9(y)]

(Kf + [AEg)|z =y,

NN

ce qui implique que f + Ag est lipschitzienne de constante de Lipschitz Ky + || K.
Donc £(I,R) est un sous-espace de C°(I,R).

L’existence de Ky découle directement du théoreme de la borne supérieure : toute partie
majorée non vide de R admet une borne supérieure.

2. Soit f,g € L(I,R) deux fonctions bornées et M; et My des majorants respectifs de |f|
et de |g|. Pour tout (z, y) € R?,

[f(2)g(x) — f(W)g(y)| < [f(@)g(x) — f(z)g(y)| + [f(x)g(y) — f(y)g(y)]

<
< Milg(z) — g(y)| + Ma|f(z) — f(y)]
< (MK + MaKy)|x — gy,

donc fg appartient a £(I,R).

Prenons I =R, f =g :x+— z, f et g sont trivialement des fonctions lipschitziennes,

mais le produit fg : x — 22, n'est pas une fonction lipschitzienne sur R car, pour

2— 7
n 00) = n non borné.

r=n€N" et y=0,on a,

3. Supposons l'intervalle I compact. Soient f; et fo deux fonctions lipschitziennes, elles
sont donc continues sur I.
Puisque I est compact et fi, fo continues, elles sont bornées sur I. Par la question
précédente la fonction fy fo est lipschitzienne.

4. Soit f € L(R,R). Pour tout = € R, |f(z) — f(0)| < K¢|z|, ce qui implique
VeeR, [f(z)| <|f(0)]+ Kylz|.

D’otu le résultat demandé avec, en particulier, A = |f(0)| et B = Kj.
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5. Soit f une fonction de classe C'. Si f est lipschitzienne, pour tout z € I,

o — 1 | £@ ) = £(@)
/()] = Jim |

Lim, < Ky,

comme z est arbitrairement pris dans I, on a sup,¢; | f'(z)] < Ky.
Inversement, soit x,y € I, d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe £ €
| min(z, y), max(z,y)| tel que

f) = f(@)) _ |f/(&)] < sup |f'(z)],

y—x zel

ce qui montre que f est lipschitzienne et que K¢ < sup,c; |f'(z)|.

D’ot I'équivalence souhaitée et Ky = sup,c; |f'(z)].

6. Soient M un majorant de la suite (Ky, )Jnen et z,y € I, on a |fp(y) — fu(2)| < Ky, ly —
x| < My — x|, en particulier, |f,(y) — fu(z)| < M|y — z|. En faisant tendre n vers
I'infini, on obtient, |f(y) — f(x)| < M|y — x|. D’ou f est lipschitzienne et Ky < M.

7. Soit g € L£([0,1],R) telle que Ky < 1. On considere la fonction g : R — R, définie par
g(x) = g(x —n) +n(g(1l) — ¢g(0)) pour tout x dans [n,n + 1], n € Z.

(a)

La fonction ¢ est clairement continue comme composée est somme de fonctions
continues. Montrons qu’elle est lipschitzienne : soit x,y € R distincts et supposons
sans perte de généralité que z < y. Si z et y sont dans un méme intervalle
[n,n + 1], il est clair que [g(y) — g(z)| < |y — x|. Sinon, il existe k, ¢ € Z tels que
E<zr<k+1</i<y</lf+1,ona

19(x) = g(y) < [g9(x) = g(k + D] + |g(k + 1) = g(O)] + [9(€) — g(y)|
<Sk+1-2)+|(0=k=1)(9(1) —g(0)] + (y = 0)
<(k+l-z)+({l—-k-1)+(y—40) =y—=z.

Pour n € N* et 2 € R, on a g},(z) = n(g(z + 2) — g(z)) et g est continue, donc g,
est de classe C'. De plus

91,@)| < Al + ) @) S+ —a) =1,

Le changement de variable u = n(t — z) donne g, (x) = fol g(z + %) du et comme
g est lipschitzienne de constante de Lipschitz plus petite ou égale a 1, on a

1 u
(@) ~3@)| < [ [+ %) = 3la) du
1

</ Bdu:i.
L 2n

~ 1
11 s’ensuit que sup{|gn(z) —g(x)|} < > et donc la convergence uniforme sur R de
zeR n

la suite de fonctions (g )n>1 vers g.
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1. Raisonnement par récurrence : la formule (2) est vraie pour n = 1. Si elle est vraie au
rang n, Papplication de la formule (1) en = + na donne

n—1
F(z) = X"F(z +na) + Y N f(x+ ka)
k=0
n—1
= N'[AF(z + (n+ 1a) + f(x +na)] + > A\ f(z + ka)
k=0

= N"MF(x+ (n+1)a) + > N f(x+ ka),
k=0

ce qui est la formule au rang n + 1.

On procede également par récurrence : la formule (1) appliquée en x — a donne

Fz) = %F(:c —a)— %f(:c —a)

qui est la formule (3) au rang 1. On obtient le passage du rang n au rang n + 1 en
appliquant la formule précédente en z — na.

2. On suppose dans cette sous-partie que |A\| < 1.

(a) Comme f € L(R,R), d’apres la question I. 4., il existe A > 0 et B > 0 tel que
pour tout x € R, |f(z)| < Alz| + B. Soit x € Ret n € N, on a

I\ f (2 + na)| < [A"(Alz +na| + B) < (Ala| + B)|A™ + Alan||A|".

Comme les séries de termes positifs [A|™ et n|A|™ sont convergentes (|A| < 1), il en
est de méme pour la série de terme général |\ f(z + na)|.

+oo
(b) Soit F' définie par F'(z) = Z A" f(xz +na), on a
n=0
F(z) = AF(x+a) = Z)\”f(x +na) — Z)\"Hf(x +(n+1)a)= f(x),
n=>0 n=>0
donc F vérifie (1). <+ Fomesoutra.cm
Soit (z, y) € R?, Docs 8 portée de main

+00 oo
|F(x) = F(y)l = DA [f(z +na) — fly+na)]| <D IN"Kfle -yl .
n=0 n=0

K
Donc |F(z) — F(y)| < 1_7{/“ |z —y| . Donc F' € L(R,R).

Reste & montrer que F' est unique. Soit G une autre fonction de £(R,R) vérifiant



s Fomesou

CaR SO Lrd .

Docs a portée de main

(1). Par ce qui précede et I. 1., G — F est une fonction de £L(R, R) et par la formule
(2), elle vérifie

(G—F)(x)=\MG—-F)(x+a)=\"(G— F)(x + na),

pour tout z € R et n € N. D’apres I. 4., il existe A > 0 et B > 0 tel que, pour
tout x € R

(G — F)(z)| < A" (Alz + na| + B) , V¥n e N
Le membre de droite de cette inégalité est le terme général d’une suite de limite
nulle, donc G — F est nulle. Donc F est I'unique fonction de £(R,R) vérifiant (1).

(c) Les dérivées des fonctions fi et fa sont bornées, donc elles sont dans L(R,R).
On a

(0.9}
Fi(x) = Z Acos(x +na) et Fy(z Z A" sin(z + na) .
n=0 n=0

Pour tout n € N et x € R, A" cos(z 4+ na) et A" sin(z 4+ na) sont respectivement les
parties réelle et imaginaire du nombre complexe \"ei (1) = iz (\gia)n

On a N
00 el el — )\ei(r—a)
)\n . = - = )
7;) exp (i(x + na)) 1—Xete 1 —2\cosa+ A2

F et F; sont les parties réelle et imaginaire de la somme qui vient d’étre calculée :

sinx — Asin(z — a)
1—2\cosa+ \?

cosx — Acos(x — a)
1—2X\cosa+ A% '

Fi(z) = Fy(z) = (4)

3. On suppose dans cette sous-partie que |A| > 1.

(a) Méme démonstration que dans II. 2. (a). Comme f € L(R,R), il existe A > 0 et
B > 0 tel que |f(z)| < Alz| + B, pour tout x € R.
On a

AT f (e = na)| < IATM(Alz —nal + B) < (Alx] + B)IAT" + Alan| A"

Comme les séries de termes positifs |\| ™" et |n||A\|~™ sont convergentes (|]A\|~! < 1),
il en est de méme pour la série de terme général |A™" f(z — na)|.

(b) On suit la méme preuve que dans II. 2. (b).

Soit F' définie par F'(x Z C f(x —na),on a

F(z) = AF(z+a)=-Y A"f(x—na)+ Y A" f(z— (n—1)a) = f(z),

n=>1 n>1

donc F vérifie (1).
Soit (x, y) € R,

+00 +oo
|F(x) = F(y)l = | > A "[f(e —na) — fly —na)]| <Y A" Kylz -yl .
n=1 n=1
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A1 K
Donc |F(x) = F(y)| < K Al I Donc F € L(R,R).

ST
De méme, l'unicité se démontre exactement comme dans IL. 2. (b). Soit G une
autre fonction de £(R,R) vérifiant (1), alors G — F' est une fonction de L(R,R) et
vérifie,

(G —F)(z)=XA"YG - F)(z —a) = X"(G — F)(x — na)
pour tout x € Ret n € N.
D’apres I. 4., il exste A > 0 et B > 0 tel que, pour tout x € R,

(G —F)(z)] < A" (A]z —na|+ B) ,Vn e N

Le membre de droite de cette inégalité est le terme général d’une suite de limite
nulle quand n | +oo, donc G — F est nulle. F' est I'unique fonction de £(R,R)
vérifiant (1).

Méme calcul que dans IT 2. (c¢). Pour tout z € R, Fi(x) et Fy(x) sont respective-
ment les parties réelle et imaginaire du nombre complexe suivant

) —1,i(z—a) i(r—a) _ iz
- Z A "exp (i(z — na)) = Ae = Ac ©
n=1

1 Alemie T 1—2Xcosa+ A2
Fy et F5 ont la méme expression qu’en II. 2. (c) :

_cosx — Acos(x — a)

sinz — Asin(z — a)
Fi(z) = .
() 1—2X\cosa+ A2’

1—2X\cosa+ \2

Fg(x) =

4. On suppose dans cette sous-partie que A = 1.

(a)
(b)
()

(d)

Soit F' € L(R,R) telle que, F(x) — F(x+a) = f(z), Vo € R. D’ou |f(z)| < KFlal,
pour tout x € R, f est donc bornée.

Si f = 0, les fonctions constantes ou les fonctions lipschitziennes périodiques de
période a conviennent, par exemple F'(x) = sin (2’%’) .

Si F € L(R,R) vérifie (1), pour toute fonction G lipschitzienne périodique de
période a, la fonction F'+ G de L(R,R) vérifie également (1). La fonction F' n’est

donc pas unique.
On suppose dans cette question que f est la fonction définie par f(z) = fa(z) =
sin .

(i) Soit x € R, d’apres la question II. 2. (c), formule (4), pour tout —1 < A < 1,

Fy(x) — AF(z + a) = sin(x),

ou Fy est donnée par la formule (4) (elle dépend naturellement de ). En faisant
tendre A vers 1, on obtient I’expression

F(z) — F(xz 4+ a) = sin(z),

ou F(z) = sin — sin(z — a) (cosa # 1). Cette fonction F' est lipschitzienne
2(1 —cosa)
comme combinaison linéaire de deux fonctions de £(R,R) et vérifie (1) pour A = 1.

Elle répond donc a la question.
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(ii) Supposons que a = 27. Soit F' € L(R,R) vérifiant (1) pour A = 1. D’apres la
formule (2), pour tout n € N*,

n—1
F(x) = F(x +2nm) + Zsin(x—f— 2kr) = F(z + 2nm) + nsinx,
k=0

en particulier, pour z = 37” et z=7,o0na

F(%T—1—27177):17(377r

s

)~

)+n et F(g+2n7r) = F(
ce qui donne, pour tout n, F(3F +2nm) — F(5 +2n7) = 2n+ F(3F) — F(3), ce qui
contredit ’hypothese F' € L(R,R). L’équation (1) n’admet donc aucune solution
dans L(R,R) pour A = 1.

5. On suppose dans cette sous-partie que A = —1.

(a)
(b)
(c)

On cherche une fonction F' de L(R,R) vérifiant F'(z) = —F(z + a), pour tout
z € R. La fonction F(z) = sin (Z£) est une fonction vérifiant cette identité.

Pour toute constante C, la fonction C'F vérifie (1), ou F est la fonction de la
question précédente. Il n’y a donc pas d’unicité.
On suppose dans cette question que f est la fonction définie par f(z) = sinz.

(i) On procéde comme dans la question IL. 4. (b). (i). Pour tout —1 < A < 1,

Fy(z) — AFy(x + a) = sin(z),

ou Fy est donnée par la formule (4). En faisant tendre A\ vers -1, on obtient

sinx + sin(z — a)
2(1+cosa)

chitzienne et répond a la question.

I'expression F(x) = (cosa # —1). Cette fonction F est lips-

(ii) Supposons que a = 7. Soit F' € L(R,R) vérifiant (1) pour A = —1. D’apres
la formule (2), pour tout n € N*,

n—1
F(z) = (-1)"F(z +nm)+ Y _(-1)Fsin(z + kr) = (=1)"F(z + n7) + nsinz,
k=0

en particulier, pour z = 37” et z = 5 et un entier 2n, n € N* on a

F(?%T +2nm) = F(%T) +2n et F(g +2nm) = F(g) —2n,

ce qui donne, pour tout n € N*, F(3X + 2nr) — F(Z + 2nm) = dn+ F(3F) — F(%),

ce qui contredit '’hypothese F' € L(R,R). L’équation (1) n’admet donc aucune
solution dans £(R,R) pour A = —1.





