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CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B Option Mathématiques

Corrigé de la 1°*® Composition de Mathématiques

Définitions et notations

On désigne par R I'ensemble des nombres réels. Si A C B sont deux parties de R, on note par
B\ A le complémentaire de A dans B. On désigne par N l’ensemble des entiers naturels, par Z
I’ensemble des entiers relatifs et par Z_ ={k€Z : k <0}.

On admettra le dévellopement suivant de la fonction Cotangente :

cos T 1 = 2z
= = = —_ 1
vz €]0, 7], cotan(z) s . + g R (1)

n=1

Premiere partie.

2
1- Soit (up)nen+ la suite réelle définie par u,(z) = In <1 - x2>, n>1.
n

a)

b)

2
Pour n € N* et « € [0,1], le terme wu,(x) est négatif et on a wuy,(z) ~ 73:72 quand
n

n — +o00. La série de fonctions ) u,, converge donc simplement sur [0,1].

2x

2_n2'

Pour tout n € N*, la fonction u,, est de classe C! sur [0,1] et on a u/,(z) =
T

2a
n2 _ g2’

|u! (z)] < 7y qui est le terme général d’une série numérique convergente, ainsi la série
de fonctions > ], converge normalement sur [0, al.

Soit 0 < a < 1. Pour tout n € N*, posons r, = Pour tout z € [0,a], on a

Soit 0 < a < 1, d’apres la question précédente la série de fonction Y u!, est normalement
convergente sur [0,a]. D’aprés le théoréme de dérivation terme & terme des séries de
fonctions, la fonction

+o00
F(z) = Z U ()
n=1

est de classe C! sur [0,a] et on a

+oo +oo
Fl(z) = Zu/ (z) = Z 2z
- n - 2 —n2’

n=1 n=1

Comme a est arbitrairement pris dans [0, 1], on en déduit en utilisant le dévellopement
(1) que F est de classe C! sur [0,1] et

Flz) = TCOSTL 1

sinmx x



d) En intégrant la derniere égalité de la question précédente, on obtient pour tout = € [0, 1],
= = ¥ mcosmu 1
> wale) = > wn0) = [ {EEEE
— — o sin Tu u
n=1 n=1

+oo
comme Z u, (0) = 0, il vient
n=1

—+o0 . x . .
sin mu sinmx sinmz
E up(z) = |ln =1n —Inm=1n .
u x T
n=1 0

2- Soit (Sp)nen la suite de fonctions définies pour tout = € R par la récurrence :

.172

so(x) =z, sn(z) = (1 - 2) Sn—1(x) pour tout n € N*.
n

a) Pour tout y € R, désignons par |y| sa partie entiere. Soit € R, & partir de n > [|z|],
la suite (|(sn(x))|)nen est décroissante et minorée, donc elle est convergente. De plus,
pour tout n > [|z[], s,—1(z) et s,(x) sont de méme signe. La suite (5,(x))n>||2|| est
alors de signe constant, donc elle est convergente.

On en déduit que la suite de fonctions (s,)nen converge simplement sur R vers une
fonction s.

b) Soit x € R,

(i) Par définition, pour tout n € N*, on a

(ii) D’apres la question précédente

5u(@) = —— [k — o) [[k+ ),
(n!) et

k=0

il en résulte, avec des changements d’indices, que

n n n—1 n+1
1
sn(z+1) = (n')zn(k—x—l)H(k+x+1):(n')zH(k—m)H(k+x),
Y k=1 k=0 7 k=0 k=1
et pour n > |z|,
spx+1)  —x Xn+1+xiin+1+x
sp(z) n-wo x - on—z

d’ou 'égalité demandée.

1
(iii) Pour tout n > |z|, sp(z + 1) = wsn(x) Par passage a la limite lorsque
T—n
n — 400, on obtient s(xz + 1) = —s(x).



¢) La fonction s est nulle en 0, car s,(0) = 0 pour tout n.
Pour z €]0,1[, on a s,(z) > 0 et Ins,(x) = Inz + Y7, ug(z). Dapres 1-, d),
lim,, oo In 5, (7) = Inx + In 0L = In S2TL

In sin tx

La fonction exponentielle est continue donc lim,, 4o sn(2) =€ T, soit

sinx

s(z) = .

™

Soit # € R et n = |z] sa partie entiere. On a donc s(z) = (=1)"s(x—n) et x—n € [0, 1],
ainsi s(z) = (—1)nS0T@ =)

sin T
On obtient done s(x) = pour tout z € R.
0

Deuxieme partie.

On considere la suite (fy,)nen+ de fonctions définies pour tout = € R par :

(nn__zl)!x(x—l—l)...(x—&—n—l) = % f[(a:—l—k)

k=0

fu(x) =

1- Soit p € N. Comme pour tout n > p+1, f,(—p) =0,ona lim f,(-p)=0.

n—-+oo

2- On suppose que z € R\ Z_.

a) Puisque z € R\ Z_, pour tout n € N*, f,(x) # 0 et

G = (0d) 000

Il s’en suit que pour tout n > N, = max{l, |—z] + 1}, f?fz(f) >0 et
n(x
fnt1(2) 1 x 1
. fn(x) . +n —|—n< +n> © n?

fn+1(l')

Ainsi la série de terme général In

, définie a partir du rang N, est convergente.

b) Pour tout n > N, notons

2) = S o frr1(@)
Snle) k;\,ml fu@)

Par télescopage des termes, pour tout n > N,

n—N, n—Ng f ((E)
Sn(x) = ,;0 In fryn,+1(x) — ’;) In fisn, (z) =In ;J\Zl(fﬂ) ,

dott foy1(z) = fn,(2)e3@) . 11 en résulte que la suite (f,,(2))nen- converge vers
I, (2)e5®) #£0, ot S(z) = limy,_, o0 Sp ().

c) D’apres la question précédente, et la question 1-, a),

N (@)eS@ £0 st 2 eR\Z,
fa) = {0 six €Z_.



d) Pour tout z € Ret n € N*, on a fup1(z) = (1+ %)7wmfn(x + 1). Par passage a la
limite lorsque n — 400, on obtient f(z) = zf(z + 1).

e) Pour tout n € N*, f,(1) =1 donc f(1) =
En utilisant la relation f(x) = xf(z 4+ 1), on établit, par récurrence sur n, que

1

pour tout n € N*.

3- Soit z € R, d’apres (2) on a

_ — n,1+z n—1
fo(@) fu(l —2) = (n—l [I(erk mkljo(forkle)
1 n—1 n
e d— k)
nl(n —1)! kzox—’— kI;Il
:n+a: k:l —2)
n
ZEJW@

Le passage a la limite lorsque n — +o0o donne la relation demandée,

f@)f(1—=)=s(z) =

sinmx

™

4- On se propose dans cette question de montrer que pour tout z € R et tout p € N* on a la
relation :

ﬂm)@m2-mvnf@+ﬂ ()

a) (i) Pour p =1 la relation (x) est trivialement vérifiée.
(ii) Supposons que p > 2 et px = —n avec n € N, alors f(px) = 0 d’apres 1-. D’autre
part, remarquons que le membre de droite de I’égalité (%) peut également s’écrire

(2m) "5 pm+2Hf( n+k>

et parmi les entiers {—n +k : k=0,---,p—1} il en existe un, noté ko tel que
(—n + ko)/p soit un entier de Z_. D’apres 1-, le terme de droite dans (x) est donc
nul, d’ou le résultat.

Montrons la propriété utilisée : il existe kg € {0,--- ,p — 1} tel que —n+ky € pZ—.
Par la division euclidienne de n par p dans N, il existe (¢,7) € N2 et r € {0,--- ,p—
1} tel que n = pg+7r. Pour kg =7, on a —n+ kg = —pg, ce qu'il fallait démontrer.

b) On suppose que pz € R\ Z,. Soit n un élément quelconque de N*. Par la définition
de f,, on a d'une part,

_ n—1
P g (pr) = L " WHMH
p pn (D (pn —1)! pr+7),
j=0

et d’autre part

o) = I(E0IE5e)
) (i)




d)

puis en utilisant des changement d’indices et la commutativité de la multiplication,

Pl
f(p:wr%) n—1 {(i+1)p—1
n 1

p—1 k
kr_lof”(“p> = oo e | 1L et o)

i=0 {=ip

n*(PfL’erz;l) 1 pn—1

= e T e+ ).
G g 1L o9
car U~ O{zp, @i+ 1p—1}={0,--- ,np—1}.
Il en résulte que

ppwilfpn(px)
[T fo (w4 5)
qui est strictement positif et ne dépend pas de x.
PP f(pr)
s (o + %)
résulte que la suite (A,(n))nen est convergente et admet une limite, positive ou nulle.

On note A, = hrf Ap(n), on obtient I’égalité demandée :
n—-+0o0

ppn 1 —[(n_l)'] — Ap(n)

Le terme de gauche admet une limite égale a lorsque n — +o00. Il en

F o) = App—m“:r;[:f ( ¥ ’;) . 3)

1
D’apres la question 2-, €), f(1) = 1, en écrivant la relation ci-dessus pour x = — , on a
p

sl () - fi () a1 ()

Le changement d’indices k — p — k donne
p—1 p—1
k k
1:Apr<) :Apr(l—).
k=1 p k=1 p
Calculons AIQ, : par ’égalité précédente et le résultat de la question 3-, on a

i 2)(0-2) -

sm -

ainsi
Pl

P Hp | sin T
Montrons I'identité suivante entre fonctions polynomes de la variable réelle x :

p—1
2k
(P g aP 24 +ax+1)?= | I <x229:cos7r+1>.
p
k=1

On a
P —1=(x—1)(@P 4P 2+ .. Fa+1),



ainsi le polynome 2P~ 4 P72 4 . 4+ + 1 a pour zéros complexes, les p — 1 racines
2ikm

de 'unité 2z = e » avec k = L...,p—l.

D’autre part,

2k ke ik
:EQfQ;Ucos—TJrl:(xfeQ; )(1’76_2)6
b

= (z — zi) (@ — 2p—k).

D’ou .
.
(Pt aP 24 1) =

—

(= 21)(x — 2p—1)
k=1

p—1
2k
= H (w2—2xcos7r+1> .
p

k=1

En donnant & zx la valeur 1, on obtient

— E[ <2—200s> H4sm —

—
k

Puisque I | sin -~ > 0, il en résulte que
p

k=1
p—1
T km _ p
sin— = 23
k=1
. , . , . 2 (277)1771
Avec le dernier résultat de la question précédente, on a A; = -———. sachant que
p

—1

(2m) 7
\/;5

Finalement, en remplagant A, par sa valeur dans la formule (3), on obtient la formule

(%)-

Ap >0, il vient A4, =

Troisieme partie.

Soit I" la fonction de la variable réelle x définie par

+oo
I(z) = / ettt at.
0

1- Notons h : Rx]0, +oo[— R l'application définie par h(z,t) = e~ ‘=1
Pour tout x € R, lapplication h(z,-) : t — h(x,t) est continue et positive sur
10, 400l
D’autre part, pour tout € R, On a h(z,t) Kot t*~1 ainsi h(z,-) est intégrable

1
au voisinage de 0 si et seulement si z > 0, et h(x,t) i 0 <t2>’ ainsi h(z, )
—4o0

est intégrable au voisinage de +o0o pour tout x.



Il en résulte que la fonction I" est définie sur D =|0, +o0].
On vérifie que h est continue sur 0, +o0o[?, ainsi que chacune de ses dérivées par-
tielles et on a
okh
ok
Considérons un segment [a,b] C D et notons gq;(t) = (t*~! +t*1)e~". Pour tout
(x,t) € [a,b]x]0,+00], on a

(z,t) > Inf el

k

0] < guslt) et | T3 0)] < max(]int @) 10 st

Comme la fonction g4 est intégrable sur |0, 400, il résulte des théorémes sur la
continuité et la dérivation des intégrales a parametre, sur un intervalle, que I' est
indéfiniment dérivable sur [a,b]. Comme a, b sont arbitrairement choisis sur D, on
en déduit que I' est indéfiniment dérivable sur D.

2- Pour tout x €]0, +o0[ et tout n € N* on pose

_ " _ E " x—1
Gn(;v)—/o (1 n) v dt.
1

a) Soit gy (z) = / (1 —u)"u®" ! du pour tout n € N et z > 0.
0
Soit n > 1 et £ > 0. Par une intégration par parties,
z71 1 T
gn(@) = {(1 - u)n“] +/ n(l —u)" 1Y du
x 0 0 xz

n
= —Y9n-— 1).
Son-1(@+1)

11 en résulte que pour tout k € {1,--- ,n},

nn—1)...(n—k+1)
zz+1)...(x+k-1)

gn(x) = Gn—r(z + k).

Par ailleurs, pour tout y €]0, 00|,

t 1
1 1
wio) = [ au =[] <1
0 Yy 0 Yy

n!
- licol@+ k)
b) Pour n € N*, le changement de variable ¢t = nu donne g, () = n="G,(z).
En remplacant par la valeur de f,(z), non nulle, on obtient

d'ott g, ()

(n+x)fn(x)

¢) On étudiant la fonction p(x) = €® — 1 — z, on vérifie que e* > 1+ x pour tout
z € R. On en déduit que

Gn(x) =

3

en > 14

SRS

pour tout ¢ € [0,n].
En élevant a la puissance n, on obtient les inégalités demandées :

t\" t\"
e_t2<1—> et et2<1—|—>.
n n



d)

On en déduit que, pour tout ¢ € [0,n],

oser- (-8 =t o - (-3

Soit a € [0,1]. L’inégalité (1 — a)™ > 1 — na est vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée pour n > 1, alors

1—a)""' =1 -a)(1—-a)"
> (1-a)(1 = na) = 1 - (n+L)a + na?
>1—(n+1a.

1l en résulte, par récurrence sur n, que l'on a (1 — a)® > 1 — na pour tout
n € N*.
En utilisant la question précédente, on obtient

n 2 2 ,—t
Oget—(l—t) get[1—<1—nt2>}—te .
n n n

Pour z €]0, +o0[, on a

Ce qui donne

+o0 n tm+1e—t
0<T(z) = Gu(x) < / ettt dt +/ — dt.
n 0

“+o0
L’existence de I'(z) implique que lim / et Ldt =o.
n—+4o0o n

mgrtlet D(z+2
Par ailleurs, / ¢ dt < (z+2) qui tend vers 0 lorsque n — +4o00.
0 n
11 en résulte que nEI}'lOO Gr(z) =T(x).
1 1
D’apres la question 2-, a), on a nli)rfoo Gn(x) = @) ainsi f(x) = (o)’



