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Définitions et notations

On désigne par R I’ensemble des nombres réels. Si A C B sont deux parties de R, on note par B\ A
le complémentaire de A dans B. On désigne par N ’ensemble des entiers naturels, par Z 1’ensemble des
entiers relatifs et par Z_ ={k€Z : k <0}.

On admettra le développement suivant de la fonction Cotangente :

cos T 1 2x
va €]0, cotan(z) = . zzl 22— 72n2’
n—

Premiere partie.

2
1- Soit (4 )nen+ la suite réelle définie par u,(r) = In (1 - 332), n > 1, ou In désigne le logarithme
n

népérien.
a) Montrer que la série de fonctions de terme général u,(x), converge simplement sur [0, 1].

b) Montrer que la série dérivée de terme général u! (x) converge normalement sur tout segment
[0,a] C [0,1].

+oo
1
c) Montrer que la fonction F'(z) = Z un () est de classe C! sur [0, 1] et F'(z) = mcotan(rz)——.
x
n=1
+oo

d) Montrer que Zun(a:) =In

n=1

sinx

, pour tout z € [0, 1].

2- Soit (sp)nen la suite de fonctions définies pour tout € R par la récurrence :

.1'2

so(x) = x, sn(z) = (1 - 2) Sn—1(x) pour tout n € N*.
n

a) Montrer que la suite de fonctions (s,)nen converge simplement sur R.
Nous noterons s sa limite.

b) Soit z € R.
(i) Montrer que s,(z) = (ngf)Q kl;[l(k —x)(k+x).
1
(ii) Montrer que pour tout n € N, tel que n > |z| on a s,(x + 1) = %sn(z)



(iii) En déduire que s(x + 1) = —s(x) pour tout = € R.
¢) Calculer s(x) pour tout z € [0, 1].

sin T
En déduire que pour tout € R on a s(z) = .
7r

Deuxieme partie.

On consideére la suite (fy,)nen+ de fonctions définies pour tout = € R par :

—z —z n—-l
falz) = hx(w+l)...(m+n—l) - (nn_l)!kl_lo(x—i—k).

1- Soit p € N. Déterminer nll}l}rloo fn(=Dp).
2- On suppose que ¢ € R\ Z_.

a) Montrer qu’il existe N, € N, tel que la série de terme général In Jm converge.

b) Montrer que la suite (f,,(z))nen+ converge vers une limite non nulle f(;)

c) Déterminer f(z) en fonction de z, N, et S(x Z In f’}“

n>N, n

d) Montrer que pour tout z € Ron a f(z) = zf(x + 1).
e) Calculer f(1) et en déduire f(n) pour tout n € N*.

3- Montrer que pour tout z € Ron a f(x)f(1 —z) = sinmz
On pourra calculer, pour n € N* et 2 € R le produit f,,(z)f,(1 — x) en fonction de s, ().

4- On se propose dans cette question de montrer que pour tout x € R et tout p € N* on a la relation :

Fpz) = (20)F'p p”“*?Hf(:chk) ()

a) (i) Vérifier que la relation (x) est satisfaite pour p = 1.
(ii) Supposons que p > 2 et pr = —n € Z_, montrer que la relation () est vérifiée.

PP fon(p)

an(a:+)

b) On suppose que px € R\Z,. Soit n un élément quelconque de N*. Montrer que

ne dépend pas de x. En déduire que f vérifie une relation du type :

p—1
fpz) = App P[] f <x + k) ;
k=0 p

ol A, est un nombre réel positif ou nul dépendant de p.

. 1 . .
¢) En écrivant pour x = — la relation ci-dessus, montrer que :
D

p—1 k p—1 k
4, f():Ap f(l_)zl

En déduire que

p—1
A= T
P op—1
. km
sin —
k=1



d) Montrer I'identité suivante entre fonctions polynémes de la variable réelle x :
s 2km
(Pl aP 24 24+ 1)? = H (5022accos+1> .
k=1 p

p—1
km
e) En donnant a z la valeur 1, en déduire les valeurs de H sin — et de A,, ainsi que la relation

k=1
().

Troisieme partie.

Soit I' la fonction de la variable réelle x définie par

+o0
I(z) = / ettt
0

1- Déterminer le domaine de définition D de I' et montrer que I' est indéfiniment dérivable sur D.

2- Pour tout x €]0, +o00[ et tout n € N* on pose

n t n
= 1— =) t*~1dt.
() /O< n)t dt
1

a) On pose g,(z) = [ (1 —u)"u* "' du. Déterminer une relation entre g, () et g, _1(z + 1) et
0
en déduire 'expression de g, (z) en fonction de z et n.

b) Montrer que
n

(n+2)fn(x)

¢) Montrer que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités

t\" t\"
et2<1—> et et2<1—|—> .
n n

Gn(z) =

En déduire que l'on a

pour tout t € [0, n].

d) Montrer, par récurrence sur n, que 'on a (1 —a)™ > 1 —na pour tout a € [0, 1] et tout n € N*.
En déduire que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités :

n 2, —t
O<€t—<1—t> <t6 .

n oon
e) Déduire de ce qui précede que lirJIrl G (xz) =T(z) pour tout z €]0, +00[.
n——+0oo
Exprimer f(z) en fonction de I'(z) pour x €]0, +oo].



