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Probleme 1.

On désigne par R I'ensemble des nombres réels et par N ’ensemble des entiers naturels, Pour un
entier d > 1, on note par M, ’ensemble des matrices carrées d’ordre d.

1- Soit A € My. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit diagonalisable est que
son polynéme caractéristique x 4(A) = Ker(A — Al;) soit scindé :

= | GRS
k=1

et que pour tout 1 < k < r, le sous-espace vectoriel Ker(A — AI;) soit de dimension .

xa(A)

2- Pour tous 1 <4,5 <d,ona

nkrfoo (P M,)(i,j) = ngrjﬁloo szk myj(n szk my; = (P M) (i, j).
De méme,
nll)r}goo (M P) = nll)gl Zmdg pkg Zmlk Prj = (M P) (za])a

ce qui donne le résultat.

3- Dans toute cette partie, nous considérons la matrice

1/3 1/2 0 0
a_ |12 13 00
|16 0 10
0 1/6 0 1
1
a) OnnoteQ:G;g 1;3) etRZEIQ.

Le polynéme caractéristique de la matrice Q) est donné par
xo(\) =(A=1/3)> —1/4= (A —5/6) (A +1/6).
D’apres la condition suffisante rappelée dans la question 1-, Q) est diagonalisable. 11 ex-

iste alors une matrice P € My inversible telleque Q = PD P!, ou D = <5/6 0 ) .

0 -1/6
Q" =PD"P'=P ((5/06)" (_1(}6)0 P

Il s’en suit que

En utilisant la question 2-, on obtient

dm = P (P07 ) pr=r (G g) P = (G 5)-
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b) Les valeurs propres de Is — @ sont 1 —5/6 =1/6 et 14+ 1/6 = 7/6. 0 n’est pas valeur
propre de Iy — @, donc Iy — @ est inversible.
Notons S, = Ib +Q + Q*+---+Q", on a

(L=Q) S =(L+Q+Q" + - +Q") - (Q+ @+ +Q"") =L -Q"".
En utilisant la question 2-, il vient

(I, —Q) lim S, = lim (I, —Q""™) =1,.

n—-+o0o n—-+oo

On obtient finalement

m (L+Q+Q+-+Q")=(L-Q) "

li
n—-+o0o

c) Désignons par O la matrice (8 8)

(i) La matrice A se décompose en blocs carrés d’ordre 2 de la fagon suivante

_ (@ O
=% 7).
2 2
en faisant un produit par blocs, on a A% = (R(I?—i— Q) IOQ> = <f§51 I02>
Montrons par récurrence que A" = Q" 0
P d C\RSp1 L)’
Cette égalité est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie au rang n > 1,

alors

An-‘rl A A Qn o) Q O _ Qn+1 o) _ Qn+1 10
RS,_1 I R I RS, 1Q+R I RS, I,)’
la formule est donc vraie au rang n + 1.
(ii) D’apres la question précédente

o 0 0
nEIJIrlooA B (R (IQ — Q)_l Ig) ’

Apres calculs on obtient

2/3 —=1/2 _1 1 2/3 1/2
o (t 3) we (R )

et
1 6/2/3 1/2 1/4 3
— 1—7 = =
Rz - Q) 7<1/2 2/3)7(3 4>'
D’ou
0O 0 00
) n_ |0 0 00
Jm AT= 3 10
3/7 4/7 0 1

4- Dans cette partie, on fixe une base de R%, d > 1. On convient de noter de la méme facon un
vecteur de R? et la matrice colonne & d lignes associée & ce vecteur. Pour toute matrice M,
on note ‘M la matrice transposée. On fixe une matrice A € My.



a)

b)

d)

s Fomesoutra.com

eR SO ErR .
Docs a portée de main
On a, pour tout A € R,

det(A — A1) = det (“(A — A1) = det (*A — A L,).

Donc X est valeur propre de A si et seulement si elle est valeur propre de !A. En
particulier, A et A ont le méme polynéme caractéristique.
Soit z (resp. y) un vecteur propre de A (resp. 'A) associé & la valeur propre A (resp. ),
alors Az = Az et YAy = py. On a, d'une part ty Az = yhax = Nyz = Azzzl TrYk
et d’autre part, *(*y Az) = 'z Ay =tapy = MZizl TrYk-
Puisque 'y A z est un réel, ces deux derniéres quantités sont égales. Donc A # p implique
tyx = 0.
On suppose désormais que A possede d valeurs propres distinctes notées Ai, Aa, ..., Ag
et vérifiant [Ai| > [A2] > -+ > A4l
On note z; un vecteur propre de A associé a la valeur propre \; et y; un vecteur propre
de A associé & cette méme valeur propre.
(i) Montrer que (z,y) — (z|y) = tyz définit un produit scalaire sur R?.

(*) Linéarité & gauche : V(\,z1,72) € R x R? x RY,

Axy +20ly) ="y Aoy +20) = Ny + yzo = X(z1|y) + (22]y).

(*) Symétrie : V(z,y) € R xR, (y|z) ='zy ="("zy) ="'y = (z|y),
car 'z y est égale & sa transposée (c’est un réel).

X1
T2
(*) Elle est définie positive : soit x € R? notons z = | . | sa représentation dans
T4
d
la base de R¢ fixée par 1’énoncé. On a ‘zz = Zmi, cette derniere quantité
k=1
0
0
est strictement positive sauf si x =
0
(ii) (x1,---,xq) est une famille de vecteurs propres de A associés & des valeurs propres

distinctes, c’est donc une famille libre de R, C’est une base, car elle possede d
éléments dans R¢ qui est de dimension d.

(iii) Soit 1 < k < d. yi est un vecteur propre de *A associé & \. D’apres la question
4, b), tyrw; = 0, pour tout i # k, donc yj est orthogonal au sous espace vectoriel
engendré par {z;, i# k}. Le réel ‘y;z; est alors non nul, en effet si 'y;z; = 0, on
aurait que yj, serait orthogonal & tous les vecteurs de la base {z1,---,z4}, donc

yr = 0, contradiction.
Yk

Notons ay = 'y et y, = =, on obtient ainsi un vecteur propre de *A associé a
ar

Ak et 'y, = 1. On peut donc choisir la famille {y1, -+, ya} de sorte que ‘yrzy =1

pour tous 1 < k < d.

Soit (i,7) € {1,---,d}? Sii # j, A4 Aj = (zi'y:) (zity;) = z(Pyizj)ly; = 0, car
ty;xj =0et pour i € {1, ,d}, on a A = (z;'y;) (zity:) = 2Py i)ty = @ity = As,
car ty; x; = 1.

On peut donc conclure que pour tous 1 < 4,5 < d, A; A; = 6;5 A;, ou d;; désigne le
symbole de Kronecker.



e)

f)

g)

h)
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d
Puisque (z1,---,24) est une base, pour montrer que Y. A; = I il suffit de montrer
i=1
d
que (Y- Aj) ap, = Igxy, pour tout 1 < k < d. Soit k€ {1,---,d}, on a
i=1
d d d
(Z Ai) m= Y Avmy =Y (')
i=1 i=1 i=1

d d
t
:E :ci(yixk)zg ;0 = = Igxy .
=1 =1

d
On procéde de la méme maniére pour montrer que >, \; A; = A. Pour tout k €

1=1
{1,---,d},
d d d
(Z Ai Ai> o= NAize =3 \(x'y) ap
i=1 i=1 i=1
d d
= Zx\iﬂvi ("y; zp) = Z)\ixi(sik =Mpap=Axy.
i=1 i=1
d
Montrer par récurrence que pour tout n > 1, A" = > A" A,.
i=1

L’égalité est vraie pour n = 1. Si elle est vraie pour n, alors

e () ()

=1 =
d d d d
=D N NN AA =D AN 6 A
i=1 j=1 i=1 j=1

n+1
ATTHA,

I
KM&

ﬁ
Il
-

I’égalité est donc vraie au rang n + 1.
Par récurrence, la formule est donc vraie pour tout n € N.
d n
1 AP AT i
On a EA" = A1 + Z ﬁAi. Or, pour tout ¢ > 2, lim —+ = lim (/\j:) =0

; n——+oo /\? n—+oo
=2

%

At
Montrons que (A™),ecn est convergente si et seulement si A; €] — 1, 1].

1
< 1, par conséquent lim — A" = A;.
n—-+oo 1

car

Montrons que la condition est suffisante :

—si A; =1, alors d’apres la question précédente, lim A™ = Ay;
n—oo

—si A; €] — 1, 1], alors comme |[A1| > |Ag| > -+ > |Ag4], tous les \; sont dans | —1,1[, et
d

A" = Z Al A; tend vers 0.
i=1
Montrons que la condition est nécessaire :

si |A1] > 1, ousi A\; = —1 alors A" = \} (Al A”) ne tend pas vers une limite, puisque
1

ﬁ A™ tend vers la limite non nulle A; et que (A}),en diverge.
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Conclusion : (A™),en converge si et seulement si Ay €] — 1, 1] avec lim,, oo A™ = A si
A =1etlim, oo A" =081 |\] < 1.

5- On considere les suites réelles (uy,)nen €t (vn)nen définies par ug = vy = 1 et la formule
de récurrence : pour tout n € N,

a)

b)

d)

e)

Upt1 = Up + 2vy,
(1)

Up+1 = Up + Up.
Montrons par récurrence que u,, et v, sont strictement positifs pour tout n.
On a ug = vg = 1, donc c’est vrai pour n = 0.
Supposons que pour n > 0, u, > 0 et v, > 0; alors, up41 = u, + 2v, > 0 et
Up41 = Up + vy, > 0. Donc, pour tout n € N, u,, et v,, sont strictement positifs.

. . p 1 2 . Lo N
Soit A la matrice définie par A = ( ), alors la relation (1) est équivalente &

11
Un+1 Up,
=A
Un+1 Un

Le polynome caractéristique de la matrice A est xa(A) = (A —1)? — 2. Ses valeurs
propres sont donc A\; =1+ V2et Ao =1—+/2.

La matrice A est un élément de My et admet deux valeurs propres distinctes.
D’apres la condition suffisante rappelée dans la question 1-, A est diagonalisable
dans R.

Les valeurs propres de A calculées dans la question précédente sont telles que
1

A1l > |Az|. D’apres la question 4-, lim — A" = Aq, ou A; est

| A1l Az p q g), noeo (1+\@)n 15 1

définie dans 4-, d).

Caluculons A; : un vecteur propre de A associé a A est donné par une solution

de I’équation —v/2a + 2b = 0, soit par exemple z; = ( 2). De méme, un vecteur

1
propre de tA associé & \; est obtenu en prenant une solution de 1’équation —v/2a +

b = 0, soit un veteur de la forme ¢ ( 22>, ou c est une constante. D’autre part,
pour obtenir I’égalité ‘y,2, = 1, il faut que ¢ = i, ce qui nous amene a prendre
1
2v2
Y1 =

N

D’apres la question 4-, d), on a

V2 1 V2
A ity — o _ [ 2
1 =21 Y1 = 22 2)~ . .
1 PN
Finalement on obtient,
1 V2
i 1 . 2 2
im — A" =
n—too (14 /2)n 11
22 2

D’apres la question 5-, a), pour tout n > N*|

Un Uug 1
Up, Vo 1



donc d’apres la question 2-,

1 Un 1 1
lim —— = lim A"
Lo\ N 11 ++2)
B 1 1 N 1
w2/ A\ \gp(t+v2)
On en déduit que
U, _ 1 Up, 1

(14++v2), lim = (1+v2)

lim

et par suite
U
lim " =+v2.

n—-+oo Un
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Probleme 1I1.

On se propose d’étudier la fonction f :]0, +o00[— R qui au réel x > 0 associe

2 sin(t)

— dt.
0o V4x? —t2

fz) =

sin(t)

Vi £

Pour = > 0, on définit la fonction h, : [0, 2z[— R par h,(t) =

1- La fonction h, est continue sur [0, 2z[ et au voisinage de 2z , h,(t) = O (ﬁ) Donc
hy est intégrable sur [0, 2z[ (car la fonction W est aussi intégrable sur [0, 2z]).

2- Soit 0 < € < x assez petit, en effectuant le changement de variable ¢ = 2z sin v, on obtient

sint arcsin(1—5=)
7dt=/ sin(2z sinwv) dv .
0 VAax? —t2 0 ( )

2x—¢

On a donc,

arcsin(1—g3)

f(z) = lim sin(2z sinv) dv = /2 sin(2z sinv) dv.
0

e—0 Jo

3- (i) Considérons la fonction ¥ : [0, 7] x Ry — R, définie par ¥(v, ) — sin(2zsinv). Pour
tout x € Ry (resp. pour tout v € [0, §]), la fonction v — ¥(v,x) (resp. z — ¥(v,x))
est continue sur [0, 7] (resp. R;). De plus, Pour tout z € Ry, sup |¥(v,z)] <1letla

v€E[0, 5]

fonction constante égale a 1 est intégrable sur [0, 7]. D’apres le théoreme de la continuité

™

sous le signe intégrale, la fonction f : R, — R, définie par f(x) = / sin(2z sinv) dv
0

est continue. Comme la restriction de f & [0, 22[ est égale & f, f répond A la question.
Dans la suite on la notera f.



(ii)

(iii)

4- On admet que f@(0) =0 et f27+D(0) = (1)

a)
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Nous utilisons le théoreme de la dérivation sous le signe intégrale : Considérons la
fonction Wy : [0, F] x Ry — R définie par

Uy (v, z) = sin (2z sinv) .

Les applications partielles v — Ug(v,z) et x — Po(v,x) sont toutes les deux de
classe C' respectivement sur [0,5] et Ry. De plus, pour tous (v,z) € [0,5] x Ry,
|0 Po(v, )] < 2. De plus, la fonction constante égale a 2 est intégrable sur 'interval
fermé borné [0, 5] de R. D’apres le théoreme de la dérivation sous le signe intégrale f

est de classe C! et que pour tous r € R,
B
f(x) = / (2sinv) cos (2x sinv) dv
0

z
:/ (2sinv) sin (stinv—i—g) dv.
0

Nous allons montrer par récurrence que f est de classe C'*° et que pour tous n € N et
x € R+,

f™(z) = /05(2 sinv)" sin (Qx sinv + ng) dv. (2)

On vient de montrer que la propriété est vraie pour n =0 et n = 1.

Supposons que f soit de classe C" et vérifie (2) au rang n € N*. Comme pour la
question précédente, pour montrer que la propriété est vraie pour n + 1, nous allons
utiliser le théoreme de la dérivation sous le signe intégrale. Considérons la fonction
U, : [0, 5] x Ry — R définie par

U, (v,2) = (2sinv)" sin (Qx sinv + ng) .

Les applications partielles v +— U, (v,z) et x — ¥, (v,z) sont toutes les deux de
classe C' respectivement sur [0,%] et Ry. De plus, pour tous (v,z) € [0,5] x Ry,
|0: W, (v, )| < 27T De plus, la fonction constante égale a 2”1 est intégrable sur
I'interval fermé borné [0, 5] de R. D’apres le théoreme de la dérivation sous le signe
intégrale x — W, (v, ) est dérivable et

FO(z) = (f(”))/(:c) = /2 (2sinv)" ! sin (Qx sinv + (n 4+ 1)%) dv.
0
Par récurrence, f est donc de classe C™ et f(™) est donnée par (2) pour tout n € N.
N 24n+1(n!)2
2n+ 1)

La série de Taylor de f au voisinage de 0 est donnée par sy(z) = > .y anz", oll

f(2n+1)(0) 24n+1(n!)2
n =0, t i1 =————=(-1)"—-F—.
2 et azn ="y = U @ e
Il s’agit d’une série de terme général (—1)”%%"“ :
too An+1 2
2 (n!)
— -1 n 2n+1
51(@) ;)( S e ne”

Le rapport de deux termes consécutifs est

Agp 43 223 9 24(n +1)2 422

PR T 2 = 2 (3)

qui tend vers 0. Donc le rayon de convergence est +o0.
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2n+3 4372
= est
a2n+1 (2?’L + 3)2

inférieur a 1 pour 2n+3 > 2x, soit n > x — % Ce qui montre que la suite ‘a2k+1x

a2n+4+3 T
z2n+1

b) Par (3), le signe du terme général est alterné. De plus,

2k+1’

est décroissante des que k > x — 5

5- Comme suggéré dans 1’énoncé, on utilise la relation de Chasles,

2km42m 2(k+1)w

sint Zemtm sint sint
— dt= / - dt+ e —
2%m VAp?Pm? — 2 okr  \/4ApPm? —t2 okmtr A\ 4pPm? — 2

en effectuant le changement de variable { — m = u sur la seconde intégrale du membre de
droite, on obtient,

2km+2m sint 2km+m . 1 1
sint dt <0,
)2

—— dt = —
Py \/4;027rf—t2 ok \/4p27r2 2 \/4p2772 By -

puisque l'on intégre une fonction continue négative non identiquement nulle. Par addition,

=1 o(k+1)w

sint
f(pm) = ——
kZ:O 2o /4p27r2 — 12

6- On procéde de la méme fagon que la question précédente, on a

dt < 0.

(2k+1)m . (2k+1)m
sint . 1 1
—dt = sint — dt > 0.
(2k-1)r /4p?72 — 12 2k VAprm2 — 2 \/4pPr? — (t — )2

Comme la fonction sin est positive sur [0, 7], f(5) > 0. Donc

p (2k+1)m int
For+ 5y =f(C) + / S s>

Vs
2 2 o k=1 \/4pin? — 12

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, f s’annule donc au moins une fois dans chaque
intervalle [pm,pr 4 ] et par suite une infinité de fois sur R..





