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Probleme 1.

On désigne par R I'ensemble des nombres réels et par N I’ensemble des entiers naturels. Pour un entier
d > 1, on note par M, I’ensemble des matrices carrées d’ordre d. Si M = (m;;) et P = (p;;) sont deux
éléments de My on note par M P le produit de M par P. On note Iy la matrice identité d’ordre d.

Nous dirons qu’une suite de matrices (M, = (mij(n)))neN C M, converge vers une matrice M = (m;;) €
Mg si, pour tous ¢ et j fixés, chaque suite réelle (m;;(n)),en converge vers m;; quand n tend vers +oc.

1- Soit d > 1. Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que A € M, soit diagonalisable
dans R.

2- Soit P € Mg et (My,)nen C My. Montrer que si (My,)nen converge vers M, alors (P Mp,)nen
converge vers P M et (M,, P),en converge vers M P.

3- Dans toute cette partie, nous considérons la matrice

1/3 1/2 0 0
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(Y3 12y 5 . 0 0
a) OnnoteQ—<1/2 1/3>7R_6I2 et O la matrice nulle (0 O)'

Montrer que lim Q" = O.
n—roo
b) Sans calculer (I —Q)™!, montrer que Iz — @ est inversible puis démontrer la relation suivante :

Jim (L+Q+ Q%+ +Q") =(L-Q)7".

c) Pour n € N* notons S, = b + Q + Q>+ --- + Q™.
(i) Montrer que pour tout n € N* la matrice A" se décompose en blocs carrés d’ordre 2 de la
. n_ [ Q" @)
facon suivante A" = < RS, | Ib)
(ii) Calculer lim A".
n— oo

4- Dans cette partie, on fixe une base de R, d > 1. On convient de noter de la méme facon un vecteur
de R? et la matrice colonne & d lignes associée & ce vecteur. Pour toute matrice M, on note *M la
matrice transposée. On fixe une matrice A € M.

a) Montrer que si A est valeur propre de A, alors A est aussi valeur propre de A.



b) Soit x un vecteur propre de A associé a la valeur propre X et soit y un vecteur propre de 'A
associé & la valeur propre p. Montrer, pour A et p distincts, la relation 'y x = 0.

Indication : on pourra calculer de deuz facons différentes la quantité 'y Ax.

¢) On suppose désormais que A possede d valeurs propres distinctes notées Ai, Aa, ..., \g et
vérifiant |)\1‘ > ‘)\2| > > ‘)\d‘
On note z; un vecteur propre de A associé & la valeur propre \; et y; un vecteur propre de ‘A
associé a cette méme valeur propre.

(i) Montrer que (x,y) — (z|y) = y x définit un produit scalaire sur R

(ii) Montrer que la famille (21,2, ...,24) est une base de R<.

(iii) En déduire qu’on peut choisir la famille (y1,42,...,yq) de sorte que 'y; z; = 1 pour tout
1e{l,--,d}.

Dans la suite, on supposera que les familles (z1,x2,...,24) €t (y1,¥2,...,y4) sont telles que

ty;x; = 1 pour tout i € {1,--- ,d}.

d) Pour tout i, 1 < i < d, on définit la matrice carrée A; d’ordre d par A; = z;'y;. Montrer que,
pour i # j, la matrice A;A; est la matrice nulle et que pour tout ¢, 1 <4 < d, on a la relation

A2 = A
d d
e) Montrer que > A; =I;et >\ A; = A.
i=1 i=1
Indication : on rappelle que (x1,T2,...,2q) est une base de RZ.

d

£) Mont tout n > 1, A" = A AL
) Montrer que pour tout n > l; i m“ou Com

CR SOUEr R .

g) Caleuler lim LA” Docs a portée de main

n— oo )\?

h) Montrer que (A™),en converge si et seulement si Ay €] — 1, 1].
Calculer lim A™ pour \; €] —1,1].
n—oo

5- On consideére les suites réelles (u)nen €t (vn)nen définies par ug = vp = 1 et la formule de
récurrence : pour tout n € N,
Upt1 = Up + 20y,

Up+1 = Up + Up.

a) Montrer que w,, et v, sont strictement positifs pour tout entier n.
b) Déterminer 'unique matrice A telle que l'on ait, pour tout n € N, la relation :
Un+1 Un
=A
Un+1 Un,
c) Calculer les valeurs propres de A.
La matrice A est-elle diagonalisable dans R 7

d) Montrer que

1 V2
i . 2 2
im ———— A" =
n—+too (14 4/2)n %T 1
2v2

Un

. w,
e) Montrer que les suites (7(14_\/5)")”61\! et ((1+\/§)")neN convergent dans R et calculer leurs

Un

limites. En déduire la limite de la suite .
neN



Probleme I1.

On se propose d’étudier la fonction f :]0, +oo[— R qui au réel x > 0 associe

2x :
sin(t)
x) = ——dt.
f(z) Y/
in(?
Pour z > 0, on définit la fonction h, : [0, 22[— R par h,(t) = % .
22—
1- Montrer que h, est intégrable sur [0, 2x].
< Fomesoutra com
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2- Montrer que pour tout x > 0, Docs a portée de main

/2
flx) = /0 sin(2z sin(v))dv .

3- (i) Montrer que la fonction f est prolongeable par continuité sur [0, +00], en une fonction que 1’on
notera toujours f.

(ii) Montrer que f est dérivable et calculer sa dérivée f’.

(iii) Montrer que cette fonction est de classe C™ sur [0, +-o00] et préciser f()(x) en fonction de n
et de x sous forme d’une intégrale que ’on ne calculera pas.

. 24n+1 (n|)2

4- On admet que f(2n)(0) —=0et f(2n+1)(0) = (—1) (27’L n 1)'

2n+1 et calculer

a) Déterminer la série de Taylor de f au voisinage de 0 sous la forme Z::(j) (927417
son rayon de convergence.

2k+1

b) Démontrer que pour z fixé, la série Zﬁj) A2k+1% est alternée et montrer que la suite

(|a2k+1x2k+1|)k€N est décroissante des que k > x — ok

5- Montrer que pour tout entier naturel p et tout entier naturel k tel que 0 <k <p—1, on a:

2(kt1)m sin(t)

2k Vap?m? — 12

dt <0.

En déduire le signe de f(pm).
Indication. On pourra utiliser la relation de Chasles : décomposer lintégrale en somme des
intégrales sur [2km, (2k + 1)7] et [(2k + )7, (2k + 2)7].

6- Déterminer le signe de f(pm + 7/2) et en déduire que f s’annule une infinité de fois sur [0, +o00]





