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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE )
DE STATISTIQUE ET D’ECONOMIE APPLIQUEE
ENSEA-ABIDJAN

AVRIL 2017
CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B Option Mathématiques

1°*® Composition de Mathématiques

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Exercice 1.

Solent les suites réelles (uy,), (vy,) et (wy) définies par:

1
1. Montrer que la matrice A= | 3
0

Up+1 = Un + 3Un
Vn € N, Upnt1 = 3Uup + v, + 4w, et (ug,vo,wp)=(1,0,1)
Wp+1 = v, + wy

€ M(R) est diagonalisable.

=~ =W
— s O

2. Diagonaliser la matrice A.

3. Déterminer la matrice A™ pour tout n € N.

4. Expliciter les termes u,,, vn, w, en fonction de n.

Exercice 1I1.

On note D = {(z,y) € R? 22 + y? < 1}, calculer I'intégrale double //

————dxdy.
pT+az 2

Probléeme.

On désigne par R I’ensemble des nombres réels et par N ’ensemble des entiers naturels. Dans tout le

probléme,

1-

(f)

> fn est une série de fonctions définies sur un intervalle I de R et & valeurs réelles.

Rappeler la définition de la convergence absolue de la série de fonctions 3 f,, sur I.
Rappeler la définition de la convergence uniforme de la série de fonctions > f,, sur I.
Rappeler la définition de la convergence normale de la série de fonctions Y f,, sur I.

On suppose que la série de fonctions > f,, converge normalement sur I, démontrer que > f,
converge absolument sur I.

On suppose que la série de fonctions > f,, converge normalement sur I, démontrer que > f,
converge uniformément sur I.

Indication : on pourra démontrer que la suite des restes converge uniformément sur I vers la
fonction nulle.

On pose pour z € [0,1], fn(z) = (-1)" (xi;’z_ ﬂ) :

Démontrer que la série de fonctions Y f,, converge simplement puis converge uniformément
sur [0, 1] mais ne converge absolument en aucune valeur de [0, 1].
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2- Dans toute cette partie, (cv,)n>1 est une suite décroissante de réels positifs, I = [0, 1] et pour tout
z €1, folz) = apz™(1 — x).

(a) Justifier que la suite (o, )n>1 est bornée et que la série de fonctions Z frn converge simplement

sur 1.

(b) (i)-
(ii)-

(iii)-

3- Soit la fonction ¢ de Riemann définie par ((z) =

Calculer pour n = 1, || fnlleo = sup | fn(z)|.
zel

Démontrer que la série de fonctions E fn converge normalement sur [ si et seulement si

- p . Qp
la série de réels positifs E — converge.
n

n>1
oo
Calculer pour tous n € Net z € I, Z z*.
k=n+1

On suppose que la suite (ay,)n>1 converge vers 0, démontrer que la série de fonctions
g fn converge uniformément sur I.

On pourra observer que pour k =2 n+ 1,0 < Qpy1-

Réciproquement, démontrer que si la série de fonctions g fn converge uniformément sur
I alors la suite (@, )n>1 converge vers 0.

+C>c1

n®’
n=1

(a) Déterminer le domaine de définition de ¢, c’est-a-dire D = {z : ((z) < co}.

(b) Montrer que ¢ est de classe C* sur le domaine D et exprimer, pour k& € N*, ¢(*) comme somme
d’une série.

(¢) Montrer que ¢ est convexe sur D.

(d) Prouver que TEI-‘:I}OO C(z)=1.

(e) Prouver que lim ((z) = +o0.
r—+1+

On pourra comparer a une intégrale.

/2 /2
4- Soient g,(z) = (=1)"cos"z, V, = / cos"xzdr et W, = / gn(z) dz.
0 0

—+ 00
(a) Etudier la convergence de la série g(x) = Z gn ().
n=0

(b) Montrer que la suite V,, est positive, décroissante et lim V,, =0.

n——+o00

(¢) Montrer la convergence de la série de terme général W,.

a /2
(d) Pour tout a € [0,1[, on pose Ay (a) = (—1)"/ cos"xdr et Bp(a)= (—1)”/ cos" zdx.
0 a

(i)
(ii)

(iii)

Montrer que la série Z gn converge normalement sur [a, 7/2].
Montrer que pour tout 0 < a < 7/2,

+oo /2 1
B = —dr=1-t 2).
kZ:o k() /a 1+cosx * an(a/2)

—+o0

a
Montrer que pour tous 0 < a < 7/2 et n € N, Z Ag(a) < / cos" ™ (z) dx et en déduire
k=n 0
+oo
que CIL%ZAk(a) =0.
k=0
+o0

(e) Montrer que Z W, = 1.

n=0
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Avril 2016
CONCOURS INGENIEURS DES TRAVAUX STATISTIQUES

ITS Voie B Option Mathématiques

Corrigé de la 1°*® Composition de Mathématiques

Exercice 1.

Soient les suites réelles (u,), (v,) et (wy,) définies par:

Upil = U, + 3,
Vn € N, Unt1 = 3up, + v, + 4w, et (up,vo,wo)=(1,0,1).
Wn41 = 41}77, + Wnp,

(1)

1. On calcule le polyndme caractéristique x 4 (t) = det(tls — A) =3 — 3t2 —
22t +24 = (t —1)(t — 6)(t +4). Ainsi, la matrice A admet trois valeurs
propres distinctes Sp(A) = {1,6, —4}, elle est donc diagonalisable.

On peut également justifier que A est diagonalisable par le faite qu’elle
soit symétrique a coefficients réels.

2. Pour chacune des valeurs propres de A, on détermine le sous-espace propre

associé.
- Pour Ay = 1, notons E; le sous-espace propre associé a A\ : F; =
Ker(A — I3), ol I3 est la matrice identité de M5(R). On a
T 3y = 0 y = 0
y| eKer(A—1I3) <= < 3z+4z = 0 (:){3&—!—42 - 0.
z 4y = 0

3
On trouve que (z,y,2) € By <= {y=0, z= —Zx et x est quelconque},

d’ou, si on prend x = —4 , on trouve que le sous-espace propre FEj
— — -
associé a la v.p. Ay =1 a pour base B = {bl} avec by = 0
3
- Pour Ay = 6, notons E5 le sous-espace propre associé a Ay : Fy =
3
— —
Ker(A — 61I3). On trouve Fy = Vect{bg} avec by = | 5
4
- Pour A3 = —4, le sous-espace propre Fs5 associé & A3 est B3 = Ker(A +
3
— —
413). On trouve E3 = Vect{bg} avec b3 = | =5
4
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1 0 0 -4 3 3
Onadoncque A= PDP lavecD=| 0 6 0 et P = 0 5 -5
0 0 —4 3 4 4

3. Motrons que pour tout n € N, A" = PD"P~'. On a A° = PD'P~1,
donc la relation est satisfaite pour n = 0. Supposons que pour n € N,
A" = PD"P~1 alors A = (PD"P~Y)(PDP~') = PD""1p~1L.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, A = PD"P~1.

1 -8 0 6
Apres calcul, on obtient, P~ = 3 5 4
0l S5y

puis,

] 32+ 9(— )+96" —15(( 4)7 —6") 12(=2 + (—4)" +6™)
A" = pprpl= — —15((—4)™ — 6™) 25((—4)"™ + 6M) —20((—4)™ —6™)

PO\ 12(=24 (—0)" +67)  —20((—4)" — n) 18 + 16((—4)" + 67)
Un
4. Pour tout n € N, posons X, = v, |. Le systéme d’équation (1)
(s
s’écrit alors X,,1+1 = AX,,, et on montre par récurrence que X,, = A" X,
1
ou Xo = 0
1

Apres simplifications, on obtient :

i 5>1°(8 ()6 v, = FH((4)" — 6") et w, = A(-3+
14((—4)™ +6™)).

Exercice I1.

On effectue le changement de variable en coordonnées polaires :

x = rcos(f) _
{ y—rsin(d) dx dy = r dr df.

qui conduit au nouveau domaine d’intégration suivant : [0, 1] x [0, 27].

Ainsi,
I / / "__drdg
= ——drdé.
0,1]x[0,2x] 1 + 72

Puis, en utilisant le théoreme de Fubini, on obtient

Loy 1 1
I:?’/TX/; m””:27r§|:ln(1+7'2)i|0:7r1n(2)
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Probleme I11.

On désigne par R ’ensemble des nombres réels et par N I’ensemble des entiers
naturels. Dans tout le probléme, Y f,, est une série de fonctions définies sur un
intervalle I de R et a valeurs réelles.

1- (a) La série de fonctions Y f,, converge absolument sur [ si et seulement
si pour tout x € I, la série numérique & termes positifs > | f,, ()]
converge.

(b) La série de fonctions »_ f,, converge uniformément sur I si et seule-

n
ment si la suite de fonctions (Z fk(a:)) converge uniformément
neN

sur I. Clest-a-dire, qu’il existe une fonction f I — R telle que

n

lim sup fi(z) — f(x)| = 0.

H+OOIGI|]§ (z) = f(=)]

(c) La série de fonctions Y f,, converge normalement sur I si et seule-
ment si la série numérique & termes positifs Y || fn|lco converge, out
Ifllcc = Sup{|f(z)|/x € I}, appelée norme de la convergence uni-
forme.

(d) Yz € I, 0 < |fn(z)] < ||fnlloo €t par comparaison de séries & termes
positifs, on en déduit que si Y f,, converge normalement, alors pour
tout = de I, la série > |f.(x)| converge, i.e. la série > f, converge

absolument.
—+oo —+oo
(e) Pour z dans I notons R, (x) = Z fr(z). Alors |R,(z)| < Z Il filloo-
k=n+1 k=n+1

+o00
Comme la série Y f,, convergeant normalement, la suite < Z Il fx Oo)
k=n+1 n
converge vers 0 et ne dépend pas de x, ce qui prouve que la suite des
restes (R, (z)), converge uniformément vers 0 sur I, i.e. la série > f,
converge uniformément sur I.

22 +n
(f) On pose pour z € [0,1], fn(x) = (—1)" ( nJg ) .

2

1
Pour tout = € [0,1], |fn(z)| = :% + — et donc la suite (|fn(x)])

décroit et converge vers 0. Par application du critere des séries al-

ternées, on montre que la série Y f,, converge simplement sur I =

[0, 1].

Le critere des séries alternées nous dit également que, pour tout x € I,
z? 1 _ 1 1

(n+1)2 * n+1 " (n+1)2 + n+1

n

[ B ()] < [ fra(@)| =

1 1
Puisque nll}r_sr_loo ((n 172 + . 1) = 0, la suite (R, (x))nen+ con-

verge uniformément vers 0, c’est a dire la série Y f,, converge uni-
formément sur I = [0, 1].
Montrons que la série de fonctions Y f,, ne converge absolument en

2
aucune valeur de [0,1]. Pour z fixé, |fn,(x)| = % + —. La série
n n
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z? - . . - 1. -
E — converge (série de Riemann) mais la série E — diverge (série
n
harmonique), et donc la série | f,(x)| diverge ; ce qui prouve que
la série > f,, ne converge pas absolument sur I.

2- Dans toute cette partie, (ay)n>1 est une suite décroissante de réels positifs,
I =1[0,1] et pour tout = € I, fr(z) = apz™(1 — z).

(a) La suite (o) décroit et est positive, donc Vn, 0 < o, < ap. La suite

(an)n est donc bornée.
+oo
Pour z = 0 et x = 1 la somme Z fn(x) est clairement nulle. Sup-
n=0
posons que 0 < z < 1, pour tout n > 1, 0 < a,z"(1 — z) <
ag(l—z)z™ et > ap(l—x)z™ = ap(1—2z) > «™. La série géométrique
Sat = 1i$ de raison 0 < x < 1 est convergente. On en déduit par
comparaison de séries & termes positifs, que la série Y f,, converge
simplement sur 1.

(b) (i)- Pour tout x € I, f/(z) = a,(nz" ! —(n+1)z") = apaz™ (n—
xz(n+1)). On étudie ensuite la variation de f,, et on montre que
la fonction f,, est positive et atteint son maximum sur I au point

n

n+1
On & fu(—) ” { fmpli 1ol
na f, = q, , ce qui implique que || frllco =
n+1 (n + 1)+ ¢ AU HHPRAted
nn
"
"l 1 1)t
n+1 n+1
Oy n . n
ii)- O N—— t lim,, o =
(i) On a [[fullc = (n+1> c lm%w(nﬂ)

e . Ainsi, || folco ~ n—z, et par comparaison de séries positives,

S fnlloo converge si et seulement si &n converge.
n

n+1
) =e¢ 1. Ona
n+1

n+1 n+1
n _(1_ 1 — A In(1—74y)
n+1 n+1

Or (n+1)In(1 — n%rl) ~ (n+ 1)(—7#1) ~ —1. Dot le résultat.

—+o0 —+o0
(c) (i)- Pour z = 1, Z ¥ = +oo et pour 0 < z < 1, Z z* =
k=n+1 k=n+1
xn-{-l

+oo
A Y A —
> =1
k=0
+o00
(ii)- Pour z =1, Z (1 —x) =0.
k=n-+1
Suppososn que 0 < z < 1. Puisque la suite («;,) est décroissante,
pour tout k = n+1, ap < apy1 = apxf(1—2) < appi(1—2)z",

Reste a montrer que lim (
n—-+00
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pour tout £ > n + 1, et donc

+oo —+oo
0< Z (1 — ) < apypi(1 — ) Z zk
k=n+1 k=n-+1
xn-{-l
= 1 —
= an+1xn+1 < Op41-

La suite des restes R, (z) = ZZ_;X;H apx®(1—z) est donc positive
et majorée par la suite (an4k)k>0, qui ne dépend pas de x et
qui converge vers 0 . On en déduit que la série > f, converge

uniformément.
(iii)- Comme la suite (ov,) est décroissante et minorée par 0, elle est
convergente. Posons / = lim «y, on a £ > 0.
n—-+oo

Supposon que £ > 0 et étudions la suite des restes R,(z) =
ZZ_:;H ayr®(1 — ). Pour x = 1, on a R, (1) = 0, suppossons
0 <z < 1. Comme pour tout n, o, > £ > 0, on a R,(x) >

((1—z) > 51 % = £z *1. En particulier, pour z = 1—

n+1’
on obtient R, (1— %H) > 01— n%rl)"“‘l qui converge vers —, i.e.

e
Ve>0, ng eN*, n>ng = —e+f <l(1—7)"! <e+ll

Ceci implique en prenant € = 2%, qu’il existe un entier ng > 1,
telle que pour tout n > ng, R, (1— n%rl) > Q—Ze, ce qui montre que
la suite des restes ne converge pas uniformément vers la fonction
nulle ; d’ot1 une contradiction avec I’hypotheése. Nous avons donc
montré que si Y f,, converge uniformément sur I, alors la suite
(an)n>1 converge vers 0. Nous avons 1'équivalence de ces deux

propositions d’apres la question précédente .

3- (Fonction ¢ de Riemann). Soit ¢(z) = 327 —.
n

(a) Pour z réel donné, la série de terme général n%, n > 1, converge si
et seulement si x > 1 (c’est la série de Riemann). En effet, pour
x < 0 le terme général ne tend pas vers 0 et la série est divergente.
Pour x > 0, on utilise une comparaison entre série et intégrale : en

considérant la fonction ¢ — & sur Iintervalle [k,k + 1[ (k > 1), on

1 Rt 1
a———= < / —dt < —. D’ou, en additionnant ces inégalités
k

(k+1) d k=
membre & membre (k =1, -,k =n) on obtient,
n+1 n+1 n
1 1 1
— < —dt < —.
k:E - /1 tT - Z k:}c
k=2 k=1

+oo
La série ¢(z) est alors de méme nature que l'intégale / tT:dt qui
1

converge si et seulement si > 1. Donc D =]1, +o0].
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1
Pour tout n € N*, 'application f,, :]1, +oo[ définie par f,(z) = — =

n
eI ot de classe C* sur |1, +oo[ et pour tous k € Net z €]1, +o0f,

k

& ( —1In n)
(@) = >
. A o X ()"
Soit 1 < a < +4oo fixé. Puisque la série Z ~—

n=1
gente, les séries Z f,(lk) sont normalement, donc uniformément con-
n>1
vergentes sur [a,+oo[. D’apres le théoreme de dérivation terme &
terme des séries de fonctions, il en résulte que ¢ est de classe C*>
+oo k

—Inn

sur [a, +oo[ et que ¢ (z) = Z u

n=1
Comme 1 < a < +0o est arbitraiment pris, on en déduit que ( est
+o00 k
—Inn
de classe C* sur |1, 4o0[ et que (¥ (z) = Z u

n=1

est conver-
na

— pour tout x €la,+0ool.
n

- pour tout
n
x €]1,4o00].
D’aprés la question précédente, la fonction ¢ est deux fois derivable
sur |1, +oof et
, (lnn)’
©) (x)ZZTZO-
n>1
Donc la fonction ¢ est convexe.

Fixonx a > 1, d’apres la question (a), (ii)-, la série de fonctions de
somme ( converge uniformément vers ¢ sur [a, +oo[. De plus, chacune

—xlnn

des fonctions f,(z) = — =e¢ admet une limite réelle quand

x
tend vers +o0, a savoir lim f,(z) =0sin>1let lim fi(z)=1.
r— 400 T—+00

Le théoreme dinterversion des limites permet alors daffirmer que la
fonction ¢ a une limite réelle quand = tend vers +o0o et que

“+oo
xEIEOOC(DS):;(xEIEOOfn(x)):1_|_()_|_..._|_()...:1_

Nous avons démontré dans la question (a), (i)- que pour tous n € N*
et x > 1,

ce qui implique par passage a la limite en n que

=1 oo =1
e[ me<>g
k=2 1 k=1
+oo
puis en calculant / t—wdt que pour tout x > 1,
1

1 1
<(@) < ——+1

x—1
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et puisque lim
z—+1t x —1
car en effet, pour tout M > 0, il existe n > 0, tel que 1 < z <

1+n=((z)> 215 > M.

= +00, on obtient que lim ((x) = +oo,
r—+1+

w/2 /2
4- Soient g, (z) = (—1)"cos" x, V, = / cos"xdx et W, = / gn(z) dz.
0 0

(a) - Si z # km;k € Z, alors |cosx| < 1, et la série g(x) converge
absolument (c’est la série géomérique de raison cos x).
-Six =km;k € Z, alors cosx = 1 ou cosx = —1, et donc la série
g(x) diverge (le terme général ne tend pas vers 0).

(b) Soient n < m deux entiers naturels, on a Yz € [0,7/2], cos(z) €
[0,1] = Vx € [0,7/2], cos™(x) > cos™(z) >0 =1V, >V, >0.
Soit 0 < e < 7/2, on a 0 < cos(g/2) < 1 et hIJIrl cos™(g/2) =0, il

n—-+00

existe alors N € N tel que

n>N = cos"(g/2) < i,
T
ce qui implique par la monotonie de cos sur [0,7/2] que
n>N = Vzelg/2,7/2], cos"xﬁcos”(s/?)gi. (2)
T
Ainsi
/2 €/2 /2
/ cos”(m)dacz/ cos™(z)dx + / cos" (z)dx
0 0 /2
<§+f(ff§) < £+E = ¢
-2 72 27 7 2 2 ’

ol nous avons utilisé (2) pour majorer l'intégrale sur [¢/2,7/2] et le
fait que la fonction cos est bornée par 1 pour majorer I'intégrale sur
[0,e/2].
Puisque € peut étre choisi arbitrairement petit, on a bien la conver-
gence vers zéro de la suite (V,,)n>0.

(c) La série de terme général W,, converge d’apreés le théoréme sur les
séries alternées.

(d) Pour tout a € [0,1], on pose

a /2
A, = (—1)"/ cos"xzdxr et B, = (—1)”/ cos" z dx .
0 a

(i) La série Z gn converge normalement sur [a,7/2] car

n

sup |(=1)"cos™ z| = cos" a
z€la,m/2]
+o0 1
et la série de termes positifs cos™ a converge ( E cos" a = 7> .
1—cosa
n=0
La série converge donc uniformément sur [a, 7/2] d’apres la ques-

tion 1-, (e).
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(i) Soit 0 < a < 7/2. Puisque Z gn converge uniformément sur
n>0

[a,7/2],

400 w/2 ,+0oo w/2 1
By(a) = (D(=1)" cos™ ) da = S -
Z w(a) /a Z( )" cos™ x ) dx /a " dx
k=0 k=0
Efféctuons le changement de variable

1—u? 2

-, drx=-—-=-d
142’ v 1+ u? s

u=tan(a/2), cosxz =

on obtient

/2 1 1
/ 7dac:/ du=1—tan(a/2).
a 1+cosz tan(a,/2)

D’ou le résultat.

(iii) Soit 0 < a < m/2. On montre comme dans les questions 1-,
(b) et 1-, (¢) que la série de terme général A, (a) est altérnée.
D’apres le critere des séries alternées, pour tout n € N,

a
0

—+oo
3 Ai(a) < [Ansa(a)] = / cos" (z) dz < a.
k=n

Cette inégalité étant vraie pour tout n € N, en particulier pour
n =20,

400
Z Ag(a) <a
k=0

+oo
d’ott ilﬂ%;}Ak(a) =0.

(e) Pour tout 0 < a < 7/2 et pour tout n € N, W,, = A,,(a) + Bn(a).
Puisque les séries de terme général A, (a) et B,(a) converge, on a
Pour tout 0 < a < m/2

+oo +o00 +o00
D> W => Au(a)+ > Bula).
n=0 n=0 n=0

+oo
Puisque a est arbitraiment choisi dans ]0,7/2[ et Z W,, ne dépend
n=0

pas de a, d’apres les questions 4, (d), (ii) et 4~, (d), (iii),

f W, = ig% (1 — tan(a/Q)) =1.

n=0



