Master Dynamique terrestre et risques naturels
Mathématiques pour géologues

Fonctions trigonométriques et fonctions
hyperboliques

1 Rappel de cours

1.1 Fonctions trigonométriques
1.1.1 Cercle trigonométrique

Soit un point M décrivant un cercle de rayon 1 et de centre O, origine des axes xy. Soit 6 'angle
entre I'axe des z et le segment [OM]. Soit M, la projection de M sur I'axe des x et M, la projection

de M sur 'axe des y (Fig. 1).
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Fic. 1 — Cercle trigonométrique

On définit les fonctions cosinus, sinus et tangente, notées cos, sin et tan telles que
cosf = [OM,], sinf = [OM,] et tanf = [M'M"].

Les fonctions cos et sin sont donc bornées entre -1 et 1 et admettent pour période 27. Le rayon du
cercle trigonométrique étant égal a 1 on a donc quel que soit 6

cos? 0 4 sin? 6 = 1.
De cette relation on en déduit que

1
_ 2 _ 2
ol 1+ tan“ 6 et que i 1+ cot“ @.

Toujours a partir du cercle trigonométrique (Fig. 1) on peut montrer que

sin(—6) = —sinf et que cos(—6) = cosd

1.1.2 Relation entre les fonctions trigonométriques

cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

__ tana+tanb

tan(a’ + b) - ltftan attanbb
o __ tana—tan

tan(a b) ~ 1+4+tanatanb




En faisant b = a on obtient les formules de multiplication par 2

sin(2a) = 2sina cosa

cos(2a) = cos?>a — sin®a = 2cos’a — 1 =1 —2sin’a
sin(2a) = e,
_ 1—tan®a
cos(2a) = i
_ ana
tan(2a) = 1550

En posant a + b = p et a — b = ¢ les formules précédentes peuvent s’exprimer comme suit

_ + -
cos(p) + cos(q)) = 2cos 552 cos P51
q

cos(p) — cos(q) = —2sin 22 sin 24
- - — 9 ain P+ e P=4
sin(p) + sin(q) = 2sin 552 cos P54
ptq i P=q

( (
sin(p) — sin(q) = 2 cos 552 sin 254

1.1.3 Formules d’Euler

On définit e par ‘
e =cosy + isiny

et en changeant y par —y ,
e " =cosy —isiny.

En ajoutant et en retrancheant membre & membre ces deux égalités, on obtient les formules d’Euler

iy —iy . Y _ Y
cosy = —E— et | siny = 57—

1.1.4 Formules de Moivres

A partir des formules d’Euler on peut déduire facilement les formules de Moivre

‘ (cosz +isinx)™ = cosnz + isinnx ‘et‘ (cosz —isinz)™ = cosnz — isinnx

1.2 Fonctions hyperboliques
1.2.1 Définitions

Par définition on appelle cosinus hyperbolique de x, qu'on note cosh x la quantité

ex + e ®
coshr = ——,
2
de méme le sinus hyperbolique de z est
T _ ok
sinhx =
2

Par analogie avec les fonctions trigonométriques on définit la tangente hyperbolique de z par

sinh x et —e ®
tanhz = = — —,
coshr e*+e®

et la cotangente hyperbolique par

cothz = .
tanh x



1.3 Egalités utiles

Par définition on a

coshz + sinhxz = €* et coshx —sinhx = e~ 7,

et par conséquent
cosh? z — sinh®z = 1.

De cette relation on en déduit que

1 1
— =1 — tanh? z et que — =coth?z — 1.
cosh sin

1.4 Relation entre les fonctions hyperboliques

cosh(a + b) = cosha cosh b + sinh asinh b
cosh(a — b) = cosha cosh b — sinh asinh b
sinh(a 4+ b) = sinh a cosh b + cosh asinh b
sinh(a — b) = sinh a coshb — cosh asinh b

cosh(p) + cosh(q) = 2 cosh 214 cosh 254
cosh(p) — cosh(q) = 2sinh 224 sinh 24
sinh(p) + sinh(g) = 2 sinh 224 cosh 254
sinh(p) — sinh(g) = 2 cosh 214 sinh 24

2 Exercices

1. Démontrer les formules de Moivres, puis les utiliser pour calculer cos(36) et sin(36) en fonction
de cosf et sin 6.

2. Déduire a partir des formules d’Euler 'expression de sin(2x) et cos(2x) en fonction de sinz
et cos .

3. 0 étant compris entre =" et 5, exprimer sinhz, coshx et tanhz en fonction de 6, sachant
que

z = Intan Q—l—ﬁ
N 2 4]

4. Résoudre le systeme pour a,a € R.

coshx + coshy = acosha
sinh x + sinhy = asinh «

5. Déterminer I'expression de (coshx — sinhz)™ et de (coshx + sinh 2)™ en fonction de coshnz
et sinhnx.



