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Va2 +4z -3

1- Déterminer Dy, le domaine de définition de f.

3
2- Calculer i’intégrale/ f(x) dz.
2

Exercice 1. Soit f la fonction définie par f(z) =

Aide On pourra écrire —z2 + 4z — 3 sous une forme canonique puis faire un changement de variable.

Exercice 2. Calculer la primitive
/ 3zt +222 +1
x3(x? +1)2

n
. k*
Exercice 3. Calculer lim g —.
n— o0 el n

2 x
Exercice 4. Soit ¢ la fonction définie sur R par ¢(z) = 7 / et dt.
T Jo

b
1- Montrer que Va,b € R, on a / e dt = g(cp(b) ©(a)).

2- Montrer que f(z) = e””QQp(x) est solution de I'équation différentielle v = 2zy +

2
=

Exercice 5. Soitent f et g deux fonctions continues sur [a,b] C R et dérivables sur a, b|.
1- Montrer qu'il existe ¢ €]a, b tel que f'(c)(g(b) — g(a)) = ¢'(c)(f(b) — f(a))
Aide : Considérer h(z) = f(z)(g(b) — g(a)) — g(z)(f(b) — f(a)) et montrer qu'il existe ¢ €]a, b[ tel que h'(c) = 0.

2- On suppose que g ne s’annule pas sur ]a, b[. Montrer qu’il existe 2y €]a, b[ tel que
b b
£eo) [ gl)ds = [ f@)g(a)da.
a a

Aide : Appliquer le résultat de la question précédente aux fonctions F(x) = / f®)gt)dt et G(t) = / g(t)dt.

Exercice 6. Résoudre sur I =] — 7/2,7/2[ ’équation différentielle
(E) : " —tan(z)y = !
- Y= T cose
Exercice 7. Résoudre I'équation différentielle
(E): " =2y +y=e"sin(2x) + cos(z).

Exercice 8. Soient J un intervalle ouvert de R et ¢ : J — R une fonction convexe, on rappelle que ¢ est continue et que

pour tout (z1, 23, ...,2,) € R™,

21+ 20+ ..+ Zn) N Bd(21) + ¢(22) + ... + P(2)
n - n

9(



1. Soit f une fonction continue sur un ségment [a,b] (avec a < b) telle que f([a,b]) C J.
b
(a) Montrer que 2 [ f(t)dt € J.
(b) En utilisant les sommes de Riemann, montrer que

1

b b
¢>(b_a/a f(t)dt) < ﬁ/ b o f(t)dt.

I
2. Soit pour tout entier n > 2, I,, = — 1A+ Lrda.
n_ P

- L L
(a) Vérifier que pour tout z > 0, on a In(1+ ) <

)

en déduire un majorant de I,
1
(b) Montrer que In(I,,) > ] J; zIn(1+ %)d:c

(c) Caleuler [[*zIn(1+ 2)dwz, puis déduire lim I,.

Exercice 9. Soit f:[0,1] — R de classe C! telle que f(1) = 0.

1. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que
1
(@) < (-a) [ (o)

2. En déduire que
1 2de < L[ 24
[ uwrar< g [ e

3. Dans quel cas a-t-on l'égalité dans (1).

Exercice 10. Soit n € N* et I, = Oﬂ/4 Y/tan(t)dt.

1. Montrer que (I,,) est monotone et bornée, conclure.

2. Transformer I, a 'aide du changement de variable u = {/tan(¢).
1 un—l

3. Calculer K,, = [; 1_|_Wdu

4. A Taide d’une majoration convenable montrer que limnkK,, — I,, = 0.

5. En déduire lim I,,.
Exercice 11. Trouver toutes les applications y : R — R* dérivables telles que y(0) = 1/3 et 3/ +y — 22y? = 0.
Exercice 12. Montrer 'existence et calculer la valeur des intégrales :

t-1 > tanh(ut) — tanh
(a) / t—dt; (b) / tanh(ut) — tanh(v) dt, avec u > v > 0.
o In(t) 0 t

Solutions

Solution de ’Exercice 1
1- La fonction f est bien définie si —z? + 4z — 3 > 0. D’ou Dy =|1, 3[.

2- Remarquons que —z2 +4x —3 =1 — (z — 2)% D’ou

3 1
1
r)der = ———du ar le changement de variable u = x — 2,
/2 f(x) /O T p g

/2 cos 6

—_— df
0 V1 —sin?6

= 7/2.

par le changement de variable u = sin 6, avec 6 € [0, 7/2]



. . 3zt +222 +1 22t + (2% +1)? 2z T .
Solution de I’Exercice 2 Remarquons que B2+ 1) = B2 1 1) = @2+ 1) + pel D’ou
3¢t + 222 +1 2z 1 1 1
— 5 de = | —5——5 d —dr=—-—5——F—--—5+C
/ x3(x? +1)2 * / (22 +1)2 T / 23 x24+1 222 +
Ikt oy 1
Solution de I’Exercice 3 On a lim Z lim — Z(f) :/ x*de = —
n—00 T nSoon = n 0 5

Solution de I’Exercice 4
2
v

2
Chasles, ¢(b) — p(a) = —/ *at — / Pt = /
VT f NG

2 Ona f/(z) = 22" p(z) +e* ¢ (z) = (ngo()—l-ﬁem):%f(x)—k

1- La fonction z +— ~t* est continue sur R et  est sa primitive qui s’annule en 0. Donc, d’aprés la relation de

2

VT

Solution de I’Exercice 5

1- La fonction z — h(z) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(x)(f(b) — f(a)) est continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[. De plus
on a h(a) = h(b) = f(a)g(b) — f(b)g(a). D’aprés le théoréeme de Rolle, il existe une constante ¢ €la, b telle que

h'(¢) = 0. Donc pour cette constante ¢, on a f’(c)(g(rb) —g(a)) =4 (c)(f(b) — f(a)).

2- Les fonctions F(x / f@®)gt)dt et G(t) = / g(t)dt sont continues sur [a,b] et dérivables sur ]a, b]. Donc,
d’aprés la question precedente il existe une constaralte c €la,b] telle que F'(c)(G(b) — G(a)) = G'(c)(F(b) — F(a)),
ou encore f(c)g( )/ x)dx = g(c / f(z)g(x)dz. Comme g(c) # 0, on a le résultat.

Solution de I’Exercice 6 En multipliant par cosz les deux membres de 1’équation (E) on obtient

(E) : y'cosx—ysinxzicosx @(ycosx)/zl—il .
1+ cosz 1+ cosz
En intégrant on obtient ycosz =z — / H—ﬁ dz. D’autre part on a 1 + cosz = 2cos?(z/2), d’ou

1 1/2
——dz = ———d
/1+cos:c v /COSZI/Q v

/ (tan x/2), da

= tanz/2+C

Ainsi la solution de (F) est donnée par y = col - (1: + tanz/2 + C’), ott C est une constante réelle.

Solution de I’Exercice 7 Considérons 'equation homogene y” — 2y’ + ()y = 0. Son équation caractéristique
r2 —2r +1 =0 admet 1 comme racine double. D’oti la solution, de I’équation homogéne, donnée par : yo = c1e® + coze®.
Pour avoir la solution générale de (F), nous allons chercher des solutions particuliéres yp, et yp, aux équations (E1) :y” —
2y +y = cos(z) et (E2) 1y’ — 2y’ + y = €”sin(2z). La solution générale de (F) est y = yo + yp, + yp,. Nous utiliserons
la méthode de variation des constantes pour trouver yp, et yp,. Déterminons la fonction c¢1(x) telle que ¢1(z)e® soit une

solution de (E1). En remplagant dans (E1), on voit qu’il suffit que ¢} (x) = e~ cosz. Une solution & cette équation est

-1
c1(x) = 7e*z sin z. Déterminons la fonction co(z) telle que co(x)ze® soit une solution de (F2). En remplagant dans
-1
(E2), on voit qu’il suffit que zc§(z) 4+ 2¢2(x) = sin2z. Une solution a cette équation est cy(z) = . sin 2z. Ainsi, la
solution de (E) est :
1
y = c1e” + coxe” — 5 sina:(l + e” cos x)
Solution de l’Exercice 8 (1), (a) De la prmiére formule de la moyenne ou le T.A.F, on obtient le résultat.

(b) Soit S, Z fla+ (b —a)). D’aprés le cours on a




D’autre part, puisque ¢ est convexe, on a

550 <Y 6o flat Lo a)).

k=1

k 1
La continuité de ¢ assure que hm Z ¢o fla+ E(b —a)) = b a f: ¢po flx)dr
- _

Dot (525 [, F(Hdt) < 547 f; ¢ 1)
1 n
(2), (a) Facile. En déduire que I,, < — f1 vlde =1.

(b) La fonction — In est convexe. Donc, d’aprés la question précédante

-1 " 1 -1 n 1
—1In(l,) < In((14+ —)%)dz = In(1+ —)d
o(l,) < =5 [ (0 2o = = el + e
(¢) On a
" 1 " " n? n? n 1 1
zln(l+ —)dz = zln(x+1)de — | zln(z)dr = —In(n+1)— —In(n)+ - — -ln(n+1) + - In(2)
. x . ; 2 2 2 2 2
D’ou . )
1 n 1 n2 n+1 n —3 In(n+1) + 3 In(2)
In(1+ — = 1
n—l/ z1n( +m)dx 2(n—1) n n )+2(n+1)+ n—1
Alrlslhmif1 zIn(l+ 1)de =1.

Donc In(I,,) — 1, ainsi lim I,, = e.

Solution de I’Exercice 9 (1)

£ = () = f@)P = ([ Fod? < ([ 1a- ([ (@)
D’ou . .
fap < =a) [ (rOpa<a-o [ oy

(2) D’apres 'inégalité (1), on obtient

1 1 1 1 1 1
(o) < / (1—a)( / (ryands = ([ (#@ra) [ 0-od =3 [y

0 0 0 0

(3) Soit g(z) fo — f(z)%. Lfonction g est continue et positive sur [0,1]. L’égalité dans (2), est

équivalente a fo x)dx = 0. Donc g est identiquement nulle sur [0, 1]. Donc

D’ot, pour tout z € [0,1], on a f(z)2=(1—z)-0=0.
Conclusion, on a 1’égalité dans (2) si et seulement si f est identiquement nulle sur [0, 1].

Solution de I’Exercice 10 1) Vérifier que (I,,),, est croissante et majorée par foﬂ/4 1dt = /4. Donc lim I, existe.
n—oo

n—1

_ 1 2 -1 u
2) On a du = n(l + tan2(t))(tan(t)) = ~1dt, donc dt = v —du, donc

1 n
In:n/ uidu
o l4+u?"

3) On pose v = u™, on a nk, fo T dv = arctan(1) — arctan(0) = 7 /4.

4) On a
1, n—1
1—
nKy, — I, :n/ i Gl P8
0 1+u2"



Donc 0 < nK,, — I,,. D’autre part

1, n—1 n 1
- 1 1 1
nanfn:n/ uiu)dugn/ Unilfundu:n(—f ):
o lHu 0 n n+1 n+1

D’ou limnK, — I,, = 0.
5) im I,, = 7 /4.

Solution de I’Exercice 11 C’est une équation de Bernoulli. On pose z = 1/y.

On obtient I'équation (F): 2/ — 2z = —z2%.

La solution homogéne de ’équation (F), est Ae®, A € R.

22 4 2z 4 2 est une solution particuliétre. “on trouve une solution par les méthodes du cours. Mais en peut remarquer
qu’une soltion particuliére est une fonction plynomiale de degré 2.

Dotl z = a2 + 22+ 2+ Ae®, A€ R.

Deplusona:y(0)=1/3 < 2(0)=3 < 2+A=3 < A=1 Dou

1 1

y(x):x2+2x+2+e$ B (x4+1)2+1+e"

D’ou on une unique solution sur R vérfie les conditions de I’exercice.

-1
est continue sur ]0, 1].
In(t)

Pour le point 1. On a thn% f(t) =1 donc elle prolongeable par continuité au point 1. D’ou f11/2 f(t)dt converge.
—

Solution de I’Exercice 12 (a), convergence. La fonction f(t) =

Pour le point 0. On a 1%ilr% Vtf(t) =0, donc f(t) = o(1/+/t) au voisinage de 0, de plus fol/Q(l/\/f)dt converge d’aprés
—
Riemann. Ainsi fol/ 2 f(t)dt converge.
Donc notre intégrale converge.

Calcul. Par le changement de variable z = —In(¢) on obtient

1, +oo —x _ -2z
/ =1, _ / et
o In(t) 0 x

c’est un exercice de T.D.

tanh(ut) — tanh(vt
(b), convergence. La fonction g(t) = anh(ut) ; anh(v )dt est continue sur )0, 4oc[. Donc elle est localement inté-

grable.
Au voisinage de 0. g est prolongeable par continuité, d’ou fol g(t)dt existe.
U—v
cosh(w)

C;LST_(;)dt converge. Donc [ g(t)dt

Au voisinage de +oo. D’aprés T.A.F., appliqué a g sur le ségment [vt,ut], on a g(t) = pour un certain

u—v
w €lvt,ut]. Donc 0 < ¢g(t) < ———
Jvt, ut] <9 < cosh(vt)
converge. Conclusion notre intégrale converge.

, pour tout t €]0,+oo[. Vérifier que floo

dt.

tanh(ut) — tanh(vt
Calcul. (Remarque : dans notre cas, le calcul montre aussi la convergence). Notons J,, = | b tanh(ut) — tanh(vt)

@ t
oy = /b tan};(ut) g — /b tan};(vt) gt

Comme en T.D., on a

a a

tanh(ut tanh(vt
Le changement de variable = ut (resp. y = vt) dans f: aHT(U)alt (resp. f; anf(v)

ub vb
Jus :/ tanh(z) da _/ tanh(y) dy
u v y

dt), on obtient

a T

va ub
:/ tanh(:z:)dx+/ tanh(z) i
u x v xz

b

a

a



