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Sommes de Riemann Exercice 7 [02823] [correction]

Soient f: R — R convexe, a,b réels avec a < b, g : [a,b] — R continue. Montrer

Exercice 1 [01998] [correction] que , \
, . - . (oo (2 . . 1 1
Déterminer les limites des suites définies par le terme général suivant : f <b - / g(t)d t> < / s
n n a

n n
2D Dpwe b)kzn2+k2 Z;\/m

k=1
Exercice 8 [00193] [correction]
. _ Soit f : [0, 7] — R de classe C*.
Exercice 2 [01999] [correction] Déterminer la limite quand n — +oo de
En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple de

) En: e /O (1) [sin(nt)] dt
k=1

Exercice 9 [03198] [correction]
Exercice 3 [00744] [correction] Déterminer un équivalent quand n — +oo de

Déterminer la limite de la suite de terme général

(<2n>!)i =3 o n+2k

n"n! k=1

Exercice 10 [o3768] [correction)]

Exercice 4 [02785] [correction]

n 1/n n 1/n
Etudier les limites de ( IT (1+ i)) et de < IT(1+ ng)) :

k=1 k=1

Exercice 5 [02786] [correction]
Calculer les limites de

k P |
— t
Zsm( >n(n> S

lorsque n — +o0.

Exercice 6 [02787] [correction]

SineN*etzeR,soit fr(z) = qm(Tkz)

k=1

Soit x,, le plus petit réel strictement positif en lequel f,, atteint un maximum

local. Calculer lim f, ().

Etudier la suite suivante

r)+r@)+---+r(n)

Up =
n

avec r(k) le reste de la division euclidienne de n par k.
Indice : étudier la suite suivante

(n—r()+@m=r@2)+---+(n-rn)

Un =
n2
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Exercice 1 : [énoncé]

)

n

D

k=1

n 1 ¢ 1 bodt
22 72 2 112 4
net niS L (k/n)” notee o L

3

k ! 1
/n 5 / v 2dl‘:*1n2
1+ (k/n)° n=to Jo 1+ 2

DT T
k=1 k=1

)

n n 1

1
P 1\/712—|—2/€n_n]C 1\/1+2k/n n—+00

/Om [VI+2z], =31

Exercice 2 : [énoncé]
On peut écrire

et

avec f : ¢+ +/t définie et continue sur [0, 1].
Par somme de Riemann

12 (3)= [ o

2
Sn ~ 23/2
3n

donc

Exercice 3 : [énoncé]

On a
m((f:g")“) %ilnn—‘rk) Inn) = iim(wi)

La fonction z — In(1 + z) étant continue sur [0, 1], on obtient

n((22)7) -

On en déduit

Exercice 4 :

Pour k € {1,...

puis

Exercice 5 :

Pour x > 0, x — ga:3 <sinz <

On a alors

donc

[énoncé]

[énoncé]

n},

x done [sinz — x| <

1
/ In(l1+z)der=2In2-1
— 400 0

<f:r)b!!)i H%

Max? avec M = 1/6.

S M
g g | SMs <o
(kN . (kN k| M
7J$HCF)_g¥m<n>wZ<n2%0
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donc . donc par continuité
k k
Zsin()sin(z)%sml—cosl 1 b 13 b—a
k=1 n " f bi/g(t)dt = lim f Zg<a+k )
—a n—-4o00 mn n
Pourx}O,x—% 3 < sinz < x donne aussi |sin2x—x2| < M'z* avec M’ = 1/3. “ k=1
Ainsi Par 'inégalité de Jensen
sin — < s < — n B n _
=1 k+n i kt+n k=1(k+n) " f lzg b-a <l flg G‘Hfb -
0 n &~ n n &= n
t n n 1 B B
1 1 1 dx N .. N C e
Z —— Z — — —1n?2 En passant cette relation a la limite, on peut alors conclure grace a la continuité
k:1k+n nk 11+k/n 0 1+.f def
donc
" 1
.2
Z sin” ————= — In2 Exercice 8 : [énoncé]
2 :
k=1 o Par le changement de variable u = nt
Exercice 6 : [énoncé] / f(t) |sin(nt)] dt = / f(ufn) |sinuf du
On a
1)z sin &£ En découpant l'intégrale par la relation de Chasles
[l Zcosk:x = cosw sm% P srafe b
k=1 (k+1)7
donc i / f(t) |sin(nt)| dt = Z/ f(u/n)|sinu| du
B is par translation de la variabl
. puis par translation de la variable
Par suite n gy ke . n gy b
- n+l n+1 k
fn(xn)*k <k 7n+1kZ:1 L / f(t) |sin(nt)| dt = Z/ (u+ 7T)sinudu
= = n

Or la fonction ¢ — sin(nt)/t peut étre prolongée en une fonction continue sur [0, 1]

donc par somme de Riemann et on peut alors écrire

n—1

fn(zn)—>/olsinimdt /f ) [sin(nt)] dt = ZA [ <“+’”)—f< ﬂsmudu—l— Z/ ( )sm

D’une part
Exercice 7 : [énoncé] kn
Il est bon de savoir qu’une fonction f : R — R convexe est obligatoirement = Z / ( ) sinudu = Z f ( )
continue bien que ce résultat n’est pas explicitement au programme. Par les
sommes de Riemann, se reconnalt comme étant une somme de Riemann et donc

) fz/ (5 ) simudusa [ rxtyar=2 ["rar
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D’autre part, la fonction f étant de classe C! sur le segment [0, 7] elle y est puis
M-lipschitzienne avec 1 "k n
M = sup |f'] “n—ng[ﬂ
[O,ﬂ'] k=1

ce qui fait penser & une somme de Riemann associée a la fonction f : ¢ — ¢[1/t]
définie et continue par morceaux sur ]0, 1]. Bien qu’elle soit prolongeable par
L, M continuité en 0, ce prolongement n’est pas continue par morceaux sur [0, 1] (il
< - Z/ ME sinudu = ?/ u sin udexist® pas de subdivision finie du segment [0, 1] qui soit adaptée) et 1'on ne peut
0 0 donc pas employer directement le théoréme du cours relatif aux sommes de
Riemann : cela va nous obliger & un petit découpage. ..

et on a alors

T D)o () e

On en déduit

m 9 [T Soit N € N*. On peut écrire
/ f(@t) |sin(nt)| dt — —/ f(t)de N
) T Jo 1 [n/N] k 1 n kErn
Notons que le résultat peut aussi étre établi d’une fagon semblable pour f Un =4 Z n [E} + n Z n [E]
seulement continue en exploitant 1'uniforme continuité de f sur le segment [0, 7]. k=1 k=n/Nl+1
D’une part
N] n/N]
1 k / ] 1
Exercice 9 : [énoncé] o Z o [E} S Z 1< N
On peut écrire k=1
1 & 1 1 et d’autre part, par les sommes de Riemann
b=ty L1
(14 2k/n)? n? n 1
= Ly & 7] —= / t[1/4] dt
avec n— [n/N] n Lkl notoo Ji/y
1 1 k=[n/N]+1
IS
" n = (1+2k/n)3 Par le changement de variable u = 1/t
Par les sommes de Riemann, on a 1 k+1 g
/ t[l/t]dt:/ Z/ 5 du
S /1 N T YN
"onotoo Jo (14263 | 4(1+262], 9 puis
- RIS of (RS B o F
On en déduit 5 LN D) e k+12 k+1 k) 2 s k2
Up ~ —5
In? et I'on remarque que
1 N+1 1 ﬂ_z
- il N
2 o0
Exercice 10 : [énoncé] 2SR N 12
La division euclidienne de n par k s’écrit . L e
En choisissant N assez grand pour que 1/N <cet 5 > 7 <& ona
n=[n/klk+rk) k=N-+2
N
et donc Un_ﬂj <6+n—[n/N] 1 Z E{ﬁ}_ﬁ +[n/N]12
n—r(k) = k[n/k] 12 n n — [n/N] My AR k 12 n 12
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Puis pour n assez grand

2 n—[n/N REC | n/N] w2
Up = =5 <s+[/]< > l<:2+5>+[/n]12

ce qui donne
2

<€+25—|—€7L
= 12

2
Un -

12

Finalement v,, — 72/12 puis u,, — 1 — 72/12
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