< Fomesou

ANNALIES BTS oot s S i

EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET ETUDE DE
FONCTION
EXERCICE] o

'n se propose d’obtenir I’intensité 7 du courant dans un circuit (R, C).
n remplagant le signal d’entrée ¢ par son développement en série de Fourier & I'odre 2. i vérifie
lors I’équation

1 2
=— 4= — — cos 2t t € [0,+o0 1
Ri(t) + C/ u)du = + 2 sint -cos2t pour t€ [ [ (1)

1 suppose dans la suite de I'exercice que -R = 500082 et @ = 1017,
1. Montrer que (1) peut se transformer et s’écrire

i'(t) 4 24(t) = 107 cost + %10“3 sin2t pour t € [0,+o0] (2)
T
2. Vérifier que 4;(t) = 4.10~ 5cost + 2.107%sint est une solution particuliére de 1’équation
| différentielle : ‘ \ :
i'(t) +‘21'(“) = 10‘4 cost pour t € o, +oo[ (3)

Déterminer une solution partlcuhue ip de I"équation différentielle :

y 4
i1 N -3 i n, ;
7(t) + 2i(t) = mlo sin2t pour ¢ € (0,00 (4)
3. Reésoudre alors ’équation différentielle (2). .
Déterminer la solution particuliére vérifiant la condition initiale ‘
i(O) == ' '

]‘CXJERCICE 2 v -

n se propose de résoudre le systéme différentiel (S) suivant, puis d’en donner les solutions
j,rticulieros. :

, 2'(t) 4 2y(l) = —2sint (E))
w! () :
. 2c(t) — y(t) = —Zcost (£2,) -

s fonctions « et y sont deux foittions de variable reelle ¢ denx fois dérivables sur R

|
‘ 1. Montrer en utilisant les ¢quations ([27) et (£2,) qne la fonction ¢ vérifie

' Péquation ditferen-
tielle :

2"(t) 4+ 4z(t) = —Gceost (£).

2. Résoudre dans It I'équation differenticlle (£). En déduire les solutions dy syster (S)
? sSteme .
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3. Déterminer la solution particulicre de (:5) vérifiar

y(0) =0.
EXERCICE3 /"

, A 1% ion différentielle :
En physique, I'stude d’un mouvement amorti conduit a I'équation ¢
(1) + 22'(t) + 22(t) = 0 (B)- o
. . - fois dérivable sur K.
dans laquelle z est une fonction inconnue de la variable réelle ¢ deux fois

1. Résoudre cette équation sur R. ¢ — 0 et dont la
i . . . urt =ue
2. Trouver la solution particuliére de cette équation prenant la valeur 0 po

dérivée prend la valeur 1 pour ¢ = 0.
3. Soit f la fonction numérique, telle que pour tout élément ¢ de I’intervalle [O,Tl’] :

z(t) = f(t) = e*sint.

Etudier les variations de f. En déduire sa représentation graphique (C) da,n.s le plan rapporte
a un repére orthogonal ot 'unité graphique vaut 2cm sur ’axe des abscisses et 10cm sur

I’axe des ordonnées. /

4. On se propose de calculer, en em? I’aire du domfaine du plan délimité par la courbe (C) et
I'axe des abscisses. A cet fin, deux méthodes sont proposées.

a. Déterminer l'intégrale Jo 7(t)dt au moyen de deux intégrations par parties successives.

b. En utilisant I'équation différentielle (E) écrite sous la forme :

1
= —-2—(.7:' + 2x)'.

Déterminer une primitive F de f sur [0,7]. En déduire I'expression de Jo- f(#)dt aTaide
de F.

c¢. Déterminer une valeur approchée de J'aire par défaut,
BXERCICE 4

Un circuit (R, C) est soumis & une tension e(t) définie par :

e(t) = 0 si t <0
e(t) = E si 0<t<g
¢ e(t) = 0 si @<t y

L’¢quation différentielle qui régit le circuit est :

ds(t)

(E‘) i R()*‘dT | S(f) = C(t) et S(O+) =)

Déterminer la solution causale ¢ 1— s elle danal .
& e usale L1 s(1) de cellc Cquation diftérentie]]e.

BEXERCICE 5

Soit £ la fonction définie sur )0, +oo[ par h(z) = /Ol Esin(ta)dy
1- Montrer que

Iy

Scanné avec CamScanner

S
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(B): =zy +2y=sinz

I a. Montrer que la fonction h est solution de (E). ’
b. Donner la solution générale de (E).

' EXERCICE 6 o

iDn considére ’équation différentielle

On pose yp = u + asinz, ot u désigne une fonction inconnue et o un nombre réel.

(E): o'(z) +4y(z) =3sinz.

i 1. On suppose que yo est une solution de ’équation différentielle (E).
Pour quelle valeur de « la fonction u est—elie solution de l’équation différentielle : (H) :
2" +42=07 : ,

' 2. Quelle est la solution générale de I’ equatlon différentielle (H)?
En déduire la solution de (E).

' 3. Détlerminer la solution de (£) vérifiant les conditions y(¥) = (,L'yv('n’) =0

=y

EXERCICE 7

IDn considére, pour tout entier naturel non nul n, la fonction numérique f, de la variable réelle z,
définie par : ;

l Fulz) =m(l—z)"e". s
Partie I -

On prend n = 1 et on note f = fi.

1- Etudier les variations et dresser le tableau de variation de f.

2- a) Donner '’équation de la tangente (T") au point d’abscisse 0.
b) On admet que : V z € R, (1 —z)e® —1 < 0, déduire de 2 - a)_,)la__lgosition de (T) par
rapport a la courbe (Cf) de f dans un repére orthonormeé (O, i, j) d’unité 1,5 cm.

'—"

c) Tracer la courbe (Cf) et la droite (T") dans le repére (O, z 7)-

3- On considére I’équati911 différentielle ‘

?

= (1+2)(1 —z)%e"

(Bu) 1y + nl L

a) Montrer que f, est solution de (£,).

b) Reésoudre alors I’équation différentielle

(E) :

Partie 11
On pose, pour tout 7z € N*, et a € N¥,

-
Ia,n = / xa(l - 'r)ndI
0
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Iotin = Z j"_ 1Ia,n+1‘
2- a) Montrer que Iy, — lant1 = latin
b) En déduire que Iyp4 = ;:j_l” an-
EXERCICE 8
On considére la fonction «porte» P définie par :
) te(—%3
P(t) = { tl) i teé%—%;-ﬂ

o e _3 3]( on prendra
1- Donner la représentation graphique de la restriction de P a1 1nt€e1\ra11e [-3,3](on p
1 ¢m pour 1 sur 'axe des abscisses et 2 cm sur I'axes des ordonnées.)
2- On considére Ja fonction §, délinie sur R par :
| +o0c
Fo(s)= | - P(t)cos(2mst)at.
—oo )
a) Justifier que Fp(s) =2 ;)+°° P(t) cos(2mst)dt.
b) Montrer que §,(s) = 5'—‘% pour tout s différent de 0.
c) Montrer que la fonction f définie par

sin(7s)

f(s) =

est prolongeable par continuité en 0.

. TS

3- On considére la fonction numérique g définie sur R par :

sin(ws) .
ORR S
1 si s=0
a) Calculer la limite de g en +oco.
) Btudier les variations de g sur Fintervalle (0, 1.

¢) Donner la représentation graphique de la restriction de g sur Uintervalle [0,10] (Unite
. . , : )
graphique :'1 cm pour 1 sur I'axe des abscisses et 5 cm pour 1 sur'l’axe des ordonnées

2 TRANSFORMATION DE LA CE

EXERCICE 1 |

On considére la fonction définie sur R par :

1- On définit la fonction g par :
g(t) = fOU(t) — f(t —=m)U(t — ) ot U est la fonction ¢chelon unité.

a) Expliciter g(t) sur lintervalle [0, 7], puis sur l'intervallc [, +oq]

A
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b) Calculer la transformée de Laplace G de la fonction g. ﬁo'!!pggg Lom
N e . _ ) Docs a portée de main
2- On considére un systéme «entrée-sortie» (S) dont e et s sont respectivement les signaux

d’entrée et de sortie, nuls pour ¢ négatif et admettant des transformées de Laplace notées E
et S.

La fonction de transfert /' du systéme est définie par : S(p) = U (p)L(p).

Dans cet exercice la fonction de transfert A du systéme est donnée par :

gw):2ﬁ+gp+1
et la fonction e est un «créneau» défini par e(t) = U(t) — U(t — ).
a) Déterminer la transformée de Laplace E de e.
b) Calculer la transformée de Laplace S de s, en déduire I'expression de s(t).
c) Définir la fonction s par intervalles.
d) Etudier la fonction s sur [0,7[.
e) El"rac{er la représentation graphique de s dans un repére orthogonal (o,1,j) sur I'intervalle
0, m|.

f) Calculer la valeur moyenne de s sur [0,7]. °

. EXERCICE 2 @

On se propose de résoudre, a 1’aide de la transformée de Laplace, le systéme différentiel suivant :

' +er—y = v

(S): <
2 -2y +5z = 10y

ol z et y sont deux fonctions numériques de la vaNable réelle ¢ sur R et telles que : z(t) = 0 et

y(t) =0sit < 0.
v est la fonction d’une variable réelle ¢ définie sur R par :

() =0 si t<0 ou t>3
v(t) = 8sin2t si 0<t<3
Partie I
Soit les fonctions i et g définies sur R par : ‘

g(t) = 8sin(2t)U(¢) et h(t) = g(t — %), ou U est la fonction &chelon unité.

1 Determiner les transformées de Laplace des fonctions h et g.

9 Tracer les courbes représentatives des fonctions g, h et v sur [—;27).
(Les courbes de g et de h seront tracées dans un méme repére en utilisant des couleurs

différentes ; la courbe de v sera tracée dans un autre repére, on prendra toutefois les mémes
unités graphiques pour les deux repéres.)
3. Utiliser les résultats précédents pour déterminer la transformée de Laplace V (p) de v.

Partie 11

On admet que les fonctions x et y et leurs dérivées ont des transformées de Laplce et ’on note :
¥ et Y les transformées de Laplace respectives de T et y.

1. A partir de (S), écrire le systéme vérifie par X (p) et Y (p), puis déterminer X (p) et Y (p).

9 Décomposer X (p) et Y(p) en élements simples. En déduire les fonctions z(t) et y(t).
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51 interne
. . i et de résistance m
A Tinstant t = 0, on établit aux bornes d’une bobine d’inductance L

R = 1Q une tension e(t) définic par

0 si t<0

e(t) = 3
e(t) = ¢ si 0<t<1 \Nk:f;
et) = —t+2 si 1<t<2
e(t) = 0 si 2<t

on de l'équation différentielle : Li'(t)+i(t) = e(2)
Le courant 1(¢) s’établisant dans le dipole est solution de I’équation différentie (
avec la condition initiale i(0) = 0.
dérivée.
La fonction i est dérivable et admet une transformée de Laplace ainsi que sa
On notera I la transformée de Laplace de i et E celie de e.

1. Prouver que 1

I(p) = H(p)E(p) avec H(p)= Ip+1

2. a) Représenter e(t).
_ ) Exprimer e(t) en utilisant 1’ echelon Uniteé.
c) Caluler £(p).
)

En déduire que

1
Iy = 11F (P~ 2 (p) + € PF(p)], avee F(p) = e

3. a) Décomposer F(p) en éléments simples
b) En déduire l'original f de F.
c¢) Caluler i(¢). ’
d) Définir i(t) par intervalles. _

4. a) Etudier  sur I'intervalle [0,1)(On prendra L — 1).

b) Dans un repére orthonormal, dessiner la courbe représentative de 1.

EXERCICE 4 (i
On se propose de résoudre Iéquation différentielle :
. (B): &) +it)=e(t) on i(0)=0

et ou e(t) est définie par

e(t) = 0 si t<0
e(t) = cos(2t) si 0<t<q
e(t\ =— 0 siow <t N
1- Représenter glaphlquement e(t).
2- Montrer que pour tout ¢t ¢ R, e(t) peut s’écrire sous la forme :

e(t) = cos(2t)[U(t) — Ut - )]

o U est la fonction échelon unite.
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3 Momtrerque latransforméede TaplaceE-de ¢ est-défini epar T

p -
E(p) = 1—ePm

En appliquant la transformation de Laplace aux deux membres de ’équation (E),
déterminer la transformée de Laplace I de 1.

b) Décomposer en éléments simples

p
(p+ D +4)

En déduire Pinverse de
p
(P+D@*+4)
c) Déduire des questions précédentes une expression de 4(t).
9- Définir ¢ par intervalles,

EXERCICE 5 .

Un systéme physique est régi par 1’équation différentielle

1 .
- (B): w(t)+ g5 [ =52

ou la fonction f est définie par f(t) = Vo[U(t)—U(t—7)] avec R, C et 7 des constantes strictement
positives et U la fonction échelon unité. -

1. a) Donner dans un repére orthogonal I'allure de la 1eplesentat10n graphique de f pour
Vo=2etT=1.

b) Déterminer la transfomée de Laplace de f.
2- On suppose que la fonction v est causale et qu'elle admet une transformée de Laplace V.
a) Résoudre, en utilisant la transformée de Laplace, ’équation (E).
b) Donner une définition de v par intervalles.
3- Dans cette question on s'intéresse & la représentation graphique de la fonction v.
a) Calculer v(r ), la limite & gauche de v en 7 et montrer que v(77) < Vj,
b) Montrer que le «sauty o = v(77) — v(7) de la fonction v en 7 est égale & 1.
c¢) Etudier les variations de v pour ¢t > 7. -
)

d) Donner I’allure de la représentation de la fonction v dans un repére orthogonal. On

prendra, pour réaliser le graphique
RC=1Vy=2et7=1
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1- a) Déterminer les réels a, b, ¢ et d tels que
5 ap + b
(p*—dp+ 13)(p> —4p+38) p*—°P

cp+d
+ o dp+ 5

h) En déduir
h) En déduire :

L J
e [(])2 —4dp + 13)(]32 —dp+ 5)

ot £7! est la transformée de Laplace inverse.

2- Détermineér 'original de la fonction G définie par

___ p-=
G =ty r 137

3- Déduire de ce qui précéde la résolution de I’équation différentielle
Y’ — 4y’ + 13y = ¥ (2sint 1 sin 3t) avec y(0)=%'(0)=0.

EXERCICE 7@

Soit ~
1 mw
Jd(l)i= —-/- cos(tsinf)df avec t> 0.
0
On admet que

J'(t) = i(.](t)) = -71; /7r %[cos(tigin,@)]d&’.

1. a) Montrer que

/ 1 " :
S = —;/ sin @ sin(tsin.A)df et -
0
" 1 " P2
J(1) = —/ sin”(8) cos(tsin §)dp
T Jo
b) On admet que
i Trcosz(ﬂ) cos(tsiné’)alf?~l " sin Osin (e
=54 . = i Sll‘l@Slll(l‘.\Sl}lQ)d@
. Montrer que J est solution de 1’équation différentielle ’

(B): () +y'(t) + ty(t) =

2. a) En appliquant la transformée de Laplace a chaque membre d

(£), montrer que la transformée de Laplac
fs Laplace F'(p \
difterentielle (p) de la fon

e .l’équation différentielle
ction J vérifie 'équation
AN 2 )
() (1+0)F(p) + pF(p) = g
b) Intégrer I'équation différenticlle (L').

c) En utilisant le théoréme de Ia valeur initiale montror ¢
> monfrer que

F(p) = —
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3. On désigne par J + J le produit de convolution de la fonction J par clle-méme.
Déduire de la question 2.¢) la transformée de Laplace de J + J.
k) En déduire J x J.

EXBRCICE 8 ok /

Soit ¢g et h deux fonctions causales, c¢’est-a-dire deux fonction nulles sur
] — o0 ,0[. On appelle convolution de ces deux fonctions caus: ales, I'ex;pression

-t -1
(gxh)(t) = / g(wh(t —u)du = J/ n(u)g(t — w)du.

4o 0
On se propose de résoudre par la transformation de Laplace I’éguation suivante :

(E):tf'(t)+2 / fluw)sin(t — u)du=sint pour t>0 et f(0)=1.
v
1- a) Montrer que I'équation () s'écrit ¢ f/(¢t)--2(f #sinlf)(t) = sin tU(t) ou U est la fonction
échelon unité. )
b) On désigne par F'(p) = L[f](p) la transformée de Laplace de f.
En appliquant la transformation de Laplace & chaque munble de I'équation (£), mon-
trer que F vérifie 'équation dlffel entielle

(E) : p(® + 1)F (p) + (> — 1)F(p) = ~1.

2- a) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle
(D) = v,
p(p* + 1)

b) Intégrer I'équation differentielle p(p® + 1)F'(p) -+ (»* - 1)I'(p) = 0.
¢) Déterminer une solution particuliére de I'équalion difiérentielle (£') en utilisant la
méthode de la variation de la constante.
d) Fn déduire que
oy L )
Flpl=r———7+t—=, KLER
(p) prA1 o pr 4l ,

En utilisant le théoréme de la valeur mitiale, vérifier que A = 1,

~—"

a
b) En utilisant la transformation de Laplace inverse, délerminer f.
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EXERCICE L F o
¢ Bo={ 1 J» k)

i
[y e C;l]]()lllq]
. y : % L hatrice relativenient & la hast
Soit [ Iendomorphisme de R* dont lvmatrice relativenent .

S
de R? est 4 -2 8
/l = ' f 2 -'1
—~5~ -2 9

a) Montror " est aut phisme de R3. S o
1- a) Montrer que f est un automorphisme de R ., mutrice inverse

11K

. - . 22 - > __] < (’]f“(_illi].(‘ ]
+ ) Déterminer I'expression de sa bijection réciproque Jo - B«

At de i

.. ) . . N - i C s ) avee e = (l I.
2- a) Montrer que 4 est une valeur propre de et calculer f(ra) @
h) Déterminer les valeurs propres de f.
\ ~ \ .

On les notera A, Ao, Ay avee Ny > Ao = Ag.

¢) L’endomorphisme J est-clle diagonalisable 7 Justifier. ;

aleurs propres de J-.

+3- 1 a) Déterminer les sous-espaces propres assocics aux differentes v o de /
- : : G - 2 matrice de
b) Donner une base B de R? formée de vecteurs propres de f telle que la

relativement a /3 soit '
: ( N 000 \

N~—
0 0N/
c¢) Donner la matrice de passage PP de Ja base canonique & la hase .

4- Résoudre le systeme différentiel suivant :

(1) = —du(t) — 2y(t) -+ 8z(1)
) = 20+ 2y() - =(8)
l (1) = —=bu(t) = 2y(t) + 9:(1)

avec (0) = 1, y(0) = 2 et 2(0) -= 3. i

On considere Pespace vectoriel IR muni de sa base canonigue
= (¢, cao ey ) el [ Pendomorphisme de [ dehini par

flryyoz) = (v =242 20-3y+2z; —u 42
1 . B
1- Délerminer la matrice A de [ relativement a la base J3. .

2-a) Déteyminer les valeurs propres de .
h) Déterminer le sous-cspace propre associé a chavue valonr propre.
¢y Justifier que A est diagonalisable.

v 9= On pose

Caleuler T malrice inverse 120 de 2 o monteer gaie
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4- Montrer nar vécurrence sur 2 que A" <= 270 0" 2 penr toul entier naturel non nu ca soxira L :
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Al

5. Rézondre le syutéine réenrrent suivani

Al USRS

LIPS | 2 .-)'“u‘ ")'Uu by,
3

[EES| = ?‘”:; Ta ! ‘-2”',, AVCC U = -l_, ‘/() = ) ) ¢l g == |

' Wyl = u, -t l'-)“n

EXERCICH 3

- B = (4, 7. k) estjla base canonigue de RY, A\ - -
 Soeit f Pendomotphisine de R® délini par
\
(/) =
\ (1) = i 3%k
-

F(R)

’

P

~

- ~ )

a1 @) Dommer ln mammee AL de [ odims T hase 3. Lot
Y

o
r

| g 3 At 3 Lo d k & 3 o S | e Ly e o
57 Montrer que f est un zurcmorphi=me de %2 nuis donner L matrice de J ' dans la buse

CB=(i.j.k). - :

P

¢) Déterminer le noyvau el Vimnge de /7 -
2. a) Déterminer los valonre de oo pour lesquelles det(A1 - al) =0, o0 T est. la matrice mute
dovdre 3(on peiria remacquer que | oestune racine).

L) witetaniane £ Fot cabas o woni ot e - L1 )t LERSETE T TL LTS :

3. On donne les vecicwra u= (1,07 i) v (001 -2) etw = (T4 1)
/4 = e
a) Montrer que (u, v, w) estame base de [N
b} Exprimer f{w). /U") et fuw) en lowelion de e cbw,
c) En déduire la matries 72 da fodons b hiee I
PN
. .
Parti- i =
P
{

1. On considére Poquation Qe ati il

s XUy~ Xy = ety e

"o N oesl e Toniction berivad e c el ioelle
a1 Deétermiver Tee vén b ot 7o el pie L lonenion definge: par

Y= (afz + b{)éc;.:,,il Ui oo de Voquation dillérentielle (42)

]7)] |"Jl. t‘.l"(llll_lﬁ:[' J:("!':él‘uliil(‘ (il b :;Ln]ni,lun- .k!. ! (_'w!llr-".'lil)il ('“l'[ftl'(’:llli(-‘.“(‘ (/"]\

> esoudie Peguadion diticre a1 '

Y
5 7 . . . v . . o — ,5‘3 .
ol Y7 o5l niwe Do dorree e e 1 v e oo ate

* . e
\

3 \"\,31‘] (‘(‘Hn»,u{(‘l'u,' ETERTEES BNTY IR N T S N T

(X' = X®4rY g = 1
YR = Y({’I)'i‘Z<t)‘\'C ) i, i ) e q
AL e i) |

S VY 2 sani i benehicis dorividdon d L varabb: delle 1
(18 ) A T 1 T i (NS E TR T IS TS A ROV IV AU RPRRY KRN I !
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11 condition Z(0
a) Résoudre équation (3), de () en tenant comple e Al”‘ R s Fomesou Com

. s . Saal 3 CR SOUlra .
Sy verifiant les conditions initia e s min

h) En déduire les solutions du systeme (
Partie 11

. . e I b - a.(-,_(_j:').
On se place dans Pespace B2 nani de sa hase canoniguc B = (er.t2. 0

Soit. J Pendomorphisme de ¥ dont Ta mairice dans Ji bise Loesic

-1 -1

— et
o —

A.-<?

1. a) Soit le vecteur vy == ¢y — ¢ ‘ o
) ¢ vecteuwn 'L]ﬁ €1 (5 ) . o préciser la valeur propre
Calculer f(v;). IEn déduire que v; est un vecteur propres |
associce.
) : e — 1ML, Uy (‘,‘St une
b) Ow donne les vecteurs vy = --¢q ol v3 -= €y — ¢3. Montroer que B = (v1,%2,U3) )
base de R3.
2. Justifior que la matrice de [ dane 1a e 130!
/11 0
T=(011]. }
\o 01

o

b) Déterminer /2-7, matrice inverse de la matrice P (on précisera les caleuls sur la copie).
¢) Vérificr que 7' = P~1AP

Partie JT1

On considére le systeme diffarenticl

(1) = =y(l) - (1) (a{0) = 1 )
(51): 4 ¥ = a(t)y() ralt) -¢ avec ¢ w0) = 0
() = () uln) 1220 L 2(0) = -9 .

ou ..y, 2 sonl des fonctions dérivables de la variable roelle (.

(1) (1) ! / 0
LoOnpose U = | y(t) |,V = -¢f

= y{) el B=
. (1) 2(1) \ 0
Vérifier quellg systeme (S)) s'cerit Vo= AU+ 13 o0 A et 1y matrice j ;
Partic atnee mtroduite dans 1a
2o ALroer zoacsignent des fonclions jeolles dérivahles a1 3

On pose

Xil) Y0 N
Wl o= v | -
YA WAQ ' : 1

oot myatiene JAEE VL 172 .0 2 . - .
Les matvices UV e (Q soml lices partes reladions 1! IV o v
y ' oy s Dy
, AN R oy . . -2 0 .
a) Montrer que laclation AL B équivaut A QTN L t
imirodwie dans In Pavtae §) ) REEPERY I ost Ja U
' et daanaty) e
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s Fomesoutracom

Ca SOREr~a .

b) En déduire que les fonctions X ,Y et Z vérifient le systéme (S) de la Pa Docs a portée de main

c) En 'déduire les fonctions z,y et z, solutions du systéme (S1) et vérifiant les conditions’
initiales données.

EXERCICE 5

kS

ins 1’ i 3 : : :
Déns l'espace vectoriel R* muni de sa base canonique By = (e, e3,€3), on considére les vecteurs

uy = 3ey — 26z + €3,Uy = —€y + €3 et uz = e; + es.
Soit f I’endomorphisme de R® défini par
flw) = 2uy
flug) = w4 up+2ug
. (| f(ws) = —uo+4dug
1. Montrer que la famille B = (u;, uy,us) est une base de R®.
2. Déterminer la matrice A de f dans la base B.
3. Déterminer le noyau N(f) et I'image I(f) de f dans la base B.
{1 0 1 2 10 010 200
4. OnposeP=| 0 1. 1 |, J=l0Q0Q 2 0 |,E={000 |etDb=|020
0 -1 —2 0 0 3 0 0O 0 0 3
. , 1 1 1
a) Vérifier que 'inversede Pest P'=| 0 2 1 et que
' i

A=PJP,

b) Montrer que, par récurrence sur n que A” = PP,

c¢) Calculer E? et vérifier que J = D + E.

d) On admet que . N
g =" CED™*E* Vn 2 1()/;

k=0 - —

(o0 C* est le coefficient du Binéme de Newton).

Montrer que J" = D" + nD™ 'L,

En déduire Pexpression explicite de J™ en fonction de.n.

5. On cherche & résoudre le systtéme d’équations linéaires de récurrence.

I, = —4Ty_1 — 2Yn— Tn
v (8):{ Yn = —2Ya—1+ 22,1 etonpose Xn=" Yn
zy = —4Yn-1— 82p-1 2
a) Montrer que (S5) est équivalente & MX,_; = X, ot M = —2A est la matrice associée

au systéme (5).
b) Exprimer X, en fonction de A, n et Xo.
c¢) En déduire la solution du systéme (S) en fonction de n pour
1.

_XD = O
1
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- EXERCICE 6 @/ sFomesoutracon 1

eR SOUlrea .

a C b Docs a portée de main
b a n.h.(‘(‘!ll‘lll."""' <
On considére I'ensemble E des matrices carrées M(a.b.c) = b [
1 00 0 01
lesmatrices I=| 0 1 0 |,J=[1 0 0 | et lf
0 01 010 {
010
K=|001 i
1 01 !
I
1. Monntrer que E est un espace vectoricl de R3. ;f
2. Montrer que 8 = (I, J, K) est une base de E. b
II £
On considére P’application f définie sur & par f(A) = 24 — A, VA € E. |
1. a) Montrer que f est une application linéaire
b) f est-elle un endomorphisme de E? Justifier. ’r
c) Déterminer le noyau et I'image de f. 3
2. a) Caleuler f(1), f(J) et f{XK) dans la base f. e
b) En déduire la matrice Q de [ relativement & la base 5.
c) Déterminer les valeurs propres de Q.
d) Déterminer les sous-espaces propres. )
c) fest-elle diagonalisable ? Justifer. ' N
3. Montrer que f(J+ K) = J+ K et f(J-K)=3(J-K) r
4. On pose f*= fo f- -0 f (composée de J par lui méme n fois)
a) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
, 1+3" 13
M) = - 5 J+——K et -
1-3" 143"
fMK) = J+ K. a
2 2
a) En déduire la matrice de @" de f™ dans 5.
(459
: EXERCICE 7 )
]
L’espa%e vectoriel R3 est muni de sa base canonique B = (ey, 3, e3). On consideére 'endomorphisme =
J de R” dont la matrice dans 3 est
T 1 1 .
A= 0 2 1
S TR -
1. a) Montrer que f est un automorphisme de R3 G

b) Déterminer le vecteur u(dans la base B)

tel que f(u) = —92¢, 4 ek A A1y
. “€1rey c'est a dire antéce -
u du vecteur —2e; + e; par f. édent

c¢) Le vecteur w = —e, + ¢, est-j] ¢lement du noyau de 7

2. On considére le sous-ensemble F des vectenrs u tels que f(u) S

14
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a) Montrer que F est un sous espace-veetoricl de R Doca s portes ds msin
b) Quelle est la dimension de F?
a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
b) Justifier que la matrice A est diagonalisable et déterminer la matrice diagonale D qui
lui est semblable(préciser la matrice de passage P de la base B & la nouvelle base B’

’. constituée de vecteurs pr opres).
‘ a) Calculer A2, '
}. b) Justifier que 'inverse A'? existe et donner son déterminant.

EXERCICE 8(y

[-

100 010
"N On considére les matrices J= | 0 2 1 , P=1110 ],
0 0 2 101
f". -1 1 0
- Q= 1 0 0 |, lesysteme (S) = {(a,bd,c),(-1,0,—1),(1,1,2)} de vecteurs de R? et ’en-
-1 1
';r . dOmorphmne fabe de R?, défini par
(.
‘: .fn.h.r(_‘2- 30) = aqae;+ he,z + ceq
E-h. fabc(l O 1) = *el - 63
“‘A.-‘ fabC( -2 D)) = ey + ex + 2e3

ol By = (e, eq,e3) est la base canonique de R3.
On rappelle que le rang d’un endomorphisme est le rang de sa matrice associée.

] 1. a) Justifier que le rang de (S) est égal & 2 ou 3.
o ' b) Prouver que rang(S) = 2 si et seulement si c=a+b.
2. Onposea=2,b=—1letc=1et onpose f = fa_11.

.(l ﬁO a) Calculer f(1,3,1).

b) Déduire de tout ce qui précéde :
- Timage Im(f) de f

- le noyau ker(f) de f.
3. On pose ici, a = 3,b =2 et ¢ =1 et on note A la mlatrice associée & f3 2, relativement aux

bases B = {( 2,3,0),(1,0,1),(2,—2,0)} et Bo = (e1, e2, €3).

a) Déterminer A et vérifier que @ = 2L
' b) Montrer que A = PP '
c) Déduire de ce qui précéde une résolution judicieuse du systéme
d’équations
() = 3x(t) —y(t) + z(t)

2z(t) + z(t)
x(t) — y(t) + 2z(t)

-'
* 4 SERIES DE FOURIER ET SERIES NUMERIQUES

o~ o
~—

EXERCICE 1 % /%

s

Soit f la fonctlion numeérique définie sur R, périodique de période 27 et telle que :

—1 1
- t & [--7, 7]

1R
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on I'unité graphid s Fomesout

eaR SOulra

1. Le plan étan id’ ¢ L4
P t muni d’un repére orthonormal (0,1, J), Docs & portée de main

senter graphiquement la fonction f sur lintervalle [—, 7).

2. On pose

iy = — f(t)dt et pour n €N,
2m J_

an = + S (£) cos(nt)dt et
TJn
1 T

h, = = J()sin(nh)dl.
T ..

a) Calculer Qq.
b) Oll pose I — f (e o4 e—t) ”“dt pour tout n € N*. Calculer [11, pUiS en dedUIIG Qn
et b,. . -

c) Vérifier que f est deux fois dérivable sut [—m, 7]
3. On suppose que pour tout, reel t,on a '

+00 ‘
F(t) =ao+ > " a,cos(nt) + b, sin(nt).

n=l1
a) Vérifier que pour tout réel ¢,
+o00 (_1 n

) = L,;__"[; L —7 cos(nt))-

n=1

b) En Posant ¢t = 7, dans la relation précédente, calculer la somme

4. On pose

(formule de Parseval)
a) Calculer IO

b) En déduire Z:fﬁ ﬁ
= ne4 ©

EXERCICE 2 « (X

l

Soit f une fonet; sriod;
/ nction PCriodique, de période 27, définje par

f(.’l:):e.:':t r ]—7!' 71'[ et f( )
1. On désj ;
181¢€ par a,, et b, les coefﬁc;lents de Fouuel réels de la fonction f

Z,sinh(t) = ;-\_)

16
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b)

Soit e le signal pair, périodique de période 1, défini par :

.\l@mr‘}*.“%\’?“

Dans la suite, on prend'n > 1. s Fomesou

Ca SOREr~a .

On pose A, = a, + ib,, (o0 4 est le nombre complexe défini par 32 = —1) Docs a portée de main

Montrer que
L[ 1 (™
Ap = — eTeiNTdr = / S(+in)z g
T ) .

L

En déduire que .
_ 2(=1)"sinh7
. " {1 + in)
Déterinil}er la partie réelle et la partie imaginaire du complexe Ap.
En déduire que pour tout n > 1,

2(—1)"sinh 7 B .—'Zn(—‘{)“ sinh

an = — b= =
(1 + n?) (1 + n?)

Donner la série de Fourier de f.

Commen}; faut-il choisir a pour qu’il ait convergence ponctuelle pour tout t?

Montrer que
b—l)” | L vis
n2 + 1 2'sinhw

_1).

.EXERCICE 3 \

e(t) = 1 si
{e(t) = () i

s O
A A
IAIA
[ =

Représenter le signal e sur lintervalie [—2,2].

Calculer la valeur moyenne et Iénergie du signal e sur une période.

Calculer les coefficients de Fourier de e.

Ecrire la série de Fourier de e.

Calcule1 les valeurs numériques des coefficients a, pour n allant de 04a6.

On note E, I’énergie de I'harmonique de rang n. Calculer E, pour 7 allant de 1 3 6.

Combien d’ ha,lmomes sont-elles nécessaires pour transmettre au moins, respectivement :

60%, 90%, 95% de I'énergie du signal ?

EXERCICE 4

-—

1. Scit n un entier naturel non nul. Caleuler & I'aide de deux intégrations par parties successives
Vintégrale : -

0

9. On considére la fonction u paire, m-périodique d§ﬁnie~=par

u(@) =t(r—t) si te[0mx

a) Tracer la représentation graphique de u sur [—2, 27).

b) Vérifier que u satisfait aux conditions de Diriclilet.

|
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. rscl ¢, - Fomesou
i i ) . r tout ré £ ear Svalroa . A
c) Calculer ses coefficients de Fourier et en déduire que pou Docs a portée de main

72 X cos(2nt) ‘j
ut) =g =2 |
71=1 J
sries numériques de terme [ |
3. m est un entier naturel non nul, justifier la convergence des séries q ;
général :
1 (=) 1 ‘f{!i

. . =T dé iner :
4. En utilisant le développement en série de Fourier pourt=0ctt =3, de‘terml

" = X (=" [j

24] —~ et )_1 — . e

,, 2 B

5. La valeur eﬂicace Ue de la fonction u est telle que u2 = L [ u?(t)dt. Calculer uf. La Valeul-

cfficace de la fonction u peut aussi s’ exprimer i lalde de la formule de Parseval ul = {-fﬁi

2 ¢ o

ag+ YN % L
Soit P = ao—l— s(a3+a2+a2+a2+ a?).

G. En utilisant la formule de Parseval, calculer

EXERCICE5 , X

On consideére les fonctions définies respectivement sur-l’intervalle

' [—g, g] par  f(z)=e™sinz et f(z)=e % cosz. e
1. a) Etudier les variations de f et de g sur I'intervalle [~% 3]
b) Résoudre I'inéquation o
(F):nc ' e WS Rl o =
- . 2 g 2 Z LSl SRS % 7
c) Tracer les courbes représentatives (S) et (C’) respectives de f et g dans le plan rapportg .
a un repére orthogonal (O, 1, J). -

2.) Pour tout entier naturel n > 1, on pose A, fo

* cos(nz) d?: et B, f e~ sin(nz)dy o
a) Montrer que A, +nB, =1 — ¢~ % cos(nf) et B, —nA, = —e=3 sm(n ) .
b) En déduire A, et B, en fonction de 7. "
3. On considére I’équation différentielle (F) v +y=g(1).
) Montrer que f est une solution particuliére de (F) o
b) Donner la solution générale de I'équation (F) K
5. On considere la fonction b 2rr-périodique définie par : i
Mz) = 0 si —r<z<q ('i
h(z) = e g 0 <z <z -
hz) = 0 si T s 7r

Calculer les coefficients de Fourier de 5 fonction h
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SonbieE EXERCICE 6 ) .
: s Fomesoutra.com

Soit ¢ la fonction numérique définie sur [0, 1’2-] par 23 fortes do

Docs a portée de main

#(u) = sinu — ?-u baN
T

1. a) Calculer ¢'(u) et ¢ (u).
Dresser le tableau de variation de ¢’ puis celui de ¢.

b) En déduire que
Ty . 2
Yu € [0, =],sinu > —#
/) s

2. On considére la série numérique de terme général

y /(n+1)ﬁ dz
" nr [14+ (—1)"z%sin e

[™ du
et onpose [ =
g o [1+7m2n?sinu]

3"
2

a) Par le changement de variable u = z — nm, montrer que

/“ du

u =

o o [1+ (u+nm)?sin u]z
et que u, <IJ

b) Par le changement de variable u = m — x, montrer que

3 w 1 =
h(u)du = / h(z)dz ou hlu)=
/0 wu)d Jx (@)dz ob Alu) [1 + 72n? sin u)?

c) Montrer que

en s’appuyant de 1.a)
d) En déduire de c) la nature de la série

+co
Up.
1

n=

EXERCICE 7

On considére la fonction f paire, 2m-périodique définie par :
f)=(m=1t)* s telo,n)

1. Calculer Jes coefficients de Fourier de f.
2. a) Montrer que f satisfait les conditions de Dirichlet.

b) En déduire que
m? X cos(nt)
VEER, f(t)=—+4) —
3 ”::fl =
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3. a) Monlrer que 1+ <in(nz
2 42_5}2,(,') s Fomesoutracon

3
3_(r—1) m
m m T 3 a Svalra .
Yz € R, —"—’(5—/ - 3 L el @ Docs a portze de main
b) Montrer que . ' )
+00 1 T
S =
4
2 -1 0

’

) . ue : t) = t si te
K\,On considére la fonction définie sur R, périodique de période on, telle g f(t)
[_”»W]'
Soit a,, et b, les coefficients de Fourier de f.
1. Représenter f sur l'intervalle [—2m, 27].
2. Justifier que pour tout entier naturel
1 n+-1
n>1b,= (-1)
n
3. Ecrire les cinq premiers termes de la séries. ‘ 2{
EXERCICE 9
On considére la fonction f définie sur R par f(t) = |cost]. . - \

1. Représenter f sur [—2m, 27).

2. Prouver que f est paire et m-périodique.

3. Calculer la valeur moyenne de f sur une période.
4. Prouver que pour n > (0, on a:

2 % .
a, = _/ [cos(2n + 1)t + cos(2n — 1)t]dt.
T Jo

En déduire que
4(—1)"

n = (1 — 4n?)

et donner la série de Fourier associée 2 f.

FXERCICE 10 @
Partie A

Soit n un entier naturel non nul. On considére la série numérique ) u, de terme générale

1
Uy = .
4n? — 1

1- Démontrer que cette série est convergente.
2- Déterminer les réels a ct b tels que

_ L __a b
dn? — 1 2'n—l+ o+ 1

Uy

20
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3- On pcee :
sFomesou 1
Lom

CR SPULra .

P
Sp _— S Uy. Docs a portée de main

n=1

a) Exprimer S, en fonction de p.
b) En déduire la somme S de la série

‘+oo
E E Up-

n=1
Partie B
soit f la fonction numérique, paire, 2m-périodique définie par

f(#)=1—sint si 0Lt

1- Tracer la courbe représentative de f sur [—5%, 37}
2- a) Justifier que, V ne N, b, =0 ‘ ‘
b) Calculer ag et a;. o

c) Calculer aspy1 et agp, VY pe N*.(on rappelle que
; p )

, 1
sinacosa = E[sin(a + b) +sin(a — b))

3- a) Montrer que la. fonction f vérifie les conditions de Dirichlet.
b) Ecrire le développement en série de Fourier de la fonction f

c) Utiliser ce développement en série de Fourier de la fonction f pour calculer la somme  x

de la série
—+o0
._JE Line l

n=1

On considére la suite (/) définie par :
1 1 1
Iy = / edr et In=— / (1 - z)"edz pour tout n = 1
0 n-Jo

1- a) Démontrer que pour tout z € [0,1], 1<z<e
b) En déduire 'inégalité
1 e
LAl R
m+1! = " (1)
¢) En déduire que la suite ([,,) est convergente et déterminer sa limite.

2- a) Btablir pour tout entier n > 1, la relation

1l

Iny — In= T

n!

b) Caleulons Ip et 1
3- On pose pour tout n > 1,
n
1 1 1
Jn"‘ "":z‘i'—l*"i"““ii‘f m

21
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET

TION

eaR SOulra

EXERCICE 1

1. En dérivant les membres de (1) par rapport a t et en remplagant R et C par leurs valeurs,

on obtient :

Ri(¢) + %"(t) .
+oilt) =
1()2—4i(t) -

& i(t) +2i(t) =

& 50007'(t)

Donc

(1) & i'(t) + 2i(t) = 107"

o

. Vérifions que i,(t) = 4. 10‘ cost+2.10"
tion : i'(t) + 2i(t) = 10~*cost,t € [0, +oo].
it = —4.10-5 sint + 2.1075 costt.
1 (£) + 24, (t) = —4.10 5 sint + 2.10~
Donc #(t) + 24, (t) = 107*

Scost+8.10™
cost. D’ou le résultat.

1co*t—i— E sin 2t
5 S 37r:>md.

4
—cost 4+ —sin 2t
2 3

8
cost + — sin 2t
3T

4
10 cost -+~ —107

T sin 2t

4
cost + T5—10_3 sin 2t

smt est une solution particuliére de I’équa-

Scost+4.107%sint.

N

ETUD, -« Fomesou Py

Docs a portée de main

3. Déterminons une solution particuliére de 1’équation :

¢'(t) + 2i(t) = 7-107* sin 2¢.
Soit a,b € R tels que is(t) = a

cos 2t + bsin 2t.

i5(t) = —2asin 2t 4 2bcos 2t donc on a

(t) + 2ia(t) =

: 4
= 2(a+b)cos2t+2(—a+b)sin2t = —107° sin 2t
. 57
Par identification on a :
'2((! |,’J) 0N i " h l] n °
2A-atd) = 2-1073 b = -1072
Donc i5(t) = ——1—— cos 2t - 10 sm.‘Zt '
4. Reésolvons (2).
La solution homogéne de (2) est 4,(t) = Ke ™, K € R.
La solution partuculiére de (2) est : 7,(1 ) = 11( ) 4 12(t).
La solution générale de (2) est : () = 4, () + 1,(t). Donc
_ g N . 109 1n-3
i(t) = Ke ™ +4.10"% cost -+ 2.10 ° sint — cos 2t + —— sin 2t
157 15 .
gét_erxm—nous la solution vérifiant ¢(0) = 0 ¢ K 4 4.1075 — %} =e K = 1{35: — 4.1075,
onc on a
, 103 s i
= (— — / -5 . -5 1 .
1(t) = { T 4107%)e™ + 41075 cost + 2.10 % sin ¢ — — oS 2t + ——sin 2t
a7 157

—2asin 2t 4 2bcos 2t + 2a cos 2t + 2bsin 2t
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7T TEXERCICE 2 s Fomesoutra con
Docs a portée de main

—2sint (El)

() + 2y(t) =

(S): h (B2)
_ t - __ZCOSt 2 . . "

2z(t) y'(t) o vérifie laéquatlon (E) Al

1. Montrons en utilisant (E,) et (E;) que la fon

4z(t) = —6cost. i —
En dérivant les membres de (£;) par rapport & t on obti :

2" (t) + 2y (t) = —2 cost (E1)-

Ensuite (Ez) = y/(t) = 2z(t) + 2cost. N
En remplagant y'(#) par son expression dans (E7) on obtient

z"(t) + 2(2cost + 2z(t)) = —2cost <> z”(t) + 4z(t) = —6cost (E)-
D’ou le résultat.

2. Résolvons (F) dans R.
z"(t) + 4z(t) = —6cost (E). £ =
(E):m>+4=0%r =2 our= —2i La solution homogene de (E) est donc.za(t) =

Acos2t+ Bsin2t, A, B € R. . o
La solution particuliére de (E) est de la forme z,(t) = acost + fsint.

T,(t) = —asint + fcost et z)(t) = —acost — Asint.
z,(t) + z,(t) = —Gcost < —acost — fBsint + 4acost +4Fsint = —6cost

< 3acost+ 303sint = —6cost. _
Par identification on a : @ = —2 et 8= 0. D’ou la solution générale de (F) est :

z(t) = zp(t) + z,(t) = Acos2t + Bsin 2t — 2cost

Déterminons maintenant y(t).
D’aprés (E7) on a :
: 1, , R ‘ .
y(t) = —5 (1) —sinl = —E(A Cos 2L+ Bsin 2l — 2cos ) — sin (
= Asin2t — Bcos2t — 2sint \

3. Déterminons la solution particuliére de (S) vérifiant 2 0)= —1 et —
Z(0)=-leAd-2=—lad=1 & ctv(0) =0.
y(0) =04 —B=0 B=0,
Cette solution de (.5) est donc :

cos 2t — 2 cos ¢
SInY — 2sin ¢

—
< 8
N
4+ 4
N—
|1
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Docs a portée de main ".
s - EXERCICE 3 - - i PSP s pcinin - Soonpietin .

(FY 270y v 227(1Y v 2001 - D
- 1. Résolvons (£) dans R.
(Be):r*+2r+2=0.
A =4-8= 4= (%)
On a donc

. Par conséquent
z(t) = e *(Acost + Bsint), A, B € R.

2. Solution particuliére de (E) vérifiant z(0) = 0 et '(t) = 1.
2'(t) = e™(—Asint + Bcost) — e{(Acost + Bsint). On a donc

, {:f;fé?% S SR R

Dot z(t).= et sin t."
3. f(t)=eT'sint,V te(0,n] .
Etudions les varitions de f sur [0, 7).

Les fonctions ¢ — e~ et ¢ ~— sin ¢ sont dérivables sur R donc elles sont dérivables sur [0, 7). .
Par consequent [ est dérivable sur {0, 7] ¢t on a

[
- O

f(t) = —e'sint+ e tcost =e !(—sint+ cost)
= V2e7tcos(t + %).

Tableau de variation de f

O+ 0 -
fe o /s N0

-
SSS——
,
l/
,/
y

— S
T
i
i
s
/

4. Calcul d’aire.

Scanné avec CamScanner



. ar parties.
o 12 ratln‘ﬂg D
eux INtCETAT o F omesoutra con

. nded
a) Galcu]ons ./(‘Jﬂ f(t)dt . 07r e—t s”tl fdt 2 lnoye Doc::: ;::tz,e‘adé main

Posons u(t) = e™t = u/(t) = —e~

v'(t) =sint = v(¢) = —cost. On a donc

mw
. y
" -t ™ _ e tcostdt
/0 f)dt = [—etcost]s /0 i
e~ tcostdt

0 —
— —e"cosm+e cosO f

Posons £(t) = e™t = £'(t) = —e™*
K'(t) = sint = k(t) = — cost. On a donc

™
[ = g S "t_;__t]'“-—/ et sin tdt
s fA)dt = e ™+ 1—[—esint]g i :
= e"'-}-l—/ Ff(t)dt.
’ \
Donc [ e~*sintdt = ¢2+1
: ! _ ili 'é ion différentielle (£)
b) Calculons [ f(t)dt = J, e7'sintdt en utilisant 1’équation différ

écrite sous la forme r = —2(r' 1 27).
f est solution de (£) donc on a f(t) =—=3(F(t)+2f())-
D’ot on a
L = <L [ vasaya= -Lire + 27k
0 0 <
1
— 31 +21(m) ~ £(0) —2£(0)
1, 1
= —5l=e)+ 50
e +1
= T
c¢) Valeur approchée de P’aire
/7r f(t)dt x 20em? = e_w;_ % 20cm?
0

= 10(e™™ 4+ 1)cm?
| EXERCICE 4
(E) : RCS'(t) + s(t) = e(t) avec s(0f) =0

et
e(t) = 0 si t<0
e(t) = F si  0<t<g
e(t) = 0 s <t

Déterminos la solution causale de (E).

® Sit<0, s(t)=0car s est causale.

o Si0<t<b, et)=Fet (£) devient : RCs'(t) + 5(t) = E.
La solution homogéne est su(t) = Ke“n_‘c‘, K eR.
La solution particuli¢re de (E) est de la forme s,(t) =

r\l) = a car le second .

une constante. s,(t) =0 et on a RCs,(t) + 5p(t) = B = q — E. Done g I(ISH:lbg de (E) est
La solution générale de (E) est 5(t) = sp(t) + Sp(t) = Ke— 7z + E Kp .
S(0") =04 K+E=06K=-F “1 AER.
Donc s(t) = —Ee™®¢ + E = E(1 — e~ 7c),
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o Si0 <t e(t)=01équation (L) devient RCS (¢) + s(¢) = 0. fFomesgu
La QO]UL]OH genelale d(_, (E) est s ) — I{le nc ]\l c R cR Svalra .

Docs a portée de main
Puisque s est dérivable en @ alors s est continue en 6 ct on a limg_p+ s(t) = s(0)-

“1{} s(t) = s(d) < B(1 - e“Tra) — ch_‘n(—c
Donc on a . y 6
Ivy = F(\?‘L_@Z— 1) of «f Fé,ﬂc . 1)’6'-‘_"}'22‘

La solution causale de (E) est donc

sit) = 0 si t<0
s(t) = E(l—e—ﬁ) si 0<t<0
s(t) = E(ewe —1)e"%c s 0<t

EXERCICE 5

1
h(:r):/ tsintzdt, Vz E]O,+°°[
0

. Montrons que -
h(z) = -};-/ wsin udu.
= Jo

h(z) = [, tsintzdt.

Posons u =tz onat = et dt =
Slt—Oonau—Oetmt_lonu—’c
On obtient donc

Y du
hlz) = —smu——
n T
1
= — usin udu.
T° Jo
D’ou le résultat.

a) Montrons que h est solution de (F): zy' + 2y = sina.

1 /M~
h(z) = — { wusinudu donc
2
= Jo
K(z) = () | usinudu+—(/] wsinudu)
T 0 €= 0
-2 [ xsinT
=i = wsin udu + — ‘
, = Jo i
-2 1 /M sinx
= — X = usin udu +
L T~ Jo N
Chila) = l f usinudu donc I (z) = =2h(z) | sinz
or h(a i === o

< xh'(x) + 2/1( ) = sinx par conséquent h cst solution de (E).
L) Résolvons (&) wy + 2y = sinw.
Solution homogéne

L E N I TR O
yh = Keod B ol 30
= K" == KeR
Solution générale
y =y + h(z).
30
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eR SOUlrea .
Docs a portée de main

(E): y'*+4y = 3sinz
et yo = u+ asinz ol u est une fonction et & € R.

1. 1o solution de (F). -
Déterminons a pour que u soit solution de
yo=u+asin§,‘(:)\ur'_—_- yo—asinfv_ )

u' =y — acosz alors v’ = yy + asinz.

(H): # F4z=0.

v solutionde (H) < u'+4u=0
= yg+asi11x+4(yo
& yf +4yo— 3asing =0

—asinz) =0

Comme g est une solution de (E) donc on a yg + 4% = 3sin .
D’ou

v+ 4y — 3asinz =0 & 3sinz —3asinz =0
& (3—3a)sinz =0 ,Vz €R
IEN 3-30{:0@(1:1-

‘Donc w est solution de (H) sia=1etonay =u+sinz.
2. Déterminons la solution générale de (H).
2" +4z=0donc (E,):r*+4=0¢r =2 our=—2i
D’ol z = Acos2z+ Bsin2z, A,B€R.
Déduisons les solutions de (E).
Toutes les solutions de (E) sont de la forme yp = u + sinz.
Comme u est une solution de (H), on peut donc écrire
u = Acos 2z + Bsin2z.
‘Par conséquent la solution générale de (E) est :
Yo = Acos2z + Bsin2z +sinz, A,Be€R.
3. Déterminons la solution de (E) vérifiant y(3) =0 et y'(m) = 0.
y = Acos2z -+ Bsin 2z 4 sinz done 3y = —2Asin 2z + 28 cos 2z 4 cos z.

AR At R

Dol y = cos 2z + 5 sin 2z + sin z.

B[t

‘ EXERCICE 7

fa(z) = x(1 — z)"e®.
Partie I
On prend n =1 et on note f = f;.

1- Etudions les variations et dresser son tableau de variation de f
f(t) =2(1 = z)e* = ze® — g2¢7.

Calculons les limites de f aux bornes de D f-

D; =R
lim f(z) = 0 car i L i
I_._oof( )  m ze 0 et 11—1.13]00 226% —
lim f(z) = —o0o ear lim e* = i
x—-»+c>of( ) T—+00 o zl—]»l-Poox(l B :}:) =

31
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- s Fomesou

pEest-ss ==Calculons la-dérivée de- s e e k= C RS ca soalra

|

Docs a portée de main

Les fonctions = +— e* et z +— 1:(1 — z) sont dérivables sur ]R donc f est déllvauu—: suL I,

fl(x) = [z(1-2z)e)
= g(l —z)e® + (1 —22)e® = (z — z%)e” + (1 — 2z)e”
= fl(z) = (-2?-z+1)e"

Etudions le signe de f’ et le sens de variations de f
V. zeR e*>0,donc le signe de f'(z) est celui de —z% — z + 1.
A=5=a =208 g g, = SlvE
DoncV =z €] - _12‘/—] U[E4YE oof, f/(z) < 0 alors f est strictement décroissante
sur les intervalles ] — 00, ‘1"\/5] et [—1+\/5 +o0].

r-1-v& —14\F1

V re [#g, ii‘ig], S/(r) > 0alors [ eststrictement croissante <oy Pintervalle 7707
Tableau de variation de f.

T —00 ;l_gig —_L;ﬁ +o00
@) 6 7 b -
@[ 0\ 08 /7 044 N\ —oo

2- a) Donnons I’équation de la tangente (T) au point d’abscisse 0.
(T):y=F'(0)(z - 0) + f(0) = (T) : y = z car f(0) =1et f(0) =0.
b) Position de (T) par rapport a (Cf).
Etudions le signe de f(z) — y= z(1 — z)e® — =.
f@)-y=2[(1-z)e*~1l]or ¥V z€R, (1-z)e*—1<0donclesignede f(z)—
dépend du 51gne du signe\de z.
V z€]—00,0], f(z)—z>0alors (Cf) est au dessus de (T") sur I'intervalle | —co, 0.
VvV z €0, oo[, f(z) —z < 0 alors (Cf) est en dessous de (T') sur 'intervalle ]0, oo
f(z) — x =0 pour z = 0 donc (Cf) et (') se coupent au point d’abscisse 0. -

c) Tracons (Cf) et (7).

X

(1—2)"e* + (1 - z)"e* — nzx(1 — z)" e,
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e ned
2, 2(1-2)" cFomesoutra.con
= .'L‘(l == .’E)" e + n CR SPULra .
AL 1—=x Docs a portée de main

= “z(1 — )" + (1 — z)"€”

— nz(l-— :ﬁ)ﬁ;lé}:ﬁﬂ?(l —z)" e

= z(l—2)% +(1—z)"e
(1+z)(1—z)"e”

= fa(z) + n%‘_('—:): = (1+z)(1—z)"e".

ey 10N L S

Donc f, est une solution de (E,).
b) Résolvons I'équation différentielle (E).

(B):y + 31—35 = (1- 932)(1 — :5)28’c

(B) = y’+slfx = (1+2)(1—2z)(1- )%

®(B) ¢y +3—— = (1+2)(1—x)%"

. l—=z
Done, d’apras 3 — a) f3(z) = (1 - z)%e® est une solution particuliére de (E).
Cherchons la solution homogene de (). Pour cela résolvons I'équation homogéne v’ +

3% =0
Yp = Ke‘fﬁ_gdz
= KeJ sl

Ke (=3hi-z)) _ pr In|(1-=z)?|
K(1-2)’., KEeR.
(E) a donc pour solution générale |
Y = vn+t faz)
= K(1—z)°+2(1 —z)%"
= (z+ K)(1-2z)%"

I

Partie II
1
V neN, V aeN,I,,= / z%(1 - z)"dz.
0
1- Montrons que ' '
@l
a+1l,n — n _I_l an+1-
1
Lot = / (1 - z)"dz.
0
Posons u = 2°M et v/ = (1 — z)" alors v = (a + z% et v = —(l‘n—’jr)'l‘ll,
On & donc
. g — i)™ | nd1 ol _
loy1n = |- ot 1 Jo+ m/: L =)
a+1 [}
= z%(1 — )" gz
— /0 z%( z)" ldz.

33
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- l =
e Or lopn = fy 2%(1 = z)"dz donc Jagnp = &

Ca SOREr~a .

[ oa,n+t1-
Docs a portée de main

2-  a) Montrons que
[a,n - Ia.n-H = Iar+l,n-

1 1
10.11 - Ic:‘n-l-l = / :l"ﬁ(l = a:)"d:v s / Ia(l . I)"_de
0 0
1
= / (1 —z)"[1 = (1 — z))dz
01
= / z%z(1 — z)"dz
0
1
= / m0+1(1 . l‘)“d,’E.
0

. 1 o
Or loy1n = f[) 2t (1 — 2)*dz donc Inn — Iant1 = Lot1n.

b) En déduisons que Iani = H:LI_Z Ion.
D’aprés 2 —a) on a I, — Iy = Jag1m et d’aprés 1— on & Ins1.n = 255104 2lors
on a . .
Icr,n-H = Ia,n—Ia-i-l,n
a+1
= Ia,n - mfa,n+l
a+1
~ ]a,n+1 = m antl = Ia,n
: a—+1
<~ (1 + ’I?,—I— 1)Ia,n+l = -[a',n.
a+n—+2
—nﬁ—]a,n+l — Ia-,n
= = nd
an+l — n+o:+2 a,n-
EXERCICE 8
1- Courbe de P sur intervalle [—3,3].
v o1t
' .
S S—
e
2 ¥
2 l 1 1 \
N
RIS
o1
34
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T g
.. 2~ On considére la fonction §, définiesur Rpar:  ———-"7""" IFOIIECQ“QHZ Lom
+00 Doc: a iportée dé main
So(s)= [ P(t)cos(2mst)dt
—00

a) J ustifions que
+00

Bp(s) =2 P(t) cos(2mst)dt.
0
¢ la fonction ¢ P(t) cos(2mst)

g . ires don . p
Les fonctions ¢ +— P(t) et t +» cos(2mst) sont paires fonction paire. Par conséquent

~‘est paire car le produit de deux fonctions paires est une

on a e _ _ 0.alors [°, f(t)dt =
Fo(s) =2 fo P(t) cos(27st)dt car si f est une fonction paire eta > 0, alol —-a
2 [ o‘1 f(t)dt.
b) Montrons que
SN TS
= V S O
Sp(s) p— e

+00
Sp(s) = 2/() P(t)cos(2mst)dt, ¥V s#0
(t) cos(

%. +00
= 2 (/ P(t) cos(2mst)dt +/ P(t) cos(27rst)dt)
. 0 :

- +o0
= (/ 1.cos(27rst)dt+/ 0. cos(Zwst)dt)

2

[

= 2/ cos(2mst)dt
0

O~

- 2[%3 sin(2mst)]
)
- 7T—S[sm(.ws) — sin(0)]

BHE) = T2,V s /0

c) Montrons que f est prolongeable par continuité en 0.

sin s
f(s) =
. TS
Dy =R* donc 0 ¢ D; et en plus on a !

. . sinTs i
lim f(s) = lim = lim LS
s—0 s—=0 718 X—0 X I 1 < R

Donc . f( es;t prolongeable par continuité en Q
1 sim\mws .
R R
a) Calculons la limite de% en +oo0.

\ * . ’ i
V zeRy, -1 Ssin(ws) <1 gt ;1 < s 1
Comme T e
. 1 -1
lim — = |im 22—
3=+ TS s—tco 15 0 alors iy 9(s) =0
S—dog
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b)y—Etudionsles variations-deg suVintervalte-[074]:
g est dérivable sur ]0,4].

m2cena(me) — mainlme)
(ms)?
ws cos(ms) — sin(ms)
ws? ’

V s€)0,4], ys) =

g'(s) a le méme signe que h(s) = mscos(ms) — sin(ms) car 7s* > 0.
BEtudions le signe de h & ’aide de son tableau de variation.

R (s) = mcos(ms) — w2 sin(rrs) — 7 cos(ws) = —m?sin(mrs).
V s€)0,4], 2> 0;lesigne de h/(s) est celui de —sin(s).
R(s)=0&sin(ms) =08 ns=km, k€2 s=k.

R(s) =0« se{1,2,3,4)}.

s 0 1 2 3 4

sinms + 0 - 0 + 0 - 0

h’(s) — 0 + 0 e 0 ':}' 0
R(s) [0 N —w 7 2m \, —38m / 4w

D’apreés le tableau de variation, il existe trois réels a; € 1,2],

s € [2,3] et as € [3,4] tels que h(c) = h(az) = h(as) = 0. . .
Dou ¥ s € [0,61) U Jon, 3], h(s) <0 donc g'(s) < 0. g est donc strictement crois-
sante sur les intervalles [0,a4] et [0y, ag).

V s € [a1,as)UJ[as,4], h(s)>0doncg'(s)=0.

g est donc strictement décroissante sur les intervalles [a, o] et (a3, 4).

Tableau de variation de g.

s |0 aq o) a3 4
g'(s) - 0 + 0 - 0 +
g(s) [1 N glaa) / glog) N\, glas) 7~ O

Scanné avec CamScanner



sFomesoutracm

~—FRANSEO BRI AT TON LA S 577 beck s psen &4 min

f(¢) = e~ sin(%)

EXERCICE 1

L g(8) = f(U(t) — f(t —m)U(t — ). [ .
o . O, . ur [m, +o0f. ) , N
) om0 done o) = (0 5 € 0,7
Sur [r, +co[ on a U(t) =1 et U(t — ) = 1 donc

g(t) =

Finallement on a

{

f@) - f(t—m)
L t _t=m L — 71—\
e sin(g) —e 2 8111(‘ 5/
L
ez sin(z) — e tefsin(z — =)
2 2 2 - (t)
t s 14 A — — —} = — COS| —
e 2 sina(a) +e3ck 008(5) car- '8111(2 2) 27

n t :
e‘%[sin(g) +e? cos(—z—)] si t € [m+oof

ez sin(¢) si te[0,7]

|

g9(t)

9(t) = e z[sin(t)+ €% cos(%)] si t € [m,+oof

b) Déterminons la transformée de Laplace G de g.

9(t) = FOU (D) - £t~ m)U(: ~ ) done
Llo@le) = LIFUEIE) ~ LIt~ MU (e~ m)(p)

On a donc -

F(p)—e P F(p) = (1-— e ") F(p)
Fo) = LU
= Lsin)U))

Il

1l —epr .

G(p) = e
20w+ 5)2 + 1]

2. 5(p) = H(p)E(p) avec H(p) = 7i57T ©b le signal d’entree

et) =U(t) - U(t— ).

a) Déterminons la transformée de Laplace E de ¢

E(p) = ﬁ[U(t)](p)-C[U(t~7T)](P)

— 1 e—p_’r
p p
1— e pr

= .\*—

p
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a) Déteriainons la transformée de Laplace S de s.

S(p)

S(p)

Deéduisons s.

S(p) = G(p) donc .

< Fomesoutra con

eR SOUlrea .
Docs a portée de main

- Y e P 1—e?
= H(p)E(p) = R e :
1 —e7P7 1] —eP7 _H
= = = G(p). sa\
ot +2p+1  2[(p+3)2+1] (») EE
s(t) = LTGD)(E) = g(?)

FOU) — f(E = mU(t =)

c) Définissons s(t) par intervalles. .
En utilisant la question 1.a) et le fait que U(t) =0 et U(t —m) =0sit<0ona

s(t)

d) -Etudions s sur [0, 7]
s(t) = e~z Sin(%), s est dérivable sur [0, 7] et

0 si t<0
e sin(%) si t e [0,
= "e~3fsin(t) +efcos(})] st te[m Yoo

' 1 .+t 1 -t E
s(t) = —5e® Sm(§) + e COS(Z)
1 t
= %e"i[cos(%) - sin(§)]
\,/_2_ ! 1 kil
= 5 € 2cos(§ J.—-Z).
telo,n], §(t)=0&t=73.
t |0 T -
/() + 0 -
RIS
e) Courbe (C;) de s sur [0, 7r].
¥ ! T
AT / '\\\\
7 \\

o8 3
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f) Calculons la valeur moyenne Sm . ; mesout
e‘%Sin('é)dt'

1 /7 1
JRECEE Y

Docs a portée de main

Sy = - 1
_t
Posons 7 = r’_% alors w = —§F 4
v' = sin(4) alors v = —2¢0S £)
Alors on a _ t)d .
' : ¢ -3 cos(=)at
T t . —£ 2\ - e 2 cos(
/ e 1 sin(-2—)dt = [-2e? COS(Q)]U /0 ) 2
0 " b ()t
— 2_/ e~ 2 Cos ;
0
Posons u = e—é alors v’ = —%e—%

v' = cos(%) alors v = 2sin(3).

m T ¢ t
/e'%sin(f)dt = 2—/ g’ COS(g)d’f
0 2 0 )
t t i Lt .
— 9— ([Ze'i sin(—)]ng/ e 2Sln(§)dt)
' 27 Jo :

- T o, ¢t :
- 2_26—5_/ ¢"2sin(=)dt.
0o 2

Donc on a
27T_L.i- _r ':_L.L' .
e 2sin{-)dt=2—2e"2 < [ ¢isin(=)dt=1—e 2.
0 2 '0 2
Comme
1 ™, ¢
S :—/ e 2 sin(-)dt
M= » sm(2)
donc on a
Sy = l—em
T
E‘ ERCICE 2
' ! 2I’+£L‘-—y = ) ;
.'L',— 9 / . . — 2
yhow = 10y u(t) = st

artie I
(t) = 8sin(2t)U(t) et h(t) = g(t - x)
- .. 2 .
1. Déterminons la transformeée de Ly
n€e de Lap

lace G de 1 Puis celle de A

Gp) = £[gg
Bsin(2)U (1)) (p) g, 16
7)) = e PiG(p) <~ Lbers
— ?‘\
P* +4

2. Courbes de g,h et v
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3. D’aprés la question 2. on a v(t) = g(t) + g(t — %)

D’ol on a
| 16 =
— e P3T — _—~ [1+eP2
V(p) =Gp)+e™2Glp) = 3 it tel
Partie IT
L ' wWHr—y = v '
(5):
' — 2y +5x = 10y
En appliquant la transformation de Laplace & (S) on obtient :
| WX(p)+ X(P)=Y() = Vi)
(5 , y
pX(p) — 2pY (p) + 5X(p) = 10Y(p)
car z(0) = y(0) =0.

(2) & (p+5)X(p) - 2p+5)Y(p) =0 X(p) = 2Y (p).
On a donc

(1)
(2)

eR SOUlrea .
Docs a portée de main

(1) & 22+ DY (p) = Y (p) = V(p) & (dp+ 1)Y (p) = V().

Ce qui donne

Vi = o« xp)- 20
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16 -r3
{@p+1)(P*+4) [1+e72)

{X(P) = @l T

Y(p)
2. Décomposons en éléments simples F(p) = mﬂfj
F.
1 a
lp) = =
(p) (dp+1)(p*+4) 4p+1
1 1 . 16
L (1) +4 65

lim pF(p) = 0 et lim F(p,):%’l'b

p—+oo p—+oco

bp+c
Prt4

a =

a =4

{#b:é——___'—'.
4 65

et F(O)=a+%

Qa
donc on a Z+b =

F) = donc on a

On a donc
4 1 4 p L1 1
65p2+4  65p%+4
4 1 1 2
= - . B .. %
65'p+.1 ])2+4+8pz+4]

LF@)(E) = 2

Fp) =

et on a

Il

f(t)
Comme

32[F(p) + e PEF(p)] et
16[F'(p) +. e 2 F(p)] alors on a

BAFW + f(t= 2] et
161£(8) + f(t - 2.
EXERCICE 3

X(p) =
Y(p) =
z(t) =

y(t) =

t<0
0<t<1

e(t) = 0 si
ce(t) = t s
eft) = —t+2 si 1<t<2
e(t) = 0, si 2<t

1. Prouvons que I(p) = H(p)E(p) avee

et (Bx): Li'(t) +i(t) = e(t)

1
Lp+1

En appliquant la transformée de Laplace aux membyeg de (E))
1

H(p) =

< Fomesoutra con |

eR SOUlrea .
Docs a portée de main

et déterminons l'original de

c=1— 4 = —.

65

L, 1
=cleTt —cos2t + 5 Sin 26U (¢)

avec (0) = 0.

on obtient -

L(pI(p) = i(0*) + 1(p) = Ep) = (Lp + DI(p) = B(p)

= 1(p) =

Ip+1-®)

D’oui on a I(p) = H(p)E(p) avec
I (p) -
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3.

a) Représentons e(t). ; < Fomesou

eR SOUlrea .
‘_; Docs a portée de main
¥y

02§

b) Exprimons e(t) en utilisant ’echelon unité

e(t) = (ﬂ+(t+2-ﬂU@—1%+M+t—ﬂUu—2)
U(t) + (=2t + U — 1) + (¢t — 2)Ukt—2)
HMQ—Q@—UU&—I) 4 (t—2U(t—2)

¢) Calculons E(p).

. 1 e? e 1. .
E(p) = 33—2—2F+772_—?[1 2P + e~ 7).
= ) — L
d) Déduisons que I(p) = HF(p) — 2¢"PF(p) +e 22 F(p)] avec F(p) = P+ D)
On sait que I(p) = H(p)E(p) avec H(p) = ‘Lp—lﬁ et
E(p) = Z[1 - 277 +e77]

D’ou on a
I(p) = ! xi[l—Ze‘p—l-e 2P]
(p) = Lp+1 p?
- -2 e -
L 192(p+ ) | -
1 1 _ 1 9 1
= Zf——— 2Pt & P——7]
ﬂﬁ@+%) P*(p+ 1) P(p+ 1)
1 _o, 1
— Z[F(p)—2ePF(p)+e PF(p avec F(p) = —=.

a) Décomposons en ¢éléments simples F(p).

1
p+i

Donc

. L2 L L2

p P pti

Scanné avec CamScanner

p=7 = L?, limy .4 pF(p)=0=a+cea=—-c= ~L



< Fomesoutra con

b) Déterminons Poriginal f de £ 2+ Lt + L2e 1)U (2)- Docs & portes do main
f@t) = E—I[F(P)](t) = (= ’

c) Calculons i(2).
On sait que .
I(p) = %[F(p) o ?E(p)+ETF (p)]
L)) = [F(8) = 2f(t—1)

donc

+ f(t—2)]

i) = ‘
= Lt nt+ e T)U()
L= ' t—1
_ 3(_[,2 +LE-1)+ 2 T)U(E-1)
L s
i l(_Lz +L(t—-2)+ L2~ T)U(t—2)-
L
d) Définissons i par intervalles o
Sit<OonalU(t)=0, U(t—1)=0cet Ut —2)=0, donc i(t) = 0.

) = 0, donc i(t) = —L+i+Let,

Si0<t<lonalU(t)=1 U(t—1)=0etU(t~2 .
Sil<t<2onal(t)=1 U(t—1) =1etU(t—2) =0 donci(t)=—L+¢y
t—1

Le"t —2(—L+t—1+Le ™%

—t+L+24L(1—2t)et.
Sif52onaU(t)= 1, Ult—1)=1etU(t—2)=1,donc i(t)=—t+L+2+ L1~
detjet — I 4t— 2+ Lottt = ._
L(l '_8%)26_71,'. "
En résumé on a

t) = 0 si t<0

i) = —L+t+Let si 0<t<1

) = —4+L+24+L(1-2et)et si 1<t<?2

i = L(1-et)et si 2<t

a) Etudions i sur [0,1] avec [ = 1. i(t) = — - ;
i [0,1] avec Lil)=-l+t+eteti(f) =1-et VOt

t

R

b) Courbe de i sur [0, 1].

0 |§

T

-
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EXERCICE 4

< Fomesoutra con

Ca SOREr~a .

Docs a portée de main
et) = 0 si t<0 . |
e(t) = cos(2t) si 0<t<nm et (E):4(t)+i(t)=ec(t) avec i(0)=0
e(t) —3 U si T St

1. Représentons e.

|

Montrons que e(t) = cos 2t[U(t) — U(t — )].

e(t) = (cas 2t — 0YU(t) + (0 — cos 2t)U (¢ — m) = cos 2t[U(t) — U(t = m)].

3. Montrons que E(p) = p_,;_’lr_4[1 — e 7", :

e(t) = cos 2t[U (t)—U (t—)] = cos 2tU (t)—cos 2(t—m)U (t—m) car cos 2(t—m) = cos(2t—2m) =
cos 2¢t.

On a donc

o

E(p) = Lle@®)](p)
P B P _ o)

— e —
pPP+4 p*t+4 p?+4

4. a) En appliquant la transformée de Laplace aux membres de (F), déterminons

la transformée de Laplace I de 1.
En appliquant la transformeéee de Laplage aux membres de (E) on obtient PI(p) —

i(0%) -+ I(p) = E(p) & (p+1)I(p) = E(»)
e I(p) = %[)T) car i(O'*) =g(0)} =0 .
Comme E(p) = EQ%_—_I[]. — e "] on a donc

p pm
0= v ¢

b) Décompsons F(p) = mrmmera 0 éléments simples.
F(p) = =% bptr

p+l  pAHd” |
ﬂ:,;e%cﬂp:—l:—%, limyyeopF(p) =0=a+bob=-a=% et F(O)=0=
a—l—%@c:—cla:%.
On a donc
-1 §p+3
Fo) = 550 T Pre
-1 1 1 7 2
= — +_X qp - -
5 p+1 5 p*+4 5 p*+4
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< Fomesoutraconm

On a donc - 0 ) mesout
-1 _ 1 + = <in Zf)ff(f Docs a portée de main
i) = (et +g0os2 Ty
— l(_eé't +cns2t+ 2sin 2t)U(2)-
= &l
c) Deéduisons i(Z). i
I(p) = F(p) — e-""F(p) donc i(t) = f(t) — f(t—7)-
D’ou on a
it)= = é(—e"i + cos 2t + 2sin 26)U(¢)
B %(—e_(‘_’"') + cos 2(t — ) + 2sin 2(t — m)U{E—7)
= %(—e_t + cos 2t 4 2sin 2£)U(t)

- %('—e*(t“”) + cos 2t + 2sin 2t)U(t — )
car cos 2(t — m) = cos(2t — 2r) = cos 2t et
sin 2(t — ) = sin(2t — 27) = sin 2t.
4. Définissons ¢ par intervalles.
Sit<0onalU(t)=0et U(t—x) =0 donc i(t) = 0.
Si0<t<monalU(t)=1et U(t=m)=0 donc
i(t) = 2(—e™* + cos 2t + 2sin 2t.
Sim<tonaU(t)=1et U(t—n) =1 donc
i(t) = g(—€e7 +cos 2t + 2sin 2t) — I (—e~¢"™) 4 cos 2t + 25in 2t) = 2(e™ - 1)e™

En résumé on a

1t = : 0 si 1<0
i(t) = 2(—et4cos2t+2sin2t si 0<t<7
it) = (e™ —1)et si m<¢t

EXERCICE 5

ma(E):v(t)+ 55 f;v(u)du = f(t) ot la fonction f est définie par
(&) = VolU(t) - Ut - 7))
1. a) Donnons la courbe de f pour Vp=2et 7= 1.

y t

f() = 0 s t<o
fit) = 2 s 0<t<1
fe) = 0 s 1<t
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2.

< Fomesou

eR SOUlrea .
Docs a portée de main

.
¢
~ - t 2 1

b) Déterminons la transtormée de Laplace 14 de f-

f(t) = VolU () — U(t — 7)] donc F(p) = Vo[ — &) = 2[1 — 7],

P
a) Résolvons (F) en utilisant la transfor matlon de Laplace.
En appliquant a (F) la tlansformee de Laplace, on obtient

"Vp)+ 55 V](f’) = F(p) car L[fo (u)du)(p) = V(p)

e e et

On a donc |
V(p) | 1 \_p
Vi) + g = F) & VL+ ;) = FO)
’ lV _ RCp
& V)= gopr1
W —pT
= pzl x —[1—e")
pt+ge P
_ —[1—e™"]
P+ ®e
1 1
= Vol—/—1-— d

LY = ¢ e U (t) et £ [IHL; e~#7](t) = e~ e U(t—) done v(t) = Vole~me U(t)—
a FRe

HTRC | .
e~ HEU(E—T)). _ ()

1s v par intervalles.

g giﬁilgscillal](p)—Oet U(t—7)~0doncv():0. L ‘
Sio<t<T onaU()—1etU(t—T)——Odoncv(t):VOe RC .
SlT<tonaU()—1eL U(t—T)—ldon(L:

(t) = Vpe~ AT — Voe~ Yo = Vo(l — eRc)e RC .
En résumé on a

v(t) = 0 si t<0
v(t) = Voe RC si 0<t<T
v(t) = WVo(l- eﬁ%)e‘fé si T<t

a) Calculons v(T7) et 1]1011t1 or11s que v( ) < W
hmtﬂT- v(t) = lunt_.TX e—Fc = Ve Fo = v(17).

< (& e~Fe < 1et commeVp>0ona alors Vee7ie < Vy d’ot v(77) < Vo.
—ﬁé

b) Montrons que 0 = v( —) —v(r) = V.
o(r) = Vo(1 - e7c )e e car T € [7,+00[ on a donc

(1) = Voe~ 7z — V, par conséquent on a g = v(7~ ) —o(T) =
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Ca SOREr~a .

v(t) y %(1 g eRc’)e T o vl(t) N ——‘{l(l - e-f) Docs a portée de main
7% (erc — 1)e~7e,
ﬁ(em—l)wete A5 > 0.Ve > 7 donc v/(t) > O,VE 2T

c¢) Variations de v sur [T +oo]. — oyl s Fomesoutra.con |

t T o
W) |+ |+t
v(i@) [v()| /] 0O

d)“ Courbe de v avec 7 = LLRC=1et V=2

wet
8
!
ol
EXERCICE 6
a) Déterminons a,b, ¢ et d tels que
2 ap+0b cp+d

F o
(r) = (p? — 4p + 13)(p? —4p +5) p2—4p+13 p?—4p+5

2
Les racines de p? — 4p + 5 sont 2 44 et 2 — i.
c2+i)+d= "’mlp“%‘* - (2+z‘)2—4(2+i)+13 -
Par indentification onac=0et d = 1

==

hmp_proopfﬁ(p) =0=a+cea —Ocal c=0.F(0) = & = %4_%@ 2 = Sbicézd o
2=2>50+ 13d
Comme d = ; on a donc b = -1,
On a donc '
9 1 1
F(p) — = - — —1\
(p? —4p + 13)(p* — 4p + 5) 4[212 ~dp+5 P _4p 113

b) Soit P'original f de F(p).

1 1 1

F]J = - S i

= 1 1 1. 3
4(P—2)2-l-1‘§ml donc

1 ) 1
ft) = Z[e” sint — 562‘ sin3¢|U (1),

47
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2~Déterminons.origi G ' '
i) riginal.g de.G : tie 2 ‘
Docs a portée de main

-2
Glp) = 2 .
(p) (p? — 4p + 13)2
g 080118111 (p):( -,),-z—_;pﬁl alors H'(p) = — 202
n a done G(p) = —31H'(p) = g(t) = $th(l) car L7[-T(P))(t) = th(t) avec h(t) =
L7YH (P))(2). )
H(p) P'—4p +13 = (p— 2) o) = h( ) = %ezt Sin3tU(t)
Donc

o= —étem sin 3L (1),
3. Résolvons ’équation différentielle suivante.
Y’ — 4y’ + 13y = e*(2sint + 3 cos 3t) avec y(0)=1'(0)=0.
En appliquant la transformée de Laplace & cette équation on obtient
pQY(pQ) — py(0") — y’(0+9) —4(pY (p) — y(07)) +13Y (p) =
2 p—2

+3 :
(P—22+1 (p—2)*+9

Comme y(0) =/(0) =0 on a

: 2 p—2
p? — 4dp 4+ 13)Y = 3
(p p + 13)Y (p) '(p—2)2+1+ (p—2)2+9
2
Y(p) =
@Yl = Gt -ap+ 13)
D—2

3 (ﬁg — 4p + 13)2
— F(p) +3G().

D’ou y(t)‘: ft)+ 3g(t} et d’aprés 1.b) et 2. on a
i 1 21 e . 1 2t ¢ 1 2t .
y(t) = Z[e sint — 3¢ sin 3t|U(t) + ite sin 3tU ()

1 t 1
ot LR T
— g [4 smt%—(.2 lz\sn‘nBﬂU(ﬂ.

' EXERCICE 7

J(t) = 1 [ cos(¢sin6)do avec t > 0. On admet que J'(t) = & [7 < [cos(tsin 8)]d6

1. a) Montrer que .]’( 1 [} sin@sin(¢sin 0)do et
JU(t) =1 [ sin’ cos(tsm@)d@
Nous allons utilise1 le fait que cos ( +b) = —asin(at+b) et sin'(at+b) = acos(at+ b).
Jt)y=2 f [cos(tsin §)]'d6 = =% [ 119%111 tsm@)d@
J”(*) = —1 [ sin0[sin(tsin0)]'df = —7 L [ sin® ) cos(t sin 0)d0.

b) On admet que = [ cos*() cos(¢sin 0)d9 = & |, sin@sin(tsin 0)do.
1\’1011t1 ons que J est solution de ]’equatlon differentielle (E) : ty"(t) + ¥'(t) +

ty(t) = 0.
D’apres 1. on a
tJ"(t) + J'(t) + tJ(t) = —L [ sin® 6 cos(t sin 0)dd
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Docs a portée de main

3.

c) En utilisant le théoréme de la valeur initiale montrons que F(p) —

Comme sin?6 = 1 — cos2 8 donc on a

() + S () + () =
I 7Tcos(t sin 0)df + —t—/ cos? @ cos(t sin 8)df —
™ T Jo

0 -
™ t - .
_1—/ sin 0sin(t sin 6)d0 + - / cos(t sin 0)d0d
T™ Jo 7 Jo )
B E/ﬂcosﬂgcos_(tsin 0)d6 — l/ sin @ sin(¢sin 6)d0
T Jo )
= 0

car 1 [ cos?(0) cos(t sin 8)df = L [ sin@sin(fsin A)do.
Donc J est une solution de (E).

b) Montrons que F(p) = L[J(t)](p) est solution

de (E'): (p* + 1)F'(p) +pF(p) =0 . .
En aplzliq(uant IZL tgzlsfo]zmgs)ion de Laplace & chaque membre de (E) on o}lgslent ,
~[p*F(p) = pJ (0%) — J'(0*] + (pF(p) — J(0%)) — F'(p) = 0 car L[ (2)](p) = — (p)-
On a donc —p? F'(p) — 2pF(p) + J(0*) + pF(p) — J(0F) — F'(p) = 0 & —(p° + 1)F'(p)—
PE(p) = 0 & (p* +1)F'(p) + pF(p) = 0.

D’ou le résultat.

b) Résolvons (E£’)

(E') : (0 + 1)F'(p) + pF(p) = 0

- <
p 1 [ (p*+1)
1 = < — —_— e —_— d
F(p) K exp| /p2+ 1dp] K exp]| 2/ 1 D]

‘ 1 1
= K exp[—aln(p2 +1)] = Kexp[——2-ln(p2 + 1)]

1 K
= K eR.

= Kexp|ln =
p| ph+ﬂ =TT

. \

1
p2+1

limye 00 PF(p) = limp_ 400 \/7]% =K et J(0) = 1.

Or d’aprés le le théoréme de la valeur initiale on a
D’ou /£ =1 et par conséquent on a F(p) = —L__
P q (p) x .

a) Deduisons de 2.c) la transformée de Laplace de J % J.

LI+ 7)(0))(p) = [L[T ()] (p)]*
Or d’aprés 2.c), L[J(t)](p) = F(p) = \/pl?rl donc

LT+ D)) = -

b) Déduisons J * J.

LT = J)(®)](p) = IJZL-H donc (J x J)(t) = £‘1[p2¢+1](t) = sintU(¢).
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EXERCICE 8 s Fomesoutracom .

eR SOUlrea .

1 - :
(E) : tf'(t) + 2/ f(u)sin(t —w)du =sint  powr t > 0 et f(0) = 1. CRREERTEE
0
1- a) Montrons que (E) s’écrit ¢f'(t) + 2(f * U sin)(t) = sin &L{(t).
t > 0 donc U(t) = 1 et sin tU(t) = sint.
Les fonctions f et sinl{ sont causales donc
(f xUsin)(t) = fot Fu)U(t — u)sin(t — u)du. '
Comme u < t done U(t — u) = 1 et on a donc (f xU sin)(t) = fo f(u)sin(t — u)du.
(E) peut done s’écrire ¢ f'(t) + 2(f * Usin)(t) = sin tU(t).
b) On sait d’aprés le formulaire que

LEF@)] = —F(p), £If'(t) = pF(p) — F(07),

LUf xg)(p) = F(p)G(p) et Lpsinwtd(B)](p) =775

Donc en appliquan la transformation de Laplace aux membres de (£) on a

LIEF (0)(p) + 2L[(f * U sin)(2)](p), = L[sin i (})](p)

1 1
& ~PFE) - FOO) +2F(p) X o =
1
®  —FE) -pF () +2F0) X 57 =
& —p(p? £ NF(p) — (p* + DF(p) +2F(p) =1
& —p@+1)F'(p)— (0" ~1)F(p) =1
& (E):p®+1)F(p)+ (0" — DF(p) = =1

2- a) Décomposons en éléments simples la fraction -

1o
R(p) = ——=
(®) p(p? +1)
. a bp+c 1—p?
p — __.__..:> = —|p=0 =
R(p) p+p~+1 ¢ p2+1|p .
1 —p? 2 .
bi+c= sz_jl|p,:,—i=—27.=‘?b:~2 teh e = 0.
1 2p
H(p) =— —
(p) p pt+1 \

b) Intégrons l’équation p(p? + 1)F'(p) + (»* — 1)F(p) = 0.

F(p) = KeJ st
= Ke 1@
_.2 L
:Ke'lefi_ldp or e = 1 %
p(*+1) p p*+1
- 2
donc —17 & dp=/l— P dp
p*+1 p p*+1
=Ilnp —In(p> +1)=1In ..
) p*+1
{p
et Flp)= - KeRr
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) Solution particuliére de (£). Je (E’) ﬁolgegagg Lom
SOlt IP(J(p) I{(p)_T% une SO]UthD pa'l t]CU]lérc Docs a portée de main

Fy(p) = K'(p) 72 + K (p) iy

Fp solution de
(B) & pp*+ 1D)F(p) + (* - DFo(p) =

_P -
N 1._, _1DK(p
e’ +1)[1<()p_+_+1()( +1)] + (-1

2+1
p

e pK(p)=-1eK@)=—1

P __ —.
Donc K(p) = = et Fo(p) = K(P)gg"_*_'l'.“‘ P +1

I~

c) Solution générale de (E').
P Kp I
Fp)=Fulp) + Folp) = 7 T o1

3- a) Déterminons K. ' 1 Kp |
1imp—»+oo V.4 (P) (O+) = 1 (formule de la valeur initiale) et limp—tco F(p) = limp—+oo 3737

b) Determmons f _
F(p) = 75 + 52 donc f(t) = (cost + sint)U(2).

ALGEBRE LINEAIRFE
EXERCICE 1

1. f endomorphisme de R® de matrice

[ —4 =2 8
A= 1 2 =1 dans la base canonigue.
-5 -2 9

"~ a) Montrons que f est un automorphisme de R3.

—~2 B

_ 5
—2 9|77

det(A) = —4[ N

-2 9 ‘ 4

det(A) # O donc f est bijectif et comme f est un endomor
phisme de R3 4
automorphisme de R3. R* alors f est un

b) Déterminons l’explession de f =

f(xly!z):(xl)y,)z 1y7z = 7y7z
2
flmy,2)=(2"y,2) @ A y
z
—4r - 2y+8z = ' (1)
& Tt+2y—z = y (2) .
=5 —-2y+92 = 2 (3)
(D) +(2) = 3x+77—y -l-y (4) et (3) + (2)
= —4 —
(5) ?Ia: -; 2z —1 4y - Zz et donc (4) & < —6z 4 3 yw4+_87 v+ (5)
o'+ 3y — 3% = (4" +y - 32). Z+7z=x+y:®z=

51
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eR SOUlrea .

Commez—27_ y --"d011c1—9£4 2 , % _%y,_.% Y = O ﬂ_gz;S_a?it?edemain
Daples (9) ona,)J__ '—’L+Z+J <:>2y________?:1! %y/_}_%z, + -l-4y —%z’+y’=
-z’ + 9y + 2 <=>y_-(_._L -l—y l_zl)

On a donc i :

= ] 1 - 3
f 1;‘1:!, l’zl — r }_/_Z;l_r' ’ / fa 2 — 2.
( i )= (z,y,2) = (2z Y 42,2( ;§+Ay.+2),xw 3V 42)

A4-1 s . . _ .
A~ est la matrice associée & f~! dans la base canonique de R® donc

1 8 1 -7
A_l — Z —"2 2 2
; 4 1 =3
a) Montrons que 4 est une valeur propre de f.
Calculons det(A — 47).
8 -2 8
-5 -2 5

Comme la premiére colonne de dela matrice A—4F est ’opposée de sa troisiéme colonne
donc det(A — 47T) = 0 et par conséquent 4 est une valeur propre de I
Calculons f(V4) avec V5 = (1,1, 1).

f(V2) = AV, -
- s /4 —2 B 1 2 1
= [ 1 2 1 ]l1)=|2]=2|1]=2V.
=5 =2 9 / \U1 2 1

Par définition 2 est une valeur propre de f associée au vecteur propre V.
b) Déterminons les valeurs propi es de f AL > A > As.
On a A+ o+ A3 =trace(A} & 244+ A3 =7 < A3 = 1. Donc les valeurs propres de
fSOHt)\1—4/\')— et/\3—-1
c) f est un -endomorphisme de R3 qu1 a trois valeurs propres distinctes donc f est diago-
nalisable. »

a) Déterminons les sous-espaces propres./
E, = {aVa/a € R3}. car V, est un vecteur propre associé a 2.

. v 0 '
(z,y,2) € By & (A-4I) y 0
0
’ -8 -2 8 15 /0
=5 =2 z \O
([ —8x —2y + 82 0 (1)
& T—2y—z = 0 (2

-3 vly ¢532 VY

8x(2)+ (1) —-18y=0<y=0 Donc (1) = z =1z,
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={z(L,V, L)/ "
= 2 donc E4 {:t:( 2
I) et on sFomesou

eR SOUlrea .

(I,y,Z) € by & (:Dyy)z) = (.’B,O,Z) ~ 7’

6 Lom
| Docs & portée de main
(z,y,2) € E & (A—I)(y) ( )
z
' -5 =2 8
& 1 1 -
$Ei ~5 —2 8

—5z — 2y + 82
& z+y—2

5z —2y+8z

8

o O O

ot /"’\
N
\__/
Il
—

(8) = (1) donc le systéme devient

( —5z—2y+8z = 0 (1)
z+y—z = 0 (2)
= 2z.
5x(2)+ (1) = 3y + 3Z—D®y——zetdonc()=>—=z+$~z~%i*1zl)/ze
(z,9,2) € Er & (z,y,2) = (22, —2,2) = 2(2,—1 1)etonadoncE’1“{z(

R}.
b) Base B de vecteurs propres telle que la matrice de f dans cette base soit
3\ 0 L
D=(0az20 | _ \

0 0 1
Va2 = (1,1,1) est le vecteur:propre associé & la valeur propre 2 et V3

vecteur propre associé & la valeur propre 1
¢) Matrice de passage P de B, a B.

(1,0,1) est le vecteur propre associé & la valeur propre 4,
= (2,—1,1) est le

11 2
P=|01 -1

1 1 1
On a mis les coordonnées de V; en premiére colonmne, les coordennées de V5 en deuxiéme

colonne et les coordonnées de Vs en troisiéme colonne de P.

4. Résolvons le systéme différentiel

z'(t) = —da(t) —2y(t) + 82(1)
(5): 4 (1) = (t) _L-Qy( ) — z(t) avecz(0) = 1,y(0) = 2 etz(0) =3
2 () = —5a(t) — 2y(t) + 92(¢) R
z'(t) z(t)
(5) < y (t) | = A yﬁ . D’aprés la formule de changement de base on a A =
Z'(t) 2(1
PDP~! donc (S) < o o
onc ( "t = PDP~ : & ipliant &
318 DpP-1 32/8 - En multipliant 3 gauche les membres

de I'égalité précédente par P~1 on obtient (S) & P-1 y

I

.’l?(t) \ / o_(t) ot \ ’
Posons P~ | y(t) ) = | B(@t) | alors P~ y’g) O’,({)
- (4) et on 5,
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() a(t) o (t) 4.0 0\ [af)) ont's e i
A1) ﬁ(t) e pw) =102 0 B(t)
’Y(t) q(t) 0 0 1 ’Y(t) :
art) 4a(t) (t) = Be"
= ﬂ’(t) 28 o (t) = Ce* avec C,B,DEeR.
v (t) ’y(t) (t) = Det

Comme P-1!

z(t) 11 2

y(t) ) 01 -1
z(t) v(t) S\11 1
()

= DBe' 4 Ce2 4 2Det
7/( ) = Ce2t De
z(t) = Be' 4 Ce? + De!
. z(0) = 1 1
Puisque ¢ y(0) = 2 alorsona { 2 ¢ —D
- z(0) = 3 B+C+D
B = 5 ﬂ?(t) — 5e4t _ 4€t
&4 ¢ = 0, donc{ y(i) 2et
D = —2 ) = 564t _ 2€t
EXERCICE 2
B = (e, e2,e3) la base canonique de R3 et
f(z,y,2) = (22 — 2y + 2,2z — 3y + 2z,—3 + 2Y)
un endomorphisme de R3. H '
1. Déterminons la matrice A de f dans la base B.

( fle) =f£(1,0,0) = (2,2,—1) ( 2 —2 1)
{f(ez) = £(0,1,0) (-2,--3,2) donc A= |- .

— oo

[ Be*
C e?t
Det

B+C+2D

[t

(S5}

Il

fles) =£(0,0,1) = (1,2,0)

2. a) Déterminons les valeurs propres de A.

2-x =2 1
A== 2 =3—-X 2 [et

-1 2 =X
- 2
det(A — \) = (9—)\)‘ o -2
——()\—1) (/\+3) '
det(A— M) =0 X=1ouA=-3. Les valeurs propres de A sont donc 1 et —3.
h) Sous-espaces propres.

—'3 —1,\51“\—3__:% ;\ '

iF 0
(v,9,2)€ B & (A-I)l y |=1]0
. . 0
1 -2 1. & 0
-1 2 -1 z 0
t—-2y+z = 0.(1)
e 2r—4y+2z = 0 (2

Rid
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, aduit a léquati
- sme se réduit 2 fFomegog Lom
On: a (2)-"—‘-2—)( (1) = —2-X (3) donc le SySte Doc::: go;(t&;e de main
T=2y—z. 0)+(—z,0,2)=y(27*"’l'"\ “1vy L)

(z,v,2) € B, & (z,y,2) = (2y—2z, % z) = (2y, ¥
et on a donc

Er = {y(2,1,0) + 2(~1,0, Dz € ( : )

7HE) (0
&> ( 2 0 2 i 0
-1 2 3 z
( sc0—2y+z = 0 (1)
& 9z +2z = 0 (2)
—z+42y+3z = 0 (3)

obtient 2y 44z =
On a (2) = z = -z et lorsqu’on remplace dans (3) & par sa valeur on :
O <~ y = —22;.
(2,9,2) € E_3 & (2,y,2) = (—z, —22,7) = 2(—1,—2,1) et on a donc
E_3={2(-1, —241)/z € R}. °
c¢) Justifions que A est diagonalisable. N
o dim(Eog) + dim(E,) = 3 = ord(A) donc A est diagonahsa-ble.

2 1 1 _
3. OnposeP=|1 0 2 |..

A\

0 -1 -1
déterminons P!,
Calculons det(P).

@erp)=2| ) % |-| ) 2=
Déterminons la comatrice de P. o
I 0 2 |1 2 ’ (1 0 I
-1 -1 0 -1 0 -1
1 1 2 1 2 1
Com(p) = _( ~1 -1 ’o ~1 ’ _' 0 -1
| 11 | 21 | 2 1
0 2 1 2 10
2 1 -1 2 0 2
“Com(P)=| 0 -2 2 { et Com!(P) = 1 -2 3 | ,
2 -3 —1 -1 2 1
2 0 2
Comme P-1 = Cﬂ,—‘_’;’;&ﬁ,@ donc P71 =1 1 -2 -3
-1 2 —]
1 0 0
Montrons que P71AP=| 0 1 0
0 0 -3
2 0 2 2 -2 1 2 0 2
PlA=1 1 -2 -3 ( 2 =32 1=311 -2 _3
-1 2 -1 \ =l 2 0 g —B 3
2 0 2 2 1 10 o
P—IAP——‘% 1 -2 -3 (1 0 2 :zll_ 04 o
3 -6 3 0 -1 —1 00 —q9
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Donc P-14p — 01 o0

Docs a portée de main
0 0 -3

. Montrons par récurrence sur n que A = P8 DnP-! et calculons A™.

D’aprés la quesiion 3. ona A == POP '

Donc Végalité est vraie pour n = 1.

Supposons que A® = PD"P-1 et montrons que A" = ppr+ip-i

AM = A" x A or d’apres Phypothese de récurrence on a A™ = PD"P~! et A = PDP~
donc A = ppnp-1 y ppp-1 — ppnr+ip-1 ‘

Doy 47 = PDP- vm e Nt

Calculons A",

AT (“r-"-o--—o-"ﬂv‘) NS S s Fomesoutracm

{10 o0
D™ = ko 1 0
0 0 (=)
- 2 1*1\ /10 © 9 1 (=3)"
Pot=1{.1..0 2 01 0 =1 0 2(=3r
0 -1 -1 0 0 (=3) 0 -1 —=(=3)"
2 1 (=3 9 0 2
PDrP-l=111 0 (-3) 1 —2. —3
0 -1 —(-3)" -1 2 -1

5—(—3)" —242(—3)* 1—(-3)"
= 2 —9(=3"  4(—=3)» 2—2(-3)" | donc
1+ (=3)" 2—2(=3)" 3+ (-3)"

N

5~ (=3)* —2+2(=3)" 1—(-3)"
9 _o(=3)*  4(=3)* 2-2(=3)"
—14 (=3 2-2(=3)" 3+(=3)

el

Résolvons le systéme récurrent suivant

Un+i = 2Up - 2Up + Wn
(S) : Untl = 2u, — 3U, t+ 2Wn avec up=1,v0=2et wp= -1
Wn+1 = —Un T 2'Un
Un41 Un
(S) ~ Un+1 = A Un
Wn+1 Wn
© Ay n . ‘
L
Par récurrence on a:{ Un | = 0
Wn Wo
u 5—(—-3" —2+ 2(=3)* 1—(=3)" 1
n
VY Up = 1 2 —2(-3)" 4(—3)” 2 —2(=3)" 2
s (=3 2-2(=3) 3+ (-3) 1
S N A
I T T e T WO
i Un 1
k Wy ) 4 k _4(_3)11 ) Wnt1 = "'4(—3)1.
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R3 défini par :

B = (i,7,k) base caﬁonique deR3et f un endomorphisme de
fi) = 2% +25+Fk
flj) = i+3j+k
flk) = i+2j+2k

1. a) Donnons la matrice M de f dans la base B.

Les coordonnées de f(3), f(j) et f(k) dans la base B sont :
2 11

f@) = (2,2,1)
" f(G) = (1,3,1) donconaM=| 2 3 2
flk) = (1,2,2) 112
E b) Montrons qué f est un automorphisme de R%.

, 3 2 11 1 11
det(M)=2| | ‘2,1 2’*“3 9 | =%
4 , -phi de R® donce f
det(M) = 5 # 0 donc f est bijectif et comme f est un endomorphisme _

est un automorphisme de RS3.
Déterminons la matrice de f~! dans la base B.
La matrice de f~! dans la-base B est matrice inverse M~1 de M.

! 3 2 l _ 2 2 ‘ 2 3
i 2 1 21 .11 1
11 2 1 2 1
Com(M) = —‘12, )1 2{ _111
11 2 1 21
’32,"22' .93~
4 -2 —1 .4 -1 -1
& Com(M)=| -1 3 -1 |etCom(M)=| -2 3 —2
-1 -2 4 ) -1 -1 4
51 Com*(M) 1 1 4 '_1 -1
Comme M :Wdoncﬂif‘ =z ——? 3 =2
-1 -1 4

c) Déterminons le noyau N(f) et I'image I(f) de f.
Comme / est un automorphisnie de:R* donc on a -

N(f) = {(0,0,0)} et I(f) = R®.
2. a) Déterminons les valeurs de o telles que det(M — oJ )=0.

! ) 2—a 1 1 : \
M—al = 2 3—-a 2 et
1 1 2 =0y

det(M —al) = (2—a)| 372 2 ’_2’1 1Y 1
=—(a - 1)%(a - 5), &
det(M —al) =0 a=1ou =5

Les valeurs propres de A sont donc 1 et 5.
b) Déterminons I’ensemble £ d :
! es vecteurs y telg que f(u) = q,
Soit u= [ y
z
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fu) =u
& Mu =u : ]
2 1 1 T T
e [ 232 v |=1|u
1 1 2 z z
20 +y+z .= T
= 204+ 3y+2z =y
z+y+ 22 Z:
z+y+z = 0 (1)
= 2 +2y+2z = C (2)
T+y+z = 0. (3)
1) = 3 x (2) = (3) donc le systéme se réduit & I'équation
x'{'y"i‘z_—o<=>2=—x—y

Donce (x’y’z) €L« (:c,y,z) = ($1y7 - - y) = (3370’_'3:) + (O:y1—y) = 113(1,0,—1) +
y(o) 17 —1) . )
D’ou £ = {2(1,0,-1) +y(0,1,-1)/z,y € R}.
3. u=(1,0,—-1),v=(0,1,-2) et w(1,1,1) dans la base B.
_a) Montrons que B’ = (u,v,w) est une base de R
Soit M, la matrice associée & la famille B’ dans la base B.

1 0 1
On a M, = 0 1 1
—1 -2 1
01
det(M;) = ’ ’ X ‘ — 4.

det(M) = 4 76 0 donc B= (u v, w) est une famille libre de R® et dim(R*) = 3 donc
B’ = (u,v,w) est une base de R®.

b) Exprimons f(u), f(v v) et f(w) en fonction de u,v et w.

= (1)03,—1)- .
2 11 1
flu)=Mu=| 2 3 2 = 0 | =u
11 2 —1
v=(0,1,-2). . .
( 2 11 0 -1
fw)=Mv=| 2 3 2 1 | = —1
\1 12 —2
Déterminons a, 3 et v tels que f(v) = au |_ B + yw.
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Jf(gj) = Qau -}-[31} —f-’th

Lom
Docs a portée de main
-1
; 0 1
1 — — -
o af 0)+p| 1]*+7|? —( 1)
—1 —2 1 —3

s s o f -1
& : +y | =] —1
—a—20+7 e

a-+y = -1 (1)
= B+ = -1 (2)
—a—28+y = —-3. (3)
(1) et (2) entraine que @ = —1 — et J = —1 — 7 donc (3) donne —(—1— ) _3(1 H
’y)+7——3©4fy——6‘d’oufy_~—etdonca—‘—-l-l- —etﬂ*——l‘*'*“" :
Onadoncf(v) sU+ v — Sw.
w=(1,1,1).

211 1 4
flw)=Mw=1| 2 3 2 =1 7].
112/ \1 4 )
B

Déterminons e, et v tels que f(w) = au + fv + yw.

fw) =au+ fv+~yw

(00

@+ 4
= ( B+ 7
—a—2847 4 :
(1)
(2)
(3)

oy = 4
= B+ =7
—a—20+v = 4,

(1) et (2) entraine que o = 4 — vyet B="7— 'ydonc( ) donne —(4 (7

~(4 =) —2(T— ) 4y =
44:)47—22douv——etdonca—4 ——%etﬂ:T_ézjé) ( M+
On a donc f(w) = —2u + 2 30+ Sw. - S

c) Déduisons la matrice D de [ dans la base B’ = (4.4
= (u.v.w). Le X ¢
f(w), f(v) et f(w) dans la base 3’ — (u,v,w) sont ; * coordonnées de

flw) = (1,0,0)
fw) = (3,%,-2) doncona
f(w) = (_g)gﬁlz_l)
1 1 -3 2
2 2 1 1 -3
_ i
S PR 1 I
0 -3 3 0 -3 11
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Partie I

(B s X'(t) — X(t) = (2t -+ 1)e".
a) Déterminons a et b tels que f(t) = (at® 4 bt)e! soit solution de (&)
J'(t) = (2at + b)e? + (at? + bt)et = (at? + (b+ 2a)t -+ b)e’.
I so]u‘lzion de (EY) < 7/(H) — f() = (2t + 1)t
& (at® + (b + 2a)t + b)e! — (at? + bt)et = (2t + 1)et
< (2at +b)et = (2t + 1)et,
Par indentification on a 20 = 2 et b= 1 et d’od b = 1 et b = 1. On a done f(t) =
(2 + t)et.
b) Reésolvons (E;).
La solution homogene est :Xi(t) = Ket, K eR.
La solution générale est danc ‘
L X® =X+ £) = Ket 4 (2 4 ) = (2 41+ K)e, KER
2. Reésolvons Véquation différenticlle Y'(t) - Y(2) = 2.

La solution homogene est : ¥,(t) = Ke!, K € R.

Cherchons la solution particuliére & I'aide de la méthode de la variation de la constante.

Soit Yp(t) = K(t)et une solution particuliére.

Y (t) = K'(t)et + K (t)et.

Yo (t) = Yp(t) = 2¢* & K'(t)e! + K(t)e! — K(t)et = 2¢*

& K'(t)e! = 2¢t < K'(t) = 2. Donc K(t) = 2t. On a donc Y,(t) = 2te’.

La solution générale est donc : ’

Y (t) = Ya(t) + Yo(t) = Ket + 2tet = (2t + K)eb, K eR.

X'(t) = X@®)+Y(@1) (1) ' X(0) =1
3.{(8):{ Y'(&) = Y()y+2zZ()4 (2)  avee 17(0) ]
’ Z'(t) = Z(t) (3) W £y = 1

a) Reésolvons (3). -
La solution générale de (3) est Z,(t) = Ke!, K e€R.

Or Z(0) =1 donc K =1et ona Zy(t) =€".

b) Déduisons la solution de (5).
D’aprés 3.a) on a (2) : YV'(t) =Y (t) = 2et.
Or d’aprés 2. la solution générale de cette équation est Y(t) = (2t + K)et.
Comme Y (0) = 1 alors on a K’ =1 et Y(t) = (2t + 1)e’. L’équation (1) devient donc
X'(t) - X(t) = (2t + 1)et.
Or d’aprés 1. la solution générale de cette équation est X (t) = (¢* +t + K)et.
Comme X (0) =1 alors K =1et X(t)=(t*+t+1)e.
' X(t)= (+t+1)e

La solution de (S) est donc Y(t) = (2t +1)e
’ Zu(t> = © et
Partie 11 |
B = (e1, ez, €3) base canonique de R3 et f un endomorphisme de R® dont la matrice dans la base
0 -1 -1
Best A=11 1 1

1 1 2
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s ) Calculer f(vl) avec vy = €1 ~ €3 . gl’o’ ) 1 ) Docs a port{/;e de main
0 -1 -1
0 =
v — A’Ul = 1 1 1 N =
o) SN ( ¥ |
re de
; donc f(v;) = v d’00 par définition vy est un vecteur prop f
1) =

or v, = 0
—1

associé & la valeur propre 1.
b) Montrer que B’ = (v, vz, vs\est une base de R®

avec v, = —ep et vz = ez — €3. S -
Les coordonnées de vy, ve et v3) dans la base B sont IS (1,0, ),
= (0,—1,0) et v3 = (0,1,-1). ,
La matrice M associée & B’ = (vy,v2,v3) dans la base Hicatiaans
' 1 0 0 \°
A M=| 0 -1 1
r -1 0 -1
116 libre de R3 d’ou B = (v V2, V3)
det(M) =1 % 0 donc B’ = (v;,vs,vs) est une famille libre D
est une base de R3. - :
2. Justifions que la matrice de f dans la base B’ est
/110
=1 0 1:1
0 01 -
(v2) = —f(e2). Or f(ex) = —e1+ex+ e3(deuxiéme colonne de la matrice A de f dans la
base -B) done f(vp) = € — e —e =1 +wvycar vy =€) —ez et vp = —eo
. f(vs) = fea) — f(ea).'Or f(es) = —e1 + ez + 2eg(troisiéme colonne de la matrice A de J
~ dans la base B) donc f(v;) = —e3 = vz + vs.
Les coordonnées de f(v1), f(vz) et f(v3) dans labase B’ = (v, vs,v3) sont f(v1) = (1,0,0), f(ve) =
110
(1,1,0) et f(v3) = (0,1,1) donc la matrice T de f dans la base B’ est T' = ( 011
0 01

3. a) Déterminons la matrice de passage P de B a B'.

1 0 O
P=M= 0 -1 1
-1 0 -1
b) Determinons P~
) 1 -1 -1 1 «0 0
com(P)=1 0 -1 0 |,com*(P)=| =1 —1 —1 | etcomme det(P) = 1 donc
0 -1 -1 -1 -0 -1
= com'(P) 1 —[1) 01
T odet(P) | . LT
(P) -1 -0 -1

¢) Vérifions que I"= P~'AP.
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298 0 =1 1 1. 2
0 -1 =1
= -2 -1 -2
-1 0, -1
. 0 —1.'-1 1 0 O
_ PlAP = | -2 -1 -2 0 -1 1
-1 0 -1 -1 0 -1
/110
= 011 )
0 01

/110
OrT=1 011 | donc P AP =T.
0 0 1/

T'(t) = —y(t) — 2(t) - z(0)
(S1): ¢ ¥(t) = a(t)+y@) +zt)—e avec § ¥(0)
C2() = s(t)+y(t) +22(t) 2(0)

(1).r- () «>- ()
1. Onpose U= | ) |, V=1| y@) | et B= —e
2(t) Z'(t) / 0

Vérifions que le systéme (S5;) s’écrit V = AU + B ou A est la matrice introduite
dans la Partie II. ‘

Iécriture matricielle de (S1) est

z'(t) 0 -1 -1 ) (rc(t) ) (0 )
yt) | =1 1 1 y@) | +1{ —¢ |-
( 2 (t) ) ( 11 2 / \=2)/ \O

0 —l —1
Done (3)) & V = AU+ Bavee A— | 1 1 1 ‘
1

Partie 111

=

ol
o

1 2

' X(t) '
2. X,YetZ désignent des fonctions réelles dérivables sur R. On pose W = ('Y(t) ) , Q=
z(t)
X'(t)
Y'(t)
Y'(¢)

a) Montrons que V=AU+B&Q=TW+ P'B.

V=AU +B& PV = PlAU + P7'B.

Or A= PTP,U=FWet Q=P 'V doncV = AU+ B &

Q= P-/(PTP)PW + P'B & Q =TW+ P-!B.

Doa V=AU +B & Q= TW + P~'B.
b) Déduisons que les fonctions X,Y et Z vérifient (S) de la Partie 1.

U =PWetV=PFQ.
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Q= TW + P —IB < 0 \ Docs a portée de main
X'(t) 110 }f(t) _i’ —E)l 1 k_et)
Y'(2) o L1 [ ¥ JFLT 5 1) \o
Z/(t) 0 0 1 (t)
X(t) + Yﬂ) (Q)
Y(t)+ 2 +1 e
(Z(t) ¢
X(6)+Y(t) )
( (L) + 2(t) + ¢
X'(t = Xt)+Y(t)
o w@:=yu+zm+é
Z'(t) = Z(t)

Donc X,Y et Z vérifient (S) de la Partie I.-
c) Déduisons z,y et z de (S;) vérifiant { (0)
z(t)

i

D’aprés 3. la solution gene1ale de (S) est :

{ X(2) (B +1+ Cp)et
Y(¢)
Z(t) Cse!
1 0 0 X ()
0. -1 1 Y (¢)
-1 0 -1/ \ Z(¥
.

(Zt + Cg)e
Comme U = PW alors on a
non (#2 1L+ L )\t
= 0 -1 1 (Qt + Cg)et
-1 0 —1 Cget

z(t)
y() | =
z(t) _
#+t+C)et
(=2t — Cy + Cy)et '
Cs)

I

(~2—t—Cy —
z(t) = (B +t+Cp)et

| & L ult) = (<2 -Gyt et
At) = (- -t-C - Cy)et

[l
(@]

z(0) 1 4] = 1 C, = 1
y((g) i Gyt = {0 = 1
= —C — = _
Donc on a o : Cs = 1
() = (@+i+1)
y(t) = —2te
Z'(t) = (~t2 —t_ Q)Bt
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Docs a portée de main

Bo = |eé
1,€2,e3) b :
( » ©2, 3) ase Callonlque de RS,'U] — 36] — 262 -+ €3, Uy = —ey +- e3 et Uz = el + €3 et f

" I'endomorphisme de R2 ¢
f('U]) = 2'LL]

¢fini par

f(u2) = uy +uy+ 2uy
f('Ll3) = —Usg +- 4'LL3

1. Montrons que B =

N

4.

L don. (u1,u2, 1) est une base de R3.

Oes coordonnées de uy,up et uz dans la base By = (ey,e,e3) sont : uy = (3,-2,1),u2 =
(0,-1,1) et w3 = (1,0,1). Soit M la matrice associée & B = (u;,us,us) dans la base
By = (e1, ez, e3), on a

[ 3 0 1
M=) -2 -1 0
\ 11
det(M) = —4 # 0 done B = (u1,us2,us) est une famille libre de R® par conséquent B =

(11, u2,u3) est base de R3.

. Déterminons la matrice A de f dans la base B = (u1, u2, u3)-

Les coordonnées de f(u,), f(u2) et f(uz) dans la base B = (uy, uz, ug) sont

) T oo
flus) = (1,1,2)
flus) = (0,—-1,4)

21 0
donc A = 01 —1
0 2 4 |
Déterminons le noyau N(f) et 'image /(f) de f dans la base B = (u1,uz, u3)-
21 0
A= 01 -1 ]. .
0 2 4 o :
det(A) = 2 % ;1 l = 12 = 0 donc f est un automorphisme de R3.
Par conséquent N(f) = {(0,0,0)} et I(f) = IR3.
1 0 1 10 ' 010
ose P = 0 1 1 J=1020|,E=1000 et
one 0 -1 -2 0 0 3 000
. 200
00 3

a) Verifions que 'inverse de P est P! = 2 1 et que

0 -1 -1

4 = PJP ' Montrons que P~'P = I(I mairice unité d'ordre 3).

1 1 1 1 0 1 100
prip=|0 2 1 01 1 |={010

0 -1 -1 0 -1 -2 0 01
pP-1p = I(matrice unité d’ordre 3) donc par définition

1 1 1

p-l=|0 2 1 est la matrice inverse de la matrice P.

0 -1 -1
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Bk 1 3\ +Fomesout
PJ _ é fl) ; 0 9 0 ) _ O 2 3 Docs a portée de main
0 -1 -2/ \00° 0—22_610
2 1 3 11 ?ll o1 -1} |
pPjpl'=|0 2 3 0 2 o | |
0 —2 —6 0 -1 -1
21 0 B
OrA=| 0 1 —1 |-doncA=PJP
0 2 4 ,
Montrons par réccurence sur n que A" = PJt P
Pour n=1on adaprésa) A= PJIP. _ pyrip-l,

1
SUPPOSOHS que A™ = PJ"P~! et montrons que ATF

AT = A" Or A" = PP P et A= PP
done A" = Pjnp-1pJp-1 = PJrx JP1 = PJ"TF

Donc A™ = PJ"P~! pour tout entier n.
Calculons £2.

010 010 0 0 0
E=1000 000 )}=]1000
, 0 00 0 00 ~\0 00
Vérifions que J =D + E.
2 1 0 2 0 010
0 20 020 1]+]00020 )
0 0 3 0 0 3 000
220 019
OrD=|0 20 |eeE=| 0 0 0 | dohcJ D+FE
0 0 3 0 00
:E* Wn > 1(o CF est le coefficient du Bindme

On admet que J Zk N 0.4 0 s

de Newton).
Montrer que J* = D" +nD" ' E.

— i G,,;iDn_kEk

k=0
or d’aprés c)EF = 0 pour k£ > 2 donc
no_ = R
J* = > CFD"*E ‘
T l:=0
= C'D"E°+ CoD" 'E'+ C2D"2E* 4+ ... 4 (O DI i
= C,D"E°+C.D"'E' car E’=FE’=...=[E"=

D' +nD"'E car E°=1,C'=1,Cl=n
= D"+nD"'E car DI = D"

I

En déduisons l’expl ession explicite de J™ en fonction de n.
200 2" 0 0

D=| 0 2 0 | donc D" = 0 2 0
0 0 3 0 0 3
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Ca SOREr~a .

" i 2"_1 Docs a portée de main
et .Dn—] = ( 0 271,0—1 8 )

0 0 3n-1

' gn=l. fg . 0 0
TLD"_IE = n 0 211—1 0 0
( 0 »0: 3n ) ( 0
0 n2"=' 0
= | 0 -0 0}
0 0 0

J" = D4 nD"'E
2" 0 0\ [/ 0 non!

0
= o2 0 |+(0 0 0
0 0 3 0 0 O

gn gon—t 0

- | 0o 20 o0
0 0 3"
Tn = —4%np 1 — 2y, | - In
5 (8):< ¥n = —2y,_1+2z,; etonpose X,= | ¥n
Zn = —4yn_y — 8z Zn

a) Montrons que (S) équivaut & MX,_; = X, o M = —2A.
L’écriture matricielle de (S) donne '

Tn —4 =2 0 : Tpn-1
(.C:) = U — n -2 2 U,
Zn ) 0 —4 -8 \ Zn—1
' 2 1 0 Tn-—1
= —21 01 -1 Yn—1
0 2 4 Zn—1
- Tp-1 2 1 0
= —2A| Yn-1 | car A=101 -1
Zn—1 0 24

Done MXn_1 = Xn
b) Exprimons Xn en fonction de A,n et Xo. - '
X, = M"Xoor M = —2A denc X, = (—2)" A" Xo.
1

¢) Déduisons la solution de (S) avec Xpg= | 0
1

Calculons A" = PJrP1,
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1 0 1 gn p2rl 0 < Fomesoutra
[ (0 ) 1 ) ( 0 an On Docs a portée de main
0 -1 -2 0. 0 3
on pon! 3"
= | o 2 3"
( 0o —2¢ —2x3

o n2"! 3" 11
PJ" P = ( o 2» 3 N

0 —on _2%x 3" 0 —1 -1

o (n+1)2n—3" 2"+ n2"t = 3"\
_ 70 2n+l_ —an AR 3n ) !
ol gx gt —27+2x3"

0
On a donc
Xn = (-2)"A"Xo
/2" (n41)2" 3" 2%+ n2n-1 —3" 1
= (=2*[ .0 oP-3" " —3" o5
0 _2n+1_|_2x311 _2n__|_2><3n 1
252" 4 g1 - 3
= (-oy | -
——2“ +2%x 3"
Ty = (_2)11[211—1—1 + 211—@1 _ 311.]
D’ou la solution de (S) est : ¢ yn = (=2)"[2" — 3"]
zn = (=2)"[-2"+2 x 3"
EXERCICE 6
Partie I
. a ¢ b
E={M@bd=|ba c|/abece R}
c b a

1. Montrons que E est un espace vectoriel sur R.
Comme E est une partie de I’espace vectoriel M3(R) donc il suffit de montrer que E est in
sous-espace vectoriel de M3(R).

000
() | 000 |€F(a=0b=0,c=0)doncE #0. ‘
0 0 O
(ee) V a,0 € R . M(ayhy.e;). M(aa.hy.cp) € F.
Ona:
aM (a1,b1,¢1) + BM (G, by, c))
ay ¢ b ag Cy
= afl b oa o |+81] b az
€1 bl ay Co 2

aay + ﬁ(l,z ocy -+ ﬂCQ Clb] S Bbz
= ab1 + ﬁbg aa) 4 ﬁCLg ac; + ,BCQ
acy+ fey  ab; + Bb, aay + (ag

— M(aa1+ﬂa2,abl+,8b2,oc1+,Bcz c k.
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Donc E Yy TT—————
st stable par combinaison Lin3aires. s Fomesou Lom i

(6) et (00) = E SR SOUCrR .
~ est un sous- : o Docs & porté i
vectoriel sur R, us-espace vectoriel de M (IR) Par conséqueLy 1s Sos wi opm=

2. Montr
ontrons que § = (I,J,K) est une base de E.

a c b
V M -
(@bde)={ b a ¢ |ecE ona |
c 0 Qa
a c b
A’[((’l,b,C) = (b a ¢
c b a
a 0 0 00 b [0 ¢ 0\
= 0 a 0)+] b0O0]}+{00cC
0 0 a 0 b 0 c 00 .
1 00 0 0 1 010
= al 010 |+b{ 100 ]}+c{ 001
0 0 1 010 ‘A1 00
. 1 00
= al+bJ+cK car I=1010 |,
. 0 01
- 00 1 010
J = 100 e K=[001].
010 1 00
Donc 8 = (I, J, K) est une famille génératrice de E. .
a ¢ b\ 0 00 a=10
V a,bceR,al +bJ+cK=0% bacl|={000]<« b=0
’ c b a 00O c=0

Done 3 = (I..J. K) cst unc famille Tibre de F.
Comme [ = (I, J, K) est une génératrice et libre de £ donc
8= (I,J, K) est une base de E.
Partie Il .
vV AeE, f(A)=24 — AL
1. a) Montrons que f est une application linéaire.
V a,feRY ADB € F,ona:

f(a'/H—ﬁB) = 2(aA+ﬁB)-:—(@A+5B)t
_  9aA+28B-—ad - BB
a(24 - AY + B(2B - BY)

= af(A)+Bf(B) :
car  f(A)=2A- A" f(B)=2B - B

Donc f est une application linéaire.

b) Montrons que f est un endomorphisme de £.
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) i - sFomesou

oM (a,b,c) — M(a, b, c)t

M(a,b;c)) =
FGo ) = Mo - MEbT
_ [ 9% 2a 2 |—| cab
oh 2a h o a

2

2b—c a 2c—0b
2c—b 2b—c a
_ M(a,2b—c,2c—b) EE
(a,b,c) € B, f[M(a,, c)] € E alors par

( a 2c—b 2b—c

Comme f est une application linéaire et VM
définition f est un endomorphisme de E.

c) Déterminons le noyau et I’image de f

M(abc)EAer(f)@f[M(abc]-—i\/[(O 0,0)
a 2c—b 2b—c ) 0 00
26—¢ a 2e—5b | = 0 0O
2c—b 20—c - a 0 0 90
< a=0, 2c-=b—02b—c_
<a=0,b=0,c=0. , -

00 0\
Don_cker(f):{ 00 0 }

000

n

ker(f) =0z et f est un endomorphisme de E donc f est un automorphisme de E et

par conséquent Im(f) == F
a) Exprimons f(I), f(J) et f(K) en fonction de I,J et K.
D’apreés la question 1.b) on a

2c—b 2b—c a
= al+(20—c)J + (2¢c - b) K.

I'=M(1,0,0) donc f(I) =

J = M(0,1,0) donc f(J) = M(0,2 0,0 — 1) = 2J — K.

K =M(0,0,1) donc f(K) = M(0,0—1,2) = —J + 2K.

+ b) Déduisons la matrice Q de f dans la base B=(I,J,K).
Coomme f(I) = I,f(J) = 2J — K et T = — ] a5 Jor
1c les coord
F(), f(J) et f(X) dans la base 8 = (I, J, K) sont f(I) = (1,0 ,0), £(J) :T( Onniels)ii
1 0 ) )

| a 2c—b 2b—c
f(M(a,b,c)) = 2b—c a 2c—b = M(a,2b — c,2c —b)

0
f(K) = (0,-1,2). Par conséquent la matrice Q=10 2 3
’ 0 -1 2
c) Déterminons les valeurs propres de Q.
I-A 0 0
Soit A€ R.ona @ — AT = (A >_‘,
0 -1 .

o 2—-2 -1
det(Q — M) = (1—-2) -1 2-) ‘(1*)\)[( A)?—1]
=(1-=X)%3-A).
det(Q = M) =04 A=100X =3 Les valeurs Propres de @ sont, donc 1 ¢f 5
56 3.

nn
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d) ?fetermmons les sous-espaces propres de Q. PR el
@(;}lz;‘c()zg N f(M((‘l,, b, C)) = 1\4(0') b, C)
Par ides; ~¢)J + (2c— b)K = al +bJ + cK.
ar 1dentification on a 2b —c=b et 2c— b= ¢ <> b= c. On a donc

a b b
E, = {M(n.h.h): h a b /rr.hFTR}

b b a
= {aI+b(J+K)/a,beIR}

s Fomesoutra.com {

M(a,b,c) ¢ Ey f(M(a,b,c)) = 3M(a, b, c)

= aI+(2b_C)J+(20“b)K — 3a]4-3bJ+3cK. Par indetification on a 3a = a,2b—c = 30

et 2c—b=3c<a=0etc= b | ¢
On a donc '

| 0 —b b
By = {M(o,-b,_b): b 0 —b /a,beR}
\=p b o0

- {b(J _K)/be R}

e) Justifions que f est diagonalisable.
B1 = (I,J + K) est une base de E, donc dim(E,) =2 .
P2 = (J — K) est une base de E5 donc dim(Es3) = 1.
dim(Ey) + dim(E3) = 2+ 1 = 3 = dim(E) donc f est diagonalisable.

3. Montrons que f(J+ K)=J+ K et f(J — K) =3(J - K).
Comme [ est une application linéaire donc on a

fFI+K) = f(I)+f(K)
= 2J-K-J+2K=J+K
car f(J)=2J—-K, f(K)=—-J+2K

fU-K) = fU)-f(K)
2] — K +J = 2K =3(J - K).

4, a) f(I) _ JdoncV neNtf(I)=1I
f(J—i-K):Jﬁ-K doncV neN fM(J+K)=J+K. X
f(J—K)=3(J - K) dencV neN, f7(J - K)=3(J - K).

On en déduit que
)+ ) =d K e M) - fUE) =3 - K).

En additionant membre 3 membre les deux égalités on obtient

3" 41 1-3"

M) = SR e
. A i
JU(N) - R \

2t orini atrice Q" de f* dans la base = (I, J, K).
b) Déterminons la ma g‘ﬂ PRy

n(1) =1, f"(J) =7~ 2
(f:,?(l}lle)]e___flﬁé_’)‘J + J—%Bil( done les coordonnées de f*(I), f*(J) et f*(K) dans la base
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3"+1 I—'ﬂ t n I{ : cR Svalra . ‘:

B = (1,7, ) sont (1) = (1,0,0), /() = (0,55, 157) et I Doos 5 porise de main |

par conséquent ‘

. 1 0 0 )

arp1 1=3n |
Q - ( 8 1_23n 3"%#1
2 2 X
EXERCICE 7 |
1 11 .
B = (e, €3, €3) base canonique de R?, f un endomorphisme de R® de matrice A= (1) ? ;

1 00
et 7 = 010 ].
0 0 1

1. a) Montrons que f est un automorphisme de R®.

1 11
A= 0 2 1 ) etdet(A) =063 0donc f cst bijectif et comme f est un endomor-
-1 1 3
phisme de R® alors f est un automorphisme de R3.
b) Déterminons le vecteur 1 € R® tel que f(u) = —2e; + e3.
Soit u = ey + ye, + zes tel que f(u) = —2e; + e3
1 11 T —2
Aas 0 21 v | = 0
z —}\— Yy+z = -2 z = —2y
& 2Zy+z = 0 <« T—y = —2
—z+y+3z = 1 —z—35y = 1
z = =2y ‘ = ——:1;
& y = § eSy= 1
—z—5y = 1 z = —4
Donc u = —4fer + ez — Les.
c) W= —e; + ey est-il un élément. du novan de f7?

Comme f est un automorphisme de R3 donc ker(f) ={(0,0,0)}. Or W = (—1,1,0) #.
(0,0,0) donc W n’est pas un élément du noyau de f. , ,

2. F = {u e R®/f(u) = —u}.
a) Montrons que F est un sous-espace vectoriel de R3,

F CR3.
Comme f est endomorphisme de R?® donc -

f{0,0,0) = (0,0,0) = —(0,0,0).

D’ou (0,0,0) € F. Par conséquent F = 0,

Soient a, 8 € R,u,v € F.
Comme f est une application linéaire done

flou+pv) = af(v) + Bf(v) = —au — v = —(qu + fv) car f(u) = —u et f(v) = —v

d'ou au+ fPv € F.
Par conséquent F' est stable par combinaison linéaire. F est done un sous-espace vec
- V -

toriel de R3.

71
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b) Déterminons la dimension de F. SRl AR
1 11 T T
u=(2,v,2) € F & f(u) = —u & 0.2 1 (y>=—(y)
-1 1 3 z z
Ttyt+z = —z z = —3y
= 2Y+z = —y & 2r—-2y = O
—t+y+3z = —z —z—1ly = 0
o= 0
A y = 0
T =0

On a donc F' = {(0,0,0)} et dim(F) = 0.
3. a) Déterminons les valeurs propres de A.

| 1-X 1 1
-1 1 3—A

det(A - Al = (3 — AL = A)(2 =)
Les valeurs propres de A sont donc 1,2 et 3.
Déterminons les. sous-espaces vectoriels propres.

, 0
w=(z,y,2) €y o (A-Du=| 0
; 0
011 x 0
& 0 11 y | =1 0"
-1 1 2 Z \ 0
y+z = 0 o
& y+z = 0 @{é _
—z4+y+2z = 0 - Y
U= (fC,y,Z) € b < u= (—y)yv—y) = y(_lalw__l)
donc E; = {y(-1,1,-1)/y e R}.
0
u=(z,y,z) EEBr & (A=-2Nu=1| 0
0
-1 1 1 T 0
= 0 01 y | =120
-1 1 1 z 0
—z+y+z = 0 i 0
= 2z = ) @{; B
—z+y+2 = 0 - Y

u=(z,y,2) € B2 & u=(y,,0) =y(1,1,0)
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donc E; = {y(l,l,O)/yER}- 0
' 0

_ u:(x,y,z)EEi’@(A*M)uz(O

(3 8()-()

T
4
2%
— +Z=0 =
{2m+y O#b{:/'
0
\

) oo

—y+tz = =Y

o
—n-+Uy

u=(z,9,2) E B3 & u= (v, 4, Y) =7 1,1,1)
donc E3 = {y(1,1,1)/y € R}.

b) Justifions que A est diagonalisable. on
La matrice A est carrée d’ordre 3 et admet 3 valeurs PIol

diagonalisable.

res distinctes donc A est

. Cest la

oo -
o N D
wW O D

La matrice diagonale D semblable & la matrice A est D

. ' — et
matrice de f dans la base B’ = (Wi, Va, V3) (ol i = (‘“1711_1)’% (1’1’0)
V3 =(1,1,1)) des vecteurs PIopres.

[ G S T

. -1 1
La matrice de passage de B & B est P = 1 1
1 0

4. a) Calculons A12
D’aprés la formule de changement de bases on a A2 = PD2pP~1,

1 0 0\ 1 -1 0
Ol-D“:(o Di2 = etP—1=—%(—2 0o 2

6 o 3% \ 1 —1 0

-1 1 1 1 0 0 —=il 212 3'_12
Donc on a PD™? = 111 0. 212 o — 1 912 g2
-1 0 1 0 0 31 -1 0o 3w

—1 212 . 312 1 -1 0

pPD¥2p-1 =A—% I taale —2 0 2

-1 0 3 1 -1 0

—1 =913 4-312 71— 312 913
' -1 1 — 288 4 312 —1—32 913 — g

2 ;
-1432 1-32 ¢

b) Justifions que A2 est inversible et donnon
s le déterm
det(Ale) [det(A)]lz Or det(A) = 6 donc det(A'2) = 612 Ol.‘g;mt je son inverse.
det[(A?)~1] = m =1L nc est inversible.

1. a) La matrice associée ay systeme (S) est M = Z _01 i
det(M) = , b g o
s b 1|~ ~° _C‘I'a‘b:a‘l‘b—c et, l 0

rang de (5) est égale 4 2 ou 37 9 l = 1 donc ie
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b) Prouvons que rang(Sy =

- osi-ct seulement: si-¢=a-+ b [Foe!,e{goﬁl!
det(!\(f) =0& ¢ +-b—c=0 < c=a- bet comme le mineur 1 2 lDocs a portée de main
rang(S) = 2 sj et seulement si ¢ = a - b.

2. a) Calculons f(1,3,1).
2 -1 1
La matrice de fest A = -1 0 1
1 -1 2
2 -1 1 1 0
fA,3,1)={ -1 0 1 }{{3)=1|0}).
1 -1 2 1 0
b. Déduisons de ce qui précéde Im(f) ct ker(f)-
Pour f onaa = 92 ,b=—-1letc¢c=1 Commec=at b donc rang(f) = 2 et par
conséquent
Im(f)  {a( 1,00 1) b(1, 1,25, b e

qui est le plan vectoriel engendré par les vecteur (~1,0,—1) et (1,1,2).
dim(ker(f)) = dim(R%) — dim(Im(f))=3-2=1. .
Comme dim(ker(f)) =1 et f(1,3,1) = (0,0,0) donc
ker(f) = {a(1,3,1)/a € R}
qui est la droite vectoriel engendré par le vecteur (1,3, 1).
3.a=3,b=2¢t =1 ’
a) Déterminons la matrice A de f et vér ifions que & = P—
f(=2,3,00 =. (3,2,1) - (3 5 1)
 f(1,0,1) = (-1,0,-1) =A=}{2 0 1.
f(2,-2,00 = (1,1,2) 1.-1 2

-1 1 0 010
Q= 1 0 0>etP:(110 ;
1 =1 1} 1 01
010 -1 1 0 100
PQ=1|110 1 0 0)=|010|=I
101" 1 -1 1 001

1 00
J = Q 2 1 . .
00 2 |
010 1 00 0 2 1
1 O 1 00 2 1 0 2 y
~1 1 0Y 3 — , .
p-1 ? f2> Ill 1 0 0 |= (2 0 1 |=AdoncPJP'=A
pIip-t= 2 .
Iz
_ scolvons le systéme différ entle ’ .
c) Rei?(t\)o; b 3r(t) _ (1) + 2 n'(t) 3 -1 11 r((i))
{ T = t)J a(t e Yy )= i 01 ) %(t)
S(t) = :L(i) — y(t) z (t) i
\ a,(t)
— AX avec X = y(t)
On a donc X' 2(1)
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e mveie Or A= PJP-Y donc ook B porces 4 main
! | X = PIPTX&
. e i
p-lx' = JP a ()
. O Iy = L .
! : posons Y = [P A ( igii
t)
| /(1) 100 (a( |
’ = 0 2 1 ﬂ(t)
Ona <§'8> (o 0 2) ¥(t) _
. ()= = o) (1)
o g = 28+ (2)
V) = 2t (3)

(1) = O!(t) = C’le‘ et (3) = ’)’(t) = Cgczt. .
(2) devient f'(t) = 26(t) 4 Cse®. La solution homogéne est

Br(t) = o

- Cherchons une solution particuliére & l’aide de la variation de la constance. Soit
By(t) = g(t)e* la solution particuliére. |

By(t) = g'(t)e* + 2g(t)e. 2t
Bo(t) = 2B,(t) = Cse® & g/ (£)e? = Cye? « ¢/(t) = Cs < g(t) = Cat = B,(t) = Cste®.
Donc on a f(t) = Cye? + Cyte? = (Cy + Cst)e?.

n'(f) = Clpt’
Onadonc ¢ B(t) = (Cp+ Cat)e
() = Cae®
" z(t) (0 10\ C, et
Y=P'X&e X=py =3 y(t) — 1 10 (Cz + C3t)€2t
( 2z(t) ) ( 101 ) ( Cse? )
{t) = = (Cy + Cst)e?
< y(t) = C‘let + (Cg 4- O3t)62t
{ 2(t) = Cret 4 Cye?

SERIES DE FOURIER ET SERIES N UMERIQUES.

EXERCICE 1

g [}
[ est 2m-périodique, définie par

i+ -1
ft) =2 26 Yt € [—m; 7).

1. Représentons f sur [=7; 7).
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CR SPULra .
Docs a portée de main

\

d \\\

F -
[1
25 12 P 124 as
a) Calculons qy.
1 o«
G0 = 57 J_, f(t)dt =1 [ f(t)dt car f est paire. |
. by —-Ln_e.-”’[ﬂ—*"
0= gl e =

b) Calculons I,,.

y. (et + e—t)e‘intdt

— / e(l+in)t +e—(l—in)tdt

—m
(1+in)t —(1=in)t
e e -

I

Il

l+in 1—in "
e(1+in)7r _e—(l—in)n e—(l—i—in)rr e(l—’in)vr

. ~ + .
1 +1in 1—1n 14+1n 1—1n
eTf e—'rr i eﬂ' e—-ﬂ
]+e [1—in 1+in]
. 1 1 . :
= _ ni,m _ ,—7 _ car —wnmw _ 'mTr: _1 n
(U — e F 7o) o == (D)
2(—1)"(e" — ™)
. I, = . 21 . .

ina
= € ; ;
[1 +in  1—1n

N
Déduisons-en a, et bn.

1 T et - B_t int
] = — ————€ dt
an + an - / 9

—, -

_ 1 ! ot et gt — LI — (—']‘)ﬂ(e77 — e—ﬂ)
== r”(e e "e™dt on i T
(-1) " — )
= t =0
donc a,-1 T2 1) e =0

¢) Veérifions que f est 2 fois dérivable sur [—;7|.

Les fonctions £ % ot t — € sont 2 fois dérivable sur [—m;n]. Donc f est 2 fois

dérivable sur [—r; ). N
f vérifie donc les conditions de Dirichlet.

2

70
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3.V teR, f( ) ao + L4 oo(a cos nt + b 510 nt) Doos & partee de mein
; - - - -—er e . —-7r
ll 2) e —e " _ (":l)n(eqr —e") et b0, =0
ag = o »yOn 7r(n2 -+ 1)

Donc

I~ n
¢ ek (1) cos nt]
= =t
N [2 T; n?+1
b) On pose t =, on a f{r) = £~ = et [1 4 anl n2 cos nm).
Or cosnm = (—1)" donc

& 67-,- + 6_71- e7r . 6_7'. 1 +o0 1 4-00 . 1 E _71_- 67].' + e—"l’ B l'
- ["_{_Z ol etz 241 2\er—e " 2

2 d 2 n=1 n®+1 n=1 n

4. On pose = [™ f2(t)dt = a2 + 37 2atba an+b
a)

W\-fz(t)dt = Q/sz(t-’)dt car f? paire

m Zt -2t
_ 2/ +e +2dt
0

]. i ezﬂ- — 6—27( 1
D Sl 2 _ & - .2
onc o J/_”f (t)dt 4

b) D’aprés la formule de Parseval, on a

(n? +1)2
Nl (e R
— (77,2 + 1)2 er — - 4 . 1] = _2_
On a +Z°° “1_ — R 1 |
S Gl SV 1 ; (n?2+1)
donc -1 _ ( T \? et et .
ag (1) e" — 6““> | am H+ 5
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EXERCICE 2 : + Fomesout

Docs a portée de main

f cst 27-périodi A ~
quey dEﬁn &) 2 asY b al s &
. ie par f(2)=e*,V z € [-mm|et f(r) =c. :

a) Dét i
) L mmo“* An en fonctinn de shn) = £=t—"

ap = = . . ' x
0= 5z JO, flz)dr = L 7 etdy = £ [e*)1, = S5 ~. Donc

sh(r)

1
\
. ¥
" \
$
{
|
i

ag =

b) Pour n > 1, ), =a, + b

[
MOI}\,I ons que ’\n. - 1 f1r
™

" ) " ete™dy = 1t ez o,
ommea, = L [T o
n= [ e*cosnzdz et b, = 1] e*sin m.dz: on a donc

. o[
An = ap+ib, = —/ e*(cosnz + isinnz)dr
TS _
1 [7 . )
= / cFe™y  car cosng -+ isINNT = e
S —Tr
™
= ;‘r_/ e(l-i—rn):rdx
o \
c) Déduisons-en que
N — 2(—1)"sh(m)
Ak { B . .
(1 +in)
T 1+in)z
)‘n — _1_/ e(1+in).—cd$ _ }_[6( 7.1?)1 ]71"
L — S S U o 7
‘-_ _l[e(l'i'in)” e e_(l_Hn)ﬂ'] . 1 [67" X e'i717f _ e—'il' X e—‘i,‘n.‘lf
T 1+4+1in R 141n ]
(—1)" e" —e™”" o .
= - car (LY p— ST n
i [1—|-1.n] o € (=1)

2(—1)" e"—e" 2(—1)"sh()
A1+ 2 - w(l+in)

d) Déterminons Re(An) b Im(An).

2(—1)"sh(m)
7(1+1in)

B 2(—1)"sh(m) ( 1 > _2(=1)"sh(m) (1—in
= T 1+in/ T 1+n2/)
2(—1)"sh(m) ot Tm(A) = —2n(—1)"sh(m)

3 —_—
/\'11 -

Donc Re(M\,) =

irkd €41 rne)
) Dedulsons -en G, et bn.
e o doncon s = Fe(h) = 25 b, = () = AR

a) Donnons la série de Fourier de b
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n — a
2=1)"sh(n) %L%‘i’ll et w= —; — 1 donc on fﬁ’!!!ﬁ?,g}!, TA com

Comime a, =

W’ Docs a portée de main
+00
Si(z) = a0+ Z(a cos Wz + by S0 wr)
. n=1
= on(—1)"sh(r) )
sh(m 2(—1)"sh(m) y —
- 7(r : +Z( m(1+ n?) cos 72 7(1+ n?)

n=1

+o0 n
sh(m) = 2sh(m) (=1)" cosng — NsinNT).
T + Z(l + n? ( :

n=1

elle pour tout t.
it convergence onctuelle p
b) choisissons a pour qu’il ait g P t & droite en —7 car f

f est dérivable sur | —,m[. [ est dérivable a gauche en 7 © e f soit dérivable &
coincide avec une fonction dérivable sur R. Déter minons « pour qu

droite en 7.
Comme [ est 27-périodique alors on a :
) T) — | ~ f(z—2m) = fm)
L@ fle—2m)
z—t r—m z—rt T —TT
A e:z:—27r —a
= lim
g—nt T —T
eX T — .
— Jim ——— enposant X =2 —7.
) z—0+t .

—

Posons g(X) =eX ™ —a,sig(0)=0alorsa=¢
On a dans ce cas

lim M = lim M =4'(0)=e"".
z—rt T—T z—0t X

Pour @ = e~™, [ est dérivable & droite en 7 donc il y a convergence ponctuelle pour

tout réel z.

+

sh(r) | 2sh(r )\—"‘i(( 1)
[_.a

i ) 1 i

~(cosnx — nsinna).

V ze|-mma]flz) =

3

+

sh(m 251?, 7T =

-~
—

=
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EXERCICE 3

s Fomesoutra.con

CR SPUER .

2 . 5 1 Docs a portée de main
e signal pair, 1-périodique, défini par e(t) = 1 si 0<t< 1 s e
e(t) = 0 si T<t<;
1. représentons e sur [_2,2]_
) |~=l
= T T
. l !
o bs |y !
el 4 pu | |_____L__‘
]

-~

-l

: 4 i ériode.
2. Calculons la valeur moyenne et ’énergie du signal e sur une pel

Par définition de e on a

.
1 2 —
a = = | e(t)dt
:_1‘_
2
2
= / e(t)dt car T=1
_:_1_ 5
% 1 ltl— L
— \/:—1 at = 5
E]
L’énergic £ du signal e est :
1 (7, I
E = = e (t)dt = e’ (t)dt car T =1
T 2
i 1
" . = /:l 1dt = Tz“ \

Fl
3 Calculons les coefficients de Fourier de e.
-~ Comme le signal e est pair alors on

I
4 2

/ e(1) cos nwtdt
T Jo

)

% anmtdt =
4 cos 2nmidt = 3
0

4

(n

wl=

0
Donc

™

a pour tout n € N*,

e(t) cos 2nmtdt  car

b, =0cet

T"—‘l,u):?,'/r

1
[sin 2nart]g .

s m
— Sl — L.

2
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’Iil“ 7 — Q’: -+ 1 N eR SOUlrea . \
riiNe Docs a portée de main

. 1 2
= 0 par confre S17 est IR

3 k
_EL:Q’:— car sin—(2k+1)= (=1
A2kt1 = 7(2k + 1) 2

Si » est pair, n = 2k on a M,

4 Déterminons la série de Fourier de e.

k
2(71) cos 2m(2k + 1)t
m(2k+1)

+o0
+o0 1
ao + ZGZI:+1 cos 2m(2k + 1)t = 2 i r;go

Se(t) =
k=0 -
+ noint de discontinuité, c’est
S,(t) = e(t) en tout point ol e est continu et Se(t) = 5 en tout point
a dire %, 3 etc... )
, 3 : i n allant de 0 a 6.
5. Calculons les valeurs numériques des coefficients an polir S 107 b ng—
apg=0,5;a; = f_— = 0,636;ay = 0;a3 = _;_”.2 = =0,212%a4 =005 =5; =0, -0
. . n allant de
6. On note E, I’énergie de ’harmonique de rang 7. Calculons E, pour
1a6. . \
En=%'k—92£carbn=0. } . . :
= o ; §%=0,022;E4=—2‘1=0;E5:‘21=§,;7%

0,202, By = 2 =0; B3 = 3 =

7. L’énergie du signal e est £ = 0.5 et a3 = 0, 25.
0.6FE=0,6%0,5=0,3¢t 0.25+ E; = 0,452 donc le fondamental suffit.

0,9F = 0,9 x 0,5 = 0,45, le fondamental est encore suffisant.
0,95F = 0,475 et 0,25+ E; + F5 + E5 = 0,481, le fondamental et les harmoniques de rang

3 et 5 suffiront.
EXERCICE 4

V n>1;J= [ t(r —t)cos(2nt)dt. Calculons J & I’aide de deux intégrations par

parties .
Posons u = t(m — t) = u' = 7 — 2t et v’ = cos(2nt) = v = = sin(2nt). On a donc

_2——

»
n

1 ) 1 /"
T %[t(w — t) sin(2nt)]T — o /0 (m — 2t) sin{2nt)dt

1 m

5 /. (m — 2t) sin(2nt)dt

Posons w =7 — 2t = v/ = -2 et v = sin(2nt)'= v = —5-cos(2nt). On a.

o ] L
U —4—n2[(2t — ) cos(2nt)]§ + 571—2/0 cos(2nt)dt
— _.i 1 1 ™ 4
o + i [sin(2nt)]T = ~onE

2. u est une fonction paire, m-periodique définie par,
u(t)=t(r—t) si te [0, 7.
a) Courbe de u sur [~2m, 27].

Scanné avec CamScanner



eR SOUlrea .
Docs a portée de main

= N

b) Vérifions que u satisfait anx conditions de Dirichlet.

u est T-périodique, u est dérivable et continue sauf en t = km,k € Z ot elle admet des
limites finies & gauche et a droite w/(0%) = 7,4/(07) = —p,d (rt) =met W(nT) =~
les conditions de Dirichlet sont vérifides. .

c) Calculons les coefficients.de Fourier de u.
Comme u est pair donc b, = 0. |

ag

Pour tout t € R,

. justifier ]

1/ ' 1m, 1 1% wd,
e t _ :___2___37r:___________
W/o (m —t)dt 7r[215 3t 15 ﬁ[g 3]
1 ™ 2 ™
= | t(r —t)cos(nwt)dt == [ t(m— t) cos(2nt)dt car w =2
™ Jo T Jo
2 1
) 5 S
il TP
“+co 7_[_2 +00 1
u(t) = ap + L a, cos(2nt) = 5 ; " cos(2nt)
n=1 =

a convergence des séries numériques de terme général .

1 (__1)“~ _1-
n2’ n2 'nt

Les séries de termes générales

1 1
— ¢t —
n2 n4

sont des séries de Riemann convergentes car 2 > 1 et 4 > 1. La série de terme général

(

~ En utilisan

1nO01s -

1"
-

n=1 n?

et

: 2 et C1 AT, S W
est une série alternee convel gente car - est décroissante et lim =7 = 0.

t le développement en série de Fourier pour t = 0 et t = 5, détermi-

A

Zun=1 n?
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SEFRORNYS | grboo- i e p(=1) donc ™ 7 '
( =% Foo et a(ty=t(m ) +oo i< 1 sFomesoutra.con

eaR SOulra

—_— & E : n Docs a portée de main

u(0) = r /n n=1 oo 1
n= 2 7[2 ( )
T _ — cos(nm
(D= i s cos(2n) € 7 = Z e
2 6 7!“—-1 n
2 n
) ™ car cos(nm) = (-1

<=>Z = o5

n=1

5. Calculons la valeur efficace u. de e

n T 1 2.2 _ ont® +t)dt
u = }_ uzdt—"l/ tz(ﬂ‘t')2dt:;A (@ I )
) mJo A 4 71.4 7'(4 7r4
17r23 271'4 51r:_73-_____.__|__4—:—-—"
= gttt +etlh=3 7375 30
D@ncue;-\/?%
g Lio, 24 24 424 g2
P E— a0+§(a’1+a2+a3+a4 5
a1 1 11y 3046
= — + +__— - %
55 Tt E +9 162 252

o 1
6. En utilisant la formule de Parseval, calculons zn=1 po

En utilisant la formule de Parseval on a

1 L

1 1
w2 = a§+%Zai¢> e 5?——4

EXERCICE 5

On considére les fonctions définies respectivement sur l'intervalle (-2, 2] par f(z) = e *sinz et
g(z) = e *cosz.

1. a) Etudions les va11atlons de f et de g sur [-%,Z P
f et g sont dérivables sur [—Z bR 2] car f et g sont des p1odu1ts de deux fonctions déri-

™

vables sur [-7,%

fllz) = —e®sinz+eTcosy = (—sinz + cosz)e™ = /2~ cos(x z)
4
/(g - -T .
g(t) = —e"sinz— e Fcosg = —(sinx + cos e ™ = —y/2e~" cos(z — E)
4
f" ale méme signe que cos(z o
- [__ 1] (z+ 2 ) sur [ 2>5) et g’ ale méme signe que — cos(z — %)
T E COS(Z + =) = r ™
= 2’2] (z+3)=0@z=1 g etze|- %,5],005(3:—%):0@:1;:_%

Tableau de leatmn de f

13
]

83
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Tableaw de variation de Y

b) Résolvons Pinéquation = € (-2,%], f(x) < g(x).
f(z) - g(z) = e “sinz — €™ COST = —f'(x).

Or f’(m) >20sixze [—'—%’%] donc f(fl;) < _(/(:E) siz € l—‘%,%]
¢) Courhes de (S) et () de f et g. .

2.V n>1A,= fo% e~* cos(nz)dz et B, = fozrf e~ sin(nz)dz

a) Montrons que

b T . ™
A, +nBy,=1—¢72 cos(nzz—) et —nA,+B,=-—¢e? sm(né—).
Posons u/ =e *=>u=—e " etv= cos(nt) = v' = —nsin(nt). On a donc
A o T
. A, = [ cos(nt)]§ — n/o e ‘*S}n(nt)dt
-z ™ /J": 2 -
[ -~€% ens(h i)j' pB, cn B, g’Tsh;\(nQi{'
$ 0
_n m
= An iy n'Bn = 1—e€? COS(']?._‘)')

Posons v = €¢7F => U= _e~T ot v = sin(nt) = v =ncos(nt). On a donc

n '3
A, = [~ sin(nt)]g + n/ e™* cos(nt)dt
0
m ™ %
= —e 2 sin(n;) +nA, car A, = / e " cos('n.t)dt
= 0

_x . m
o —nA,+ B, = —€? sm(né—)

84
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PR 3

e > A———

—b)Dé¢duisonms et B
. . 2 ivant £F
De la question précédent on a le systene suivan omesoutra com

i Docs a portée de main
- -3 4 A, +nB = 1—€_ c
AntnB, = 1-efeosnz) o0 2P0 nefsin(nd)
—nA,+ B, = -—-e?2 sin(ng) n*Ay — nhn

R 4 i n obtient
En effectuant la somme membre a membre des deux équations O

1+ce%[n sm(n—)_—-—igs_(___n
An = Bl '
ient

» L l
valeur dans 1'une des équations, o1 abt

En remplagant A, par sa
’ m\1
" (’_%[Hin(ng) | (‘()S(:”'))J

s n2+1

3. (F):y' +y=g(x)
a) Montrons que f est solution de (F).
f(z) = e~®sinz et g(z) = e"*cosz.
fi(z) = —e®sinz +e*cosz & f(z) = — (=) + 9(z)
& f!(z) + f(z) = g(z). D’ou f est solution de (F).
b) Résolvons (F).
La solution homogene de (F) est y, = Ke™®, K €R.
Comme f est une solution particuliére de (F) alors la solution générale de (F) est
y=1yn+ f(z) = Ke™® + e "sinz
= (K +sinz)e™ . ’

h(z) = 0 si —-7m<z<0
h(z) = e* si 0<z <3
h(z) = 0  si —<:):<7r

Calculons les coeffiments de Fourier de la fonction h.

7: .
2
[z _, oz l—e72
= = e"*dr = —[-e7"]g = B
a, = — ) cos(nwz)de = L h(z) cos(nwz)dz, T 2m
" z zjdz=— [ Bl os(nwz)dz, _—_27.—,(,0:-,1—121
0] ™
127_
= ——/ e~ cos(nz)dz = A
7 Jo m
oa = 1+ e~z [nsin(nf) — cos(n%)]
m(n?+1)
T
by = E i h(z) sin(nwz)dz = L h(z) si 2m
T 1 = sin(nwz)dz, T =27 w= — = 1
1 /2
= ~/ e sin(nz)dr = =2
T Jo m
b = 1+ e~ %[ncos(nZ ) + sin n)]
m(n? + 1)

85
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EXERCICE 6 : - sFomesoutracom

- — . _ 2 RSO Cro
¢('LL) sSmu U VY u IS [0, %] Docs & portze de main
1. a) Calculons ¢)’(u) et Qb”(’u) ‘
/ : .
b (7.1) = C0S 1 -~ % of d)ll(,”) — sl Comme ¥ 5 & n E,]' & > N done AN —
—sinu < Q. B '

Tableau de variation de ¢

t 0
¢ (t) =
FO11-2 N 71

Comme ¢’ est continue et strictement décroissante sur [0, 5] et ¢/(0) X ¢'(5) < 0 donc

oS

il,eXiSte un réel o € [0, Z] unique tel que ¢'(a) =0 Do ona ¢'(z) 2 0siz € 0, o et
¢'(z) <Osize [or, 2] Tableau de variation de o)
t == o )
¢'(¢) Q

+ —_—
pB) [0/ ol N\ O

b) D’aprés la tableau de variation de ¢ on a, pu) >0, V u€ [0, %]
Done sinu > 2y, i

I

Un

[N

(n+1)7 dz
DT
/mr [1+ (—1)"z*sin )

e du
et on pose [ = /
o |

1+ m2n?sin u]% -
a) Par le changement de variable © = = — nw, montrons que
4 du
Up = ——
o [1+ (u+mnm)’sin u)
et que u, </

(N[

U= —NnT<ST=Uu-+nm, du = dz.
Si:1:=n7r=>u=0etsix=(n+1)7r:>u=w.
sin(u + nwr) = (—1)"sinu donc

14 (1) "z’sinz =1+ (—1)"(u+ nm)?(=1)"sinu =1+ {u+ 7l'm)2 sin u.

On a donc

; /(17,+1)71' dz .
I (1 + (—1)"2?sin z)2

/’T du
= Jo [L+ (u+nm)sinu)?

Montrons que Un < I. | N
3
2

.13
= [1+ (uv+ n)?sinu]? > 1+ n’m? sin u)?

1
B IV i
~ 1+ (u+ nr)? sin u]% ~ [l +n2aZsin u]%
i du " /“ du
-— 3 = = - 7
~ /c; 1+ (u+ n)? sin u)? o [1+ n?n?sin vl

Donc un < 1.

or

Scanné avec CamScanner



—
[1472n?sin “]7

- b) Montrons que [ h(u)du = [g A(u)du 0B A1) = 1=1t=srFomesou

s i 1U= 7

— — — 0 t ™ et S S Cret
—u&Su=m-—1t, du = dt 912 ‘Ll2 - Doc::: pgrtée de main
Tesinu =

t=m
sinu = sin(r —t) =sint donc 1+n
1+ n*n®sint,

dt .
du — k.4 s
On a donc fo m = " m f [1+n27f2 mt]
Donc fo’ h(u)du = f" h(u)du.
<

c) Montrons que / < 2fo "“ +2n2,,u]g =

Dapresla)onasmu> Zu, VY uE[O,z]
Donc on a n?w smu>2n TU

= [1+n’x 2sinu)? > [1 + 2n*mu)?
1
[l+n27rzsmu]1' [1+2n27ru]7

en s appuyant de 1 a:).

du du .

fO [1+1127r2 sin u]2 fO [14+2n27u)3 5 f du <
0 I= iy - du et donc d’ apres 2. b) I= 0 [11n2x 2=|nn]‘7 -
na 3 g
0 [14- n27r2sm'u]1 2z []-l-n?-;r2<m'u]’l
f du
0 [1+2n27u]2

y <9 fF —du
Dou I < f0[1+2—nz3'

u]l'

du

foi :21112 [\/1+:}1“]g: ) [r T ]
[1+2n.27ru]7 nlmgy o2n2r L /14+n’r .

et finalement on a 152 fo [1+2'n.271"u]2 -

Orm=-1<1donc2fo '111-2n2 r: <-2—2—
1 2
nZr = n2r

d) Dedulsons de c) la nature de la série /23 uy.

YV neNu, > 0.
D’ apres 2.0)u, <1TI et d’aprés 2.c)] < -2 doncV n €N,
un < ;2. Comme % est le terme gene1a1 d’une série de Riemann convergente car

2 > 1 donc > 7% u, est convergente.

. EXERCICE 7

f est paire, 2m-périodique et f(¢) = (m — )2 pour tout ¢ € [0, ).
1. Coefficients de Fourier de f.
J étant paire, b, =0 V n>1.

@ = — %f dt_—/ f(t)dt calfestpaue

1 m
_ %/0 (7 — t)qt = ;[—g(w—tﬂg

1 2 D)
= —0+7 =" _m

T Jo

= =I, av _ 7
A = I"*/D. (m = t)? cos(nt)at

Oy = — 4
T gf(if)cos(mmf)dt:T‘/O ft) cos(nwt)dt

(m— t)? cos(nt)dt car w — 2?”

87

Scanné avec CamScanner



2

3.

Posons u = (7 — )2

et v = cae N
On a alors v cos(nt) alovs u' = —9(w —t) ot v = L

= ainnt.
n

1 2 "
L = [=(n - £)? sin nd]f + = / (m — t)sinntdt
n n Jo

2 m
= / (m — t) sinntdt.
nJo

Posons u = (7 — t) ot

1 .
v =sin(nt) alors v/ = —1 ct v = —X cosnt.
On a alors (nt) ¢ n
‘) 1 1 ("
I, = [-——(7T — t) cos I'lt] '/ cos ntdt
T n n Jo
_ 2 21 . 2w
— E == —Sl= Slﬂ nt]o —_
Comme = 27 2
S I'“ n2 ct an = ;In alors aQ, = gjn =2 x 2;_‘
:> a,” — i{). ™ ™ n
n-=

1) Montrons que f satisfait aux conditions de Dirichlet.
[ est continue sur | =7, 7).

f est paire et f(t) = (1 —t)*> V te[0,n] donc
F& =(r+02 ¥ telomol | |
On adone f/(t) = —2(r —=t) V tel0,7 et ™~
P&y =2r+1) ¥ teln0]
J'" est continue sur [—, 7] sauf en 0.
im0+ f'(¢) = —27 et lim,_o- f'(¢) = 2m.
Donc f satisfait les conditions de Dirichlet.
b) Série de Fourier de f.
D’aprés le théoréme de Dirichlet,V ¢t € R
“+oo 7(_‘_.?_ +0o 4
Sp(t) = ag+ Z_;(an cos nwt + by, sin nwt) = 5t 2 s
a) Montrons que V. z € R, 3—_—’1#)3 - 4 4y koo o m).

/0' F(2)dt

g N _ ) 3
/ fid = =" ‘;) T,
{ 0 !
7T2 +oo 4
f(ll) = T'FZT'—,ZLOb?lt
3

+oo

n=1 J0
a +n0 .
m* n — 4 [ . t]I
= —a L —=|S1Inn
3 n3 .

n=1

T —(Tr—:l:)3 B ‘ c— 4
(2):> 3 = ?:C-!—Lﬁsmnr,

n=1

(1) et

{R
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m - 4 .
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n=1
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—dt sni
/0 3 dt + Z = cos nldt



4

b) Montrons que Y s Groiy = %"
4
1 T
m 3 3 (7]' - 'E) 71' k!
/ :(_Duld.ar {—’1‘2“" gt 3
o " N
S SR
4
4-0c0 7r _— a,;]
" 7T2 — 4 . _ ___ COSTL 0
Z —ginnzdr =
A 33+>—’TL3811 6 'n.=l
n=1 ) o 4
_ L_T—Z(cosmr—l)-
= =27

n=1

Or cosnm — 1 = (—1)" —1 alors cosnm — 1 = 0 si n est pal
\mpair c’est & dire n = 2p~ 1 et par conséquent

ir et cosnm

+00 +-00 -8

E%(cosmr—l) = Zm ~.et

n—l\ ¥ p=1

U -
/— +Z—Slnn:cd’c = —6—+82(2p=_1)4

n=1 .p=1

< Fomesou

eR SOUlrea .
Docs a portée de main

12

_1=—2sinest

T —(m— 55)3 + 7 T - —4— sin nT
Comme / 3 de = —3‘$ + A
0 0 n=1
donc (3) et(4) = T - % . 8; = 1)°
+00 4
1 i
*:’Z(zp—m ~ 0%

EXERCICE 8

f est 2m-périodique et f(t) =t si [—, 7],

1. Représentons f sur € [—m,7].

2. Montrons que f est impair.
Jf est impaire car V. z € [, 7], f(—t) = — f(¢).
Par conséquent a, = 0.

89
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3. Provu
VoS que pour tout n > 0,b, = 2=0" - sFomesou

n eR SOUlrea .
Docs a portée de main

T
K 0]
by = T/ J(t)sinnwtdt car [ est impaire.
0

2m
A
T

2 n
= —/ tsinntdt car T =2m,w=
T Jo

Posons u =t e
On a alors sin(nt) alors ' = 1 et v = cosnt

2 m
b, = — [ tsinntdt
7F./o
2 /01 L[
= —<[ —tcosntly +—f :tcosntdt)
™ n n Jo
2 1
= —< —7rco>,n1r—|——[— bln”ﬂo)
T n
2 1
A cosmr+—[ (smn*r—smO)]
T\ n
2 .
= ——=(=1)" car cosni — (1)
n
. n+1
Done b, = z(‘})——‘
n

4. Les cing prmiers termes de la série de Fourier associée a j P

5 )n—i—l R 2 ) 1 . 2 .
Z sinnt = 2sint — sin 2t + § sin 3t — 5 sin4t + B— sin bt.
n=1

'EXERCICE 9

£() = | cost]
1. Représentons f sur [—2m, 4m).
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S —

2. Prouvons que f est paire et r-périodique.
V teR, V —teRetf(—t)=cos(=t)=

est paire.
V teR V t+7 € Retf(t+m) =

[cos(t + )| =

ﬁolggggg LCom

Docs a portée de main

= f(t) car

lcostl E f(t) car COS("t)

| — cost| = | cos ¢

cos(t + ) = — cos(t) donc f est périodique de période 7.
3. Calculons la valeur moyenne de f sur une période.

N[~

Qy =

] f(t)dt =

2 [% 2 [%
= /2 |cost|dt——/ costdt
0 7n

0

3|~

NH

ﬂlw—ll

2
[sin t]g = ;r-[sma —sin0] = p

4. Prouvons que pour tout n > 0,
an = 2 [(7[cos(2n + 1)t + cos(2n — 1)¢]dt.

= é/2 cos(t)
m™Jo

4

m

1
car cosacosh = E[ms(n + h)
Alors a, =

Déduisons que

1
/2 f(t)dt car f est paire

car cost > 0 pour tout ¢ € [0, Z]

2.
= a9 = —

., T
% / ’ f(t) cosnwtdt car f est paire
0

cos 2ntdt

31
- _/ —2-[005(271 + 1)t + cos(2n — 1)tdi]
0

+ cos(n — h)]_

E/Z [cos(2n + 1)t + cos(2n — 1)¢]dt
T Jo

4(=1)"

an =

2 I3
—f [cos(2n + 1)t + cos(2n — 1)t)d¢
T Jo

(1 —4n2)’

an =
_ _2_[sin(2n + 1)t _sin(2n — 1)t 1 |
T 2n4+1 2n—1 lo
N E[sin(2n+ 1)%  sin(2n — g
™ 241 op—71 Y
= E[ (‘_1)71 _ (_1)111
. T2n41 2n—1
car .’-;111(2n‘+.])§ = (=1)" sin(2n — I)g— —(=1)".
Alors a, = M[;_ L _ 2(=1)" —2 ]
Ton41 on—1'T T 4
o = 1= e

(1 —4n7)
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Série de Fourier associée a f,
Comme f est paire donc b,

=0eton a
-'-C:‘)\
Sit) = eo-t S_Jan cos(nw)t
n=1 -
400 n C ot (F t
= -2— N —%(——)——— cos 2nt

n-al

= 24 _Ll 12cos2nt.
—4n

EXERCICE 10

Partie A
1- Démontrons que la série est convergente.

V n E N* ’LL,n_ > 0 et u’TL +OO 412
1) .
Or la série de terme generale _ est une série de Riemann convergente car & = 2 > 1 donc

+co
la série 37 4, est convugente
2- Déterminons les réels a et b tels que’

1 a " b
- 4712—1 2n—1 2n+1

1 1
2(0n—1) 2(2n+1)

P
Sp: E Unp.-
n=1

a) Expression de 5, en fonction de p.

+ ;
P
——\Z Uy = U1 =+ Uo + us R Up—1 -+ Up

n=1

1 1 1 1 1 1
Rt YT A 1 1. .
=G-g+G 1w
1 1 ) N ( 1 3 1 )
(9(2P~3) To(p-1)  2(2p-1) 2(2p+1)
z 1 1
= SP = Z'un = "?: (273 C1)
n ‘
b) Déduisons la somme S de la série.
! ! ) = 1 d’on fu — l
§=lim S= 1m (5" 35p+1) " 2 e )

g2
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n-o+<

: —sint
Partie B o-périodique définie par ft)y=1 ﬁ%@gﬂgﬁl{!
f une fonction numérique, Palre or] P Docs & portée de main

1- Représentons g sur %7

30 B

9- a) Justifions que, V neN, b,=0.
Comme f est paire donc V. n €N, b, = 0.

b) Calculons ao et a;.
Comme [ est paire donc

ap = —/ ft)dt = /l—sintdt car 1T =2m

= —[t+cost] 7r(7r+cosw—c050)—1—;r—

a = T/o f(t) coswidt

2 [ 2
= _/ (1 —sint)costdt car T=27l—’w=_f:1

7 Jo . 1

2,1 , . 201 - \ . ,
= ;["E(l—smt)?]o=;[—§(1—sm7r) +—2—(1 sin 0)7

2
= —2—(—1+1)=O=>a0=1—— et a; =0.
m . ™

c¢) Calculons ay, et agp1 ¥ p ENY

V n22

4 [2 ‘
o= 7 / J(t)cosnwtdt car f est paire
/o

2 [7 2 [
= = / (1 —sint)cosntdt = — / (cosnt — sin t cos nt)dt
T Jo T Jo

2 [7 2 [7
= - cos ntdt — — / sin t cos ntdt
T Jo T Jo

2 [" RO B 5
. ;r-./o cosnidt — 77/;] §[sm(n+ 1)t 4 sin(1 — n)tdt

A 1 1
= —|=sinnl|} - —[- : 1
qln 1 Jo [ — cos(n + 1)t — - cos(1 — n)ir

= -

m™n+t1

cos(n + 1)w + - !

1

cos(l —n)r —
) n+1 l—n]
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1-

n
-

_ l[(—l)““ P GR V | < Fomesoutra conm
(O S ! 1—n 1—mn? Docs a ;::té:adé main

car cos(1 —n)m = cos(l 4 n)m = (=1 N
=a, = i[_(—l)“r\_ (et 2 ] -
7 on+l 1-n 1-n |
. 1[_‘) (__1‘)11{-‘ 2 LT i
T "1—-m2 1-— 712] j
== _Zlﬁ;l)."j"’_l]
7 1—n2 ' ‘[i
S- =9 ‘ :", . ]
S; e ;p +1lona(-1)" = (-1)¥*+ = —1 donc agps1 =0
=zpona (1) (1) < 1 donc o
\ 4
Qap = —7— 5 1\
2p 7T(4p2 — 1) wyp

a) Montrons que f vérifie les condition de Dirichlet. 5
[ est continue, dérivable sur [0, 7] et f'(t) = —cost est continue sur [0, 7]. Comme Ll
f paire alors f est continue, dérivable sur [—,0] et f* est continue sur [—,0].-
Donc f vérific les conditions de Dirichlet. PEL
b) Développement en série de Fourier de f. I
Comme f vérifie les conditions de Dirichlet et continue sur R donc on a

3
v LeR, |
. +00 "3
Sit)=f(t) = ao+ Y (ancosnt+ bysinnt) 3
n=1
400 -
2 4 1
= 1—= 4= 0s 2pt
7T+7r§=:1’4p?—lc o @
(\ﬂ].'n,“,l‘. 1 ﬂ ("1 ()..I‘ - :___)_l,”q_____ ‘
N U
c¢) Déterminons la valeur de Z":‘{ 4p24_1.
[
Pourt=0ona
2 432 1
0) = 1—=—4+—=> —5——cos2p0
i /(0) T ; 4p? — 1 P
A B |
e = 1——3-
T L dp? — 1
p=1
{52 1
LAl 2
p=1 "

a)

EXERCICE 11

i < I
Démontrons que V. 2 € 0,1, l1Ze*<e
Daprés les proprictes de la fonclion exponenticlle nepérienne, on a N<z<1¢%
< el

DonconaV a0 C (1R AT -

60 -/: el‘
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< Fomesou

b) Déduisons-en I’inégalité (n+,)| < In < Gy oo svalra .
_ n > 0. Docs & portée de main
V z€[0,1), 1-z>0= (1 ) v z€|U,1), (t—%) =

D’aprés 1—a),onaV z € [0,1],
0 alorsona

1 < e* < ecet comme

v zel01], (1—m)ﬂg(1—x)"exs(1—x)”e

/ (1 —z)"dz < / (1- z)”e’d:v < /](1 - z)"eda:

l ___1_) <I _1.( € )
nlt(n+1) "=l (n+1)

1 e ]
LN A L 1)nl = (n+ 1)L
= (n+1)! — IT.’ ~ (n+1)! can(a ) (

¢) Montr ons que la suite (I,) est eonvergente.

Comme (n+1)'

<I <(+1),et

; 1L, e _q
n—ltr-ll—’loo (n + 1)! - n—1>1-il:loo (n + l)J -

donc limy,_, 4o I, = 0. Par conséquent la suite (I;) est convergente.

2- a) Montrons que

Iny —In= nil
1
A = A (1 —x)"e"dx.
Posons u = (1 —z)" et v/ = e” alors ' = —n(1 — z)" ! et v = €% donc on a

=

‘_rn _ L ([(1 —z)" i +n /O 1(1 = :c)"*emdx)

n!
1 n [

=——+—/ (1 -3)"e®dz
nl " nlJ,

1 1 :
e 1 e \n—1: .
=i ] /0 (1-2) .e”dm car nl=nx (n—1)!

1 i 1
= —H—an-l car Iy = —\)'-/0 (1 —2)" ‘etdx

]
In,—-I,==— V n>1.
n! =

b) Calculons I et I;.

1
[0=/ efdr ="} =¢—1
0

Pourn=1, Jyj—_J =1
0 [1——1—!<:>C—1~11:15,I]_:E*2
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J- a) wxpressions de J, a 'aide de /g et /,.
- s Fomesoutracon
. eR SOUlrea .
Docs a portée de main

=1 _ 1 1 1 ‘
k=0
=1+ L—nh)+ (L — )+ +[ao1—I,) car In—l_In_—_l‘
n!

=1+Ilg— I, = Jo=141— I,.

c) Calculons la limite J de J,.
Comme J, =1+ Iy —Ietlim, .4, =0alors lim, o J,=14+1,= J =e¢.

¢) Déduisons la convergence de la série > ;%0 L vers e.

+00
— 1

or J=e¢ donc Tc—'=e
k=0

8

[]
+

J= Im J,=

n—-00

?T"b—\

o
Il
o

PROBABILITES.

EXERCICE 1

1. A : I’événement la machine A tombe en panne, p(A) =0,1 .
B : l’événement la machine B tombe en panne, p(B) = 0, 03.
A et B sont deux événements indépendants. _
a) Calculons la probabilité p; pour que les deux machines tombent en

panne.
AN B : 'événement les deux machines tombent en panne.

p = p(AN B) = p(A)p(B) car A et B sont deux événements indépendants.
Alors p; = 0,1 x 0,03 = 0,003.
b) Calculons la probabilité p, pour que I’'une au moins des deux machines

tombent en panne.
AU B -I'une au moins des deux machines tombent en panne.

P2 = p(AU B) = p(A) +p(B) — p(ANB)=0,1+0,03—-0,003=0,13 - 0,003.
Alors p, = 0,127, |
c) Calculons la probabilité p pour qu’une et une seule des deux machines

tombent en panne.
(T‘ N B) U (1 QO B) :’événement e el e senle dee denx machinds fomhent en
E 2(AQB):

panne. .
Comme los evénements (AN B) et (
pendants et A et B sont indépendants alors on a

p = p(ANB)UANB) =pl(ANB)] +pl(AN B)
= p(A)p(—B_) + ])(E)P(B) =(0,1)(1 - 0,03) +(1-0, 1)(0, 03)
0.9 x 0,03 +0, 1 x 0,97 = 0,027 +0,097

AN B) sont incompatibles, A et B sont indé-

=p = 0,124.

- > d 5 = . - " r
2. a) Donnons la loi de probnbll-lte de lc.l variable ]\,.,
Lorsqu’on considére une machine parmi les 10 machines on a deux possibiltés soit

elle tombe en panne avec une probabilité p = 0,1 ou elle fonctionne avec une pro-
babilité g = 0,9 ce qui donne une epreuve de Bernouilli. Par conséquent lorsqu'on
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