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La théorie des torseurs a acquis une grande importance en
mécanique par la grande clarté& qu'elle procure dans des problémes clas-
siques. Elle permet de modéliser de maniére remarquable aussi bién les
actions mécaniques appliquées 3 un systéme que 1'état des vitesses
d'un solide (*). Historiquement cette théorie est née de cette profonde
analogie (théorie de la vis de Ball). Elle donne une expression trés
concise des théorémes généraux 3 caractére vectoriel en dynamique. Par
ailleurs la mécanique analytique n'@chappe pas au domaine de ses appli-
cations : la puissance virtuelle développée par les actions appliquées

3 un solide s'exprime systématiquement en connaissant le torseur des

actions mécaniques et celui des vitesses virtuelles.

Cette importance justifie 1'@tude systématique qui est faite

en préambule au cours de mécanique générale.

(%) La couverture représente la formulation du torseur aérodynamique

et du torseur des vitesses pour un véhicule automobile.
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I.I DIFFERENTS TYPES DE VECTEURS - ASPECT PHYSIQUE

Suivant la nature des grandeurs physiques qui peuvent E&tre
représentées par des vecteurs, ceux-ci peuvent &tre divisés en trois
catégories :

- vecteurs libres
- vecteurs glissants
- vecteurs liés

1.1.1 Vecteur libre :

Supposons qu'une grandeur physique puisse é€tre
représentée par un vecteur lié, mais que tout vecteur
lié équipollent représente la méme grandeur; On dit

Y alors que cette grandeur est représentable mathémati-—
V quement par un vecteur libre.

Exemple : en mécanique nous verrons qu'un systéme de
P’ force de somme nulle, encore appelé couple, est un
P vecteur libre.
Remarque : on dit que les vecteurs ne sont pas loca-

Fig 1,1 lisés.

1.1,2 Vecteurs glissants :

Supposons qu'une grandeur physique puissSe se représenter par un
vecteur 1lié, mais qu'en outre tout vecteur lié ayant méme support repré-
sente la méme grandeur. On dit que cette grandeur est représentable mathé-—
matiquement par un vecteur glissant. '

Exemple : En mécanique du solide Zndéformable, les forces sont mathémati-
quement des vecteurs glissants. Sur la Fig 2, 1'équilibre du cadre est le
méme que la force F soit appliquée en A ou en B 3 condition de supposer
le cadre rigide.

Fig 1.2

Remarque : on dit encore que chacun des vecteurs considéré représentatif
de cette grandeur est localisé sur une droite.

1.1.3 Vecteurs liés

Supposons qu'une grandeur soit représentable mathématiquement
par un vecteur lié mais que tout autre vecteur lié représente une grandeur
différente. On dit que cette grandeur physique est représentable mathéma-
tiquement par un vecteur Llié.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Exemple : forces appliquées & un solide déformable. Suivant que le point
d'application se trouve en A ou en B, la déformation du cadre est diffé-

rente.

Fig 1.3

1.1.4 Remarque

a/ le nombre de paramétres nécessaires 3 la représentation de ces
trois types de vecteurs est différent.

La description :

nécessite 6 scalaires
" 5 scalaires
" 3 scalaires

- d'un vecteur lié
- d'un vecteur glissant
- d'un vecteur libre

b/ en général, il est convenu de noter
- un vecteur 1lié : [ABI
. o)
-~ un vecteur glissant : (AB)

. —
- un vecteur libre : AB

1.2 DEFINITION D'UN GLISSEUR
Soit EKE] un vecteur lié. Sur la droite (D) support de [&ﬁ] on
peut définir un ensemble de vecteurs liés &quipollents 3 [A ]. (Voir Fig 4).
C'est ce qu'on appelle un glisseur

Fig 1.4

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, fus droits réserves.
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Si [AB est un représentant d'un glisseur, on désigne le vecteur glissant
par (AB). On pourra ainsi dire que ce vecteur glissan& esg*constitué par
1'association d'une droite (D) et d'un vecteur libre V¥ = AR. On peut noter

EB) = {«»), &%)

Remarque : Il est clair que, de par sa définition, le glisseur est une
abstraction.

I.3 MOMENT D'UN GLISSEUR EN UN POINT

1.3.1 Définition :

On appelle moment en 0 d'un glisseur (Kﬁ) le vecteur lié {66]
d'origine O et représentant le produit vectoriel QAaAB

¢ = 0k . AB (1.1)

On note aussi

DA .. AB (1.2)

M(0)

n Fig 1.5

1.3.2 Remarques :

a/ le choix d'un vecteur 1ié pour la définition du moment témoigne
du souci de particulariser le point de calcul. Ce choix & priori arbitraire
s'éclairera par la suite.

b/ de la définition (1.2) il vient immédiatement

M@©) .AB = 0 (1.3)

1.3.3 Théoréme :

Le moment en un point d'un glisseur est indépendant du représen—

tant E@§] adopté pour caractériser ce glisseur.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Soit {A'Bﬂ un autre représentant du glisseur (Fig 5)
iy — -
M = OA' A A'B' (OA + AA') A A'B!
—_ -— —_—
Ok A A'B' + AA' & A'B’

o - = -2 < 2.
Mais AA"A A'B' = 0 , (AA' et A'B' colinéaires)

De plus AB = A'B' (définition du glisseur)
I1 vient donc :
> - - - —
M(O) = OA'A A'B' = OA p AB (1.4)

1.3.4 Remarques

a/ Par ce théoréme, on voit que le moment en un point est bien une
propriété caractéristique d'un glisseur ; on peut prendre n'importe quel
point A sur (D) pour calculer le moment.

b/ On aurait naturellement pu définir le moment d'un vecteur lié.
D'ailleurs pour définir le vecteur moment d'un glisseur nous en avons pris
un représentant qui est un vecteur lié. Cependant si on avait fait cette

.

définition on aurait pu énoncer immédiatement le théoréme suivant :

Tous les vecteurs liés équipollents et ayant méme support ont
méme moment en un point.

1.3.5. Coordonnées du moment d'un glisseur

Soit un repére orthonormé direct R et un point P de ce repére.
Considérons un glisseur (AB)

z
f p
+
B
- Y
X Fig 1.6
L. - - —
De par la définition : M(P) = PA A AB
— X I X9 - X
Posons OP = |y OA = |yp AB = |Y
2R g Zlg
N Xg ~ X X
Nous avous M = {yg =¥yl A Y
(®)
Zo‘ZR ZR
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ou encore
- (yo = V)2 - (29 = 2)Y
M(P) = (Zo - z)X - (Xo - X)Z (1.5)
(xg = XY = (yg - X R

1.3.6 Changement de l'origine des moments

Soit un glisseur (Kﬁ) et deux poigts quelconques O et O'. Cher-
chons la relation qui existe entre M(O) et M(O')

Par définition

et aussi
M, .,  =04AA AB (1.8)
(0")
L'équation (1.8) peut encore s'écrire

(070 + 0A)a AR

573 A Kﬁ + 5K'A K§

Meon

En utilisant (1.7) on obtient finalement la formule du changement de
l'origine des moments

M(O') = M(O) + 0'0 A AB (1.9)

1.3.7 Coordonnées d'un glisseur : Théoréme :

a/ Enoncé :
Etant domné un vecteur libre U # 0, un point O et un vecteur lié
oG d'origine 0, tel que U.0G = 0, il existe un glisseur et un seul dont
le vecteur libre soit U et domt le moment en O soit OG.

» — » . -
U et OG sont appelés "coordonnées vectorielles" du glisseur. Les
coordonnées de ces vecteurs sont appelées "coordonnées scalaires" du glisseur

b/ Démonstration :

Soit un point A appartenant au glisseur cherché. On a
—— — >
0OG = OAAN U (1.10)

Cette éggasion, appelée équation de la division vectorielle, n'est possible
que si 0G.U = 0. Ceci justifie la restriction posée dans 1'énoncé.

L'équation (10) ayant pour inconnue Ok ne posséde pas de solution

unique. En effet, supposons que OKI et OKZ soient solutions de (1.10). On
peut alors écrire

&5 = (-)Kl A ﬁ
& = 6K2 A -ﬁ
. ) -> — —
Ce qui par soustraction nous donne U A (O0A; - 04Ay) = O

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Ceci se comprend aisément, le moment étant perpendiculaire au vecteur libre
du vecteur glissant, [OQ] ne peut représenter le moment que s'il est perpen-
diculaire & U.

Multiplions vectoriellement les deux membres de la relation vectorielle par

(0G A T) OAAT) AT,

-

= T. @.0) -04& (02

. . . o . —% >
Cherchons la solution particuliére correspondant & A tel que OA .U = 0.
A¥ est le pied de la perpendiculaire abaissée de 0 sur 1l'axe du glisseur
cherché. On a

— T A 06
A 08" = —7— (1.12)
0 a* (Un point A quelconque est déterminé par
l — >
OA = 0A + AU (1.13)

. * . . P - .
Le point A est unique. TQus les points répondant & la question sont sur une
paralléle menée par A* 3 U, C'est 1'axe du glisseur (le produit vectoriel
U A 0C détermine un vecteur et un seul).

1.3.8 Remarques

a/ Remarque 1

A un glisseur on peut faire correspondre deux vecteurs T et Eﬁﬂ.
Réciproquement & deux vecteurs T et Bﬁﬂ on peut faire correspondre un glis-
seur et un seul. C'est pourquoi on peut vraiment parler de coordonnées d'un
glisseur.

b/ Remarque 2

- Si 1'on avait défini le moment d'un vecteur 1ié on aurait pu lui
associer deux vecteurs [J et Bﬁﬂ.

. - * - ->
Mais réciproquement & deux vecteurs U et [66] tels que 6.55 =0
on peut faire correspondre une infinité de vecteurs liés qui seraient tous
équipollents et de méme support.

Autrement dit, on n'aurait pas pu avoir une correspondance biuni-
voque.

¢/ Remarque 3

On peut parfaitement caractériser une droite (D) quand on connait
un vecteur glissant porté par cette droite. Par conséquent les coordonnées
pluckériennes de la droite (D) dans un repére orthonormé sont les composantes
scalaires d'un glisseur quelconque ayant (D) pour support.

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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1.3.9 Remarque 2 :

————

On peut parfaitement caract&riser une droite (D) quand om conqait
un vecteur glissant porté par cette droite. Par conséquent les coordonnées
pluckériennes de la droite (D) dans un repére orthonormé sont les composantes
scalaires d'un glisseur quelconque ayant (D) pour support.

1.3.10 Exercice :

7 |
//
X Fig 1.7
Soit un repére orthonormé R d'origine O.
- 2 1
Soit un glisseur (V) =_|3| dont un représentant a pour originme A|0f.
. Hh R 0
Considérons aussi Q' |1 R
1
R

1°/ Calculer son moment au point O

2] [o
3| =[-1
_‘

M OA AV (l) A
=0AAV =
HO) 0

R 3

R R

2°/ Calculer son moment au point O'par la définition

=4

—_— > 1-1 2 2
= ' = - = |-
) O'A AV O-1 A |3 2

0-1 R 1 R +2 R

3°/ Retrouver le moment en O' en utilisant la formule du changement

d'origine
D‘{P -> —'-P ->
= M + 0'0 A
" (0) v
[ 0] -1] [2
={=1] + |-1]a|3
L3Jp  bolp Llg

-
© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de M% fqus dFoi skderves|—1
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MOMENT D'UN GLISSEUR PAR RAPPORT A UN AXE

1.4.1

Définition :

Soient (Aﬁ) un glisseur ayant pour

(x) représentant le vecteur glissant (Aﬁ),
D et un axe (X) de vecteur unitaire (3)
Soit O un point de l'axe (X).
B ' By , .

a On appelle moment d'un glisseur par
rapport d un axe la projection sur cet
axe du moment par rapport & un point de
1'axe.

A
0 M, (AB) = (OA A AB).a (1.14)
(X)
'1
Fig 1.8
1.4.2 Théoréme :
Le moment par rapport d un axe est indépendant du point choist
sur cet axe.
Soit O' un autre point de l'axe (X).
Caleculons. la quantité
(O'A A AB).a (1.15)
= [(00 + 0R) a AB].2
= (0'0 A AB).2 + (OR A AB).2
Or (0'0 & Kﬁ).Z = 0 (produit mixte de deux vecteurs colinéaires)
@AnrED).2 = @rEH.Z=M & (.16
1.4.3. Exercice :

1°/ le moment par

Reprenons l'exercice traité au paragraphe 1.3.10 et calculons

rapport d 0X

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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. . =2
Résultat évident puisque V coupe 1'axe 0X.

2°/ le moment par rapport & OY

- >

RORS

o o
| E
g Wy

3°/ le moment par rapport i OZ

Y6

M, (V)

b

> -

M(o).z

0 0
=1y . |0 = 3

gty

52

4°/ le moment par rapport i (D)

> >

<)

M = M .u
/y 0
0 1//; 5
= |-11 . {1/¥3] =
3 1/V3 /3
ou encore
M, V) = M,.,. .
Iy ©")

2 1/V3 )
= |21 . [1/V/3 7=
2] 1/V3 3

I.5 TORSEURS : (OU DYNAME)

1.5.1 Définition :

On appelle torseur ou dyname, un ensemble de vecteurs glissants
en nombre quelconque.

On le notera par exemple

[T] = {(A1BY)y vvenns, (AB)), «eeeny (A B} (1.17)

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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1.5.2 Définitions concernant les torseurs :

a) on appélle somme du torseur le vecteur libre somme des vecteurs
libres des différents vecteurs glissants

n
3 = 7 AiBi (1.18)
i=]
$ = 0y +...+T +...+T
1 n

b) on appelle moment en O du systéme [T] le vecteur 1i8 d'origine O
somme des moments en O des divers glisseurs de (T)

n

-> . —_ ——

M(O) = 121 OA; A A;B; (1.19)
to)y © “2(0) 1(0) n(0)

c) Equivalence de deux torseurs

Deux torseurs sont dits équivalents s'ils ont méme moment en tout
point.

d) Torseur nul

On dit qu'un torseur est nul quand son moment par rapport & tout
point de 1l'espace est nul

e) Remarque
S et M(0) sont dits les dléments de réduction en O du torseur [T]

f) Exercice

ES
,  Soit un repére orthonormé direct R. Un_ilisseur (F) de vecteur
libre F = (6,3,6)R passe par le point A tel que OA = (2,1,10)R

Déterminer les &léments de ré&duction du torseur en B tel que
OB = (6,10,12) '

> > 6
a) la somme est S = F = 3
6 R
B) 1le moment en B est E(B) =BAAT
2 6 -4
BA = OA-08B = 1| -1 10 = | -9
10 R 12 R -2 R
d'od ﬁ = :g A | g
(B) -2 6
~— R R
N " -48
M = +12
(®) 42
R

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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1.5.3 Formule de changement de l'origine des moments

Soit un torseur [T]

n
M(0) = ) OA; A KB,
i=1

n
> 1 _ T s
M(0") = izlo Zi A AB;
- o — —_— —
M(0') = '} (0'0 + OA,) A A,B;

i=] 1 11

n

= ) (00 AA.B, +0A, A AB,)

=1 1 1
-3 -> —_— -> > n ——
M(0') = M(0) +0'0 A S (8§ = 1 AB) (1.20)

1.5.4 Conditions nécessaire et suffisante de 1'équivalence de deux torseurs

a) condition nécessaire (analyse)

Soient deux torseurs [T] et [T'] équivalents. On a donc par hypothése

UE) = U'(P) pour ¥ (P)
WE) = M) + PO A S
M'(P) = M'(0) + PO A G
d'ol
0 = POA B -3
Cette relation doit &tre vérifiée pour tout P et 0. D'oill $=73 (1.21)

Deux torseurs équivalents ont méme somme.

b) condition suffisante

Soient deux torseurs [T| et [T'] ayant m@me somme et méme moment en
un point. Nous allons montrer qu'ils ont méme moment en tout point ; c'est &
S Eo A = On5
dire qu'ils sont équivalents,

Par hypothése —ﬁ(o) = —ﬁ'(o) 5 = 3
M) = M) +P6 43
M'(P) = ¥'(0) + PO A &
d'aprés 1'hypothése o (P) = -ﬁ(O) + PO NS
ME) = () ¥ (P) (1.22)

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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1.5.5 Coordonnées d'un torseur :

Un torseur [T] est déterminé dé&s que 1l'on connait
-
- la somme du torseur S N
~ le moment en un point 0 : M(0)

- -
Les vecteurs S et M(0) sont dits coordonnées vectorielles du torseur
£I]. Soit O l'origine d'un repére orthonormé (0Xp, Yg, Zp). Les coordonnées
» Y, Z et L, M, N de 3 et M(0) sont dites coordonnées secalaires du torseur
[1]

Connaissant les six coordonnées la formule M(P) = M(0) + PO 5 3
permet de trouver le moment de [T] en tout point (P).

1.5.6 Invariant scalaire d'un torseur. Automoment.

Soit un torseur [T| dont les coordonnées vectorielles sont 3 et ¥(0)
M) = M(0) +PO A3
pour ¥ (P)
Multiplions scalairement par 3

les deux membres de cette rela-
tion

ueE).d = M0).%

D'ol le théoréme

Le produit scalaire du moment
en un point par la somme est un
invariant. On L'appelle L'auto-
moment du torseur.

-> ->
M(0).S = LX + MY + NZ

1.5.7. Comoment de deux torseurs

a) Défimition
Soient deux torseurs[Ti} et [12] dont les coordonnées vectorielles
sont

>
3, S2

1] = [t.] =

> >
M; (0) M, (0)
On appelle comoment des deux torseurs [Ij] et [T2] le scalaire

¢, = $ .%0 + 5,. %0 (1.24)

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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b) Le comoment est un invariant

a) Préliminaire

Le torseur formé de l'ensemble des vecteurs glissants de [T1] et
[T,] est appelé torseur somme.

[Ti] = {(&3BD), ..., (AiBi’), coes (AB)}
[ié] {(01B1)y <oes (ajaj), ooy (apap)}

k] + - . . .
La ‘'somme (S) de ce torseur est par définition

n
> —_—
§ = ) &, + Ea.s. = 5 +3,
i=] 7t j=1 13
Le moment ﬁ(O) est par définition
5 n
M(O) = ] OA, AAB, + EOa.Aa-B-
1 11 .2 ] J]

i=1 i=1

M1(0) + M2(0)

: Le torseur somme a pour somme la somme des sommes des torseurs
constitutifs et pour moment en un point la somme des moments
des torseurs constitutifs.

B) Cy, est un invariant

L'automoment du torseur [T] = [Ti] + [T2] est un invariant

(3 + %) [i1(0) + ¥p(0)]
Elﬂl 0) + Ez_ﬁl (0) + -S>1?’.[2(0) + gz—ﬁz(O)
$.M,(0) + 3,H,(0) + Cp,

3.M(0)

§.ﬁ(0) est invariant  (automoment de ‘[T] )
§1¥; (0) ( 0 v Ml
$5M2(0) ¢ o [md)

Cy2 différence de deux quantités invariantes est invariant.

c) Remarque. Comoment d'un torseur avec lui-méme.
Le comoment est
>

Ci7 = 23 .M(0) (1.25)

c'est 3 dire deux fois 1'automoment

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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1.5.8 Moment par rapport & un axe

a) Définition

X On appelle moment du torseur [I] par rapport & un axe (X) la somme
des moments par rapport 3 cet axe des différents glisseurs qui cons-
tituent le torseur. On note

n
Mx) = ) (0A, AA3B,) a (1.26)
i=1

L)

> . o '
a désignant un vecteur unitaire de 1l'axe

b) Théoréme

Le moment par rapport d un axe est la projection sur cet axe du
moment par rapport 4 un point de l'axe.

n
MR = ¥ (o_A.l* A AiBi’) F1
i=1
- X OA A A.B. ;) a
1-]
> ->
M(X) = M) .a

c) Fxercice

-~

Montrer que le moment par rapport 3 un axe d'un torseur est égal
au comoment du torseur et d'un vecteur unitaire porté par 1l'axe.

5 Soit Eﬁ] un torseur d'éléments de réduction en un point O, § et
M(0). Soit+(X) un axe quelconque mais passant par O et défini par un vecteur
glissant (a), qui peut alors etre con51dere comme un torseur particulier [Txﬂ
d'éléments de réduction a et M(O) 0.

Le comoment de [f] et [Ié] est selon la définition (1.23) ﬁ(O) 2
ce qui nous donne bien la définition du moment du torseur [T] par rapport a
1'axe (X).

Naturellement, on peut prendre ceci comme définition du moment par

rapport a un axe.

1.5.9 Torseurs spéciaux

a) Définition
Un torseur est dit spécial si 5. ﬁ(o) = 0 (1.27)

b) Théoréme : condition nécessaire pour qu'un torseur soit équivalent
4 un vecteur glissant unique

© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous droits réservés.
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Soit un torseur [i] donné par ses coordonnées vectorielles S et
M(O) Pour que le vecteur glissant (AB) soit é&quivalent & [i] on doit avoir

condition nécessaire et suffisante
— >

AB = S

— — -> .. . -

OAAAB = M(0) ce qui implique S # 0

¥@©).§=0
Le torseur est spécial,
S$'il en est ainsi on aura
>

ok - SAHO . L3 (1.28)

s2
D'oi le théoréme

Pour qu'un torseur soit équivalent 4 un vecteur glissant il faut
et 11 suffit que

S 40
$.H©) = 0
. . ] .
Le vecteur glissant est unique, on a A =3 et le support passe par le point
A" tel gque v
OA* - S A M(0)
g2

On dit dans ces conditions que le vecteur glissant est le représentant
canonique du torseur.

¢) couple
a) définition

On appelle cou le tout torseur dont la somme est nulle § = 0. C'est
un torseur spécial car $.M(0) =

B) théoréme

Le moment d'un couple en un point quelconque est équipollent & un
vecteur fixe non nul ; le vecteur libre dont il est un représentant est appe-
1é moment du couple

(P)
M(P)

d'ot le théoréme

M) + PO AS
M(0) pour ¥ (P) (1.29)

d) Remarque

Lorsqu'un torseur est spécial il est équivalent soit 3 un vecteur

glissant unique soit 3 un couple.
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1.5.10 Systéme de vecteurs glissants particuliers

a) Systéme de vecteurs glissants concourants

Soit un systéme de vecteurs glissants
— R
(AiBi) passant tous par un point O

~ la somme est n
—_—
= } AB,
. i7i
i=]
. (1.30)
0 A Bj N
- M(0) = )} OA.MA.B
Fig 1.10 le moment est 3 (A8 B
. —_ — >
Prenons un vecteur glissant (AB) passant par O et tel que AB = S
-> —
S = AB par hypothése
> ->
on & Mo (AB) = 0 = M [T] (1.31)

Par suite le torseur [T] est équivalent & un vecteur glissant unique passant
par O et tel que A8 = 8. Ce vecteur glissant unique est appelé résultante du
torseur. C'est le théoréme de Varignon pour les vecteurs flissants concourantsg
(la résultante est un vecteur glissant alors que la somme est un vecteur libre)

b) Systéme de vecteurs glissants paralléles

Les vecteurs glissants &tant tous paralléles, on peut
poser

EB, = U (1.32)
i"i i
n
B - la somme est § = Y ox. 3
B . i
Bj i=}]
Aj o >
= A) u
0 :
(cette somme naturellement peut €tre nulle mais ce
Fig 1.11 cas a déja été envisagé - voir couple)

n
Nous prendrons donc 2 Ai # 0 par hypothése
i=1

- le moment est

n
M) = J OA AT
i=1
n
= Y A, OA AU
. 1 1
1=]
-> o —z ->
M) = () A O0A)A U
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n
mais comme ) Ai # 0 par hypothé&se, on a
i=1
2 — o —
L A 0Ap = (1 Ay 06
i=1] 1=]

G étant le barycentre des points Ai affectés des coefficients Ai. On peut
donc écrire

n
-> — >
M) = (] A)ocAu
i=1
- TS >
= A z Aiu
1=1
> —_
M(O) = 0GA S (1.33)
. - — ->
Soit maintenant un vecteur (AB) tel que AB = §S et passant par
G tel que
n
06 = ] A; O]
i=1
0 2B K
n a =
N —_- s N (1.34)
My(AB) = OG S = M(0)

. — .. ~ \ P
Le vecteur glissant (AB) est &quivalent au torseur donné. D'oli le théoréme
pour les vecteurs glissants paralléles.

Un systéme de vecteurs gZissantsgparaZZéZes est équivalent d un
vecteur glissant unique de vecteur libre 5 dont 1l'axe passe par le barycentre
des points A, affectés d'un coefficient égal 4 la mesure algébrique du vecteur
. xd . .

A;B; sur l'axe de direction commune.

Conclusion :

Le théoréme de Varignon s'applique donc lorsque le point de concours
des vecteurs glissants est rejeté 3 1'infini.
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1.5.11 AXE CENTRAL D'UN TORSEUR : REPARTITION

a) Théoréme préliminaire :

1/ Enoncé :

Pour que le moment d'un torseur [T]| soit constant le long d'une
droite (8), il faut et il suffit que cette droite soit paralléle & la
somme 5 de [T], (supposée différente de zéro)

2/ Condition nécessaire

Soit (A) une droite et soient M et N
- deux points distincts sur cette droite. On
i $ a donc

y (™ = M hypotha
an = Mgy par hypothese

=Y

M)
On doit donc avoir MN A $ =0

(l&] On peut toujours écrire ﬁ( = ﬁ(N) + WA S

Par hypothése M # 0
$ 40

Donc, pour que le produit vectoriel soit
////M nul la seule condition possible est d'avoir
MN collnealre 3 § et donc (A) paralldle a 3

Fig 1.12
g 1.1 (Fig 1.13)

3/ condition suffisante

Soit (A) une droite paralléle & 3 et
soient M et N deux points distincts sur cette
On peut aussi écrire

-
S

. _—
droite. Ona MN = x

=¥

|
=4
+
gl
E ]

(€79 ¢ )

et donc on a bien

=¥
]
=¥

€.Y) Q)

b) Axe central. Théoréme et définition

Nous avons vu que tout le long d'une paralléle 3 S le moment d'un
torseur est constant.

Nous alions chercher maintenant le lieu des points I tel que
= AS, c'est 3 dire le lieu des points tel que le moment soit colinéaire
a la somme.

M
()
1/ Théoréme

5% la somme § d'un torseur [T% n'est pas nulle, le lieu des points
I ou le moment de [T] est colinéaire est une droite (A) paralléle @ B
appelée axe central.
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I1.10 AXE CENTRAL D'UN TORSEUR : REPARTITION

1.10.1 Théoréme préliminaire :

a/ Enoncé :

Pour que le moment d'un torseur [T]| soit constant le long d'une
drotte (8), 11 faut et 1l suffit que cette droite soit paralléle 4 la
somme & de [T], (supposée différente de zéro)

b/ Condition nécessaire

Soit (A) une droite et soient M et N
- deux points distincts sur cette droite. On
-M> ) a donc
p (M
) ﬁ = ﬁ par hypothése
(€] )]

o) (N)
On doit donc avoir MM A 3 =0

(l\j On peut toujours écrire M =M + MiA S

Par hypothése MN # O
S+ 0

Donc, pour que le produit vectoriel soit

,///1ﬂ nul, la seule condition possible est d'avoir
. - . - - -

MN colinéaire 3 § et donc (A) paralléle a §

i .12 .
Fig 1.1 (Fig 1.13)

¢/ eondition suffisante

I3 - - - +
Soit (A) une droite parallé&le 3 S et
soient M et N deux points distincts sur cette

. byt -> . - I3
droite. Ona MN = x S . On peut aussi écrire
-

-> > —
M(M)' = M(N) + MN A S

et donc on a bien

M(M) = M(N)

1.10.2 Axe central. Théoréme et définition

Nous avons vu que tout le long d'une paralléle 3 § le moment d'un
torseur est constant.

, Nous allons chercher maintenant le lieu des points I tel que
= AS, c'est & dire le lieu des points tel que le moment soit colinéaire
a4 la somme.

M
(1)
a/ Théoréme

S la somme & d'un torseur [T% n'est pas nulle, le lieu des points
I ou le moment de [T] est colinéaire d § est une droite (A) paralléle & 3
appelée axe central.
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> ->
) * >e S A M(o)
I1 passe par le point I tel que 0l = ————2 (1.35)
SZ

b/ démonstration vectorielle :

D'aprés le théoréme préliminaire 1.9 I le lieu, s'il existe, est
une droite paralléle & §, car s'il existe un point I, tous les points répon-

-

dant 3 la question sont sur une droite menée par I, paralldlement i S.

Cherchons donc un point I qui répondrait 3 la question c'est 3 dire

Mgy = A%

On sait que le torseur considéré [T] peut &tre caractérisé par ses &léments
- . -> > - - .
de réduction § et M(O) supposés non nuls. On peut donc écrire

% Moy * I6as
A8 = Moy * I6a3
Mettons cette expression sous la forme [A§ - ﬁ(O)] = 10 A 3 (1.36)

-

ce qui revient 3 résoudre cette équation vectorielle par 10.

Il n'y aura existence de la solution que pour [A§ - ﬁ(o)] .S =0
c'est & dire pour
5
}\ = ———— (] -37)
g2
§.ﬁ( automoment du torseur, invariant, ) est aussi invariant puisque $2

est ‘atissi invariant. On 1l'appelle le "pas" du torseur ;T]. Nous avons dé&ja
résolu une &quation telle que 1.3.6 au paragraphe 1.3.7, pour un point I*

particulier tel que 0T . § = 0 <c'est & dire étant la projection de O
sur la droite cherchée. Selon le résultat 1.13 on a donc

> -
5t* - S a M(0)

(1.38)
g2
Ce point est unique.
Et donc la droite (A) lieu des points I sera telle que
of = of* + x5 (1.39)

selon (1.11)

En conclusion, tous les points I répondant 3 la question sont
situés sur une paralldle 3 § menée par I*. Cette droite est 1'axe central
du torseur [T], ayant A pour pas.

>
0_1’* ) 3 A M(O)
g2
— —r ->
(0)8 = 01 + xS (1.40)
3 .M
N ©)
s2
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c/ Détermination analytique

Considérons un repére orthonorme dlrect R et soit [T] un torseur
dont les &léments de réduction en O sont § et M(O) supposés non nuls tels
que

3 - &xy2),
->
M(O) = (L,M,N)R
Soit un point P quelconque dé&fini par 0P = (x,y,z)R
-> ->
On a M(P) = M(O) + §3 A §
L -x X
M = M| + |-y| & |Y
() {N -z Z
R R R

L-yZ + zY

-
M = M- 2X + xZ
®
N - xY + yX R
Si le point P appartient & l'axe central on doit avoir ﬁ(I) = 23

Soit analytiquement

L-yZ+zY.} AX
M- 2zX + = AY ou encore
N - xY + yX| A2
L-yz+2Y _ M-2X+xZ _ N-xY¥+yX _
X 7 7 A (1.41)

Remarque : Pour résoudre (l.4!) on tiendra compte des considérations par-
ticuliéres d'un probléme donné.

1.10.3 Exercices d'application :

a/ Exercice n° 1

L'axe central d'un torseur passe par le p01nt I* tel que 63* =
(6,3,2) dans un repére R. La somme du torseur est § = (10,4,-3), le pas
est positif et le module de M(I*) est de 50.

Déterminer le moment en O du torseur.

Le moment M(I*) a la direction de la somme géométrique M

(1%
Le pas A etint positif, le vecteur unitaire U de 1'axe central peut &tre
défini par §
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.4

IS Y102 + 42 + (-3)2 575

Par conséquent

> > ->
(* ! e
4
-3

= 50. R
5/5

R . oo 44,84
Moy =—— | 40| = | 17,7
™ 5 |-30 -13,3 |

Le moment en O sera donné par

>
M

-> >
©) ey + OI*A 3

Calculons OI* & 3

e . 6 10
oi*as = 3] A | 4
2ir -3lg

et donc on a

L]
—
1+ 1
A »=—
o 00~

. [ 44,84 -17
M = 17,7 + [+38
©) -13,3 -6
=122 Ip R
.  27,84]
M = 55,7
() o
-19,3 J¢

b/ Exercice n® 2

Les coordonnées (éléments de réduction) d'un torseur sont

- >

S = (10,6,4) M(O) = (6,3,-6) dans un repére orthonormé R [0,%,?,2]

Déterminer le point I ol 1'axe central (4A) rencontre le plan (o,i,i).

z (A)

% ‘
| Fig 1.13

1% ¥
0 Y

X
© [JP.BROSSARD], [1994], INSA de Lyon, tous-drdjs réervés.
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. .3 _ & 21 _ _31
1 76 6~ 38 76
i.ﬁlq
38
Le point I a donc pour coordomnées dans R ! ol = 0
_31
L 76_R

d) Répartition des moments autour de 1'axe central

Axe central A

Soit un point P quelconque
qui se projette en I sur l'axe
central.

On a d'une maniére générale

-

Moy = Yo

~— -

+ PI S

=¥

Mais I appartient & 1'axe cen-
tral A et donc

M =23
(D
donc
> — >
M = + PI
@®) A3 A S
- —
Posons AS = PH
Pia % = ™
Fig 1.14 A
On écrit donc :
M., = PA + PK (1.42)
(P) ’
e s s = . . ]
On voit immédiatement que PK est perpendiculaire a4 PH et donc
PBE.® = 0 (1.43)
N . —— . . o -~ —_— -<>
On voit aussi que PI perpendiculaire 3 S d'od PI . S =0 (1.44)
Calculons maintenant le module de ﬁ(P) noté IE(P)[' On a
ﬁ(P% = (PH)2 + (PK)2 en considérant 1.43
PE = A8 - (FH)2 = 282
- — - >
PK = PIa S
[’%| = |PE] . || en considérant (1.44)
= d. §| si d désigne la distance de P a 1l'axe central
donc (PK)2 = d2 82
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Finalement ﬁ(P)z = (A% + d2) s2
et Iﬁ(P)l [$] . vaZT 72 (1.45)

De (1.42) et (1.45) on peut donc tirer les propositions suivantes quant 3
la répartition des moments autour de 1l'axe central

1/ Remarque 1

Le moment en un point quelconque est la somme de deux vecteurs,
1'un constant A§ paralléle a la somme géométrique, 1'autre variable PT A 3
perpendiculaire 3 la somme géométrique et dont le module varie proportion~
nellement & la distance du point & l'axe central, ce qui revient aussi 3
dire que tous les points situés 3 une méme distance de 1'axe central, c'est
d dire sur un cylindre d'axe A, de rayon d, ont des moments qui ont méme
module.

2/ Remarque 2

L'axe central est le lieu des points dont le moment est miwimum
en module.

3/ Remarque 3

-
‘S Ce qu'on vient de dire est
évident si on représente en un
point quelconque A la gerbe de
sommet O des différents vecteurs
moments.

Pour un torseur donné, rappe-
lons que 1l'automoment est inva-
riant, c'est 3 dire

S.H,, =
. (0) constante

i

Par suite les vecteurs de la gerbe
de sommet A représentatifs des mo-

A ments en tous points du torseur ont
leur sommet dans un plan perpendi-
. P P
Fig 1.15 culaire 3§ g.

Donc le moment est minimum s'il a la direction de S, c'est 3 dire si
le point correspondant appartient bien 3 1'axe central.

1.5.12 CHAMP DE MOMENTS

a) Définition

Si on se donne le moyen de faire correspondre & tout point P d'une
certaine région de 1l'espace un vecteur lié Eﬁ(P)] d'origine P on dit qu'on
définit un champ de vecteurs.

En particulier, &tant donné un torseur [T], a tout point P de
1l'espace correspond le moment ﬁép du torseur en P. Le champ constitué par
B

les vecteurs ﬁ(P) est appelé ch de moments.
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I1 est caractérisé par la formule liant le moment en deux points P et Q

> > — -
M = M + PQA S

®) )

+ - - - -
S étant la somme du torseur considéré

b) Equiprojectivité du champ de moments : Théoréme de Delassus

1/ Propriété du champ de moments : un champ de moments est équipro-

Jjectif
Soient M et N deux points quelconques. On a
M. = M, +MNaS
- D )

Multiplions scalairement les deux membres de
cette relation par My

M(M)' MN = M(N)'

Si 1l'on pose M = xﬁ, (1.46) s'écrit encore

N (1.46)

> > > >

™ ° U

autrement dit, la projectign des moments en
M et N sur le support de MN est constante.

' lﬁxl - |ﬁ§l C'est ce qu'on appelle la propriété d'équi-~
. projectiviteé.
Fig 1.16
2/ Réciproque de l'énoncé : Théoréme de
Delassus
Tout champ équiprojectif est un champ
de moments.
Démonstration

Considérons, par hypothé&se, trois points quelconques 0,P,Q non
alignés et un champ de moments &quiprojectif. On peut donc écrire

Vp) 0P v(o).cﬁ N [V(P) -v(o)] .0 = 0 (a)

;’;«z)“’_6 - z(m‘&s E— [Z(Q) 'Z(o)l - 0 (b)
@ B = VR —— [T -Vl - = 0 (e)

]

la derniére relation peut s'écrire encore
V..~V -®,., -7 0Q-08) = 0
By =Ty - T ~T0) @8- B

ou en développant on obtient l'expression suivante

> > 5 N N N
(V(P)—V(O))Ga - (V(P)—ﬁ(o))Gﬁ - (V(Q)—V(o))66 + (6(Q)_v(0))53 - 0
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qui devient, compte tenu de (a) et (b)

ey~ Voy) @ *+ G~ Vo)) O = 0

Nous avons finalement les trois relations suivantes :

[V(P) v(o)] 0P = 0 (a)
[ir’(Q) Vil @ = 0 @) (1.47)
[y Tl B+ Ty Tl # = 0 @

Con51derons malntenant une base orthonormée R d'origine O et de
vecteurs unitaires xl x2 X3 qui ont pour extrémité K;, K,, Kj.

Appliquons les relations (1.47) aux extrémités des vecteurs uni-
taires. L'expression (1.47 a) ou bien (1.47 b) donne

[$(K1) V(O)J OK1 = 0
> —
F k)™ Yoyl Oks = 0

L'expression (1.47 c) donne également

¥ xyy” Tol- B+ [,y Tgpl- T = 0
c - - — > _3 — _
[V(KZ) _v(o)]. OK3 + [v(K3) v(o)]. 0Ky 0
-> — > > —
Dy Tol- %+ [y Tyl % = 0
qui sous forme indicielle deviennent
- - — - > —
[V(Ki-)- V(O)] 0K, - [V(Kj)— v(o)] OR;- = 0 (1.49)
Posons rij = (g(Ki)_ 3(0)) 6%5 (1.50)

Les relations (1.48) et (1.49) s'@crivent alors

r.. = 0 i=]
J (1.51)

rij + rji 0 i#]

(1.51) nous permettent de dire que les»ri. sont antisymétriques par rapport
aux indices. J
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Considérons maintenant un point P quelconque. Ses coordonnées
dans la base R seront

—

K. (1.52)

O

. 3
P o= )

o

hd

]
[ [¥)

(ol

o

Pour ce point P la formule (1.47 c) peut s'écrire

By Yoyl 0 = - Ty Vgl O

3 —
~ g Vo) iz, *; 0%y

- 1 % Vg Yl %

i=l

Mais la formule (1.47 c¢) donne toujours

Fo~ Yol & = - Ty Yo @

—

> 3 > ->
[V(P)- v(o)] . 0Q = izl x; Lv(Ki)— v(o)] . 0

On peut donc écrire en divisant par 66 # 0

Veor Yoy T E : iy Vo))
-> -> > > > > -> >
e Vo = % Ve~ Vol * 20y Yol * =2k Vool

. . . -> — -> — - —_ .
Multiplions scalairement par x; = OK;, xp = OKp et x3 = OK3 successivement.
On obtient, en utilisant (1.50)

Vo=V, ] - %1 = x1.r11 + XpTp) + Xar
(P) )4 1 1-111 2121 3L31
-
[-V(P) V(O)] « Xp = X].Trjp + Xoropy + X3r3sp
> >
[V(P) V(O)] « X3 = X] rj3 + Xpro3z + X3r33

Compte tenu de (1.51) on peut Ecrire ces derniéres relations sous forme

matricielle
> > Y T, T3 [x
V(P)- V(O) -rlz 0 rsz X2
“ry3 ~rp3 O X3

V(P)- v(o) est le produit d'une matrice antisymétrique par un vecteur. On
peut donc le représenter par un produit vectoriel

§ -0, = &4o0b R
@~ ') A avee ¥ T T3
IZR
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et on a donc

(®) = V(O) + PO j Q (1.53)

<4

qui est bien l'expression qui caractérise un champ de vecteurs et donc un
champ de moments en particulier.
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