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Enoncés 1

Calcul matriciel

Opérations sur les matrices

Exercice 1 [01247] [Correction]
Pour A € M, (K), on note o (A) la somme des termes de A.
On pose

1 - 1

Vérifier JA.J = o(A).J.

Exercice 2 1012481 [Correction]
Pour i, j,k,£ € {1,...,n}, on note E; ; et £y, les matrices élémentaires de M, (K)
d’indices (i, j) et (k, £). Calculer

E;jX Eg

Exercice 3 [00403] [Correction]
Soit

avec0<d<c<b<aetb+c<a-+d.
Pour tout n > 2, on note

Démontrer que, pour tout n > 2,

bl’l + Cl’l S an + dl’l

Exercice 4 [03422] [Correction]
Soient A, B € M, (K) vérifiant
AB=A+B

Montrer que A et B commutent

Exercice 5 [00702] [Correction]
Résoudre 1’équation X? = A ol

1 0 1
A= [O 4 2]
0 0 16
Exercice 6 [03976] [Correction]
Soit A € GL,(R) vérifiant
A+A' =1,

Pour k € N, calculer A¥ + A%,

Problemes de commutation

Exercice 7 [01249] [Correction]
Soient Ay, ..., 4, des éléments de K deux a deux distincts et D = diag(4y, ..., 4,).
Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec D.

Exercice 8 [012507 [Correction]
Soit A = (a;,;) € M,(K). Montrer que

VB e M,(K),AB=BA < 1K A=A1I,

Exercice 9 026871 [Correction]
Soient A, B € M,(R) ou B est nilpotente et commute avec A. Montrer que A et A + B sont
simultanément inversibles.

Exercice 10 [00697] [Correction]
On suppose que A, B € M,(K) commutent et que A est inversible.
Justifier que les matrices A~! et B commutent.

Exercice 11 [00709] [Correction]

(a) Quelles sont les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les matrices de M,,(K) ?

(b) Méme question avec les matrices commutant avec toutes celles de GL,,(K).
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Exgrcice 12 (02689 ] [Correction] o . (@) A= I 1 (b) A = a b © A= cgs& —sinf
Soient n € N*, a1, ..., a, des complexes distincts, A = diag(a, ..., a,) et 0 2 0 a sinf  cos6

CA) = {M e M,(C),AM = MA}

Montrer que (A¥)g<i<n-1 €st une base de C(A). Exercice 19 [01252] [Correction]

On considere la matrice

Exercice 13 [03144] [Correction]
Soit n € N avec n > 2.

S
1l
—_——
oo -

1 1
1 1
0 1
(a) Montrer que

etonpose B=A-1.

{A e M,(R) | ¥M e GL,(R),AM = MA} = {al, | A €R} Calculer B" pour n € N et en déduire I’expression de A”.
(b) Soit A € M, (R). On suppose que

YM,N € M,(R),A=MN = A=NM Exercice 20 [01253] [Correction]

Montrer qu’il existe 1 € R tel que A = A1, Calculer A" pour

1 10
. (o 1 1]
Exercice 14 [03164] [Correction] 0 0 1
Soit T € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure. R L
Montrer que 7 commute avec sa transposée si, et seulement si, la matrice T est diagonale. de deux manieres différentes.
Exercice 15 (03166 [Correction] Exercice 21 (012541 [Correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les matrices On considere la matrice
symétriques. A= (—1 —2)
3 4

Exercice 16 [03167] [Correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M, (K) commutant avec toutes les matrices
antisymétriques.

Exercice 17 [00712] [Correction]
Soient D = diag(ay, ..., a,) € M,(K) et

¢: Me M,(XK)— DM - MD

(a) Déterminer noyau et image de 1’endomorphisme ¢.
(b) Préciser ces espaces quand D est a coefficients diagonaux distincts.

Calcul des puissances d’une matrice carrée

Exercice 18 [o1251] [Correction]
Calculer A" pour n € N et les matrices A suivantes :

(a) Calculer A2 — 3A + 2I. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

(b) Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X" par X2 -3X+2.

(c) En déduire I’expression de la matrice A”.

Exercice 22 [02929] [Correction]

Soit
P |
a=|0 1 e My(R)

(a) Soit k € N*. Majorer les coefficients de Ak,
(b) Calculer A~!.
(c) Calculer (A~")* pour k € N.
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Matrices carrées inversibles Exercice 28 [01260] [Correction]
Soit
. . 2 -1 2
Exercice 23 [01255] [Correction] A=ls5 -3 3
Soit 1 0 -
a=(* b)e My
\c d : (a) Calculer (A + I)>.
Observer que (b) En déduire que A est inversible.
A* —(@a+d)A + (ad — bc)[ =0
< .. ~ . . 92 P . -1
A quelle condition A est-elle inversible ? Déterminer alors A~ . Exercice 29 {01261 | [Correction]
Soit A = (1 -6, ;) € M,(R)
Exercice 24 [01256] [Correction] (a) Calculer A%
Calculer I'inverse des matrices carrées suivantes : (b) Montrer que A est inversible et exprimer A~
1 0 -1 1 0 1 1 1 -1
@A=2 1 -3 b B=12 -1 1 © C=12 0 1 Exercice 30 (01262 [Correction]
-1 0 2 -1 1 -1 2 1 -1

Soit A € M, (K) telle que la matrice I + A soit inversible. On pose B = (I — A)(I + A)~!.
(a) Montrer que B = (I + AN - A).
Exercice 25 [01257] [Correction] (b) Montrer que I + B est inversible et exprimer A en fonction de B.
Justifier que
1 (-
A= e M,(R) Ex.ercice 31 [034207 [Correction] '
Soient A, B, C € M, (K)(n > 2) non nulles vérifiant

est inversible et déterminer A~'. ABC = 0,

Montrer qu’au moins deux des matrices A, B, C ne sont pas inversibles.

Exercice 26 [01258] [Correction]

[Matrice a diagonale strictement dominante] Soit A = (a; ;) € M,(C) telle que Exercice 32 {02575 ] [Correction]

Vl<i< ”’Z |ai,j| < |ai’i| Montrer que la matrice 011
—
o Aol 01
Montrer que la matrice A est inversible. 11 0 1
1 110
Exercice 27 012591 [Correction] est inversible et calculer son inverse.

Soientn € N\ {0, 1} et w = exp(iﬁ). On pose

— (,(k=1)(t-1) Exercice 33 [01291] [Correction]
A=lw e M, (C) : ) ) ) )
Isk.t<n Montrer que les matrices carrées d’ordre n > 2 suivantes sont inversibles, et déterminer

Calculer AA. En déduire que A est inversible et calculer A, leur inverse par la méthode de Gauss :
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I -a 0 r 2 - n Exercice 37 1012671 [Correction]
[Matrices de permutation] Soit n € N \ {0, 1}. Pour o € S,,, on note
(a) A= (c) C=
" —a 2 P(o) = (8i) ., rn E MR
©) 1 (0) 1 <i.js
1 (D) appelée matrice de permutation associée a .
(b) B = (a) Montrer que
(0) 1 V(o,0') € 82, P(0 o 0’) = P(a)P(c)
(b) En déduire que E = {P(0) | o € S,} est un sous-groupe de GL,(R) isomorphe a S,,.
Symétrie matricielle (c) Vérifier que

"(P(0) = P(c™")

Exercice 34 [01263] [Correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux matrices
symétriques soit encore une matrice symétrique. Exercice 38 [01268] [Correction]
Soit E I’ensemble des matrices de M, (K) de la forme

Exercice 35 012641 [Correction] =

(a +b
Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (R).

b 2
b a- b) avec (a,b) e K

(a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M, (K), en donner une base.

Structures formées par un ensemble de matrices (b) Montrer que E est un sous-anneau commutatif de M,(K).
(c) Déterminer les inversibles de E.

Exercice 36 [01266] [Correction] (d) Déterminer les diviseurs de zéro de E c’est-a-dire les matrices A et B € E vérifiant
Soit E I’ensemble des matrices de la forme AB = O, avec A, B # O,.
a b c
M(a,b,c)=|0 a b . )
(@5.0) 0 0 a Exercice 39 [01563] [Correction]

On dit qu’une matrice A = (a,-, j) € M, (K) est centro-symétrique si
avec a,b,c € R. s
Notre objectif est d’établir que I’inverse d’une matrice inversible de E appartient encore a Y@, j) € [1sn], anti-ins1-j = aij

E, sans pour autant calculer cet inverse.

M R el d . la di . (a) Montrer que le sous-ensemble C de M,,(K) formé des matrices centro-symétriques
(a) Montrer que (E, +,.) est un R-espace vectoriel dont on précisera la dimension. est un sous-espace vectoriel de M, (K).

(b) Montrer que (E, +, X) est un anneau commutatif. (b) Montrer que le produit de deux matrices centro-symétriques de M,,(K) est aussi

(c) A quelle condition sur (a, b, ¢) € R3, la matrice A = M(a, b, ¢) est-¢elle inversible dans centro-symétrique.
M;3(R) ? On suppose cette condition vérifiée. En considérant I’application f: E — E

by e (c) Soit A centro-symétrique de M,,(K) et inversible.
définie par f(X) = AX, montrer que A~ € E.

En considérant I’application X — AX de C vers C, montrer que A~ est
centro-symétrique.
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Matrice d’une application linéaires

Exercice 40 012691 [Correction]
Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires f
suivantes :

R R? R3[X] — Rs[X]
@ f: P P(X+1)

Rs[X] —» R*
@ f:
P (P(1), P(2), P(3), P(4))

o

Xy, 20— (x+y,y—2x+72)

R’ - R’
(b) f:{

(xy,200> Y +z,2+x,x+Y)

Exercice 41 [o1270] [Correction]
On considere les sous-espaces vectoriels supplémentaires de R? suivants :

P={(x,y,2) € R’ | x+2y—-z=0} et D = Vect(w) ol w = (1,0,~1)

On note B = (i, j, k) la base canonique de R3.
On note p la projection vectorielle sur P parallelement a D, g celle sur D parallelement a
P, et enfin, s la symétrie vectorielle par rapport a P et parallelement a D.

(a) Former la matrice de p dans 8.

(b) En déduire les matrices, dans B, de g et de s.

Exercice 42 (01271 ] [Correction]
Soit ¢ I’endomorphisme de R, [X] défini par ¢(P) = P(X + 1).

(a) Ecrire la matrice A de o dans la base canonique B de R, [X].

(b) Justifier que A est inversible et calculer A~'.

Exercice 43 [00714] [Correction]
Soit A = (a;, j)1<, i1 € M,+1(R) la matrice dont le coefficient général est donné par un
<i,j<n

coeflicient binomial :
j—1
aj=1\.
sJ i— 1

Soit ¢ € L(R,[X]) 'endomorphisme représenté par la matrice A dans la base canonique
1,X,....,X".

(a) Exprimer simplement ¢(P) pour tout P € R, [X].

(b) Calculer A™ pour tout m € N.
(c) Calculer A7".

Exercice 44 [00715] [Correction]
Soient a € C* et f: C — C définie par f(z) = z + azZ.

(a) Former la matrice de I’endomorphisme f du R-espace vectoriel C dans la base (1, 1).

(b) Déterminer image et noyau de f.

Matrice d’un endomorphisme dans une base bien choisie

Exercice 45 [01273] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f> # Oet > = 0.
Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

0 00
1 00
010
Exercice 46 [01275] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n € N* vérifiant

ff=0et "0

(a) Justifier qu’il existe un vecteur x € E tel que la famille
B = (x, f(x), f2(),..... f'"'(x)) forme une base de E.
(b) Déterminer les matrices de f, f2, . f’“1 dans cette base.

(c) En déduire que
{ge LE) | gof=fog)=Vectd, f, f2 ..., f"")

Exercice 47 [01277] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (i, j, k).
Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

2 -1 -1
A=|1 0 -1
1 -1 0
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(a) Calculer A. Qu’en déduire sur f ?
(b) Déterminer une base de Im f et ker f.

(c) Quelle est la matrice de f relativement a une base adaptée a la supplémentarité de
Im f etker f?

Exercice 48 [01278] [Correction]
Soit

2 -1 -1
A=|-1 2 -1
-1 -1 2

On note B = (e}, e3, e3) la base canonique de R3.
Soit f I’endomorphisme de R* dont la matrice dans B est A.

(a) Déterminer ker f et Im f. Démontrer que ces sous-espaces sont supplémentaires
dans R3.

(b) Déterminer une base adaptée a cette supplémentarité et écrire la matrice de f dans
cette base.

(c) Décrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires.

Exercice 49 [00719] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f € L(E) tel que " = 0 et
i t#o.

Montrer qu’il existe une base B de E pour laquelle :

0 1 0

Matg(f) =

O -

Exercice 50 [00720] [Correction]
Soit f € L(E) tel que f? = 0.
Montrer qu’il existe une base B telle que la matrice de f dans B soit

[+15)

Exercice 51 [04154] [Correction]
Soit f un endomorphisme non nul d’un R-espace vectoriel E de dimension 3 vérifiant
fP+f=0.
(a) Soit x € E. Démontrer que si x = y + z avec y € ker f et z € ker(f? + Id) alors
y=x+ fA(x)etz = —f2(x).
(b) Montrer que
E = ker f @ ker(f* + Id)
(c) Prouver dim ker( f2 + Id) > 1. Montrer que, si x € ker( f2 + Id) \ {0} alors (x, f(x)) est
une famille libre de ker(f? + 1d).
(d) Que vaut det(—Id) ? En déduire dim ker( f2 +1d) = 2.

(e) Déterminer une base de E dans laquelle la matrice de f est

00 O
0 0 -1
01 O

Changement de bases

Exercice 52 [01276] [Correction]
Soit

On note B = (e, €2, e3) la base canonique de R3,
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans B est A.
Onposee; =(1,1,1),8 =(1,-1,0),&3 = (1,0, ) et B’ = (g1, &2, &3).

(a) Montrer que B’ constitue une base de R>.
(b) Ecrire la matrice de f dans cette base.

(c) Déterminer une base de ker f et de Im f.

Exercice 53 [00716] [Correction]
Soit f € L(R3) représenté dans la base canonique B par :

21 -1
01 O

1 1 0
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(a) SoitC = (&1,&2,€3) avec &1 = (1,0,1),& = (-1,1,0),&3 = (1, 1, D).
Montrer que C est une base.

(b) Déterminer la matrice de f dans C.

(c) Calculer la matrice de " dans B pour tout n € N.

Exercice 54 [012827 [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (e, e, €3).
Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans 8 est

2 -1 0
A=|-2 1 =2
1 I 3

Soit B’ = (g1, &2, €3) la famille définie par

E1 =¢€1tey—e3
&y =¢€1—¢e3
& =€ —-e
(a) Montrer que B’ est une base de E et former la matrice D de f dans 8.
(b) Exprimer la matrice de passage P de B a B’ et calculer P!,
(c) Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~ ?

(d) Calculer A" pour tout n € N.

Exercice 55 [o01284] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et 8 = (ej, €;, €3) une base de E.
On considere les matrices

4 -2 2 0 0 0
A=|1 0 -1]etD=|0 1 O
3 -2 -1 0 0 2

Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans la base 5 est A.

(a) Montrer qu’il existe une base C = (g1, &;, &3) de E telle que la matrice de f dans C
soit D.

(b) Déterminer la matrice P de GL3(R) telle que A = PDP'. Calculer P7'.
(c) Calculer A" pour tout n € N.

(d) En déduire le terme général des suites (x,)nen, Vn)nen €t (24 nen définies par :

xo =1 X1 = 4x, — 2()’n +2)
yvw=0 etVneN, Ynt+1 = Xn = Zn
20=0 Zn+l = 3%, — 2Yn —Zn

Exercice 56 [03212] [Correction]
Soient b = (i, j) et B = (I, J) deux bases d’un R-espace vectoriel de dimension 2 et P la
matrice de passage de b a B.
Pour x € E, notons
v = Mat, x et V = Matg x

(a) Retrouver la relation entre v et V.
(b) Soient f € L(E) et
m = Mat,, f et M = Matg f
Retrouver la relation entre m et M.

(c) Par quelle méthode peut-on calculer m" lorsqu’on connait deux vecteurs propres non
colinéaires de f.

Exercice 57 1007171 [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base | = (ey, e, €3).
Soit f € L(E) dont la matrice dans la base ] est

0 1 1
A=]0 1 0
-1 1 2

Onposee] = e +e3, ¢, =e; +erete] =e +e+e3.

(a) Montrer que la famille ¢’ = (¢}, ¢}, ;) forme une base de E et déterminer la matrice
Bde f dans ¢'.

(b) Calculer A”.

Exercice 58 [00718] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (ey, e3, €3).
Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

0 2 1
A=]-1 2 1
0 1 1

Onposeal —e tey, & =eteyetey =e +er+e3.

Diffusion autorisée 2 titre entierement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 28 décembre 2016

Enoncés 8

(a) Montrer que B’ = (g1, &2, €3) forme une base de E et déterminer la matrice de f dans

7.
(b) Calculer A".

Exercice 59 [01283] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base 8 = (e, ez, €3).
Soit f I’endomorphisme de E dont la matrice dans 8 est

3 -2 2
A=|1 2 0

1 1 1

(a) Montrer qu’il existe une base C = (¢, &3, &€3) de E dans laquelle la matrice

représentative de f est une matrice diagonale D de coefficients diagonaux : 1,2 et 3.

(b) Déterminer la matrice de passage P de 8 a C. Calculer P~!.
(c) Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~' ?
(d) Calculer A" pour tout n € N.

Rang d’une matrice

Exercice 60 [01285] [Correction]
Calculer le rang de familles de vecteurs suivantes de R :

(@) (x1,x2,x3)avec x; = (1,1,0),x = (1,0,1) et x3 = (0, 1, 1)
(b) (x1,x2,x3)avec x; = (2,1,1),x = (1,2, 1) et x3 = (1,1,2)
() (x1,x2,x3)avec x; = (1,2,1),x =(1,0,3) et x3 = (1,1,2).

Exercice 61 [01286] [Correction]
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

(@) f: K3 — K3 définie par
fey,0)=(x+y+z,x-y+z,x+y—2)
(b) f:K* — K3 définie par
JOoy, ) =(x=y.y-22-x)
(c) f:K* — K* définie par

fy, ) =x+y—t,x+z+2t,2x+y—z+t,—x+2y+72)

Exercice 62 [01287] [Correction]
Calculer le rang des matrices suivantes en fonction des parametres :

1 1 1 a b )
@ |b+c c+a a+b —
bc ca ab (c) ) ’
1 cosd cos260 0) . b
(b) | cosf cos26 cos36 b (0) a
cos20 cos36 cos4b
Exercice 63 [01283] [Correction]
Soient n € N* et M € M, (R) définie par
1 1 0 0
0 1 1
M = 0
0 - |
1 0 -+ 0 1

(a) Donner le rang de M et la dimension de son noyau.
(b) Préciser noyau et image de M.
(c) Calculer M".

Exercice 64 [01289] [Correction]
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 3 telles que AB = O3.
Montrer que I’une au moins de ces matrices est de rang inférieur ou égal a 1.

Exercice 65 [00698] [Correction]
Soient A € M;3,(R) et B € M;3(R) telles que

1 00
AB=(0 1 O
0 0 0

(a) Déterminer les rangs de A et B.
(b) Calculer BA en observant (AB)> = AB.

Exercice 66 [00699] [Correction]
Soient A € M;3,(R) et B € M;3(R) matrices de rang 2 vérifiant (AB)? = AB.
Montrer BA = I,.
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Exercice 67 [00710] [Correction]
Soit G un groupe multiplicatif formé d’éléments de M, (R).
Montrer que les éléments de G ont tous le méme rang.

Exercice 68 [03861] [Correction]
Soient A, B € M, (C) vérifiant A’B = A etrg A = rg B. Montrer B°A = B.

Systemes d’équations linéaires

Exercice 69 [012927 [Correction]

Discuter, selon m parameétre réel, la dimension des sous-espaces vectoriels de R3 suivants :

0 x+y+mz=0
O}b)Fz (x,y,2) eR | x+my+z=0
mx+y+z=0

xX+my+z=
mx+y+mz=

(a) F = {(x,y,z) eR?| {

Exercice 70 [01293] [Correction]
On considere, pour m paramétre réel, les sous-espaces vectoriels de R3 :

F:{(x,y,z)€R3|x+my+z=0etmx+y—mz=0}

et
G:{(x,y,z)eR3|x—my+Z:0}.

(a) Déterminer la dimension de F et G.

(b) Discuter, selon la valeur de m, la dimension du sous-espace vectoriel ' N G.

Exercice 71 [01294] [Correction]

Résoudre en fonction du parametre m € C, les systemes suivants d’inconnues complexes :

X—y+z=m

@ sx+my—-z=1
x—y—z=1
mx+y+z=1

®d) x+my+z=m

X+y+mz=m?

mx+y+z+t=1
©) sx+my+z+t=m
X+y+mz+t=m+1

Exercice 72 [01295] [Correction]
Soient a, b € C. Résoudre le systeme :

ax+by+z=1
x+aby+z=>b
x+by+az=1

Exercice 73 [01296] [Correction]
Résoudre le systeme d’équations suivant d’inconnues complexes :

X1+x+x3+..+x,=1
X1+ 2x +2x3+ ... +2x, =1
X1 +2x +3x3+...+3x, =1

X1 +2x +3x3+ ... +nx, =1

Exercice 74 [01297] [Correction]
Résoudre le systeme d’équations suivant d’inconnues complexes :

X1+ X =0
X1 + x + X3 = 0
X + X3 + X4 = 0
Xps2  + Xpm1 + Xy 0
Xp-1 + x, = 0
Exercice 75 1012981 [Correction]
Soient ay, ..., a, des points du plan complexe.
Déterminer a quelle(s) condition(s) il existe au moins un polygone a n sommets zj, ..., 2,
tel que :

a; est le milieu de [z; ; z;+1] et a,, est le milieu de [z, ;z1].

Exercice 76 [02560] [Correction]
Discuter suivant a et b et résoudre

ax+2by+2z=1
2x+aby+2z=>b
2x+2by+az=1
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Exercice 77 [02579] [Correction]
Résoudre, en discutant selon a, b € R le systeme

ax+y+z+t=1
xX+ay+z+t=>b
x+y+az+t="5b?
X+y+z+at=0b

Matrices équivalentes

Exercice 78 007031 [Correction]

(a) Montrer qu'une matrice A € M, (K) est non inversible si, et seulement si, elle est

équivalente a une matrice nilpotente.

(b) Soit f: M,(K) — K une application vérifiant : f(0,) = 0, f(I,) # 0 et pour tout

A, B € M,(K),
f(AB) = f(A)f(B)

Montrer que A € M, (K) est inversible si, et seulement si, f(A) # 0.

Exercice 79 [026027] [Correction]
Soit A € M,,(R) une matrice de rang r. Déterminer la dimension de 1’espace

{Be M,(R)| ABA = O,}

Exercice 80 [o1602] [Correction]
Soient A, B € M,,(K).

(a) Justifier qu’il existe U, V € GL,(K) tels que
rg(UA + BV) = min(n,rg A + 1g B)
(b) On suppose rg A +rg B > n. Montrer qu’il existe U, V € GL,(K) tels que
UA + BV € GL,(R)

Exercice 81 [03808] [Correction]
(a) Montrer que si C € M,(R) vérifie :

VX € M,(R), det(C + X) = det X

alors elle est nulle (on pourra étudier le rang de C).

(b) Montrer que si A et B de M,(R) vérifient :
¥X € M,(R),det(A + X) = det(B + X)

alors A = B.

Exercice 82 [012907] [Correction]
Soit A € M, ,(K) de rang r. Montrer qu’il existe des matrices B et C respectivement dans
M, (K) et M,.,(K) telles que A = BC.

Matrices de rang 1

Exercice 83 [00701 ] [Correction]
Soit A € M,,(K) une matrice carrée de rang 1.

(a) Etablir Iexistence de colonnes X, Y € M1 (K) vérifiant A = X'Y.
(b) En déduire I’existence de 1 € K tel que A2 = 1A.

Exercice 84 [00700] [Correction]
Soit A une matrice carrée de rang 1. Montrer qu’il existe A € K tel que A? = AA.

Exercice 85 [03460] [Correction]
Soit H € M,,(C) une matrice de rang 1.

(a) Montrer qu’il existe des matrices U, V € M, 1(K) telles que H = U'V.
(b) En déduire

H? = tr(H)H
(c) On suppose tr H # —1. Montrer que I, + H est inversible et

1
1+trH

U +H) ' =1, -
(d) Soient A € GL,(K) telle que tr(HA™") # —1. Montrer que A + H est inversible et

A+H) =47 A'HA™!

T 1+ t(HA™)
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Rang d’une matrice par blocs

Exercice 86 [03134] [Correction]
Soient A, B, C, D € M,,(K).

(a) On note ( A ‘ B ) € M, 2,(K) la matrice obtenue en accolant les colonnes de B a
droite de celles de A.
Montrer
rg( A|B)=rgA e IU e M\(K),B =AU

A
(b) On note C

celles de A.
Montrer

€ My, ,(K) la matrice obtenue en accolant les lignes de C en dessous de

rg{%}: 1gA < Ve M,(X),C=VA

(¢) En déduire

A B A B A AU
rg(c D):rgA(:)HU,VeMn(K),(C D):(VA VAU)

Exercice 87 [01604] [Correction]
Soient A € M,(K), B € M,(K) et M la matrice

(A Oy
e[ %)ercs
Etablir

rgM =1gA+1gB

Exercice 88 [01649] [Correction]
Soient B € M, ,(K) et C € M,(K).
Montrer

Exercice 89 [02335] [Correction]
Soient A € M,(K), B € M,(K), C e M, ,(K) et
( A C

o B) € My p(K)
p.n

On suppose B inversible. Etablir

igM=p < A=0,

Exercice 90 [03101] [Correction]
Soient A € GL,(R), B € M, ,(R), C € M,(R) et

A B

Déterminer le rang de M en fonction de celui de C.

Calcul par blocs

Exercice 91 [03264] [Correction]
Soient A € M, (K) et

0, A
B = (In On) € MZH(K)

(a) Montrer que A est inversible si, et seulement si, B I’est.

(b) Calculer B? pour tout p € N.

Exercice 92 [00747] [Correction]
Soit M € M,,(K) une matrice de rang r décomposée par blocs sous la forme

A B
(e 3)
avec A € M, (K) supposée inversible.

(a) Montrer que pour toute colonne Y € M,_,;(K) il existe une colonne X € M, (K)

telle que
0\ _ X
u(y)= )

(b) En déduire que D = CA™'B.
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Exercice 93 [03137] [Correction]
Soient A, B,C,D € M, (K) et

A B

On suppose que les matrices A, D et M sont inversibles.
Exprimer M~!.

Exercice 94 [03702] [Correction]

Soit
1 -1 0 o0
01 0 0
A=lo 0 -1 1
0 0 0 -l

Calculer A" pour tout n € Z.

Trace

Exercice 95 [03258] [Correction]
Existe-t-il des matrices A, B € M,,(K) vérifiant

AB-BA =1,?

Exercice 96 1032591 [Correction]
Soient A, B € M,(K) des matrices vérifiant

AB-BA=A

Calculer tr (A”) pour p € N*,

Exercice 97 [00729] [Correction]

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) de rang 1.

Montrer
fF=w(f).f

A quelle condition un endomorphisme de rang 1 est-il un projecteur ?

Exercice 98 [03029] [Correction]
Soient A € M, (R) et ¢ I’endomorphisme de M, (R) défini par

(M) = MA

Exprimer la trace de ¢ en fonction de celle de A.

Exercice 99 [00730] [Correction]
Soit M une matrice carrée de taille n a coefficients dans K sous-corps de C.
Montrer que si tr M = 0, il existe deux matrices A et B telles que

M =AB - BA

Exercice 100 [007311 [Correction]
Soit ¢ une forme linéaire sur M,,(K). Montrer qu’il existe A € M,,(K) tel que pour tout
M e M, (K), o(M) = tr(AM).

Exercice 101 [00733] [Correction]
On note tr la forme linéaire trace sur E = M,,(K).
Etablir
ker(tr) = Vect{[A;B] | A,B € E}

ou I’on note [A ; B] = AB — BA.

Exercice 102 [00711] [Correction]
Etablir que Vect{AB — BA | A, B € M, (R)} est un hyperplan de M, (R).

Exercice 103 [00735] [Correction]
Soit A € M, (R). Résoudre I’équation

X + X = tr(X)A

d’inconnue X € M, (R).

Exercice 104 [032611 [Correction]

(a) Dans un espace de dimension finie, pourquoi le rang d’un projecteur est-il égal a sa
trace ?
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(b) Soit A € M, (K) vérifiant A7 = I,. Exercice 108 [00732] [Correction]
Montrer Soit T une forme linéaire sur M,,(K) vérifiant
. 15
dimker(A — I,) = 5 Z tr(A%) VA, B € M,(K), T(AB) = T(BA)
k=0

Etablir que T € Vect {tr}.

Exercice 105 [007341 [Correction]
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(E) de cardinal

fini 1. Monirer Exercice 109 [02616] [Correction]

1 Soit f une forme linéaire sur M, (R) vérifiant
dim(ﬂ ker(g — IdE)) =— Z trg !
n
8€G 8€G VA, B e M,(R), f(AB) = f(BA)
Montrer que f est proportionnelle a la trace.

Exercice 106 [023881 [Correction]
Soient K = R ou C et H une partie non vide et finie de GL,(K) stable par multiplication.

(a) Soit M € H. Montrer que k € N* - M* € H n’est pas injective. Exercice 110 [02686] [Correction]
En déduire que H est un sous-groupe de GL,,(K). . . L.
Soient (a) Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant
1
g=Hl P = ) M VA, B € M,(R). f(AB) = f(BA)
€
(b) Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire P* = P. montrer que f est proportionnelle a la trace.

(c) Trouver un supplémentaire, dans M, ; (K), stable par tous les éléments de H, de (b) Soit g un endomorphisme de I'espace vectoriel M, (R) vérifiant

() ker(M - 1,) 3(AB) = g(BA)
MeH pour toutes A, B € M, (R) et g(I,,) = I,. Montrer que g conserve la trace.
(d) Montrer que
Z trM € gN
MeH Exercice 111 [03419] [Correction]
Que dire si cette somme est nulle ? Soit A € M, (R). Calculer la trace de I’endomorphisme f € M,(R) donné par

f(M)=AM + MA
Exercice 107 [o02651] [Correction]

(a) Soit G un sous-groupe fini de GL,(R) tel que 3, trg = 0. Montrer que Y, g = 0. Exercice 112 [ 02563 | [Correction]

(b) Soit G un sous-groupe fini de GL,(R), V un sous-espace vectoriel de R" stable par Pour A et B fixées dans M, (R), résoudre dans M,,(R) I’équation
les éléments de G. Montrer qu’il existe un supplémentaire de V dans R" stable par
tous les éléments de G. X=tr(X)A+B
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Exercice 113 [02547] [Correction]

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Montrer que f € L(E) de rang 1 n’est pas forcément un projecteur.
Montrer que f € L(FE) de rang 1 et de trace 1 est un projecteur.
Trouver une base de L(FE) constituée de projecteurs.

Exercice 114 [03864 1 [Correction]
Soient Ay, ..., Ay € M,(R) vérifiant

A+ + A =LetVl <i<kA?=A

Montrer
VI<i#j<kAA;=0,

Application des matrices a I’étude d’applications linéaires

Exercice 115 [026791 [Correction]
Soient f,g € L(R?) tel que > =g>=0et fog=go f.Calculer fog.

Exercice 116 [02688 1 [Correction]
Soit w une racine primitive n-ieme de 1. On pose

n—1

F.(P) = % D P@hHx*
k=0

pour tout P € C,_;[X].
Montrer que F,, est un automorphisme de C,_{[X] et exprimer son inverse.

Exercice 117 [03160] [Correction]
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2.

(a) Indiquer des endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la méme
dans toutes les bases de E.

(b) Soit (e, ...,e,) une base de E. Montrer que pour tout i € {2,...,n}, la famille
(e1 +e,e,...,e,) estune base de E.

(c) Déterminer tous les endomorphismes de E dont la représentation matricielle est
diagonale dans toutes les bases de E.

(d) Quels sont les endomorphismes de £ dont la représentation matricielle est la méme
dans toutes les bases de E ?

Exercice 118 {0259 ] [Correction]
Soit f un élément non nul de £(R?) vérifiant

Fef=0
Montrer que R? = ker f @ Im f et que 1’on peut trouver une base dans laquelle f a pour

matrice
0 0 O
A=|0 0 1

0 -1 0
Exercice 119 [025331 [Correction]
Soient u,v: R,[X] — R,[X] définies par
uP)=PX+1etv(P)=PX-1)

(a) Calculer rg(u — v) en utilisant sa matrice.

(b) Retrouver ce résultat d’une autre maniere.

Exercice 120 {02380 [Correction]
Quels sont les f € L(R") telles que f(Z2") =Z"?

Diffusion autorisée 2 titre entirement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 28 décembre 2016

Corrections 15

Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
Notons
A = (a;)) € My(K)

o(A) = i zn:ak,(

k=1 (=1

On a

Par produit B = A.J = (b; ;) avec b; j = }};_, aip. 1 et C = JA.J = J.B = (c; ;) avec

Cij = Z l.bk’j = i Zn:akJ = O'(A)

k=1 (=1

Ainsi C = 0(A).J.

Exercice 2 : [énoncé]
On peut décrire
Ei,j = (6p,i6q,j)15p,¢1£n et Ek,é’ = (6p,k6q,[’)1§p,q§n

On a alors
A= Ei,jEk,f = (ap,q)
avec " "
Apg = Z (6p,i6r,j)(6r,k6q,[) = (Z 6r,j6r,k)6p,i6q,( = 6j,k6p,i(5q,t’
r=1 r=1
Ainsi

EiE e =0jiEi,

Exercice 3 : [énoncé]
Pour n > 1, en exploitant M™' = M x M", on a

a,.1 = aa, + bc,
b,41 = ab, + bd,,
Cntl = Cay +dc,
d,y1 = cb, + dd,

Par suite

Ans1 + dpst — (Dps1 + Cpi1) = (@ = c)ay — by) + (b —d)(c, — dy)

Sachant a > cet b > d, il suffit d’établir a,, > b, et ¢, > d,, pour conclure.
Dans le cas n = 1, la propriété est vérifiée.
Dans le cas n > 2, exploitons la relation M" = M"™' x M

a, =a,_1a+b,_c
=a,.1b+b,_1d
Cp = Cp_1a +dpiC
dn = C,,,]b + dn,]d

Nl
B)
|

On a alors
ay—b,=ay1(@a=b)+b,_((c—d)etc, —d, = cy1(a—b) +dy_1(c—d)

Puisqu’il est évident que a,,—1, b,—1, ch-1,dy—1 > 0 (cela se montre par récurrence), on
obtient sachanta — b > 0 et ¢ — d > 0 les inégalités permettant de conclure.
Notons que I’hypothése b + ¢ < a + d ne nous a pas été utile.

Exercice 4 : [énoncé]
On a
I,-A)U,-B)=1,-A-B+AB=1,

On en déduit que 7, — A est inversible et que I, — B est son inverse. L’ égalité
U, - B, -A) =1,

entraine alors
BA=A+B

et on peut conclure que A et B commutent.

Exercice 5 : [énoncé]

Une matrice X solution commute avec A.

En étudiant I’équation AX = XA coeflicients par coeflicients, on observe que X est de la
forme

a 0 x
0 b vy
0 0 ¢

Pour une telle matrice, I’équation X*> = A équivaut au systéme :

a’=1
b* =4
=16
(a+c)x=1

b+c)y=2
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1 0 1/5\(-1 0 1/3(1 O 1/5
Les solutions sontdonc |0 2 1/3 {0 2 1/3}{0 -2 1 |,
0 0 4 0O 0 4 0 0

1 0 -1/3
0 2 -1 |etc...
0 0 -4

Exercice 6 : [énoncé]
Posons By, = A* + A™*. On vérifie

(Ak+A—k)(A+A—I) — AR AGHD) | pR=l A =GeD)

et donc
By = Biy1 + By-1

Sachant By = 21, et B = I,,, on a par récurrence By = AiI, avec (4;) la suite récurrente

linéaire double déterminée par
/l() = 2, /11 =1
Aps1 = Ay — Apq
Apres résolution
(1 +i\/§)n+(1 —i\@)n

A, =
2n

Exercice 7 : [énoncé]

Soit A = (a,-,j) € Mn(K)

B=AD = (b,"j) avec b,‘,]‘ = a,;j/lj etC=DA = (C,‘,j) avec ¢; j = /1,‘(1,‘,]‘.
On a AD = DA si, et seulement si,

V1< l,] < I’l,a,"j/li = (,l,',jﬂj

soit
VY1 < l,] < n,ai,j(/l,- - /lj) = 0

Les A4, ..., 4, étant deux a deux distincts, AD = DA si, et seulement si,
VlSiian,ai,jzo

ce qui signifier que A est diagonale.

Exercice 8 : [énoncé]

Si A est solution alors AE; ; = E; ;A implique a;; = a;; et a;x = 0 pour k # i donc
A=A,

La réciproque est immédiate.

Exercice 9 : [énoncé]

Supposons A inversible. Puisque A et B commutent, A~! et B aussi. Comme B est
nilpotente, —A~' B I’est aussi. Or il est classique d’observer que si N est nilpotente, ] — N
est inversible d’inverse I + N + - - - + N?~! avec p I’ordre de nilpotence de N. Ainsi

I+ A 'Bestinversible et A + B = A(I + A~'B) aussi.

Supposons A + B inversible, puisque —B est nilpotente et commute avec A + B,

A = A + B — Bestinversible.

Exercice 10 : [énoncé]
11 suffit d’écrire
AT'B=A""BAA = A(AB)A™! = BA™!

Exercice 11 : [énoncé]

(a) Soit M € M,,(K) commutant avec toute matrice de M,,(K).
Pouri # j,ona E; ;M = ME; ;.
L’égalité des coefficients d’indice (7, i) donne m;; = 0.
Légalité des coeflicients d’indice (7, j) donne mj; = m;;.
Par suite la matrice M est scalaire. La réciproque est immédiate.

(b) On reprend I’étude ci-dessus en étudiant la commutation de M avec I, + E; ; qui
conduit a nouveau a I’égalité E; ;M = ME,; ;. On obtient la méme conclusion.

Exercice 12 : [énoncé]
En étudiant I’égalité AM = MA, on justifie C(A) = D,(C). C(A) est donc un sous-espace
vectoriel de dimension . De plus il contient évidemment les éléments A* pour
ke€{0,...,n— 1} (et, plus généralement, tout polyndme en A).
Supposons

Al + LA+ -+ 2,47 =0

Le polyndme P = Ag + ;X + - -- + 4,1 X"~ est annulateur de A, donc les a1, ..., a, qui
sont valeurs propres de A sont aussi racines de P qui posseéde alors plus de racines que son
degré. On peut alors affirmer P = Q puis g = ... = 4,1 = 0.

La famille (A¥)g<x<n—1 est une famille libre & n éléments de C(A), c’en est donc une base
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Exercice 13 : [énoncé]

(a) L’inclusion D est immédiate.
Inversement, soit A € M, (R) commutant avec toute matrice M € GL,(R).
Soient i, j € {1,...,n}aveci # j.
Pour M = I, + E; j, larelation AM = MA donne
AE," Jj = Ei, jA
L’identification des coefficients d’indices (i, j) et (j, j) donnent respectivement
ai;=ajjeta;; = 0
On en déduit que la matrice A est diagonale et que ses coefficients diagonaux sont
égaux, autrement dit, A est une matrice scalaire.
(b) Soit B € GL,(K). On peut écrire

A=(ABHB
et donc
A = B(AB™Y)
On en déduit
AB = BA

et ainsi la matrice A commute avec toute matrice inversible. On peut alors conclure
que A est une matrice scalaire.

Exercice 14 : [énoncé]

Par récurrence sur n > 1.

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soit T € M,+1(K) triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.

On peut écrire
a X
r=(on, )

aveca € K, X e M, 1(K)etS € M,(K) triangulaire supérieure.
L’identification du coefficient d’indice (1, 1) dans la relation ‘TT = T'T donne

d = +'XX

On en déduit X = O, et I’égalité 'TT = T'T donne alors 'SS = S'S.

Par hypothese de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la matrice T
I’est aussi.

Récurrence établie.

Exercice 15 : [énoncé]

Soit A = (a; ;) € M,(K) une matrice commutant avec toutes les matrices symétriques.
Soienti < je{l,...,n}.

La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; + E;; ce qui permet d’écrire

AEi;+E;)=(Ej+E;)DA
L’égalité des coefficients d’indice (i, j) donne
dii =4ajj
La matrice A commute avec la matrice symétrique E;; ce qui permet d’écrire
AE;; = E;;A
L’égalité des coeflicients d’indice (i, j) donne
a;j=0

On en déduit que la matrice A est de la forme A/, avec A € K.
La réciproque est immédiate.

Exercice 16 : [énoncé]
Casn=2
Les matrices antisymétriques sont colinéaires a la matrice

59

En étudiant la commutation d’une matrice de M,(R) avec cette derniere, on obtient que
les matrices de M;(R) commutant avec les matrices antisymétriques sont de la forme

a b
-b a
Casn>3

Soit A = (a; ;) € M,(K) une matrice commutant avec toutes les matrices antisymétriques.
Soienti < je{l,...,n}etke{l,...,n}aveck #1i, .
La matrice A commute avec la matrice antisymétrique E; ; — E;; ce qui permet d’écrire

AE; ;- E;;))=(E; - E;)A
L’ égalité des coeflicients d’indice (i, j) et (k, j) donne
aj; =ajjetag; = 0

On en déduit que la matrice A est de la forme A7, avec A € K.
La réciproque est immédiate.
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Exercice 17 : [énoncé] (c) Par récurrence
DE;: = a;E; ; et E; ;D = a,E; ; d n _ [cosnd —sinnf
(@) J = aibijet kiD= a;kijdone A (sin nd  cosnd
w(Eij) = (a; — aj)E;
Posons I = (G, j) € [1:n1? | a; # a;} et J = {i,j) € [1:n]? | @i = a;} =[0I\ 1. Exercice 19 : [énoncé]
Pour (i, j) € I, E;; € Imgp et pour (i, j) € J, E; ; € ker .
Ainsi 01 1 0 0 1
Vect{E;; | i, j) € I} c Img et Vect{E;; | (i, j) € J} C kerg B=|0 0 1|,B2=|0 0 0
o 0 0 O 0 0 0
r
) o ) o , ) et B" = O3 pour n > 3.
dim Vect {Ei,j G pel } + dim Vect {Ei,j |G el } =n" = dimIm ¢ + dimker ¢ Comme B et I commutent, la formule du bindme donne
donc n n nn—1) ,
dimVect{Ei,jI(i,j)EI}:dimImgo AT=(I+B)"=1+nB+ B
et et donc
dim Vect {E;; | (i, j) € J} = dimker ¢ 1 p moD
puis A" = (0 1 n
Vect{Ei; | (i, j) € I} = Img et Vect{E;; | (i, j) € J} = kergp 00 1
(b) Si D est a coefficients diagonaux distincts alors
I={G el i# j) et = (Gi) | i€ [1:n]) Exercice 20 : [énonce]
. . ) . (a) Par récurrence
Par suite Im ¢ est I’espace des matrices de diagonale nulle tandis que ker ¢ est | p 2e=D
I’espace des matrices diagonales. Aan=lo 1 ’21 ]
00 1
Exercice 18 : [énoncé] (b) A =13+ Bavec
(a) On observe 0 10
1 a B=|0 0 1
Al‘l — n
(0 2n) 0 0 0
avec ap+1 = 1 + 2ay,. Puisque 5 et B commutent, la formule du bindme donne
En introduisant b,, = a,, + 1, on obtient a,, = 2" — 1. nn—1)
Ainsi A" =I+nB+ B

. (1 27=1
=l )

. [(d" na*'b
=[5 ")

car B = O3 pour k > 3
(b) Par récurrence

Exercice 21 : [énoncé]
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(a) A>-3A+21=0.Comme A(~3A + 3I)=1,0ona

13 (2 1
-1 _ 1 27
A=Ay (—3/2 —1/2)

(b) X>-3X+2=(X-1)(X-2). Sachant que le reste de la division euclidienne
considérée est de la forme aX + b, en évaluant en 1 et 2, on détermine a et b et on

obtient :
X"'=(X*-3X+2)0X)+ ("= DX +2-2"

(c) On peut remplacer X par A dans le calcul qui précede et on obtient :
A" = (A =34 +2DQA) + (2" - DA+ (2 -2 = Q2" - DA+ (2 -2"1
et donc

Y 3 _2n+1 2_2n+1
A= (3.2" -3 32" - 2)
Exercice 22 : [énoncé]

(a) Si M; majore les coefficients de A* alors nM; majore les coefficients de AF*!,
On en déduit que les coefficients de A* sont majorés par

nk— 1

On peut sans doute proposer plus fin.

(b) Posons T la matrice de M,,(R) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux de
coeflicients (i,i + 1) qui valent 1. On remarque

A=L+T+--+T""

On en déduit
I-T)A=1I1,-T"

et puisque 7" = O,,, on obtient
Alt=1-T

(c) Le calcul des puissances de A~! est immédiat

‘ k
m1f=§]—w(yﬁ
=0 J

et donc le coefficient d’indice (i, j) de (A~Hk est

g RN k=Dt D)
%J_(DJ@—J‘(DJ G-0G-i-D...1

Cette formule laisse présumer que le coefficient d’indice (i, j) de A¥ est

aﬁj = (_1).i—i(—k)(—k— D...(=k—=j+i+1) _ (k+j—i— 1)

G-d(—-i-1...1 j—i

ce que I’on démontre en raisonnant par récurrence.

Exercice 23 : [énoncé]
La relation A — (a + d)A + (ad — bc)I = 0 est immédiate

C

Siad — be # 0 alors A est inversible et A™' = —L_((@a+ d) - A) = 1~ (_dc "ab )
Siad — bc = 0 alors A> — (a + d)A = 0.

Par I’absurde, si A est inversible, A est régulieére donc A = (a + d)I puis A = O. Absurde.

Exercice 24 : [énoncé]

(a) Par la méthode du pivot, on opere sur les lignes d’une matrice de blocs A et I, pour
transformer A en [,,. On sait qu’alors le bloc 7, sera transformé en AL

1 0 -1j1 0 O
2 1 =310
-1 0 210 0 1

—_—

1 0 =11 0 O
01 -1]-2 1 0
0 0 1 1 1
1 0 0|2 0 1
[ 0 1 -1 1 1 J
0O 0 1|1 0 1
On conclut
2 0 1
Al = [—1 1 1]
1 0 1

(b) Par la méthode du pivot

—_——
N —
Lo
—_—
_
- o
oo

—11—1001]
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1 0 1|1 0O Exercice 25 : [énoncé]
0 -1 -1}/-2 10 A est inversible car triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls.
0 1 0 1 0 1 Soient X, Y € M, 1(R). L’équation Y = AX équivauta X = A7 'Y or
1 0 1 1 00 X = + + 2 +...+2”*2n
o -1 112 1 0 X = (o d )=y 1=Y1+0 V3 Y
0 0 —-1]-1 11 : — ) ‘
_ Xp—2 = Yn-2+ Yn-1 + 2Yn
1 0 1 0 0 Anl = 0 = Zn—l Xn-1 = Yn-1+Yn
0 1 2 -1 0 n = In Xn = Yn
00 1 -1 -1
donc
1000 1 1 L2 e 2
01 01 0 1
00 1|1 -1 -1
A7l = 2
On conclut
0 1 1 0 1
B'=|1 0 1 1
1 -1 -1
(c) Par la méthode du pivot Exercice 26 : [énoncé]
I 1 -11100 Notons Cy, ..., C, les colonnes de A et supposons
20 1010 T
2 1 -1|{0 0 1 4C+--+2,C, =0
I 1 -11 00 Sim = max(|4,],...,|4,]) # 0 alors, puisque pour tout 1 <i < n,
0 -2 3/-2 10
0 -1 1|-20 1 Y
Z /lja,-,j = O
1 1 -1|1 00 J=1
0 _; :1; _3 (1) (1) on obtient
- - ] < 2j¢il/lj| |ai,j' < ij;ti |ai,j| <
11 -1|1 0 0 ] i
0 1 -112 0 -1 ce qui est absurde compte tenu de la définition de m.
00 1|21 -2 Par suite, la famille (Cy, ..., C,) est libre et donc A inversible.
1 0 0|-1 0 1
01 0|4 1 -3 . ‘ ‘
00 112 1 -2 Exercice 27 : [énoncé]

A = (ayy) avec app = WwkDED 4 = (bk’g) avec bk,g =dge = *=DED) = y=k=D(E=D)
On conclut AA = (crp) avec

-1 0 1
C—l =14 1 -3 n n n—1
5 L - Cre = Z Qb = Z k= Dm=1)  =m=1)¢=1) _ Z (wk—{’)m
m=1 m=1 m=0
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Sik=¢alors ¢ =1et

Ck,k =n
Sik # €alors W # 1 et
_ 1= (wk—f)n B
Cit = 1——W =0

Ainsi AA = nl,. On en déduit que A est inversible et que

1-
A=A
n
Exercice 28 : [énoncé]
(@) (A+1)° = 0;.
(b) A3 +3A% +3A +1 = O donc A est inversible et A~} = —(A2 + 3A + 31).

Exercice 29 : [énoncé]
(@ A=J-1I,avec J> =nJdonc A2=m—-2J+1,=n—-2)A+n - DI,
(b) AB=1,pour B = n%(A — (n —2)I,) donc A est inversible et B = A7l

Exercice 30 : [énoncé]

(@) Comme (I + A)(I —A) =(I —A)({ + A), on a, en multipliant a droite et a gauche par
(I +A)™", larelation

I-AIT+A) " =U+A)7U-A).

(b) Ona
I+A)T+B)=U+A)+UT-A)=2I

donc I + B est inversible et :
(I+B)'= E([ +A)

puis
(I-B{I+B)' = %(1+A —(I-A)) = A.

Exercice 31 : [énoncé]

Supposons A et B inversibles. En multipliant 2 gauche par A~! et B~! on obtient C = O,
ce qui est exclu.

En raisonnant de facon analogue, on exclut les autres cas ot deux des trois matrices sont

inversibles.

Exercice 32 : [énoncé]
On a A% = 3] + 2A donc

1
Al = 5(A -2D

Exercice 33 : [énoncé]

(a) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cy, — Cr+aCy,C3 < C3z+aC,,...,C, «< C, +aC,_; on obtient :

1 a da a"!
0 1 a
-1
A = a2
1 a
0 0 1

(b) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
C,«<C,—-Cp_1,Ch.1 < Cy1 —Cya,...,Cy « Cy — Cy, on obtient :

1 -1 0)

A7l =
.=
(0) 1

(c) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cn — Cn - Cn—hcn—l — Cn—l - Cn—Z’ s 7C2 — C2 - C17
puis encore C, < C, —Cy—1,C—1 < Cy_y1 = Cyp,...,Cr < C, — Cy,

on obtient :
1 -2 1 )
1
Al =
1
1 -2
0 1
Exercice 34 : [énoncé]
Soient A, B € M,,(K). Sachant
"(AB) ='B'A
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on a
"(AB) = AB & BA =AB

Le produit de deux matrices symétriques est une matrice symétrique si, et seulement si,
les deux matrices commutent.

Exercice 35 : [énoncé]
On peut procéder de maniere élémentaire, en observant 1’écriture

M:%(M+’M)+%(M—’M)

avec 1 (M +'M) € S,(R) et 3 (M —'M) € A,R)

On peut aussi exploiter que 1’application 7': M,(R) — M,(R) définie par T(A) = ‘A est
un endomorphisme involutif donc une symétrie vectorielle ce qui assure que les espaces
ker(T — 1d) = S,,(R) et ker(T + Id) = A,(R) sont supplémentaires.

Exercice 36 : [énoncé]

(a) M(a,b,c) =a.l+b.J +c.K avec

1 00 0 1
I=10 1 0f,J=]0 O
0

0 0 1 0

0
1

0 0 1
etK=J>=|0 0 0

0 0 0 0

On observe que : E = Vect(/, J, K). Par suite E un sous-espace vectoriel de M3(R).

De plus la famille (1, J, K) est libre, c’est donc une base de E et par suite dim E = 3.

(b) Deplus I € E, M(a,b,c)— M(a',b',c’) =M@a—-ada,b-b',c—c’)eEet
M(a,b,c)M(a’,b’,c’") = (al + bJ + cK)d'I+b'J+'K) =
ad’l + (ab’ + a’b)J + (ac’ + bb’ + ca’)K € E.
Donc E est un sous-anneau de M3(R).
De plus M(a,b,c)M(a’,b’,c’) = M(a’,b’, c’)M(a, b, ¢), donc E est un anneau
commutatif.

(c) A estinversible si, et seulement si, @ # 0 (ici A est triangulaire supérieure)
JAX+pY)=AAX + 1Y) = LAX + p.AY = A.f(X) + pu.f(Y). f estun
endomorphisme de E.

Soit X € E, si X € ker f alors AX = O puis A'AX = O d’olt X = O. Par suite

ker f = {0}

f est un endomorphisme injectif d’un K-espace vectoriel de dimension finie, c’est
donc un automorphisme. Par suite il existe B € E telle que f(B) = AB = 1.

En multipliant par A~!, on conclut A~! = B € E.

Exercice 37 : [énoncé]

(a) B=(ey,...,e,) labase canonique de R".
Notons f;; ’endomorphisme canoniquement associé a P(o).
Pour tout 1 < j < n,ona f,(e;) = ey(j)-
Par suite (f5 © fo)(€)) = froo(e)) puis P (00 0”) = P(0)P(0”)
(b) I, = P(d) € E.
P(o)P(c’')=P(coo’)eE
et P(0)P(c~!) = P(o o o™ 1) = Pd) = I,, donc P(c) € GL,(R) et
P(o)' =P(c™H) eE.
On peut alors conclure que E est un sous-groupe de GL,(R).
L’application P: S, — E qui a o associe P(c0") est un morphisme de groupe surjectif.
Soit o e ker P,on a P(0) = I,, donc V1 < j < n,0(j) = jsoit o = Id.
(c)
"P(0) = B = Cor3dii = Gy = P@™)

Exercice 38 : [énoncé]
(a) E = Vect(I,J) avec
1 1
=)

La famille (7, J) forme une base de E car cette famille est évidemment libre.

) ECc My(K),I € E.SoientA=al+bJ€EetB=cl+dJ€E.
A-B=(a-c)l+(b-d)JeEetAB = (ac)l + (ac + bd)J car J* = O.
Ainsi E est un sous-anneau de M, (K). De plus AB = BA donc E commutatif.

(c) Avec les notations précédentes AB = I si, et seulement si,
ac =1
ad+bc =0

Par suite A est inversible si, et seulement si, a # 0.

(d) Avec les notations précédentes AB = O; si et seulement si

ac=0
ad+bc=0
Les diviseurs de zéros sont donc les matrices

b b
(—b —b) avec b € K
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Exercice 39 : [énoncé] (a)
(a) Cc My(K)etO, € C. Az(g } ﬂ
Soient .,y € KetA,BeC. -
Pour tout (i, j) € [1 P, (b)
01 1
(AA + uB) i1 _ipe1—j = AAnsi-ins1-j + WBpr1-in+1-j = AAij + uBi j A= [1 0 1]
et donc 110
(AA + uB)yi1—ips1-j = (AA + uB); j (c)
On en déduit 1A + uB € C. 1 1 1 1
Ainsi C est un sous-espace vectoriel de M, (K). A= 01 23
(b) Soient A, B € C. 8 8 (1) ?
Pour tout (i, j) € [1 P,
(AB)j = ) aiduj @ 111 1
k=1
1 2 4 8
donc ; A=11 3 9 27
Anit-ifDine1-; 1 4 16 64

()

(AB)pi1-ips1-j =
=1

Par le changement d’indice { =n+ 1 -k

(AB)pi1-ins1=j = ) nsl-in+1-tbns1-tnv1-j

=1

et puisque A et B sont centro-symétriques

(AB)n+l—i,n+1—j = Z Cli’(b[,j = (AB)IJ

Exercice 41 : [énoncé]

(a) Pour u = (x,y,z) calculons p(u) = (x',y’, 7).
Comme p(u) —u € D, il existe A € K tel que p(u) = u + A.w.
Comme p(u) € Ponax’ + 2y —z7 =0 ce qui donne

A= —(x+2y-2)/2

=1 et donc
Ainsi AB € C. p) = ((x =2y +2)/2,y,(x+ 2y +2)/2)
L application ¢: X € C — AX est linéaire et c’est évidemment un endomorphisme Par suite
de C car C est stable par produit. /2 -1 1/2
Soit X € kerp. On a AX = O, donc A~'(AX) = O, puis X = O,. Matg(p) = 1(/)2 1 1(/)2
1

On en déduit que I’endomorphisme ¢ est injectif, or C est un espace vectoriel de

dimension finie, donc ¢ est un automorphisme de C.

Puisque la matrice I, est centro-symétrique, par surjectivité de ¢, il existe B € C

vérifiant AB = I,. Or A"'(AB) = A" donc B=A"! puisA~' € C.

Exercice 40 : [énoncé]
On note A la représentation matricielle cherchée.

(b) Commeg=1—-pets=2p—1,

12 1 -=1/2 0
Matg(g) =| O 0 0 | et Matg(s) =|0
-1/2 -1 1/2 1
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Exercice 42 : [énoncé]

(a) Les colonnes de A sont formées des coeflicients de
e(X) = (X+1) = Zj: (j)x"
izo \!
Ainsi A = (a; j)1<i j<n+1 € Mur1(R) avec
ajj= ({: 11) sii < jeta;; =0 sinon
(b) L’endomorphisme ¢ est inversible avec
¢ '(P)=P(X - 1)
On en déduit o~ 1(X/) = (X — 1)/ d’ot

AT = (D )1<ijennt

Exercice 43 : [énoncé]

(a) Pour 0 <k <n,

On en déduit
e(P)=PX+1)

(b) ¢"(P) = P(X + m) donc
myk k C k k—ivyi
G"X = X +mt = x
l
k=0
d’ou N
A" = (m™'a; j)1<i j<ne

(c) ¢ '(P) = P(X - 1) donc
o' xhH=x-1t
d’ot N
AT = (=D a4 1<ijennt

Exercice 44 : [énoncé]

(a) Posons x = Re(a) et y = Im(a).
M =T+x+iyet f)=i—ai=y+i(l - x).
La matrice de f dans la base (1,1) est donc

I+x y
y 1-x
(b) Silal # 1 alorsdet f # 0. Im f = C et ker f = {0}.

Silal = 1 alors det f = O et f # 0. f est un endomorphisme de rang 1.
Ona f(e!?) = 22 et f(e®*M/2) = 0 donc Im f = Vect (e} et ker f = iIm f.

Exercice 45 : [énoncé]
Comme f? # 0, il existe x € E tel que f2(x) # 0. Posons

e1=x,e = f(x),e3 = f2(x)
SiAdje; + Azer + Azez = 0 alors
X+ A f(x) + B2(x) =0

En appliquant f? 2 cette relation, on a A, f2(x) = 0 car on sait f> = 0.

Puisque FX(x) #0,0na; =0 et sans plus de difficultés on montre aussi 1, = 0 et A3 = 0.
La famille 8 = (ey, e3, e3) est libre en dimension 3, c’est donc une base de E. La matrice
de f dans celle-ci est comme voulue.

Exercice 46 : [énoncé]
(a) Comme f"' #0,3x € E, f"'(x) £ 0.
Si dgx + AL f(x) + - + Aoy " 1(x) = 0 alors :
en composant avec f"~!, on obtient Ao f"~!(x) = 0 d’ol1 4y = 0.
en composant successivement avec f”‘z, ..., f, 1, on obtient successivement
1=0,...,4,2=0,1,_1=0
Par suite B = (x, f(x), f2(x), ey f”’l(x)) est libre et forme donc une base de E.

(b) Ona
0 0)
Magf=| b " -A
© 1 0
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puis (b) En résolvant les équations f(x) = x et f(x) = 0 on obtient que (u, v) forme une base
0 ) de Im f et (w) forme une base de ker f avecu =i+ jv=i+ketw=i+j+k
Matg(f?) = A” = o 100
1 . .. Mat(u,v,w) f =10 1 0
@ 1 0 0 0 0 O
0 ()
Matg(F) = A" = 0o . Exercice 48 : [énoncé]
. (a) ker f = Vect(u) avec u = (1,1, 1). Im f = Vect(v, w) avec
1 0 0 v=02,-1,-D,w=(-1,2,-1).
Comme C = (u, v, w) est libre on peut conclure que ker f et Im f sont
EOtOHSI ch) = \{]g e( IL;EJ)J go° ]J: n=1)f ° (é;}(f : supplémentaires dans R>.
est clair que Vect(Z, f, f*, ..., f"') C . R . .
Inversement, soit g € C(f), notons ay, . . . ,a,-1 les composantes de g(x) dans 8. On a (b) C est une base adaptée a la supplémentarité de ker f et Imf.
e 0 0 0
8(x) = aox + a1 f(x) + -+ + ap1 f17 (%) Mato f=[0 3 0
g(f(0) = f(gx) = ao f(xX) + -+ + apa f"" (x) 00 3
g(f" ' (x) = 7N (g(x) = aof" ' (x) (c) f estlacomposée, commutative, de I’homothétie vectorielle de rapport 3 avec la
projection vectorielle sur Im f parallelement a ker f.
Par suite
a () . ) )
Exercice 49 : [énoncé]
Matgg = | a0l + WA+t AT Soit x §£/kerf”‘1. Un tel x exist?lpuisque 0.
Considérons la famille 8 = (f"~'(x), ..., f(x), X).
Supposons
ap—1 - a ap n—1
An1 (x)+"' +/11f(x)+/l()x= OE
Donc g = apl +aif + -+ a1 "1 € Vect(, f, ..., f*1). En y appliquant successivement f*~!,..., f,Id on obtient 1y = 0, ..., 4,_» = 0 puis
Ainsi Au—1 = 0 car f1(x) # Op.
C(f) = Vect(l, f, f 2, o f nil) B est une famille libre formée de n = dim E vecteurs, c’est donc une base de E.

De plus Matg(f) est de la forme convenable.

Exercice 47 : [énoncé]

(a)

Exercice 50 : [énoncé]
1 -1 Posons r = rg f et (f(ey), ..., f(e;)) une base de Im f.
A2 = 0 —1l=4a Puisque f2 = 0, la famille B = (f(e1), ..., f(e,)) est formée de vecteurs de ker f, de plus
1 0 elle est libre, on peut donc la compléter en une base de la forme
B = (f(e1),...,f(er),&rs15...,&p) avec p = dimKker f.
doncf est une projection vectorielle. Considérons C = (f(e1), ..., f(€r), Ersts - s Eps€ls- -5 80).
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En vertu du théoréme du rang, cette famille est formée de dim E vecteurs.

De plus si I’on dispose d’une combinaison linéaire nulle des vecteurs de C, en appliquant
f et en exploitant la liberté de B, on justifie que les coefficients devant les ey, ..., e, sont
nuls. Ensuite, sachant 8’ libre, on conclut que les autres coefficients sont nuls. La famille
B est une base et la matrice de f dans C est de la forme voulue.

(e) Soit y un vecteur non nul de ker f et x un vecteur non nul de ker(f2 + Id). La famille

(y) est base de ker f et la famille (x, f(x)) est base de ker(f? + Id). Ces deux espaces
étant supplémentaires dans E, la famille (y, x, f(x)) est base de E. La matrice de f
dans celle-ci est de la forme voulue.

Exercice 52 : [énoncé]

Exercice 51 : [énoncé]

(a) Par hypothése f(y) = 0 et f2(z) = —z. En composant I’identité x = y + z avec f2, on
obtient
fW=0+7@=-—
et il en découle
y=x-z=x+fx

(b) Ce qui précede assure 1’unicité de la décomposition d’un vecteur x de E et donc le
caractere direct de la somme.
De plus, pour x € E, en posant y = x + f2(x) et z = —f2(x), on vérifie x = y + z et

fO)=fO+ @)=+ Hx)=0

(a) On vérifie que la famille B’ est libre, puis c’est une base car formée de trois vecteurs

en dimension 3.

(b) Par calcul matriciel

flen) = &1, f(&2) =282, f(e3) =0

1 00
Matg f=[0 2 0

et donc

0 00

(c) On observe que &3 € ker f et 1,6, € Im f.

Le théoreme du rang permet de conclure : (£3) est une base de ker f et (g1, &) est
une base de Im f.

©

(d)

(F2+1D)@R) = —f ) - £2(x) = = + Hf(x) =0

On peut donc affirmer que E est la somme directe de ker f et ker(f> + Id).

Ona (f2 +1d) o f = 0 donc Im f C ker(f? +1d). Or f # 0 donc dimIm f > 1 puis
dimker(f? +1d) > 1.
Soit x un vecteur non nul de ker(f? + Id). Supposons

Ax+u.f(x)=0 )
En composant avec f on obtient A.f(x) + u.f>(x) = 0 puis
Af(x)—ux=0 2)

La combinaison A X (??) — u X (2?) donne (A% + u?).x = 0. Sachant x # 0, on obtient
A2+ 4> = 0 puis A = u = 0 car A et y sont réels. La famille (x, f(x)) est donc libre.
En dimension impaire det(— Id) = —1. Si I’endomorphisme f est inversible, la
relation £ + f = 0 peut étre simplifiée en f2 + Id = 0. Ceci donne

det(f?) = det(—Id) = —1 ce qui est incompatible avec det(f?) = (det )> > 0. On en
déduit que f n’est pas inversible : dimker f > 1.

La conjonction des résultats qui préceédent donne

dimker f = 1 et dimker(f* + Id) = 2

Exercice 53 : [énoncé]
(a) On vérifie aisément que famille C est libre et c’est donc une base de R3.
(b) f(e1) = &1, f(&2) = &2 et f(&3) = &1 + &3 donc

1 0 1
Matc f=[0 1 0
00 1

(c) Parrécurrence :
1

Matc(f") = [0
0

S = O
—_ O 3
N —

Par changement de bases avec

1 -1 1 -1 -1 2
P=|0 1 1|letP'=|-1 0 1
1 0 1 1 1 -1

n+l n -n
Matg(f"):[ 0 1 0 J

n n

on obtient
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Exercice 54 : [énoncé]

(a) B’ estlibre et formée de trois vecteurs en dimension 3, c’est une base de E.
f(e1) = &1, f(&2) = 283, f(&3) = 33 donc D = diag(l,2,3).

(b)
1 1 1 1 1 1
p=|l1 0 -1|,P'=|-1 -1 =2
-1 -1 0 1 0 1

(c) Par formule de changement base
A = PDP!

(d) Puisqu’il est facile de calculer D"

1 1 1 -1 -1 =2 1 0 1
At=pD'P'=|1 1 1]+2"l0 0 0]+3*|-1 0 -1
1

Exercice 55 : [énoncé]

(a) En résolvant les équations : f(u) = 0, f(u) = u et f(u) = 2u on trouve que
g1 =e1+ey+e3,& =er—e3etey = e + es sont des vecteurs tels que
flen) =0, f(e2) = &2, f(&3) = 283.
On vérifie aisément que la famille C est libre et c¢’est donc une base de E, celle-ci
convient.

(b) On a

(c) Par changement de base

n+l _gn o _on 0 0 0 2 -1 -1
A" = pPD'P = 1 0 -1 |=|1 0 =1]+2*l0 0 ©

ol on -1 -1 0 1 2 -1 -1

(d) Posons X, = ’(xn Vn zn). On observe X,;1 = AX,,. Par récurrence X,, = A"Xj.
Avec Xy = (1 0 0) on obtient

Exercice 56 : [énoncé]

(a) P estla matrice de I’application Idg dans les bases B au départ et b a I’arrivée.
La relation x = Idg(x) donne matriciellement v = PV.

(b) Larelation f = Idgl of o Idg donne matriciellement M = P~'mP.

(c) Dans une base de vecteurs propres, la matrice de f est diagonale et ses puissances
sont alors faciles a calculer. Par changement de base, on en déduit m".

Exercice 57 : [énoncé]

(a) On vérifie aisément que la famille ¢’ est libre et ¢’est donc une base de E.
f€) = e}, f(e) =€), f(e5) = e} + €] donc

10
B=Mat, f=]0 1
0

(b) Par récurrence

puis A" = PB"P~! avec
d’ou

Exercice 58 : [énoncé]

(a) On vérifie aisément que la famille B’ est libre et c’est donc une base de E.
f(Sl) = Sl,f(é‘z) =& + 82,f(83) =€ +& t+éEs donc

1
1{=B
1

Diffusion autorisée 2 titre entierement gratuit uniquement - dD

1

1
Matg f =10 1
0 0



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 28 décembre 2016

Corrections 28

(b) B=1;+ J avec
0 1 1 0 0 1
J=[0 0 1[,/2=]0 0 0
0 0 0 0 0 O
Puisque I5 et J commutent la formule du bindme donne

B'=15+nJ+ J?

nn-1)
2

car J* = O3 pour k > 3.
Par formule de changement de base, on obtient

1-— n(n+1) n(n+3) n(n+1)
2 2 2
A" = [ -n n+1 n ]

n(n-1) n(n+1) n(n-1)
T2 2 1+

Exercice 59 : [énoncé]

(a) En recherchant des vecteurs tels que f(x) = x, f(x) = 2x et f(x) = 3x on observe que
e =(-1,1,2),e, = (0,1, 1) et ez = (1, 1, 1) conviennent. De plus ces trois vecteurs
forment une famille libre et donc une base de R3.

(b)
-1 0 1 0 -1 1
P=|1 1 1|letP'=|-1 3 =2
2 1 1 1 -1 1

(c) Par changement base

A = PDP!
(d) Sachant calculer D" on obtient
3" 1-3" -1+3"
At =|-2"+3" —-1+4+32"-3" 1-22"+3"
2" +3" —2432"-3" 2-22"+3"

qu’on peut encore écrire
0o 1 -1 0 0 O 1 -1 1
A"=[0 -1 1 [+2*-1 3 -=2(+3"|1 -1 1
0 -2 2 -1 3 -2 1 -1 1

Exercice 60 : [énoncé]

(@) rg(x(, x2,x3) = 3 b) rg(xy, x2, x3) = 3 ¢) r1g(x1, %2, x3) = 2

Exercice 61 : [énoncé]

(a) rg(f) =3
(b) rg(f) =2
(c) rg(f) = 4.

Exercice 62 : [énoncé]

1 1 1
(a) NotonsA=|b+c c+a a+b],
bc ca ab

1 1 1 1 1 1
rg(A) =rg|0 a-b a—c |=1g|0 a-b a-c

0 cla—-b) bla-c) 0 0 (b-c)a-c)

En discutant les 5 cas possibles : rg(A) = Card {a, b, c}.

1 cos@ cos20
(b) Notons A =] cosf cos26 cos36]|.
cos26 cos36 cos4d

1 0 0
rg(A) = rg| cosf sin® § sin 6 sin 26
cos26 sinfsin20  sin®26

Si sin@ = 0 alors rg(A) = 1.
Si sin 6 # 0 alors

1 0 0 1 0
rg(A) = rg| coséd sin? @ 2cosfxsin’6 | =rg| cosd sin  |=2
cos26 sinfsin20 2cos@ X sinfsin 20 cos26 sinfsin20

Résumons : Si6 #0 [x], rg(A) = 2, sinon rg(A) = 1.

(c) Notons A la matrice étudiée.
Cas a = b = 0 alors rg(A) = 0 car la matrice A est nulle.
Casa =0etb # 0 alors rg(A) = n car les n colonnes de A sont indépendantes.
Casa#0:
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En effectuant successivement :

On en déduit

Cy « aCy —bCy,C3 « a*C3 - bCs,...,C, — a"'C, — bC,_; on obtient :

a

rg(A) =

a’ — (_l)nbn

(il y a conservation du rang car a # 0).

Donc si a” = (—b)" alors rg(A) = n — 1, sinon rg(A) = n.

Exercice 63 : [énoncé]

(a) En retirant la premiere ligne a la derniere

1 1 0 - 0 1 1 0
o 1 1 o 0 1 1
L e R B
. | 0
1 0 -~ 0 1 0 -1
puis en ajoutant la deuxiéme ligne a la derniere etc.
1 1 0 - 0 1 1 0
o 1 1 "o 0 1 1
rgf. .. 0 e o =gl
- o1 0
1 0 -+ 0 1 0 0 0
Sin est pair alors rig M = n — 1, sinonrg M = n.
(b) Dans le cas n impair ¢’est immédiat.
Dans lecasnpair:kerM:Vectf(l -1 -1 —1) et

ImM: x; —x+x3+ ... + X1 —x, = 0.
(¢) M =1+ N avec la matrice de permutation

o 1 0 --- 0
0 0 1 :
0 1

ZCS C,], C,% C;’_l
, oot ¢l
n _ n\ ik _ . . . .
M —;(k)N =l
- C2 Cl
choocz ... cto2c”

en notant C¥ = (Z)

Exercice 64 : [énoncé]
0 Soit u et v les endomorphismes de R* canoniquement associés a A et B.
Comme uov =0, onalmv C keru, puis rg(v) = 3 — dimkerv < dimker u.
Par suite dim ker u + dimkerv > 3, puis dimkeru > 2 ou dimkerv > 2.
On a alors respectivement rg(u) = rg(A) < 1 ourg(v) = rg(B) < 1.

0
0 1 Exercice 65 : [énoncé]
(a) De part leurs tailles, on sait déja
0 rgA<2etrgB<2
Aussi
0 1g(AB) = 2 et 12(AB) < min(rg A, g B)
1 On en déduit
1= (=1 rg(A) =rg(B) =2

(b) Ona ABAB = AB donc A(BA — I)B = 0s.
On en déduit Im ((BA — I)B) C ker A = {0} donc (BA — I,)B = O33.
Par suite Im B C ker(BA — I,) or B est surjective donc BA — I, = O, puis

BA=1,

Exercice 66 : [énoncé]

OnaA(BA-1,)B=0.

Or puisque A est de rang 2, ker A = {0} et donc (BA — I)B = 0.

De plus, puisque B est de rang 2, Im B = M,(R) et donc BA — I = 0.
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Exercice 67 : [énoncé]
Commencons par noter que le neutre multiplicatif de G n’est pas nécessairement [,,. Par
exemple, G = {O,} est un groupe multiplicatif formé d’éléments de M, (R).
Notons J le neutre du groupe G. Soit A € G.
D’une part JA = A donc rg(A) = rg(JA) < rg(J).
D’autre part, il existe B € M,(R) tel que AB = J donc rg(J) = rg(AB) < rg(A).
Finalement,
VA € G,1g(A) = rg(J).

On peut méme étre plus précis et constater que les matrices de A ont toutes la méme
image.

Exercice 68 : [énoncé]

Par inclusion et égalité des dimensions, on vérifie ker A = ker B.

Quitte a considérer des matrices semblables, on peut alors supposer que les matrices A, B
s’écrivent par blocs

(A1 O _(B1 O
A= (A2 0) etB = (32 0) avec Ay, B € M, (C)

oll 7 est le rang commun aux matrices A et B. La relation A>B = A donne alors
AlB; = Aj et AyA| B, = Ay

et ainsi
Al(AlBl - r) = OetAZ(AlBl _Ir) =0

Ainsi pour chaque ligne L de la matrice A; ou de la matrice A, on a
LAB -1,)=0

Or la matrice A est de rang exactement r et les lignes L évoquées ci-dessus constituent
une base de M,(C). On en déduit A|B; = I,. La matrice A; est donc inversible d’inverse

By et on a alors
B’A 0 B, O
2 _ 1 1 _ 1 _
Ba=(pi, 0)=(m 0=

Exercice 69 : [énoncé]

(a) rg Lom 1 = S%m ,doncdim F = S%m .
m 1 m 2 sinon 1 sinon

1 1 m 1 sim=1
b) rg[l m 1] =
m 1 1 3 sinon

Exercice 70 : [énoncé]

2 sim=-2,doncdimF =

2 sim=1
1 sim=-2.
0 sinon

(a) rg(nll 1 _1m):2d0ncdiszletrg(l -m 1):1d0ncdimG:2.

3  sinon

0 sinon.

1 m 1 . .
2 :0 1 :O
(b) rg [m 1 —m] = { stm doncdimF NG = { st

1 -m 1

Exercice 71 : [énoncé]

(a) Sim = —1 alors

S= {(y’y’_l) |y€ C}

Sim # —1 alors

m+1
s
(b) Ona
m 1 1
gl m 1]=
1 1 m

Sim+# 1etm+# -2 alors

1+m

1

m-—1
505_
)
1 sim=1
2 sim=-2
3  sinon

B (1 +m)?
S_{(_2+m’2+m’ 24+m )}

S={xy,1-x-y)|xyeC}

Sim =1 alors

Sim = -2 alors systeme incompatible

(c) Sim = 1: systeme incompatible

S

0
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Sim=#1, Sib # -2alors S = 0.
Si b = -2 alors
mx+y+z+t=1 x+y+mz+t=m+1 x=-1-2y
xX+my+z+t=m — {(l-my+(m-1)z=1 z=-1-2y
x+y+mz+t=m+1 (m+2)z+t=%
et donc Exercice 73 : [énoncé]
m 1 m(m + 1) Par les opérations élémentaires : L, < L, — L,_1,...,Ly < L, — L; on obtient le systeme
§= R O T —(m+2)z)[zeC équivalent :
X1+x+--+x,=1
Xp+ - +x,=0
Exercice 72 : [énoncé]
ax+by+z=1 Xp-1 + X =0
x+aby+z=b X =0
x+by+az=1 Donc
tbytaz=1 S=1(1,0,...,0)
bl-ay+(1-a’z=1-a |,
ba=Ty+(1-az=>b-1 Exercice 74 : [énoncé]
x+by+az=1
bl-ay+(1-a*)z=1-a X+ X = 0
1-aR+a)z=b—-a X+ X+ ox = 0
Casa+1l,a#+-2etb#0: Xy o+ X3 + X4 = 0
a-b ab—2+b a-b :
X = , V= ,Z=
(a—l)(a+2)y (a—l)(a+2)bZ (a-1)a+?2) Xpo + X1+ X, = 0
n— n = 0
Casa+# 1l,a#-2etb=0: a1 FX
On doit avoir simultanément Xp = Xx1,0 =—x1,x3=0
X4 = X1,x5 = —x1,% =0
(1-d)z=1-aet(l-a)2+a)z=-a
ce qui est incompatible : S = 0. — 0 sin=0 mod 3

Cas a = 1 alors

x+by+z=1
0=0
0=b-1

Sib # 1alors S =0.
Sib=1lalorsS: x+y+z=1.
Cas a = -2 alors

3by—3z=3

x+by—-2z=1
0=b+2

Xn X1 sin=1 mod 3

—x1 sin=2 mod3

Xp—1 +x, =0

Donc sin #2 mod 3 alors

etsin =2 mod 3 alors

S =1{(0,0,0)}

S={(x,-x0,x,-x,0,...,x,—x) | x € C}
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Exercice 75 : [énoncé]
Le probleme revient a résoudre le systeme

2+ 22 = 2a;

Zn-1 + in = 2an—l
Zn + 21 = 2ay,

(n) « (n) — (1) donne
71 +22 = 2a

Zn-1+2n = 26ln—l
Zn — 22 = 2a, — 2a;
(n) « (n) + (2) donne
71 + 22 = 2a4

In-11tZn = 2'an—l
Int23 = 2(an —ap+ 612)
etc.
On obtient au final

21+ 22 =2a;

Zn-1+2Zn = Zan—l
(I-=DYzy =2, —ay+ax+ -+ (=1)'a,_1)

On peut alors conclure :

- Si n est impair, le systeme est de Cramer et donc possede une solution unique.

- Si n est pair alors le systéme possede une solution si, et seulement si,

ay—a+---+a,.1—a,=0

Exercice 76 : [énoncé]

ax+2by+2z=1 2x+2by+az=1
2x+aby+2z=b < {bla-2)y+QR2-a)z=b-1
2x+2by+az=1 a-2x+R2-a)z=0

Sia = 2, on parvient au systéme

2x+2by+2z=1
0=b-1

Dans le cas b # 1, le systeme est incompatible.
Dans le cas b = 1, on parvient a I’équation 2x + 2y + 2z = 1.
Si a # 2, on parvient au systeéme

2x+2by+az=1
b—

_ b=l
by—Z—E
x—2z=0

puis
_ a2

(a+4)z—[j172b_1
by=z+75
xX=z

Dans le cas a = —4, le systeme n’est compatible que si b = —2 et on parvient au systéme

x=z
-4y =27+ 1
Dans le cas b = 0, le systéme est incompatible.

Dans le cas général restant, on parvient a

_ a-2b B ab+2b -4
T a-2a+d" " ba-2)a+4

X=2Z

Exercice 77 : [énoncé]
Le déterminant de ce systeme carré est (a — 1)3(a + 3).
Casa=1:
Le systeme est compatible si, et seulement si, b = 1 et ses solutions sont les quadruplets
(x,,z,t) vérifiant
x+y+z+t=1

Casa=-3:

En sommant les quatre équations, on obtient 1’équation de compatibilité
0=1+b+b>+b.

Sib ¢ {i,—1, —i} alors le systeme est incompatible.

Si b € {i,—1, —i} alors le systeéme équivaut a

x=3y+z+t=b
x+y-3z+t=0h%
x+y+z-3t=h

x=3y+z+t=b
4y —4z=b*-b
dy—4t=b3-b
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x=y+1b+1p* +1p°
z=y+ (-
t=y+3(b-b%

ce qui permet d’exprimer la droite des solutions.
Casa¢{l,-3}:

C’est un systeme de Cramer.. .

Sa solution est

2+a-b-b*-b ab-1+2b-b* -0
X = =
2a -3+ a?

2a -3+ a? Y=

ab® -1 -b-b*+2b°
2a -3+ a?

_ab-l-b+2 b
£ 2a -3 +a? T

Exercice 78 : [énoncé]

(a) Si A n’est pas inversible alors rg A < n. Or il est possible de construire une matrice
nilpotente de rang égal a rg A. Deux matrices étant équivalentes si, et seulement si,
elles ont le méme rang, on peut conclure que A est équivalente a une matrice
nilpotente. La réciproque est immédiate.

(b) Si A est inversible alors f(A)f(A™") = f(I,) = 1 donc f(A) # 0. Si A n’est pas
inversible alors A est équivalente a une matrice nilpotente B. Pour celle-ci, on a
f(B) =0car f(B") = f(B)". Puisqu’on peut écrire A = PBQ avec P et Q inversibles,
on peut conclure f(A) = 0.

Exercice 79 : [énoncé]

Ir Or,n—r
On—r,r On—r
P, Q inversibles vérifiant A = QJ,P. Par suite ABA = 0, < J,PBQJ, = O,. Via
I’isomorphisme B — PBQ, I’espace {B € M,(R) | ABA = O,} est isomorphe a
{M e Mn(R) | J-MJ, = 0,}.

En écrivant la matrice M par blocs, on vérifie que les matrices M vérifiant J,.MJ, = O,

La matrice est équivalente a la matrice J, = ( ) et donc il existe des matrices

r

. 0, = I
sont les matrices de la forme ( . ) On en déduit

dim {B € M,(R) | ABA = 0,} = n> — r*.

Exercice 80 : [énoncé]

(a) Posons r =rg A et s = rg B. Les matrices A et B sont respectivement équivalentes
aux matrices
_ Ir Or,n—r ’r _ On—s On—x,x
Jr a (Onr,t Onr) ot ]S B (Os,ns IS )
Il existe donc P, O, R, S € GL,(R) telles que
PAQ = J, etRBS =J,

et alors
PAQ+RBS =J, +J;

qui est une matrice de rang min(n, 7 + s).
On peut aussi écrire

R'PA+BSQOH =R +J)Q!
etenposant U = R™'Pet V =S5Q!, on obtient U, V € GL,(R) telles que
r1g(UA + BV) = min(n, r + s)

(b) Sir+ s > nalors min(n, r + s5) = n et ce qui précede conduit a une matrice inversible.

Exercice 81 : [énoncé]

(a) Posons r = rg C. On peut écrire C = QJ,P avec P, Q inversibles et

(L ©
Jr= ((0> On_r)
Posons alors X = QJ, P avec
,_ [0 (0)
Ir = ((0> 1)

Puisque A + X = QI,P = QP, la matrice A + X est inversible et donc
det X = det(A + X) # 0.
On en déduit que la matrice J; est I’identité et donc r = 0 puis A = O,,.

(b) Quand X parcourt M, (R) alors Y = B + X parcourt M,(R) et en posant C = A — B,
on obtient
VY e M,(R),det(C +Y) =detY

Ce qui précede permet alors de conclure.
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Exercice 82 : [énoncé]

Comme rg(A) = r, il existe (P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que A = QJ,P.
Posons D = (Ofi,. r) e M, (K)etE = (I, 0,,13_,) e M, ,(K).
OnaA=BCavec B=0D e M,,(K)etC = EP € M, ,(K)

Exercice 83 : [énoncé]

(a) A estéquivalente a la matrice J; = diag(1,0,...,0) donc il existe P, Q € GL,(K)

vérifiant A = PJ; Q.

Pour C =(1,0,...,0),onaJ; = C'Cdonc A = X'Y avec X = PCetY ='QC.

(b) A% = X('YX)'Y. 'YX est un scalaire A donc A? = XA'Y = AX'Y = 1A.

Exercice 84 : [énoncé]

Il existe une colonne X telle que AX # 0 et alors ImA = Vect(AX).

A”X € Im A donc il existe A € K tel que A’X = 1AX.

De plus pour Y € ker A, A’Y =0 = 1AY.

Enfin ker A et Vect(X) sont supplémentaires dans M,, ;(K) donc A% = 1A.

Exercice 85 : [énoncé]

(a) Soit U une colonne non nulle de I’image de H.
Pour tout 1 < j < p, la colonne C; de H peut s’écrire C; = A;U avec 4; € K.

La matrice colonne V = ! (/ll /ln) vérifie alors H = U'V.

(b) On aalors H> = U('VU)'V avec A = 'VU un scalaire donc H> = 1H et
A=VU=u(VU)=u(U'V)=tH
(c) En développant

1 1

- H- H?> =1,
1+trH 1+trH

(In+H)(I,,— H)=I,,+H

1+trH

Par le théoreme d’inversibilité des matrices, on obtient [, + H est inversible et

1
- H
1+trH

I, +H)™' =1,

(d) Onarg(HA™") = rg H = 1 car on ne modifie pas le rang en multipliant par une
matrice inversible.
On en déduit que 7, + HA™! est inversible et

1 -1

(In + HA—I)_1 =, —-——— HA
1+ tr(HA™1)

En multipliant par la matrice inversible A, on obtient A + H = (I,, + HA’I)A
inversible et

_ 1
A+H) " = A" (1, + HAT) = A AT HA!

"+ tr(HATY)

Exercice 86 : [énoncé]

(a) (= ) Supposons rg( A ‘ B ) =1gA=r.
Rappelons que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes.
Puisque rg A = r, la matrice A possede r colonnes indépendantes.
Puisque rg( A \ B ) = r, les colonnes de ( A \ B ) sont toutes combinaisons
linéaires des colonnes précédentes.

En particulier les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de A. Ceci

permet de former U € M, (K) vérifiant B = AU.

( &) Supposons B = AU.

Les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de A et donc par
opérations sur les colonnes

rg(A‘B):rg(A‘On )=rgA

(b) 11 suffit de transposer le raisonnement qui précede en raisonnant sur les lignes et en

exploitant que le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille des ses lignes.

(c) Supposons

et B
Puisque
rgA<rg( A|B )§rg(é g)zrgA
ona
rgA:rg(AB)etrg(é g)=rg(AB)

En vertu de a) il existe une matrice U € M, (K) telle que

B=AU

Diffusion autorisée 2 titre entierement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome. fr] édité le 28 décembre 2016

Corrections 35

En raisonnant comme en b), il existe une matrice V € M, (K) telle que

(c|p

On en déduit

)=(valvs)

A B\ (A AU
c p)~\va vau

A B\ (A AU
c p)~\va vau

Les n dernieres lignes étant combinaisons linéaires des n premieres, on a

rg(é g):(gn AOln])zrg(AAU)

Inversement, supposons

puis
rAB
&\lc b

Exercice 87 : [énoncé]

A AU
_(On On)_rgA

Posons r = rg A et s = rg B. Les matrices A et B sont respectivement équivalentes aux

1 O, I Oy s
Jr — r r,n—r et Jv — N $,p=s
(On—r,z Op— ) ; (OP—SJ 0,,_5 )

Il existe donc P, Q € GL,(K) et R, S € GL,(K) telles que

matrices

PAQ = J, et RBS = J,

En opérant par blocs, on a alors

lo Ao 96 906 7)

lo 2[5 9

avec les facteurs

inversibles.
On en déduit

rgM:rg(

J, 0)
=r+s

Exercice 88 : [énoncé]
En multipliant par la matrice inversible

on obtient
wf B By oI Oup
8lo,, ¢~ ®o,, ¢
En posant r = rg C, on peut écrire PCQ = J, avec

P,Q € GL,(K) et J, = ( I O’W)

Op—r,r Op—r

En multipliant a gauche et a droite par les matrices inversibles

In On,p et In On,p
Op,n p 0[,,,, Q

on obtient

Exercice 89 : [énoncé]

L’implication ( <= ) est immédiate car rg B = p.

Inversement, supposons rg M = p.

Puisque B est inversible, les p dernieres lignes de M sont indépendantes et donc les autres
lignes de M sont combinaisons linéaires de celles-ci puisque rg M = p. Puisque les n
premieres lignes de M sont combinaisons linéaires des p dernieres lignes de M, on a

A=0,

Exercice 90 : [énoncé]
Introduisons la matrice inversible

OnargM =rg(MM’) avec
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Par opérations élémentaires sur les colonnes, la matrice MM’ a le rang de la matrice

( I Op,q)

O,p C

Enfin, les opérations élémentaires déterminant le rang de C se transposent a la matrice en
cours afin d’en donner le rang. Au final

reM=p+r1rgC

Exercice 91 : [énoncé]

(a) Si A est inversible alors en posant

c=( 1

I,
P ) & Mo ()

on obtient BC = I, et on en déduit que B est inversible et que C est son inversible en
vertu du théoréeme d’inversibilité.

Si A n’est pas inversible alors les lignes de A sont liées et les n premieres lignes de B
sont aussi liées par la méme relation linéaire. On en déduit que B n’est pas inversible.

(b) On obtient
AP O 0, AP
2p _ n 2p+1 _ n
B -(o,, A,,) et B _(Ap Oﬂ)

Exercice 92 : [énoncé]

(a) Notons ImM = {MZ|Z € M, 1(K)}.
Considérons ensuite ¢ I’application linéaire qui a X € M, ;(K) associe

X AX
“lor ) ()
On a évidemment Im ¢ € Im M.

Or Iapplication linéaire ¢ est injective car A est inversible et donc

rg ¢ = dim M, ; (K).

Puisque par hypothese rg M = r, par inclusion et égalité des dimensions, on a
Ime =ImM.

Pour tout Y € M,,_,1(K),ona M ((;,’) € Im M donc il existe X € M, (K) (et celui-ci

M((I)V) ~ 0= M(OX) (OX)

est méme unique) tel que

(b) La relation

M(Oy) ) M(OX)

BY\ (AX
Dy| —\cx
donc X = A™'BY puis DY = CX = CA™'BY.

Puisque cette derniere relation vaut pour toute colonne ¥ € M,_,;(K), on peut
conclure D = CA™'B.

donne

Exercice 93 : [énoncé]
On peut écrire la matrice M~! sous la forme

A B
-1 _
= (e o)

La relation MM~ = I,,, donne alors le systeme

AA’ + BC' =1,
CA’ +DC’ = 0,
AB +BD' =0,
CB +DD =1,

qui entraine
(A-BD'O)A’' =1,
C’'=-D'cA’
B = -A"'BD’
(D-CA™'B)D' =1,

On en déduit que les matrices A — BD™'C et D — CA™' B sont nécessairement inversible et
A’ et D’ sont leurs inverses respectifs.
Au final

(A-BD7'0)!

-1 _
M= (D“C(BD"C —A)!

A"'B(CA'B-D)!
(D-CA'B)”!

Exercice 94 : [énoncé]
Par blocs, on a
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Par récurrence, on obtient

et on en déduit

1 -n 0 0
Lo o 0
VHEN,A = 0 0 (_1)n (_1)n+1n
0 O 0 -1"

On vérifie que cette relation est encore valable pour n € Z en constatant que cette
expression satisfait
A"X AT =1y

Exercice 95 : [énoncé]
De telles matrices n’existent pas car

tr(AB) = tr(BA)

et donc
tr(AB — BA) = 0 # tr(1),)

Exercice 96 : [énoncé]
On a
trA=tr(AB— BA) =tr(AB) —tr(BA) =0

car tr(AB) = tr(BA).
Généralisons ce calcul

tr (A?) = tr(Al’*l(AB _ BA)) = tr (A”B) — tr(ApleA)

tr (A"’IBA) = tr((A/’*‘B)A) =1tr (A(A"”IB)) = tr (A”B)
donc
tr(A?) =0

Exercice 97 : [énoncé]

Soit (eq,...,e,) une base de E avec ey, ...,e,—1 € ker fete, € Imf.On a

f(e,) € Im f = Vect(e,,) donc il existe A € K tel que f(e,) = Ae, et donc f(e,) = Af(ey).
Cette relation vaut aussi pour les vecteurs ey, ..., e, et donc par coincidence de deux
applications linéaires sur les vecteurs d’une base on peut affirmer que f2 = Af. De plus, la
matrice de f dans la base (ey,...,e,) donne A = tr f. Ainsi, pour f de rang 1, f est un
projecteur si, et seulement si, tr f = 1.

Exercice 98 : [énoncé]

Calculons les coefficients diagonaux de la représentation matricielle de ¢ dans la base
canonique formée des matrices élémentaires E; ;.

Ona ‘p(Ei,j) = Ei’jA.

OrA =3} X areEredonc o(E; ;) = 3y ajeEi¢ car E; jEg o = 6k Ej.

La composante de ¢(E; ;) selon E; ; vaut a; ;.

Par suite la trace de ¢ vaut 3/, 37  a;; = ntrA.

Exercice 99 : [énoncé]
Supposons que M soit semblable & une matrice M’ via une matrice inversible P i.e.

M =P 'MP

Si on peut écrire M’ = A’B’ — B'A’ alors M = AB — BA avec A = PA’P~' et B= PB'P".
On peut ainsi transformer la matrice M en une matrice semblable sans changer la
problématique.

Etablissons maintenant le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la taille de la
matrice M.

Si M est taille 1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n € N*.

Soit M une matrice carrée d’ordre n + 1 de trace nulle.

Montrons que M est semblable a une matrice de la forme

Si M est matrice d’une homothétie alors tr M = 0 permet de conclure M = O,.

Sinon, il existe des vecteurs qui ne sont pas vecteurs propres de I’endomorphisme associé
aM.

Soit x, un tel vecteur. En introduisant une base dont x et f(x) sont les deux premiers
vecteurs, on obtient que la matrice M est semblable a celle voulue.

Compte tenu de la remarque préliminaire, on suppose désormais que la matrice M est de

la forme
0| L
c |\ M
avectr M’ = 0.
Par I’hypothese de récurrence on peut écrire
M/ :A/BI_B/AI
Soit A € K qui n’est par valeur propre de la matrice B’.
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En posant
A 1 | L(B' =A™
"\ @r-B)'C| A
et
A1 0

Sl
on obtient

M =AB - BA

Récurrence établie.

Exercice 100 : [énoncé]
Posons a;; = ¢(E; j). o(M) = ¥ 1< j<n @jimi,j = tr(AM) avec A = (a; ).

Exercice 101 : [énoncé]
Puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr[A ; B] = 0. ker(tr) est donc un sous-espace vectoriel
contenant {[A; B] | A, B € E} donc

Vect{[A;B] | A, B € E} C ker(tr)

De plus, tr étant une forme linéaire non nulle, ker(tr) est un hyperplan.

Montrons qu’il en en est de méme de Vect{[A;B] | A,B € E}.

Pouri # j, Ej = |Eii, Eyj| etpouri # n, Ei; = Eyp = [Ein, Enil.

Par suite Vect {[A ; B] | A, B € E} contient la famille libre & n> — 1 éléments formée par les
Eij,i# jetlesE;; — E,,, i # n.Il endécoule que Vect{[A;B] | A, B € E} estde
dimension supérieure ou égale a n> — 1.

Par inclusion et un argument de dimension, on peut conclure

ker(tr) = Vect{[A;B] | A,B € E}

Exercice 102 : [énoncé]

Notons que Vect{AB — BA | A, B € M, (R)} est inclus dans I’hyperplan des matrices de
trace nulle.

Par suite dim Vect {AB — BA | A, B M,(R)} < n®—1.

Pour A = Ei,j etB = Ej,] (avec i+ ]) :AB - BA = Ei,j~
PourA=E;,etB=E,;:AB-BA=E;;-E,,=F,.

La famille formée des E; ; et des F; est libre et constituée de n® — 1 éléments.

Par suite dim Vect {AB — BA | A, B € M,(R)} > n* — 1.

Finalement dim Vect {AB — BA | A, B € M,(R)} = n*> — 1.

Exercice 103 : [énoncé]

Soit X solution. La matrice X + ‘X est symétrique.

Cas A n’est pas symétrique :

Nécessairement tr(X) = 0 et ’équation étudiée devient X + ‘X = 0 dont les solutions sont
les matrices antisymétriques. Inversement, ces dernieres sont solutions de 1’équation
initiale.

Cas A est symétrique.

En passant a la trace 1’équation étudiée, on obtient 2 tr(X) = tr(X) tr(A).

Si tr(A) # 2 alors on obtient & nouveau tr(X) = 0 et on conclut que X est antisymétrique.
Sitr(A) =2alors Y = X — %tr(X)A vérifie Y +'Y = X + 'X — tr(X)A = 0 donc Y est
antisymétrique puis la matrice X est de la forme AA + Y avec Y antisymétrique.
Inversement, une telle matrice est solution.

Pour résumer :

SiA ¢ S,(R)outr(A) # 2 alors S = A,(R).

SiAeS,(R)ettr(A) =2 alors S = Vect(A) & A,(R).

Exercice 104 : [énoncé]

(a) Soit p un projecteur de E espace de dimension xn. En posant F = Im p et G = ker p,
la matrice de p dans une base adaptée a la décomposition E = F @ G est de la forme

(o, %77)
Or—pp  Orp

gp=r=trp

Ony lit

(b) Posons

Puisque A? = I,,, on a AB = B et plus généralement AB = B pour tout k € N.
On en déduit
1 q-1 1 q-1
B =-% AB=-3B=8
175 K=y

et donc B est la matrice d’un projecteur. Par suite

145
rgB=tuB=—- Z tr(Ak)
7%=

Pour X € ker(A — I,,), on a AX = X donc BX = X et ainsi ker(A — I,,) C Im B.
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Inversement, si Y € Im B, il existe X € M, 1(K) tel que Y = BX et alors
(A-1,)Y=ABX-BX=BX-BX=0

donc Im B c ker(A — I,,) puis Im B = ker(A — I,,). On peut alors conclure

1 &
dimker(A—1,) =rgB = — Z tr(A)
q

k=0

Exercice 105 : [énoncé]
Soit .

pP= n Z 8

geG
On a .
pep=— Z Z ho g
n heG geG

Or, pour /i € G fixé, les h o g parcourt G pour g parcourant G. Ainsi

Dhog=>k

geG keG
puis
1 1
heG keG keG

Ainsi p est un projecteur et la dimension de son image Im p = ker(p — Id) est sa trace
1
trp=-—
p=—)ug
geG

Pour tout g € G, on vérifie g o p = p par des calculs analogues aux précédents. Si x est
invariant par p, il ’est aussi par g et donc

ker(p — Id) C ﬂ ker(g — Id)
geG

L’inclusion inverse étant immédiate, on conclut

ﬂ ker(g — Id) = ker(p — Id)
geG

puis I’on obtient 1’égalité de dimension

dim{ﬂ ker(g — IdE)] = % Z trg

geG geG

Exercice 106 : [énoncé]

(a) L application considérée est au départ d’un ensemble infini et a valeurs dans un
ensemble fini, elle ne peut donc étre injective et il existe k < £ € N, M* = M’ ce qui
fournit MP = I, avec p = € — k car M est inversible. On en déduit que /,, € H et que
M~ = MP~! € H. Cela suffit pour conclure que H est un sous-groupe de GL,(K).

(b) SiM € H alors N — MN et N — NM sont des permutations de H. On en déduit que
MP = PM = P car pour chaque terme les sommes portent sur les mémes éléments.

1 1
P=-> MP=-%P=P
quH qMEH

(c) Puisque P> = P, Im P = ker(P — I,) et ker P sont supplémentaires dans M,, ; (K).
Si X € ker P alors PX = 0 et pour tout M € H, PMX = PX = 0 donc MX € ker P.
Ainsi ker P est stable par H.

Si X € Nyey ker(M — I,) alors pour tout M € H, MX = X donc PX = X puis
X € ker(P - 1,,).

Inversement, si X € ker(P — I,,) alors PX = X et pour tout M € H,

X = PX = MPX = MX etdonc X € (\yen ker(M — I,,). Ainsi

ﬂ ker(M — 1) = ker(P — I,)

MeH

et ker P est solution du probléme posé.

(d) P estune projectiondonctrP =rgP € Netdonc }ycytr M = gtr P € gN.
Si Y yep tr M = 0 alors P = 0. Par suite (e ker(M — I,,) = {0} etil n’y a donc pas
de vecteur non nul invariant pour tous les éléments de H et inversement.

Exercice 107 : [énoncé]

(a) Posons p = Y, g P’ = 2eeG 2uhei &h. Or pour g € G, I'application i + gh est une
permutation du groupe G donc Y. gh = p et par suite p> = Card G.p.
Par suite ﬁ p est une projection vectorielle et puisque son rang égale sa trace,
rgp =0. Ainsi p = 0.

(b) Considérons ¢(x,y) = X .ec (8(x)g(y)). ¢ est un produit scalaire sur R" pour lequel
onaVh € G,h* = h™!. Pour ce produit scalaire, V* est un supplémentaire de V stable
pour tout 4~ avec i élément de G donc stable pour tout élément de G.

Exercice 108 : [énoncé]
Sii# jalors Ei,iEi,j = Ei,j et Ei,jEi,i = 0 donc T(Ei’j) =0.
De plllS Ei,jEj,i = E,",' et Ej!,‘E,',j = Ej,j donc T(E”) = T(Ej,j) =qa.
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Soit A = (a;)) € My (K).
T(A) = T(Z ai jE; ,-] = > i T(E;)) = atr(A)
ij=1 ij=1

donc T = a.tr.

Exercice 109 : [énoncé]

S(Ei) = f(EiE;) = f(EjE ) = f(E;))etsii# ],
S(Ej) = [(EiE;) = f(E;;E; ) = f(0)=0.

Ainsi

FA) = £ aijEij) = AwA

en notant A la valeur commune des f(E;;).

Exercice 110 : [énoncé]

(a) Notons E; ; les matrices élémentaires de M, (R). Puisque
Eij=EEjjetE;; = E;;E;;
I’hypothese de travail donne
F(Ei) = f(EE)) = f(EjE: ) = f(Ej))
De plus, pouri # j, ona
Eij=EE;jet0,=E;E;;

donc
J(Eij) = f(Ei E})) = f(Ej;Eij) = f(O,) =0
Ainsi
FA) = FQ aijEij) = Ar A
en notant A la valeur commune des f(E;;).
(b) Posons f = trog. L’application f est une forme linéaire vérifiant

VA, B € M,(R), f(AB) = f(BA)

Ainsi f = Atr.
Or f(I,) =tr(g(I,)) =trl, donc 1 = 1. Ainsi f =tret

YM € My(R), tr(g(M)) = f(M) = tr(M)

Exercice 111 : [énoncé]

La trace de f est la somme des coefficients diagonaux de la matrice représentative de f
dans la base de M, (R) formée des matrices élémentaires E; ;. Puisque le coefficient
d’indice (i, j) de la matrice f(E; ;) est a;; + a;; on obtient

ter Z (ai,i+aj,j)=2ntrA

1<i,j<n

Exercice 112 : [énoncé]
Si X est solution alors
tr(X) = tr(X) tr(A) + tr(B)

et donc
tr(X)(1 — tr(A)) = tr(B)
CastrA # 1.
On obtient B
t
tr(X) = L
1 —tr(A)
puis
t
L CO R
1 —tr(A)

Inversement, cette matrice est bien solution.
CastrA =1.

Sous castr B # 0.

L’équation tr(X)(1 — tr(A)) = tr(B) est incompatible, il n’y a pas de solution.

Sous cas tr B = 0.

La solution X est de la forme AA + B avec A € R et inversement de telles matrices sont
solutions.

Exercice 113 : [énoncé]
Soit (eq,...,e,) une base de E avec ey, ..., e, € ker f.
La matrice de f dans cette base est de la forme

0 0 4
A=
: /ln—l
0 0 A,

avec A, =tr f.
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On observe alors que A? = 1,A.

Ainsi si tr f = 1 alors A> = A donc f? = f puis f est un projecteur.

Par I’isomorphisme de représentation matricielle dans une base donnée de E, on peut
retraduire le probleme matriciellement.

En considérant les éléments E;; et E;; + E; j pour 1 < i # j < n on forme une base de
M, (R) telle que souhaitée.

Exercice 114 : [énoncé]
Les matrices A; sont des matrices de projection et donc

trA; = 1gA;

On en déduit

ngA,- = zk:trA,» =trl,=n

i=1 i=1

R" = ImiA,- c zk:ImA,- CR"
i=1 i=1
Ainsi )
Z ImA; = R"
i=1

et la relation sur les rangs donne

k
Z dim (Im A;) = dimR"

i=1

Les espaces Im A; sont donc en somme directe

D=

ImAk =R"
i=1

Pour tout x € R”, on peut écrire
X=Ax+ -+ Ax
En particulier, pour le vecteur A ;x, on obtient
Ajx=AAjx+-+Ajx+- +AAjx
La somme directe précédente donne alors par unicité d’écriture
Vi<i# j<kAAjx=0

et peut alors conclure.

Exercice 115 : [énoncé]
Si f=0alors fog=0.
Sinon il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

(o o

La matrice de g commutant avec f est de la forme

a b
0 a
et puisque g2 =0, a = 0.
Par suite la matrice de f o g est nulle.

Exercice 116 : [énoncé]

F, est clairement un endomorphisme de C,_;[X]. Sa matrice dans la base (1, X, ..., X1
est A = (@i })o<i j<n—1 AVEC d; j = \/Lﬁw"j . On remarque que AA = I, car 1 3770 0= = 6, ;.
Par suite F,, est un automorphisme et F;! étant représenté par A,

F;\(P) = Lf S Pw™ )Xk,

Exercice 117 : [énoncé]

(a) Les endomorphismes A1dg ont la propriété voulue.

(b) Les familles (ey,...,e,) et (e; +e;, e, ..., e,) engendrent le méme espace vectoriel.
Etant toutes deux formées de n vecteurs, si 1’une est libre, 1’autre aussi.

(c) Soit u un endomorphisme de E dont la matrice est diagonale dans toutes les bases de
E.

La matrice de u dans la base (ey, ..., ¢,) est de la forme diag(d;, Ay, ..., 4,).
Puisque la matrice de u dans la base (e} + ¢;, ez, ..., e,) est aussi diagonale, il existe
a € R tel que

ule; +e;) = aler +e;)

Or par linéarité
u(er +e;) = ue) + u(e;) = dier + Aie;

Par liberté de la famille (e, ¢;) on identifie les scalaires et on peut affirmer
/1] =a = /1,‘

Ainsi, si un endomorphisme a une représentation matricielle diagonale dans toutes
les bases de E, sa matrice est de la forme A/, et donc cet endomorphisme est de la
forme AIdg.
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(d) Soit u un tel endomorphisme. Si A = (a; ;) est sa matrice dans une base (ey, ..., e,)
alors sa matrice dans la base (ej, 2ey, . . ., ne,) a pour coefficient général

i,
i
et comme cette matrice doit &tre égale a la précédente, on obtient
Vi,jel{l,...,n},i#i = a;;=0

Ainsi, cet endomorphisme a une matrice diagonale dans toute base de E et en vertu
de ce qui précede, il est de la forme A Idg avec A € R.

Exercice 118 : [énoncé]
Soit x € ker f N Im f. Il existe a € R? tel que x = f(a) et alors

x==f @)=~ (x) = ~f(f(x) = =f(0) = 0
Ainsi ker f N Im f = {0} puis, par le théoreme du rang, on peut affirmer
R*=kerf@&Imf

Si f2 +1d = 0 alors £ = —1Id puis (det f)* = det(—Id) = —1. C’est impossible.
On en déduit que f2 + Id # 0 et puisque f o (f> + Id) = 0, on a ker f # {0}.
Soit e; € ker f non nul.
Puisque par hypothese f n’est pas I’application nulle, considérons e; = f(a) € Im f
vecteur non nul. Posons e3 = —f(ey) € Im f.
On vérifie

fles) = ~f*(e2) = =f(a) = f(a) = &
De plus les vecteurs e, et e3 ne sont pas colinéaires.
En effet si e3 = de;, on obtient en composant par f, e, = —Ae3 et on en déduit e; = —A2e,.
Sachant e, # 0, on obtient 2> = —1 ce qui est impossible avec A € R.
Puisque (e, e3) est une famille libre de Im f et puisque (e;) est une famille libre de ker f,
on peut affirmer que (ej, e;, €3) est une base de R3. Dans celle-ci, la matrice de f est égale
aA.

Exercice 119 : [énoncé]

(a) Dans la base canonique, la matrice de u — v est de la forme

0 2 *

donc
rgu-v)y=m+1)—-1=n

(b) On peut aussi étudier le noyau de u — v et par un argument de périodicité justifier que
seuls les polyndmes constants sont éléments de ce noyau.

Exercice 120 : [énoncé]

Soit f solution. La matrice de f relative a la base canonique est a coefficients entiers. De
plus f est un automorphisme car les vecteurs de la base canonique sont des valeurs prises
par f et comme f~!(Z") = Z", la matrice de f~' relative 2 la base canonique est 2
coefficients entiers. Inversement, si f est un automorphisme telle que f et f~! soient
représentés par des matrices a coeflicients entiers dans la base canonique, il est immédiat
que f(Z") c Z" et que 12" c 7" donc que Z" C f(Z") et finalement f(Z") = Z".
Notons que les endomorphismes solutions peuvent aussi se décrire comme étant les
endomorphismes canoniquement représentés par une matrice a coefficients entiers et qui
sont de déterminant égal a 1 ou —1.
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