Suites et séries de fonctions

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
I : Incontournable

Exercice 1

Etudier les suites de fonctions suivantes (convergence simple, convergence uniforme, convergence localement
uniforme)

k

D (%) fulx) = 5%z 209 fulx) =e Lo 3 (%) fulx) = n(1—x)"sin (5).

Correction V [005726]

Exercice 2 *** ]

(1—%)"six€[0,n]
Pour n € N*, on pose f,,(x) = ) .
Osix>n

1. Montrer que la suite (f;),en+ converge uniformément sur R vers la fonction f : x+— e,
2. AT’aide de la suite (f,)nen-, calculer I'intégrale de GAUSS | ® e dx.

Correction V [005727]

Exercice 3 *** [ Polyndmes de BERNSTEIN. Théor¢me de WEIERSTRASS

Soit f une application continue sur [0, 1] & valeurs dans R. Pour n entier naturel non nul, on définit le n-¢me
polyndme de BERNSTEIN associé a f par

n
B = heo (7 )£ ()80 -x)
1. (a) Calculer B,(f) quand f est la fonction x — 1, quand f est la fonction x — x, quand f est la fonction
x—x(x—1).
(b) En déduire que Y"_, <Z) (k —nX)2X5(1 — X )" = nX (1 - X).

2. En séparant les entiers k tels que ‘x — %‘ > ¢ et les entiers & tels que ‘x — ﬂ < o (o > 0 donné), montrer
que la suite de polynomes (B, (f))nen- converge uniformément vers f sur [0, 1].

3. Montrer le théoreme de WEIERSTRASS : soit f une application continue sur [a,b] & valeurs dans R.
Montrer que f est limite uniforme sur [a, b] d’une suite de polyndmes.

Correction V [005728]

Exercice 4 ** ]

Soit (P,)qen une suite de polyndmes convergeant uniformément sur R vers une fonction f. Montrer que f est
un polyndme.

Correction V [005729]
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Exercice 5 **
Soit f( ) 4o X sm(nx).

n=1 n

1. Montrer que f est de classe C! sur | —1,1].
2. Calculer f’(x) et en déduire que f(x) = arctan( xsinx )

1—xcosx

Correction V [005730]

Exercice 6 **
Soit f(x) =Y et

n=1 1In(nx)

1. Domaine de définition de f. On étudie ensuite f sur |1, +oo].
2. Continuité de f et limites de f en 1 et +oo.

3. Montrer que f est de classe C! sur |1, 40| et dresser son tableau de variation.

Correction V [005731]

Exercice 7 **
Etudier (convergence simple, convergence absolue, convergence uniforme, convergence normale) les séries de
fonctions de termes généraux :

1. fu(x) = nx?e V" sur R*
2. falx ):,Hn32 sur RY.

Correction V [005732]

Exercice 8 **1

Montrer que pour tout réel a > 0, f, e dx = Y% (an)a .

Correction V [005733]

Exercice 9 **

Pour n € N*, soit f, (1) = (—1)"In <1 + (1+12))

1. Etudier la convergence simple et uniforme de la série de terme général f,, puis la continuité de la somme
f.

2. Montrer que lim;_, . f(t) =In (2) a I’aide de la formule de STIRLING.

Correction V¥ [005734]

Exercice 10 **
arctan(nt)

Pourn € N*ett € R, soit f,(1) = —3

Etude complete de f = Y ** f, : domaine de définition, parité, limites, continuité, dérivabilité (vérifier que f
n’est pas dérivable en 0), allure du graphe.

Correction V¥ [005735]

Exercice 11 **

Pour x > 0, on pose f(x) = Y%, e~V Trouver un équivalent simple de f en 0  droite.
Correction V [005736]




Exercice 12 ***

o P .
Pour x €] — 1, 1], on pose f(x) = ¥."= x". Trouver un équivalent simple de f en 1.
Correction ¥ [005737]
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Correction de ’exercice 1 A

1. Pour tout entier naturel n, f,, est définie sur R et impaire.
Convergence simple sur R. Soit x € R.
e Si x = 0, pour tout entier naturel n, f,(x) = 0 et donc lim,_, o f,,(x) = 0.
e Six#0, fu(x) ~ é et de nouveau lim,_, 1 f,,(x) = 0.
n—-+eo

La suite de fonctions (f,),en converge simplement sur R vers la fonction nulle.

Convergence uniforme sur R. On peut noter tout de suite que pour tout n € N*, f; (%) = % et donc
| /4]l = 3. On en déduit que || f, || ne tend pas vers 0 quand n tend vers +co.

La suite de fonctions ( f,,),en ne converge pas uniformément sur R vers la fonction nulle.

Si on n’a pas remarqué ce qui précede, on étudie la fonction f, sur R™ (f;, étant impaire) dans le but de
déterminer sup|f,(x) —O0|.
xeR
. . £ £ " / (14 —x(n®x)
Soit n € N*. La fonction f, est dérivable sur R™ et pour tout réel positif x, f,(x) = L T
n(1—n*x?)
(L2

Puisque la fonction f;, est positive sur R™, sup|f, (x) — 0] = ( )= 2 qui ne tend pas vers 0 quand n
xeR

. Par suite, la fonction f;, est croissante sur [O l] et décroissante sur [l o0 [

tend vers ’infini.

Convergence uniforme et localement uniforme sur |0, +eo[. La suite de fonctions ( f,),en ne converge

toujours pas uniformément vers la fonction nulle sur |0, +oo[ car pour n > 1, sup|f,(x) — 0] = 5
xeR

Soit a un réel strictement positif fixé. Soit n > é Ona0< % < a et donc la fonction f;, est décroissante
sur [a,+oo[. Par suite, pour tout réel x de [a +oo[, 0 < fu(x) < fula).

Donc sup |f,(x)—0| = fn(a) pour n > 1. On en déduit que lim, .. sup |[f,(x)—0| =0.Donc la
x€[a, +oof x€la, ool

suite de fonctions (f;,),en converge uniformément vers la fonction nulle sur tout intervalle de la forme

[a,+oo[ olt @ > 0 et en particulier converge localement uniformément vers la fonction nulle sur |0, 4-co|

mais ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur |0, 4|

. . . . k .
2. Convergence simple sur R. Soit x € R. On sait que e* = lim, , . Y }_( 37 et donc la suite (f,)uen
converge simplement sur R vers la fonction constante f : x— 1.

Convergence uniforme sur R et R*. lim,_, .. |f;,(x) — f(x)| = +oe. Par suite, pour tout entier naturel
n, la fonction |f, — f| n’est pas bornée sur R. La suite de fonctions (f,),en ne converge donc pas
uniformément vers f sur R.

limy 1o | fn(x) — f(x)] =1etdonc sup |f,(x)— f(x)| > 1.La suite de fonctions (f,)nen ne converge
x€[0,4-00]
donc pas uniformément vers f sur R™.

Convergence localement uniforme sur R. Soit [, b] un segment de R.
Pour n € N*, posons g, = f,, — f. La fonction g, est dérivable sur R et pour x € R

8;1()6)* ( Yie o;ﬁrZZ é)li') *_e:!xn'

Si n est pair, la fonction g, est décroissante sur R et s’annule en 0.

Si n est impair, la fonction g, est croissante sur R, décroissante sur R™ et s’annule en 0.

Dans les deux cas, six € [a,b], |gn(x)| < Max{|gn(a)|,|g.(b)|} avec égalité effectivement obtenue pour
x=aoux=b.Donc

sg}\gn(xﬂ=Max{|gn<a>|7rgn< )|} = Elatenbltlenla)gnlb)l
xela,

Cette derniere expression tend vers 0 quand n tend vers +oo. On en déduit que la suite de fonctions
(fn)nen converge uniformément vers f sur tout segment |a, b] contenu dans R ou encore

4



la suite de fonctions (f;),cn converge localement uniformément vers la fonction f : x+— 1 sur R.

3. Pour x réel et n entier naturel, on pose f,(x) = n(1 —x)"sin (%x).
Convergence simple. Soit x réel fixé. sin (5x) = 0 < x € 2Z. Dans ce cas, lim,_, . f,(x) = 0.
Six ¢ 27, la suite (f,(x)),en converge < la suite (n(1 —x)"),en converge < |1 —x| <1 &0 <x < 2.
Dans ce cas, lim,,, 1« f,,(x) = 0.

La suite de fonctions (f,).en converge simplement vers la fonction nulle sur [0,2] U2Z.

Convergence uniforme sur [0,2]. Soit n un entier naturel non nul fixé.

s 59 ~01> £y (3) | = (1 - 1)"sin ().

X

Cette derniére expression est équivalente 2 5= en o et en particulier ne tend pas vers 0 quand n tend
vers oo,

La suite de fonctions (f,),en ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0,2].

La suite de fonctions (f,),en ne converge pas uniformément vers la fonction nulle sur [0,2].

Correction de I’exercice 2 A

Convergence simple sur R™. Soit x un réel positif fixé. Pour n > x, f,(x) = (l — ﬁ)n et donc

n
Sa(x) T (1-%) )T, EXP (nln(1—2)) e exp(—x+o(1).
Donc la suite de fonctions (f;,),en: converge simplement sur R vers la fonction f : x> e ™.

Convergence uniforme sur R". Pour x réel positif et n entier naturel non nul, posons g,(x) = f(x) — fu(x) =

—x _ 1 X n . ) . )
{ e_x . (1-3)" six€[0.n] . Déterminons la borne supérieure de la fonction |g,| sur [0, +eo].
e Six>n
La fonction g, est définie et continue sur R™. Pour x > n, 0 < g,(x) < e " = g,(n).
Etudions la fonction g, sur [0,n]. Pour x € [0,n], g,(x) = —e ™+ (1 — %)n_l (g),(n) est la dérivée a gauche de

la fonction g, en n, mais on peut montrer qu’en fait la fonction g, est dérivable en n pour n > 1).



La fonction g, est continue sur le segment [0,7] et admet donc sur [0, 7] un minimum et un maximum.

e La fonction g, a un minimum égal a 0 atteint en 0. En effet, on sait que pour tout réel u, e* > 1 4 u (inégalité
de convexité) et donc pour tout réel x de [0,n], e/ >1- % > 0. Apres élévation des deux membres de cette
inégalité, par croissance de 7 — " sur R, on obtient e > (1 — ﬁ)n ou encore g,(x) = 0= g,(0).

e Pour 0 < x < n, les inégalités précédentes sont strictes et la fonction g, | ,; admet son maximum dans 10, n].
De plus, g/, (n) = —e™" < 0 et puisque la fonction g, est de classe C! sur [0,7], sa dérivée g/, est strictement
négative sur un voisinage a gauche de n. La fonction g, est alors strictement décroissante sur ce voisinage et
la fonction g, admet nécessairement son maximum sur R* en un certain point x, de |0,n[. En un tel point,
puisque I’intervalle ]0,n[ est ouvert, on sait que la dérivée de la fonction g, s’annule. L’égalité g/ (x,) =0

. -1
fournit (1 — %”)n = ¢ et donc

gnln) = e = (1=3)" = (1= (1= ) e =

En résumé, pour tout réel positif x, 0 < g, (x) < @ ol x, est un certain réel de |0, n|.
Pour u réel positif, posons h(u) = ue ™. La fonction & est dérivable sur /mbr™ et pour u > 0, ' (u) = (1 —u)e ™.
Par suite, la fonction /7 admet un maximum en 1 égal a é On a montré que

Vx € [0, 400, Vn € N*, 0 < g,(x) < L

ne

ou encore Vn € N*, sup{|g,(x)], x > 0} < -L. Ainsi, lim, .« sup{|g,(x)|, x > 0} = 0 et on a montré que

la suite de fonctions (f;),en- converge uniformément sur R™ vers la fonction x — e ™.

Existence de / = [;™ ¢~ dx. La fonction x — ¢~ est continue sur [0, 40| et négligeable devant % en oo,

Donc la fonction x — e~ est intégrable sur [0, 4-co[. Par suite, / existe dans R.

On est alors en droit d’espérer que / = lim,, o [57 f(x?) dx.
La fonction x — f;,(x?) est continue sur [0, 4o et nulle sur [y/72, +oo[. Donc la fonction x + f;,(x?) est intégrable

n
sur [0, +oo[. Pour n € N*, posons I, = [, f,(x?) dx = fo\/ﬁ (1 — X—z) dx.
Montrons que I, tend vers I quand n tend vers oo,

1—1,| <fo‘/ﬁ\f(xz)—fn(xz)]dx+fjﬁ°°e*x2 dx < /xR e de= o4 [7 e dx.

ne

Puisque la fonction x — e~ est intégrable sur [0, +oo[, cette derniere expression tend vers 0 quand n tend vers
o0 et donc limy,— 4o I, = 1.
Calcul de la limite de 7,. Soit n € N*. Les changements de variables x = u+/n puis u = cosv fournissent

=1 (1-2) v = VA (=) du = 7 siny dy =

ou W, est la n-eme intégrale de WALLIS. On a déja vu (exercice classique, voir fiches de Maths Sup) que
/3
W, o \V/ 3, et donc

I, ~ ax,[s5E—~ ~ YE
nn—>+<>°f 2(2n+1) pytoo 2

Finalement, /,, tend vers 4 quand n tend vers +oo et donc

+oo —xz _ ﬁ
fo e dx = 5 -

Vous pouvez voir différents calculs de I'intégrale de GAUSS dans « Grands classiques de concours : intégra-
tion ».

Correction de ’exercice 3 A




1. (a) Soitn € N*,
e SiVxe[0,1], f(x) =1,

B.(f) = Zheo ()X =X = (K4 (1= X0y = 1.
e SiVx e [0,1], f(x) =x,

0-gi(enerf

k=0

Xi( - > xR =x.

e SiVx e [0,1], f(x) =x(x—1), alors B,(f) =Y}, <Z>ﬁ (5= 1) X*(1—X)"* et donc By (f) =0
Pourn>2etkel,n—1]

n n! n— n—2)! n— n—2
~G-1) <k> = —ok(n—k) gty = — "5 (kfl()(nf)kfl)! =" (k 1)-

Par suite,
B __nfl"*1 n—72 k(1 —xy k= " 1 1— xk=1(1 — x)(n=2)—(k=1)
W) ==Y (XX ==X x) Y X (1)
k=1 k=1
n—1 "2 n—2\ _, N2k n—1
- X(1—X)k);6< . >X (1-X) p X(1-X)

ce qui reste vrai pour n = 1.

(b) D’apres la question précédente

n

Y <Z) (k—nX)’Xx*(1-Xx)""*=Y" <Z> K2X*(1—x)"* —2nx Z ( >ka X) k4 n?x? Z (’;) X*(1 -

k=0 k=0 k=0
= k;) (Z) k(k—n)X*(1—X)"* —n(2X — 1)§‘6 (Z) kX*(1—x)"*
+nzx2§‘6 (Z)Xk(l — Xk
nzkz() : <: - 1) (Z)Xk(l —X)" k22X - 1)§0 <Z) Sxk(l —X) R

= —n(n—1)X(1-X)—n*2X —1)X +n°X? = —nX* +nX = nX (1 —X).
2. Soit € > 0. Soient n un entier naturel non nul et ¢ un réel strictement positif donné. Soit x un réel de
[0,1].
Notons A (resp. B) ’ensemble des entiers k € [0,n] tels que ]x— %! < « (resp. ‘x— %‘ > ). (SiAouB
sont vides, les sommes ci-dessous correspondantes sont nulles).

)= Z, (Z) <f(X)—f<];)>)/‘(1—x)"k
Qe g oo

f est continue sur le segment [0, 1] et donc est uniformément continue sur ce segment d’apres le théo-
réme de HEINE. Par suite il existe o > 0 tel que si x et y sont deux réels de [0,1] tels que |x —y| < a
alors |f(x) — f(y)| < §. « est ainsi dorénavant fixé. Pour ce choix de «,

|f(x) = Bu(f)(x




Yiea <Z> £ () = f (5) |41 =x)"* < § Xea (Z)xk(l —x)RCEYE (Z)xk(l Xk =g

Ensuite, la fonction f est continue sur le segment [0, 1] et donc est bornée sur ce segment. Soit M un
majorant de la fonction |f| sur [0, 1].

Yics (Z) FO) = £ (B[ (1 )" < 2M T (Z)xk(l e

Mais si k € B, I’inégalité |x - f} o fournit 1 < ﬁ(k —nx)? et donc

S | [

L (1-3) 1 (1 1\? _ 1
=——xm(l—x)=——\|-—(x—= < —.
oZn? a’n \ 4 2 40i2n

En résumé, pour tout réel x € [0, 1]
() = Ba(F) ()] < §+2M X g = § + 5.

Maintenant, puisque limy,—; 4o 5 24/12;1 =0, il existe un entier naturel non nul N tel que pour n > N

Pourn > N,ona |f(x) —B,(f)(x)| < §+ 5 = €. On a montré que
Ve>0,IN e N*/Vne N* Vxe[0,1], (n =N = |f(x)— (Bu(f))(x)| < &,

£
<.

s 20{2

et donc que

la suite de polynémes (B, (f))nen+ converge uniformément sur [0, 1] vers f.

3. La question 2) montre le théoreme de WEIERSTRASS dans le cas du segment [0, 1].
Soient [a,b] un segment quelconque et f un application continue sur [a, b].

Pour x € [0, 1], posons g(x) = f(a+ (b —a)x). La fonction g est continue sur [0, 1] et donc il existe une
suite de polyndmes (P,) convergeant uniformément vers g sur [0, 1]. Pour n € N, posons Q,, = P, ( b a)

Soite >0.3IN > 1 tel que Vn > N, Vy € [0,1], |[g(y) — P.(y)| < €.
Soient x € [a,b] et n > N. Le réel y = ;=% est dans [0, 1] et

[f(x) = Qu(x)| = f(a+ (b—a)y) = Ou(a+ (b—a)y)| = [g(y) — P ()| < &

Ceci démontre que la suite de polyndmes (Q,),cn converge uniformément vers la fonction f sur [a,b].

Correction de I’exercice 4 A
Posons f =1lim,_, . P,.
Le critere de CAUCHY de convergence uniforme (appliqué a € = 1) permet d’écrire

INeN/Vn=N,Vm>=N, VxR, |P,(x) — Pu(x)| < 1.

Pour n > N, les polyndmes Py — P, sont bornés sur R et donc constants. Par suite, pour chaque n > N, il
existe a, € R tel que Py — P, = a, (). Puisque la suite (P,) converge simplement sur R, La suite (a,) =
(Pv(0) — P,(0)) converge vers un réel que 1’on note a. On fait alors tendre n tend vers +co dans I’égalité (x) et
on obtient

f=Pv—a

On a montré que f est un polyndme.

Correction de ’exercice 5 A




1. Pour x €] — 1, 1] et n entier naturel non nul, posons f,(x) = an%(”x)

Soit x €] — 1, 1[. Pour n entier naturel non nul, |f,(x)| < |x|". Or, la série géométrique de terme général
|x|", n > 1, est convergente et donc la série numérique de terme général f,,(x) est absolument convergente
et en particulier convergente. On en déduit que f(x) existe.

f est définie sur | — 1, 1].

Soit a €]0, 1[. Chaque f;,, n > 1, est de classe C' sur [—a,a] et pour x € [—a,a,
f1(x) = x""sin(nx) + x" cos(nx).
Pour x € [—a,a] et n € N*,
)| <a ' +a" <2av .

Puisque la série numérique de terme général 2a"~', n > 1, converge, la série de fonctions de terme
général f), n > 1, est normalement et donc uniformément sur [—a, a].

En résumé,

e la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers f sur [—a,al,
e chaque fonction f,,, n > 1, est de classe C! sur [—a,a,

e la série de fonctions de terme général f, converge uniformément sur [—a, a].

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme a terme, f est de classe C' sur [—a,a] pour tout
réel a de ]0, 1| et donc sur | — 1, 1] et sa dérivée s’obtient par dérivation terme a terme.

festdeclasse C! sur]—1,1[et Vx €] — 1,1[, f/(x) = L= (x*!sin(nx) 4+ x" cos(nx)).

n=1

2. Ainsi, pour x €] — 1,1]

oo oo
f(x)= Z (x"~1sin(nx) 4 x" cos(nx)) = Im Z X"l | 4 Re Z x'e™

n=1 n=1 n=1

e xe' e*(1 —xe™™) xe™ (1 — xe™ ™)
=Im(— Re| —— | =1 _ Re| ———=
<1 —xe’x> * <1 —xe’x> <x2—2xcosx+l) * <x2—2xcosx+1

B sinx + xcosx — x?

x2—2xcosx+1 °

Mais, pour x €] — 1, 1],

( xsinx )/ _ (sinx+xcosx)(1—xcosx)—xsinx(—cosx+xsinx) _ sinx+xcosx—x?

I—xcosx/ — (1—xcosx)? T (l—xcosx)?

et donc

. ! . .
xsinx smx—l—xcosx—x2 1 smx—l—xcosx—x2
arctan = 7 X . 2= 2
1 —xcosx (1 —xcosx) 4 (i) (1 —xcosx)? +x2sin”x
1—xcosx

sinx + xcosx — x2

= = /).

x2 —2xcosx+1

Finalement, pour x €] — 1, 1],

f(x) = f(0)+ [¢ f'(¢) dt = 0+arctan ( xsinx ) —arctan(0) = arctan ( xsinx ).

1—xcosx 1—xcosx

Wx €] — 1, 1], £ 00 — aregan (i)




Correction de ’exercice 6 A

1. Pour n entier naturel non nul, on note f, la fonction x — ( (n)) Pour tout réel x, f(x) existe si et

seulement si chaque f,,(x), n € N*, existe et la série numérique de terme général f,(x), n € N*, converge.
Pourn € N* et x € R, f,(x) existe si et seulement si x > 0 et x # 1.

Soit donc x € D =|0,4-oo[\ {%, pE N*}.

Pour n > %, on a In(nx) > 0. On en déduit que la suite (@) N est positive et décroissante a partir
neN*

d’un certain et tend vers 0 quand n tend vers +eo. Ainsi, la série numérique de terme général f,(x)
converge en vertu du critére spécial aux séries alternées et donc f(x) existe.

Le domaine de définition de f est D =]0,+oo[\ {1, n e N*}.

2. Limite de f en +oo. Soit x > 1. Donc f(x) existe. Pour tout entier naturel non nul n, In(nx) > 0. On en
déduit que la suite ( m> N est décroissante. On sait alors que la valeur absolue de f(x) est majorée
neN*

par la valeur absolue du premier terme de la série. Ainsi

Vx> 1,|f(x)] <

et en particulier

limy_ 4o £(x) = 0.

On peut noter de plus que pour x > 1, f(x) est du signe du premier terme de la série a savoir
donc Vx €]1, +eo[, f(x) > 0.

Convergence uniforme sur]1,+oo[. D’aprés une majoration classique du reste a I’ordre n alternée d’une
série alternée, pour x > 1 et n naturel non nul,

_ )k—]
R0 = [£850 Sethr | <
Donc, pour tout entier naturel non nul, sup [R,(x)| < (n 7y etdonc limy, ;. sup |R,(x)] =0.La

X€E] 1,00 X€]1,4-00]
série de fonctions de terme général f,, converge uniformément vers sa somme sur |1, 4-oo|.

1
In(x) et

In((n+1)x < n+l1-

Continuité sur |1, +oo[. Chaque fonction f,, n € N* est continue sur |1, 40| et donc f est donc continue
sur |1, +oo| en tant que limite uniforme sur |1, +oo[ d’une suite de fonctions continues sur |1, +oo|.

f est continue sur |1, +4-co.

Limite en 1 a droite. Soit n > 2. Quand x tend vers 1 par valeurs supérieures, f,(x) tend vers ¢, =

1)1
( ln()n) . Puisque la série de fonctions de terme général f,,, n > 2, converge uniformément vers sa somme

sur |1, +oo[, le théoréme d’interversion des limites permet d’afﬁrmer que la série numérique de terme

e, Ju(x) tend vers le réel Z+°° D

général £, n > 2 converge et que la fonction x — f(x) — BN

quand x tend vers 1 par valeurs supérieures ou encore

ln(x

f(x) = L+0(1) eten particulier, lim f(x) = -oo.
. =

3. La série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers la fonction f sur |1, +oo].
De plus chaque fonction f; est de classe C' sur |1, +oo[ et pour n € N* et x > 1,

1) = St

xIn*(nx) "
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Il reste a vérifier la convergence uniforme de la série de fonctions de terme général f sur |1, +oo].

Soit x > 1. La série de terme général f (x) est alternée car son terme général est alterné en signe et sa
valeur absolue a savoir pEpr tend vers zéro quand n tend vers +oo en décroissant. Donc, d’apres une
majoration classique du reste a I’ordre n d’une série alternée,

_ |yt D (=
Ra(] = |51 e ‘ N
Par suite, sup |R,(x)| < —1— etdonc lim, , . sup |R,(x)|= 0. Ainsi, la série de fonctions de

In?(n+1
X€]1,+oo] o (n+1) X€]1,4o00]
terme général f,, n > 1, converge uniformément sur |1, +oo|.

_ 1 c 1
xIn?((n+1)x) = In?(nt1)°

En résumé,

e la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge simplement vers f sur |1, 4oo],
e chaque fonction f;, n > 1, est de classe C' sur |1, +oo],

e la série de fonctions de terme général f, converge uniformément sur |1, +oo|.

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme a terme, f est de classe C! sur |1, -+oo[ et sa
dérivée s’obtient par dérivation terme a terme.

f estde classe C! sur]1,+oo[ et Vx> 1, f/(x) =¥ (="

n=1 xIn?(nx)"

Pour x > 1, puisque la série de somme f’(x) est alternée, f’(x) est du signe du premier terme de la
somme a savoir —xhi—zx. Par suite, Vx €] — 1,1, f(x) < 0 et f est donc strictement décroissante sur
J1, 4-oo].

La fonction f est décroissante sur |1, +oo].

Correction de ’exercice 7 A

1. Convergence simple. Chaque fonction f;,, n € N, est définie sur R. Soit x € R.
e Six <0, fu(x) 2 +oo et la série de terme général f,(x), n € N, diverge grossierement.
n—y—+too

e Six =0, puisque Vn € N, f,(x) = £,(0) = 0, 1a série de terme général f,(x), n € N, converge.
o Six >0, nf,(x) =x2e~*VrH3n (et donc f,(x) = o(}). Dans ce cas aussi, la série de
n—+oo n—+oo n

terme général f,(x), n € N, converge.

La série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge simplement sur R, I

Convergence normale. La fonction fj est la fonction nulle. Soit n € N*. La fonction f, est dérivable
sur R™ et pour tout réel positif x,

f1(x) = n(2x —x2\/n)e V" = nx(2 — x\/n)e V",

. .o, . 2 , . 2 , .
La fonction f, est positive sur [0, 4-co|, croissante sur {O, W} et décroissante sur {W’ o0 { On en déduit
que

falle = sup 1fu()| = £ (Z;) =472,

x€[0,4-00]

Par suite, la série numérique de terme général || f, ||, n € N, diverge grossierement et donc

La série de fonctions de terme général f,,, n € N, ne converge pas normalement sur R I

Soit a > 0. Pour n > %’ ona % < a et donc la fonction f,, est décroissante sur [a,+oo[. Soit donc n un

entier supérieur ou égal a C;iz. Pour tout réel 7 supérieur ou égal a a, on a |f,,(t)| = f,(¢t) < fu(a) et donc

sup | fu(t)] = fula).

x€E[a,+oo]
Comme la série numérique de terme général f,(a), n € N, converge, la série de fonctions de terme
général f,,, n € N, converge normalement et donc uniformément sur [a, +oo|.

11



Pour tout a > 0, la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge normalement et uniformément sur [a, +

Convergence uniforme sur [0, +o[. Pourn € Nets € RT,

|Rn(t)| = Z]_:;H.] fk(t) = fn+1(t)a

etdonc sup |R,(t)] > sup |f,.1(¢)|4e 2. Par suite, sup |R,(¢)| ne tend pas vers O quand n tend
1€[0,+o0[ 1€[0,+o0[ 1€[0,4o00[
vers oo et donc

la série de fonctions de terme général f,, n € N, ne converge pas uniformément sur R, I

. Convergence simple. Chaque fonction f,, n € N*, est définie sur |0, +eo[. Soit x €]0,+oo[. Puisque
fn(x) M ,1;17 > 0, la série numérique de terme général f,(x) converge. Donc

la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge simplement sur |0, 4.

Convergence normale. Soit n € N*. La fonction f, est décroissante et positive sur |0, 4co[. Donc
sup |fu(x)| = f2(0) = 1 Puisque la série numérique de terme général %, n € N*, diverge
x€]0,4-00

la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, ne converge pas normalement sur R, I

Soit a > 0. Pour n € N*, la fonction f, est décroissante et positive sur 5a,+oo[ et donc sup |f,(x)| =

X€[a,4oo
fn(a).

Comme la série numérique de terme général f,(a), n € N*¥, converge, la série de fonctions de terme
général f,,, n € N, converge normalement et donc uniformément sur [a,+oo|.

Pour tout a > 0, la série de fonctions de terme général f,,, n € N*, converge normalement et uniformément sur [a, -

. Convergence simple. Chaque fonction f,, n € N, est définie sur R et impaire. Soit x € RT,
e Six =0, pour tout entier naturel n, f,(x) = f,(0) = 0. Dans ce cas, la série numérique de terme général
fn(x) converge.

. . X . L L. . . 1
e Six > 0, la suite (W) . est une suite géométrique de premier x > 0 et de raison 5~ €]0,1[. On

eN

en déduit que la suite <m> est positive décroissante de limite nulle. Par suite, la série numérique
neN

de terme général f,(x) converge en vertu du critere spécial aux séries alternées.

e Si x < 0, puisque pour tout entier naturel n, f,(x) = —f,(—x), la série numérique de terme général

fn(x) converge.

Finalement

la série de fonctions de terme général f,, n € N, converge simplement sur R. I

\ . La fonction fy n’est pas bornée sur R et donc la série de fonctions de terme
Convergence normale. La fonct “est b Retd 1 de fonct det
général f,,, n € N, n’est pas normalement convergente sur R.

Analysons la convergence normale de la série de fonctions de terme général f,,, n > 1, sur R.
Soit n € N*. La fonction g, = (—1)"f, est dérivable sur R et pour tout réel x,

/ 1 —onx __ 1-(2n—1)x2
gn(x) - (1+X2)" +x X (1+x2)n+l - (1+x2)n+l .

. .- + . 1 £ . 1 .
La fonction g, est positive sur R™, croissante sur [O, \/m} et décroissante sur [ N T R [ Puisque

la fonction g, est impaire, on en déduit que

12



_ _ 1 _ 1 1 _ 1 1\ —(n+1)
1falle *igﬂg‘f"(x)’ = &n <\/2n71> = Va1~ (5 )" V2T (1 _ﬂ) :

Mais (1 — ﬁ)f(nﬂ) =exp(—(n+1)In(1—4)) = exp(3+o(1))etdonc

2n n—y—+oo

(1 . 7) (n+1)

— - 1
1falle = o5 T

Par suite, la série numérique de terme général || f, ||, n € N*, diverge et donc

la série de fonctions de terme général f;,, n € N*, ne converge pas normalement sur R. I

Convergence uniforme sur R. Soit n € N. Pour x € R™, puisque la suite (W) N est positive
ne

décroissante et de limite nulle, d’aprés une majoration classique du reste a I’ordre n d’une série alternée,

_1)n+l (1+x);)"+]

- (l+x);)"+1 = gn1(x) < gn+1 (\/ﬁ)

k
’Zk n+1 ) (]_,_);Z)k < (
cette inégalité restant valable pour x < 0 par parité. Donc sup|R,(x)| < gn+1 ( \/W> D’apres ci-dessus,
xeR

&n+1 ( \/ZIT) tend vers O quand 7 tend vers +oo et il en est de méme de )sclelﬂg\R »(x)]. On a montré que

la série de fonctions de terme général f,,, n € N, converge uniformément sur R. I

Correction de ’exercice 8 A

Soit n € N.

ln+|

Yio 1+ka =Yi—o(— )kfolfka df:fol (Xhoo (=19 d’:folﬁdH‘( )" fol T at,

avec |(— )fol f{i;;“ gf fnta gy
(=1)F

1+ka’

t (n+1)a
1414

. Par suite, limy, , yoo(—1)" f = 0. On en déduit que

N
1+(n+1)a

la série de terme général k > 0, converge et que

(G A |
Y0 l+ka Jo T dt.

Correction de I’exercice 9 A

1. Convergence simple. Soit t € R. Pour tout entier naturel non nul n, 1+ l > 1> 0etdonc f,(r)

1+t2)
existe. Ensuite, In (1 i tz)) > 0 et donc la suite numérique (f,(7)),en- est alternée en signe. De
plus, |f,(t)] =1n (1 + m) et la suite (|f,(¢)|)nen+ tend vers O en décroissant.

On en déduit que la série de terme général f,(r), n > 1, converge en vertu du critere spécial aux séries
alternées.

La série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement sur R. I

On pose alors f = ::1 Ja-

Convergence uniforme. Soit n € N*. D’apres une majoration classique du reste a I’ordre n d’une série
alternée, pour tout réel f on a

Jri fi(?)

1) =
k=n+1

§1n<1+ ! >,
n+1
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etdonc, Vn € N*, sup|R, (1) <In (1 + n+1) Comme lim,,_, 4o In (1 + n+1) =0, on aencore lim,,_, ;. Sup|R,(r)| =
teR teR
0 et on a montré que

La série de fonctions de terme général f,,, n > 1, converge uniformément vers f sur R. I

Continuité. Puisque chaque fonction f,,, n > 1, est continue sur R, la fonction f est continue sur R en
tant que limite uniforme sur R d’une suite de fonctions continues sur R.

f est continue sur R. I

2. D’apres le théoreme d’interversion des limites, f a une limite réelle en +oo et

limy oo f(£) = X5 limy o £ (1) = £52% (= 1) In (1 + %) ln( ) (voir Iexercice 22, 5)).

limy s 4o (1) =1In (2).

Correction de I’exercice 10 A

arctan(nt) o(L
n’ n—s~-o0 (”2 ) )

Donc la série numérique de terme général f,(¢), n > 1, converge absolument et en particulier converge. On a

montré que
f est définie sur R. I

Domaine de définition. Soit 7 € R. Pour chaque n € N*, f, (1) existe et de plus f,(f) =

Parité. Pour tout réel ¢,

f( ) Z+oo arctan o Z+oo arctan nt) _ —f(l‘).

f est impaire. I

Convergence normale. Pour tout réel 7 et tout entier naturel non nul n, | f,(7)| <
naturel non nul n,

5w et donc pour tout entier

sup| f(1)| < 72
€R

Comme la série numérique de terme général %5, n > 1, converge, la série de fonctions de terme général f;,

2n 2,2
converge normalement et donc uniformément vers f sur R.

Limite de f en 4o, Puisque la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge uniformément vers
f sur R et que chaque fonction f;, a une limite réelle quand ¢ tend vers +oo a savoir ¢, = le théoréme
d’interversion des limites permet d’affirmer que f a une limite réelle en +oo et que

229

11mt—>+ocf( ) :wlﬁn:% :wl%:ﬁl-

lim, o £(£) = 5 et lim s o f(1) =

Continuité. Puisque chaque fonction f;,, n € N*, est continue sur R et que la série de fonctions de terme général
fn converge uniformément vers f sur R, la fonction f est continue sur R en tant que limite uniforme sur R d’une

suite de fonctions continues sur R.
f est continue sur R. I
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Dérivation. Soit a > 0. Chaque fonction f;,, n > 1, est de classe C U sur [a,+oo] etpourn € N* etr > a

n _ 1
f/( ) n2(14+n2t2) — n(1+n%12)"

Pour n € N*, on a alors sup |f,(¢)| = f.(a) =
1€a,+oo|

converge et par suite, la série de fonctions de terme général f;, n > 1, converge normalement

Puisque 0 L >0, la série de terme

1 I
1+ 2q2) " n(1+na?) n—>,\-;-oo an

général m
et donc uniformément sur [a, 4.

En résumé,

e la série de fonctions de terme général f,, n > 1, converge simplement vers f sur [a,+oo],

e chaque fonction f, est de classe C' sur [a, +oo],

e la série de fonctions de terme général f; converge uniformément sur [a,+oo|.

D’aprés un corollaire du théoréme de dérivation terme 2 terme, f est de classe C' sur [a, +oof et sa dérivée
s’obtient par dérivation terme a terme. Ceci étant vrai pour tout a > 0, f est de classe C! sur ]0, +oo[ et puisque
[ est impaire

festdeclasse C!' sur R* et Vt € R*, f'(t) = ./ m

Dérivabilité en 0. La fonction f’ est décroissante sur |0, —i—w[ Donc la fonction f" admet une limite en 0™
élément de | — oo, +o0]. Pour >0 et N € N*,ona f'(t) > ¥V, m et quand 7 tend vers 0, on obtient

N
lim () > ;f-
>0 n=

Cette inégalité étant vraie pour tout entier naturel non nul N, quand N tend vers 4o on obtient

+°°1
1 — = +o0,
mf0> Y, =+
>0 n=1

On a montré que lim f'(z) = +o.

t—0

t>0
En résumé, f est de classe C” sur [0, +oo[, de classe C' sur ]0,+oo[ et f'(¢) tend vers 4o quand ¢ tend vers
0 par valeurs supérieures. D’apres un corollaire du théoréme des accroissements finis, on sait que f n’est pas
dérivable en 0 a droite et que sa courbe représentative admet [Oy) pour demi-tangente en (0,0). Puisque f est
impaire, f n’est pas dérivable en 0 et sa courbe représentative admet (Oy) pour tangente en (0,0).
Allure du graphe.

Correction de ’exercice 11 A
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Soit x > 0. Pour n € N*¥, n2e ™V = ¢~ xvn+2Inn = o(1) d’apres un théoréme de croissances comparées. On
n—r—+o0
en déduit que e V7" =0 (%) et donc que la série de terme général e *V" converge. Ainsi, f est bien définie
n——+oo
sur |0, 4-oo].
Soit x €]0,+eo[. La fonction ¢ — e V7 est décroissante sur [0, +oo[. Donc, Vk € N, [f!eV dr < e VE et
Vk € N¥, ek < I, kk_l ¢~*V' dr. En sommant ces inégalités, on obtient

Vx €]0, +oo], PVl gr < Flx) < 14 [(FPeVidr  (%).
0 0
Soit x €]0, +oo[. En posant u = x4/t et donc t = ”—; uis dt = 2—3‘ du, on obtient
p 2 P x
JoF= eVt dr = x% Jor = ue ™ du = x% xI'(2) = x%
L’encadrement (x) s’écrit alors

Vx €]0,4oo[, 5 < f(x) <1+ 3.

2
Comme lim — = +-eo, on a montré que
x%(()) X
x>

Z4}1 Oe

l
x—>0 x>0 X

Correction de ’exercice 12 A

. 2 2 . L. L. .
Soit x €] — 1,1[. Pour n € N*, |x"" | = |x|" < |x|". Puisque la série numérique de terme général |x|" converge,

on en déduit que la série de terme général x"" est absolument convergente et en particulier convergente. Donc,
f est bien définie sur | — 1,1].

Soit x €]0,1[. La fonction 7 — X'~ = ¢/"I* est décroissante sur [0,+oo[. Donc, Vk € N*, fk+1x’2 dt <x <
K %" dt. En sommant ces inégalités, on obtient

Vx €]0, 1], [;7x" dr < f(x) < [7x" dr (%).
Soit x €]0, 1[. En posant u = t1/— Inx, on obtient

fO wxzz dt = f0+°° etzlnx dr = f0+°<>ef(t —Inx)? dt =

Jo e du—2 —.

1
v —Inx

L’encadrement () s’écrit alors

—folxtzdfgf(x)g V7

Vx €]0,1], T

=

VT
2y/—Inx

. VT
Comme lim ———
)5211 2v/—1Inx

= o0, on a montré que

~+oo xnz ~ \/E
n=1 x—1,x<1 2v=Inx’
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