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Exercice 1. Fonctions et calcul intégral../ 7,5 points

1.

- In(x) —In(1) 1, 1 1 ,
XIer; f(x)= XL1 = v In’(1) x 3=5= f(1) donc f est continue en 1
a droite.

In(x) X .
lim f(x)= lim X =0 par produit.
X— 400 ( ) X— 400 X X2— 1 p p

. a) La fonction x — (x — 1) est une bijection de ]1; 4+o0[ vers ]0; +-oc[ de bijection réci-

proque x — /x + 1. Soit x €]1; +o00[. Le réel /t +1 est I'unique antécédent de t par la
I-x+in(x) _ 1-(VEt+)+In(VE+1)  —vi+in(yi+1)

(x-12 t o t
b) Soit h : \/_—f— In(y/t+1) pour t >0. h est dérivable sur ]0; +oc][ et pour tout
t>0, h(t)— H\[)
- In
M A E——

fonction x — (x —1)2 donc :

Par le théoréme des accroissements finis, il existe c; €]0; t[ tel que

1 ~1 ~1 ,
Orﬁeﬂo(;[dc:;m 2 <2 va) S P et
—vit+In(Vt+ -1
. <2(1+\[) pour tout t > 0.

1+\F)
on obtient Ia double |nega||te

c) lim (1+\[) = donc par le théoréme d'encadrement de limite on en déduit
t—0"
7\f+|n(\f+1)_ . . x+|n(x) —Vi+In(yi+1) 1
. a) Soit x €]1; +o0.
1 In(x) 1
f(x)—5 w173 2In(x)—x®+1 _In(x)—x+1 In(x) 1
= = = —_ ><
x—1 x—1 2(x—1)(x*>-1) 2(x2-1) x—1" 2(x+1)
. f(x)—~f(1) _ | In(x) —x+1 In(x) 1 1 1 1 L.
b) I|m+?_ I|m+[ 202D -1 % 2(X+1)} =—5—1x =, donc f est déri-

x—1 x—1

vable en 1 a droite et £(1) :%. Ainsi, f admet une tangente en 1 a droite de coefficient
directeur £(1) :%

a)
0<I(x) < J(x).

b) /(X):/th_ldtZA)(%—%)dt:[In(t)—i—%]zzln(X)—%
NS A

Xt—l xt—l
3 dt < fl ——dt par suite,
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c) f est dérivable sur |1; +-0o[ comme quotient de fonctions x +— In(x) et x+ x? — 1
dérivables et pour tout x €]1; +o0],

He-D-2nb) 2 M-S 2 i)
) O Y U ORIV (€

X

f'(x)=

d) D’aprés la question 5a, 0 < I((X)) <1 donc ® +21)2 < i((x)) <0 mais — < = +21)2 pour
tout x > 1, ainsi il en découle que 7 < f'(x) <0 pour tout x > 1.
a) D’aprés la question 5d, on en déduit que f est strictement décroissante sur |1; 4o0l.
b) Tracer de la courbe.
f‘(X) -~
1

N =

v

Tracer de la courbe..

7. Soit g la fonction définie sur ]1; +oo[ par g(x)=f(x) —x+1.

g est dérivable sur |1; +o00[ et pour tout x 6]1' +oo[, g'(x)=f'(x) —1<0 donc g est
strictement décroissante, de plus g(1)=f(1) =5 et lim g(x)= lim x( ) —X—71) =
— 400 X

X——+00 X
—o0 par suite, g réalise une bijection de [1;4+o00[ vers }—oo;%} ainsi, I'équation g(x)=0
adment une unique solution o €]1; +o0], plus précisemment a €]1;2[ car g(1) x g(2) <O0.
a) Pour tout n€N, a,+1=¢(a,) ou ¢ est la fonction définie par ¢(x)=f(x)+ 1. Pour
tout x €]1; +oo, ¢/(x) = f'(x) donc —3 < ¢/(x) < 0.
Si up =« alors I'inégalité est triviale.
Si up # « en appliquant I'inégalité des accroissement finis a la fonction ¢ entre u, et a on

en déduit que |p(up) — ()| < %|u,7 — | c'est-a-dire |up11—a| < %|u,, —al.

b) On peut procéder par une réccurence immédiate que je laisse a I'appréciation du lecteur
cependant, je propose une démarche itérative : On en déduit par itérations puis par sim-
plification que :

1
|u1/éa| < —|uo—a|

jie—al < —|U1%04|

lup—af < §|“n—}/_04|

Donc VnE]N,|u,,—a|<<%> |up — | c'est-a-dire VnE]N,|u,7—a|<<%> la|.
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n
c)Ona %< 1donc lim (%) =0 par suite par le théoréme d’encadrement, lim |u,—

n—+00 n— —+o00
a| =0 c'est-a-dire que lim wu,=a. Ainsi, on en déduit que la suite (u,) converge vers .
n—-00



