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Exercice 1. Fonctions et calcul intégral../ 7,5 points

1. lim
x!1

+
f (x)= lim

x!1
+

ln(x)¡ ln(1)
x ¡ 1

� 1
x +1

= ln0(1)� 1
2
=
1
2
= f (1) donc f est continue en 1

à droite.

2. lim
x!+1

f (x)= lim
x!+1

ln(x)
x
� x

x2¡ 1
=0 par produit.

3. a) La fonction x 7! (x ¡ 1)2 est une bijection de ]1; +1[ vers ]0; +1[ de bijection réci-
proque x 7! x

p
+1. Soit x 2 ]1;+1[. Le réel t

p
+1 est l'unique antécédent de t par la

fonction x 7! (x ¡ 1)2 donc : 1¡ x + ln (x )
(x ¡ 1)2

=
1¡ ( t

p
+1)+ ln ( t

p
+1)

t
=
¡ t
p

+ ln ( t
p

+1)

t

b) Soit h : t 7! ¡ t
p

+ ln ( t
p

+1) pour t > 0. h est dérivable sur ]0; +1[ et pour tout

t>0, h0(t)= ¡1
2(1+ t

p
)
. Par le théorème des accroissements finis, il existe ct 2 ]0; t[ tel que

¡ t
p

+ ln ( t
p

+1)

t
=h 0(ct)=

¡1
2(1+ ct

p
)
. Or ct 2 ]0; t[ donc ¡1

2
<

¡1
2(1+ ct

p
)
<

¡1
2(1+ t

p
)
par suite

on obtient la double inégalité : ¡1

2
<
¡ t
p

+ ln ( t
p

+1)

t
<

¡1
2(1+ t

p
)
pour tout t > 0.

c) lim
t!0

+

¡1
2(1+ t

p
)
= ¡1

2
donc par le théorème d'encadrement de limite on en déduit

lim
t!0

+

¡ t
p

+ ln ( t
p

+1)

t
=¡1

2
par suite, lim

x!1
+

1¡ x + ln (x )
(x ¡ 1)2

= lim
t!0

+

¡ t
p

+ ln ( t
p

+1)

t
=¡1

2
.

4. a) Soit x 2 ]1;+1[.

f (x)¡ 1

2

x ¡ 1
=

ln(x )
x 2¡ 1

¡ 1

2

x ¡ 1
=

2 ln(x)¡ x2+1

2(x ¡ 1)(x2¡ 1)
=

ln(x)¡ x +1

2(x2¡ 1)
¡ ln(x)

x ¡ 1
� 1
2(x +1)

b) lim
x!1

+

f (x )¡ f (1)
x ¡ 1

= lim
x!1

+

h
ln(x )¡ x +1

2(x2¡ 1)
¡ ln(x )

x ¡ 1
� 1

2(x +1)

i
=¡1

2
¡ 1� 1

4
=

1

4
donc f est déri-

vable en 1 à droite et fd
0(1)=

1

4
. Ainsi, f admet une tangente en 1 à droite de coefficient

directeur fd
0(1)=

1

4
.

5. a) Pour tout t 2 [1; x ], 0 � t2¡ 1

t3
� t2¡ 1

t2
donc 0 �

R
1

x t2¡ 1

t3
dt �

R
1

x t2¡ 1

t2
dt par suite,

0� I (x)� J(x).

b) I (x)=
Z
1

x t2¡ 1

t3
dt =

Z
1

x� 1
t
¡ 1

t3

�
dt=

�
ln(t)+

1

2t2

�
1

x

= ln(x)¡ x2¡ 1

2x2

J(x)=
Z
1

x t2¡ 1

t2
dt =

Z
1

x�
1¡ 1

t2

�
dt =

�
t +

1
t

�
1

x

= x +
1
x
¡ 2=

(x ¡ 1)2

x
.
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c) f est dérivable sur ]1; +1[ comme quotient de fonctions x 7! ln(x) et x 7! x2 ¡ 1
dérivables et pour tout x 2 ]1;+1[,

f 0(x)=
1

x
(x2¡ 1)¡ 2x ln(x)

(x2¡ 1)2
=

¡2
(x +1)2

�
ln(x)¡ x2¡ 1

2x 2

(x ¡ 1)2

x

=
¡2

(x +1)2
� I (x)

J(x)

d) D'après la question 5a, 0� I (x)
J(x)

� 1 donc ¡2
(x +1)2

� I (x )
J(x)

� 0 mais ¡1
2
� ¡2

(x +1)2
pour

tout x > 1, ainsi il en découle que ¡1
2
� f 0(x)� 0 pour tout x > 1.

6. a) D'après la question 5d, on en déduit que f est strictement décroissante sur ]1; +1[.
b) Tracer de la courbe.

1

1

1

2

x

f (x)

0

Tracer de la courbe..

7. Soit g la fonction définie sur ]1;+1[ par g(x)= f (x)¡ x +1.
g est dérivable sur ]1; +1[ et pour tout x 2 ]1; +1[, g 0(x) = f 0(x)¡ 1� 0 donc g est

strictement décroissante, de plus g(1)= f (1)= 1

2
et lim

x!+1
g(x)= lim

x!+1
x
�

f (x )
x
¡ x ¡ 1

x

�
=

¡1 par suite, g réalise une bijection de [1;+1[ vers
i
¡1;

1

2

i
ainsi, l'équation g(x)=0

adment une unique solution �2 ]1;+1[, plus précisémment �2 ]1; 2[ car g(1)� g(2)<0.

8. a) Pour tout n2N, an+1= �(an) où � est la fonction définie par �(x)= f (x)+ 1. Pour
tout x 2 ]1; +1[, �0(x)= f 0(x) donc ¡1

2
� �0(x)� 0.

Si un=� alors l'inégalité est triviale.
Si un=/ � en appliquant l'inégalité des accroissement finis à la fonction � entre un et � on
en déduit que j�(un)¡ �(�)j6 1

2
jun¡�j c'est-à-dire jun+1¡�j6 1

2
jun¡�j.

b) On peut procéder par une réccurence immédiate que je laisse à l'appréciation du lecteur
cependant, je propose une démarche itérative : On en déduit par itérations puis par sim-
plification que :

ju1¡�j 6
1
2
ju0¡�j

ju2¡�j 6
1
2
ju1¡�j

���
jun¡�j 6 1

2
jun¡1¡�j

Donc 8n2N; jun¡�j6
�
1
2

�n

ju0¡�j c'est-à-dire 8n2N; jun¡�j6
�
1
2

�n

j�j.
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c) On a 1

2
<1 donc lim

n!+1

�
1

2

�n
=0 par suite par le théorème d'encadrement, lim

n!+1
jun¡

�j=0 c'est-à-dire que lim
n!+1

un=�. Ainsi, on en déduit que la suite (un) converge vers �.
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