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MATHEMATIQUES

SERIE C

Cette épreuve comporte quatre (04) pages numeérotées 1/4, 2/4, 3/4 et 4/4.
Chaque candidat recevra deux (02) feuilles de papier millimétré.
Toute calculatrice scientifique est autorisée.

{EXERCICE 1| (5 points)

a est un nombre réel strictement positif et différent de 1. On considére la fonction f dérivable sur R”
et définie par 'j(x)z\/I + ax?.

On admettra que f est strictement croissante sur R’

Soit la suite (u,) définie par :

o
VneN, u,+ 1 =Run)

i- Onsupposeque:0<a<].
a) Démontrer par récurrence que :

i) pourtout nélémentde N, 0 < u, < \/._;
1—-a

if) la suite (u,) est croissante.
b) Démontrer que la suite (u,) est convergente puis déterminer sa limite.

2- Onsupposeque:a>1.
Soit la suite (v,) définte par :
Vp = (Un+1)* — (uy)* pour tout entier naturel ».
a) Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on déterminera {a raison et le premier terme.
b) En déduire que :
VrneN Ue) =)y =4d
c¢) Onpose: Sp=1et S,.-1+a+a°2+ a"", pour n & IN*,
Justifierque : S, = 11” g
d} En déduire que :

vn eN, u,,=\f§,_,.

-a
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[EXERCICE 2| (5 points)

Daans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O ; &1, & ), d’unité 1 cm, on considére les

points 4(—1 ; 0) et £4 ; 0).
On note (E) Pellipse de centre / dont un sommet est 4 et un foyer est le point O.

1- &) Déterminer les coordonnées des trois autres sommets de () dans le repére (O ; &1, €3 ).
b) Justifier que I’excentricité de (£) est égale a g— '
¢) Donner une équation de la directrice (D) de Pellipse () associée au foyer O dans le
repére (O ; €1, €2 ).

2-  g) Démonter qu’une équation de () dans le repére (O ; €], 2; ) est :
M -+ £= 1
25 9
b) Construire (£).

3-  On considére ’équation :
(E): zeC, z2~2(4 + 5cosa)z + (4cosa. + 5 =0 aveca €[0; z].
a) Justifier que le discriminant de (E,) est : A= (6 i sinc)>.
b) Résoudre I’équation (Ey).
On notera z; la solution dont la partie imaginaire est strictement posmve et zz I"autre solution.
¢) On note M; le point d’affixe z; et M; le point d’affixe z; dans le repére (O ; el, e ).
Démontrer que M et M, appartiennent & (E) lorsque o décrit I'intervalle [0 ; z].

PROBLEME | (10 points)

Partie A.
On considére la fonction dérivable sur 0, + of et définie par : fix) = 1!::_:;2 '

On note (€ ) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, J).
Unités : Of=2cmet OJ=4cm.

I- Soit la fonction ¥ dérivable sur ]0, + oof et définie par : u(x) =1 +x* - 2x* In x.
1- Calculer /lim u(x)et lim u(x).
x—0 P
2-  a) Etudier les variations de u sur ]0 ; +oof puis dresser son tableau de variation.

b) Démontrer que I’équation :
(B): x €]0;+of, u(x)=0 admet une solution unique c.

¢) Démontrer que : 1,89 <a <1,9.
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, ] six € 10, of alors u(x) >0
) Justifier que : {si x €la, +oof alors u(x) <0
II-
1-  Calculer lim f{x) et lim fx).
x 0 x— +w
2-  a) Démontrer que pour tout x élément de }JO ; +oof, f(-x) = — D).
! A1+ 2T
b) Démontrer que flo) = 5:};;
¢) Etudier les variations de f'sur }0 ; +oo[ puis dresser le tableau de variation de f.
3-  a) Déterminer les coordonnées du point d’intersection de (€ ) et (O)).
b) Déterminer suivant les valeurs de x, fe signe de f{x) pour tout x élément de ]0, +oof.
4-  Tracer (€) dans le plan muni du repére (O ; 1, J).
Partie B.

On note F la fonction dérivable sur 0 ; +oof et définie par: F(x) = f Fne] dt.

1- a) Déterminer le signe de F sur J0 ; +oo[,
b) Calculer F ’(x) pour tout nombre réel x élément de [0 ; +oo[.

2-  Onnote ¢ la bijection réciproque de ia fonction tangente sur [0 ; %[

a) Démontrer que pour tout x élément de [0 ; +oof, @'(x) = 1 _1 g
Vx € ]0,+w], A(x) =%l

h(0)=1
Démontrer que 4 est continue en 0.

&) Soit A la fonction définie par : {

3-  a)Démontrer, 4 1’aide d’une intégration par parties, que :
X
¥ x €]0;+of, Fx)= @(x)Inx —f h(t)dt.
I
b) En utilisant la question 2-b) de la partie B, démontrer que : limo P(xjinx =0.
X -

4- Onadmettra que F est prolongeable par continuité en 0 et que : V x € ]0 ; +oo[, F(x) = F(;IE ) - Soit

G le prolongement par continuité de F en 0. On pose G(0) =¢ (£ eR).

G est définie par : {30)6103 » toof, Gx) = Fx)

On désigne par (I') sa courbe représentative dans le repére (O ; I, J).

a) Démontrer que : {t;mm G(x)=4£.
x
b) Etudier les variations de G sur [0 ; +oof puis dresser son tableau de variation.
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On pose :

o) 1 0
v IN, = SR = S
meTh Zk_o @k+DF T 3T @ntly

. _r
On admet que : Ié’——v,,f <(2n+3)’

a) Justifier que : v2 =%‘

. e 1 -3
b) Déterminer le plus petit entier naturel » tel que : Zn+ 3y <25.107°.

¢) En déduire une valeur approchée de £4 25.10 ~3 prés.
d) Donner "allure de (T") dans le plan muni du repére (O, 1 J).
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