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Bac 2018 Excellence Maths

Bac 2018 : Enoncé du Sujet

Exercice1: (6 points)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ; 4 ; ¥) (unité graphique 1 cm).
On considére dans 'ensemble des nombres complexes, ’équation (E) d’'inconnue z suivante :
(E) : 234+ (-8+1)z>+(17-8)z+17i =0
Partie A :

1) Montrer que —i est solution de (E).
2) Déterminer les nombres réels a, b et c tels que :

23+ (-8+1)z?+ (17 -8z +17i = (z +i)(az? + bz + ¢)
3) Résoudre I'équation (E) dans ’ensemble des nombres complexes.
Partie B :
On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 + i ,4 — i et — i.

1) Placer les points sur une figure que 'on complétera dans la suite de I'exercice.
2) Soitr 'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le
point M’ d’affixe z’ telle que z' = iz — 2i + 2.

Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S I'image de A par r. Calculer I'affixe de S.

3) Démontrer que les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle C dont on
précisera le centre et le rayon. Tracer ce cercle.
4) A tout point d’affixe z # 2, on associe le point M’ d'af fixe z'

_iz+10—2i
N z—2

ZI

a) Déterminer les affixes des points A’, B’, C' associés respectivement aux points A, B, C.

b) Vérifier que A’, B’ et C' appartiennent a un cercle C’' de centre P, d’affixe i.
déterminer son rayon et tracer C'.

c) Pour tout nombre complexe z # 0, exprimer |z' — i| en fonction de z.

d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle C. Démontrer que |z’ — i| = 2+/5.

e) Endéduire a quel ensemble appartiennent les points M’ associés aux points M.

Exercice 2 : (4 point)

D) On considere I'équation (E):8x + 5y = 1, ou (x; ¥) est un couple de nombres entiers
relatifs.
D
a) Donner une solution particuliere de I'équation (E).
b) Résoudre I'équation (E).
2) Soit N un entier naturel tel qu’il existe un couple d’entiers (a ; b) vérifiant :

{N=8a+1
N =5b+2

a) Montrer que le couple (a; —b) est solution de (E).
b) Quel est le reste de la division de N par 40 ?

Correction : M. BAGAYOKO
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3)
a) Résoudre I'équation 8x + 5y = 100, 0u (x ; y) est un couple de nombres entiers
relatifs.
b) Au VIII¢siecle, un groupe composé d’hommes et de femmes a dépensé 100
pieces de monnaie dans une auberge.

Les hommes ont dépensé 8 pieces chacun et les femmes 5 pieces chacune. Combien pouvait-il y
avoir d’hommes et de femmes dans le groupe ?

1) On se propose de résoudre I'équation différentielle :
R ey )
Y Y T te2x '

1) Soit g une fonction dérivable sur IR et f la fonction définie par :

f) =e*g(x)

Ze—zx

1+e—2%

Montrer que f est solution de (E) si et seulementsi: g’ (x) = —

2) En déduire toute les solutions de (E).

Probléme

A)
1) On définit la fonction g sur l'intervalle ]1; +oo[ par:

gx)=2x—(x—1)In(x —1).

a) On admet le résultat suivant : ling) xIn(x) = 0.
X—

En déduire la limite de g lorsque x tend vers 1.

b) Calculer g'(x) pour x appartenant a I'intervalle |1; +ool.
¢) Résoudre l'inéquation: 1 —In(x — 1) > 0, d'inconnue x appartenanta |1; +ool.
d) Etudier le sens de variation de g sur I'intervalle |1 ; +oo.
e) Montrer que I'équation g(x) = 0 a une solution unique notée «, dans
I'intervalle [e + 1;e3 + 1] puis étudier le signe de g(x) sur l'intervalle ]1; +ool.
2) Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle |1 ; +oo[ par:

2 _
o(0) = In(x*—1)

a) Calculer lirq @(x) et prouver que liT o(x) =0.
X X—>+0o

b) Calculer ¢’(x) et montrer que ¢’ (x) a le méme signe que g(x?) sur]1; +ool.
c) Montrer que ¢ est croissante sur l'intervalle ]1 ; \/c_x] et décroissante sur [\/c_z; +00[
2x
B) On définit la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) = ln(ee—x—l)
1) Vérifier que, pour toutx € ]0; +oo[, f(x) = @(e¥).
2) Endéduire:
a) Lalimite de f lorsque x tend vers 0 ;
b) Lalimite de f lorsque x tend vers + oo ;

¢) Le sens de variation de f sur ]0; +oo[ et que f admet un maximum enln(vVa).

3) Montrer que, pour tout x € |0; +oof, f(x) < ﬁ.

a—-1
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4) Reproduire et compléter le tableau suivant en donnant les valeurs approchées
21072 pres.

x 0,1 0,5 1 1,5 2 3

f()

5) Représenter graphiquement f dans un repere orthogonal, d'unités 5 cm en abscisse et
10 cm en ordonnée. On prendra 10 comme valeurs approchée de a.

Correction : M. BAGAYOKO
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Bac 2017 : Enoncé du Sujet

Exercice 1: (5 points)

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O ; 4; v ), on considére les points

n
M, d’affixe Z,, = Gl) (1 + l\/§) ou n est un entier naturel.

D
2)
3)
4)
5)

6)
7)

Exprime Z, 1 en fonction de Z,, puis Z,, en fonction de Z et n.
Donne Zy, Z; ,Z,, Z3 et Z, sous forme algébrique et trigonométrique.
Place les points My, M , M,, M5 et M, (unité graphique 4cm).
Détermine la distance OM,, en fonction de n.

a) Montre que M,,M,,1 = ;/—E

b) Onposel, = Yji_qMM;,q (c'est-a-dire L,, = MoM; + MMy + -+ + Myu,Mp, 4 1).

Détermine L,, en fonction de n puis la limite de L,, quand n tend vers +co.

J—

Détermine une mesure de I'angle (OMO; OMn) en fonction de n.

Pour quelles valeurs de n les points 0, M, et M,, sont ils alignés ?
Exercice 2 (5 points)

Dans le plan affine, on considere le triangle ABC rectangle en A, I le milieu du segment
[AB] et] le centre de gravité de ABC.

Pour tout réel m, différent de 3 Onnote G, le barycentre du systéme de points pondérés :

{(4;1),(B;m),(C;2m)}.

Pour tout point M du plan, on note V,,, = 3MA — MB — 2MC.

D
2)
3)
4)
5)

II.

D
2)
3)

Montre que G; estle milieu du segment [CI].
Montre que les points G4,/ et C sont alignés.

Montre que pour tout point M, V;,, = —(ﬁ + ZR)
Montre que pour tout réel m distinct de — % , AG,y, est colinéaire a AG_;.

Montre que le triangle IBG_1 est un triangle rectangle.
2

Dans le plan affine euclidien rapporté au repére orthonormé, on considere I'application
affine f définie par:

1
x' =§(—3x+4y+4)

1
y' =§(4x+3y— 2)
Démontre que f est une isométrie.

Trouve I'ensemble des points invariants par f.
Caractérise géométriquement 'application f.

Correction : M. BAGAYOKO
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Probléme

A. Soitla fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = xe ?* +e 2* +1- x.

On appelle (C) la courbe représentative de f.

D
a)
b)
c)
d)
e)
2)
a)
b)

Calculer la fonction dérivée de f.

Dresser le tableau de variation de f ’ sur [0; +oo].

Dresser le tableau de variation de f sur [0 ; +oo].

Montrer que (C) admet une asymptote (D) que I'on déterminera.
Construire (C) et (D) sur un méme graphique.

Etablir que I'’équation f(x) = 0 admet sur [0 ; +oo[ une solution et une seule notée a.
Justifier I'encadrement:1 < a < 2.

B. Soitla fonction g définie sur I'intervalle ] = [1; +oo[ par g(x) = xe™* + e 2* + 1,

1) Etudier les variations de g sur ] puis en déduire que pour tout x € J, g(x) € J.

3
2) Montrer que pour toutx € J,ona:|g'(x)| < =

L 3
En déduire que pour toutx € J,ona|g(x) — a| < = [x — a.

3) Soit (U,) la suite d’éléments de ] définie par U, = 1 et U,.,; = g(U,) pour tout entier n
positif ou nul.

a)
b)

©)
d)

: s 3
Montrer que pour tout entier n positif ou nul,ona: |[Up;; — a| < - |x — al.

P . . 3\"
En déduire que pour tout entier n positif ou nul,ona: |U,, — a| < (e—z) .
Déterminer la limite de la suite (U,,).
Déterminer un entier p pour lequel on est siir d’avoir |U, — a| < 1073, Calculer

5 10-3
U, 210

Correction : M. BAGAYOKO 5
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Bac 2016 : Enoncé du Sujet

Exercicel 6pts

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (4; u; ¥), unité graphique 1cm. On
consideére les points B, D et C définis par: AB = 21, AD = 2¥ tel que ABCD soit un rectangle.

1) Faire une figure qui sera complétée au fur et a mesure de l'exercice.

2) Soit E I'image de B par la translation de vecteur DB. Déterminer l'affixe ZpdeE.
Construire E.

3) Déterminer les nombres réels a et b tels que le point F d’affixe Z = 6 — 4i soitle
barycentre des points A, B et C affectés respectivement des coefficients a, b et 1.

4) On considere la similitude directe .8 qui transforme Aen Eet BenF.

a) Exprimer Z' en fonction de Z ou Z' est I'affixe du point M’ image de M par 8.
b) Déterminer le centre (), 'angle 0 et le rapport k de la similitude 8.
c) Déterminer les images de C et D par 8.

d) Calculer I'aire de I'image par .8 du rectangle ABCD.

Exercice2 : 4pts

[.  Onveut entourer avec un minimum d’arbres un champ rectangulaire ayant pour
dimensions 525m et 285m. Les arbres seront réguliéerement espacés, de plus, il y aura un
arbre a chaque sommet du rectangle. Calculer :

1) Ladistance comprise entre deux arbres.
2) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ.

II.  On considére 'équation (E): 11x — 26y = 1, ou x et y désignent deux nombres entiers
relatifs.

1) Vérifier que le couple (—7; —3) est une solution de (E).
2) Résoudre I'équation (E).
3) En déduire le couple d’entiers (p; q) solution de (E) tel que :0 < p < 25.

Probléme :

A. Alinstantt = 0(¢exprimé en heures), on injecte dans le sang par piqlire intraveineuse
une dose de 2,5 unités d’'une substance médicamenteuse. On suppose que la substance
se répartit instantanément dans le sang et qu’elle est ensuite progressivement éliminée.

On note Q(t) la quantité de substance présente dans le sang a l'instant ¢ exprimée en unités
adaptées. On admet que le processus d’élimination peut étre présenté mathématiquement par
I’équation différentielle : Q'(t) = —B.Q(t), ou B est un nombre qui sera déterminé
expérimentalement.

1) Montrer qu'on a Q(t) = 2,5¢ 75,

2) Calculer la valeur de 8, sachant qu’au bout d’'une heure la quantité de substance
présente dans le sang a diminué de 30%. On donnera d’abord la valeur exacte puis
une valeur décimale approchée a 10™* prés.

3) Etudier le sens de variation de Q pour t = 0, déterminer sa limite en+oo, et tracer la
courbe représentative (I') de Q dans le plan P.

6
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4) Aubout de combien de temps la quantité de substance présente dans le sang a-t-elle
été réduite de moitié ?
On donnera la valeur exacte et une valeur décimale approchée a 1072 pres.

x—1

B. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = — g +In

1) Déterminer 'ensemble de définition de f.
2) Etudier les variations de f.
3) Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7; J). (unité 2cm)

Montrer que (€) admet une asymptote oblique dont on précisera I'’équation puis la position par
rapporta (C).

4) Montrer que le point / (% ; — %) est centre de symétrie pour (C).
5) Construire (C).

Correction : M. BAGAYOKO
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Bac 2015 : Enoncé du Sujet

Exercicel: [5 points]

L. Une cible est constituée de cercles concentriques de rayons respectifs 1, 2, 3, 4 déterminant

4 zones numérotées (1), (2), (3), (4) (chaque zone est une couronne), on considere
I'extérieur de la cible comme une 5éme zone.

1) Unjoueur lance une fléche. La probabilité d’atteindre 'une des zones 1, 2, 3, 4 est
proportionnelle a I'aire de cette zone. (Rappel : 'aire d’'un disque de rayonr est A = mr?).
Montrer que les probabilités P;, P,, P;, P, d’atteindre respectivement les zones (1), (2), (3),
(4) sont égales a K, 3K, 5K, 7K ou K est un nombre que I'on ne demande pas de calculer

dans cette question. /' 4 g

2) Silafleche touche la zone (1), le joueur gagne 4 000 // ,,/"/ﬁ_S——\\ \
FCFA - Si la fleche touche la zone (2), le joueur gagne 3 / i'd /,-""_—2"""\\\\ \
000 FCFA - Si la fleche touche la zone (3), le joueur / / S T ) \-.,‘ '
gagne 2000F CFA - Si la fleche touche la zone (4), le " "' ,"' I,-"' 1 \u} "'] "] 'i
joueur gagne 1 000 FCFA - Si la fleche touche la zone { | ',‘ \ N
(5), le joueur perd 30 000 FCFA. On suppose que ."'. "\ "\. \\___ - ' /-" /’ ‘,"‘
I'espérance mathématique de X est nulle. On '\\ \‘\\ \'\\__‘ o S // : '
appelle X le gain obtenu a l'issue d'une partie (lancée \, \\-,, - __//' /,/
d’une fleche) \‘\-\ ) s

a) Déterminer les probabilités P;, P,, P5, P, et la probabilité Py de manquer la cible.
b) Donnez sous forme de tableau la loi de probabilité de X.

IL. Trois villages désignés par les lettres A, B et C sont disposés en triangle comme suit : le
village A esta 4 km de B, a 3 km de C et le village B esta 5 km de C.

Ces trois villages décident de creuser un forage situé a égale distance des villages, déterminez
son emplacement en précisant la distance qui le sépare de chacun des villages.

Exercice 2: [5 points]

. aet B sont deux entiers naturels et N = 2% x 35 tels que le nombre de diviseurs de N? estle
triple du nombre de diviseurs de N.
1) Prouver que (a —1)(f—1) =3.
2) En déduire les valeurs de N.

II.  Le plan affine est muni d’'un repére orthonormé (O ; u; ¥ ) et C désigne I’ensemble des
nombres complexes. Soient A, B et C trois points d’affixes respectives

a=-14+3i , b=—-4+2i et c=1+4i.

Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe 3 associe le point M’
d’affixe 3’ définie par: 3’ = (2 — 2i)3 + 1.

1) Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de f.

2) Déterminez I'affixe du point B’ image de B par la transformation f. vérifiez que les
vecteurs CA et CB’ sont orthogonaux.

3) Soit M(x;y) ou x et y sont des entiers relatifs et M’ son image par f. Montrez que les
vecteurs CM’ et CA sont orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2.

8
Correction : M. BAGAYOKO j
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4) Résoudre dans Z X Z I'équation x + 3y = 2 et en déduire I'’ensemble des points M dont
les coordonnées sont des entiers appartenanta [-5; 5].

Probléme: [10 points]

A. Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 ;1; ).

1) On désigne par M(x ; y) un point du plan, M; (x; ; y;) son image par la symétrie
orthogonale d’axe la droite d’équation y = x et M'(x"; y') 'image de M, par la
symeétrie orthogonale d’axe (0 ;7).
a) Exprimer x’ et y'en fonction de x et y.
b) Caractérisez I'application qui transforme M en M.
c) On désigne par r I'application qui au point M(x ; y) associe le point M" (x""; y'")

x"=1+y

définies par : {y” — 11—y Montrez que r est une rotation dont on précisera le centre £

et I'angle 0.

2) Lorsque le point M décrit la droite d’équation y = x, déterminez I'ensemble décrit

par le point M"" ainsi que 'ensemble décrit par le milieu du segment [MM"'].
=1+3

3) Aupoint M(x; y), on associe le point M, (x, ; y,) définie par: {f}z —1 N 2%

,=1—

a) Quelle estla nature de I'ensemble (E) des points M, lorsque M décrit le cercle unité de
centre O ?
b) Caractériser I'image de (E) par la rotation r définie en 1)- c)

B. Soitla fonction numérique f a variable réelle x définie par f(x) = (2x — 1) xTH

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe (Cf) dans le plan muni du repere
orthonormé (0 ;7; ). Préciser les tangentes a (C‘f) aux points d’abscisses —1 et — %

2) Soit ((3}) la courbe image de (Cf) par la symétrie orthogonale par rapporta (0 ;7).0n
pose " = (Cf) U (C}i) . Tracez T’ dans le méme repére que (Cf).

3) On considere le point A(—1; 0) etla droite A d’équation x = —2. Soit m un parametre

non nul, D la droite d’équation y = mx et D’ la droite orthogonalea D en 0(0; 0). Les
droites D et D’ coupent A en P et P’ respectivement.

Soit K le milieu du segment [PP'], 1a droite (AK) coupe D et D’ en M et M'respectivement.

a) Déterminer les coordonnées de M et M’ en fonction de m.
b) On appelle I I'ensemble des points M lorsque m € IR* et I’ celui des points M’ lorsque
m € IR*. Trouvez une relation entre I] et [7' .

Correction : M. BAGAYOKO
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Bac 2014 : Enoncé du Sujet

Exercicel : 6pts
[.  Onse place dans le corps C des nombres complexes, pour n € N, on pose :
VzeCh,(z)=z"(1-2)

1) Pourn € N*, résoudre I'équation h,(z) = hy(2).

2) On se propose de résoudre le systéeme suivant : (1) {|zfin£Z|)1:—12|'
a) Montrer que I'équation |z| = |1 — z| a une infinité de solutions dans C.

b) Soit z, I'une de ces solutions, calculer, en fonction du module p et 1'argument 6 de z,,

I'argument de 1 — z; ; le module et 'argument de z§ (1 — z).
c) En déduire que le systéeme (1) n’admet de solution que sin = 1[6].

Quel est I'ensemble des solutions du systéme ?

11
1) On considére dans Z? I’équation (E): 11x + 8y = 79.
a) Montrer que si (x; y) estsolution de (E), alors y = 3[11].
b) Résoudre alors I'équation (E).
2) Le prix total de 41 pieces détachées réparties en trois lots est de 48000F. le prix d'une
piece du premier lot est 4800F ; le prix d'une piéce du deuxieme lot est 3600F et le prix
d’une piéce du troisieme lot est 400F.

Quel estle nombre de piéeces de chaque lot ?
Exercice2 : 4pts

[.  Dans une classe de terminale, la taille moyenne des éleves est 167 cm. La taille moyenne des
filles est de 160 cm et la taille moyenne des garcons est de 173,5 cm.

Quelle est 'effectif de la classe sachant qu’il est compris entre 50 et 60 ?

II. Levieux Yara alaissé son héritage dans un coffre dont la combinaison comporte les cinq
chiffres x,y, z, t et h dans cet ordre, du systéme décimal. Il a mentionné sur son testament
que sa fortune reviendrait a celui de ces héritiers qui trouverait la combinaison a partir des
données suivantes :

Le premier chiffre est pair;

La somme des deux premiers chiffres est 15 ;

Le troisiéme est la différence des deux premiers (le 1¢r moins le 2éme ) ;

Le premier chiffre est le produit du troisiéme par le quatrieme ;

Le nombre est divisible par 9.

WYY

Quelle est la combinaison cherchée ?
Probléme :

A. Soit ¢ la fonction définie sur IR par ¢ (x) = (x®> + x + 1)e™* — 1.
1)

a) Déterminer les limites de ¢ en — oo puis en + 0. Interpréter graphiquement le
résultat de liIP o(x).
X—>+00

b) calculer ¢’(x) et étudier son signe. Dresser le tableau de variation de ¢ .
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2) Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet deux solutions dans IR, dont 'une notée a est
dans [1; +oo[. Vérifier que 1,79 < a < 1,80.
3) En déduire le signe de ¢ sur IR.

2x+1
x2+x+1

B. On donne les fonctions f et g définies par f(x) = (2x + 1)e™ et g(x) = leur

courbe sont respectivement notées (C’f) et (Cg).
1) Déterminer les domaines de définitions de f et g puis calculer leurs limites aux bornes
de ces domaines de définition.
2) Montrer que (Cf) et (Cg) admettent au point A(0 ; 1) une tangente commune (7).
Donner une équation cartésienne de (T).

3)

a) Vérifier que pour toutx € IR, f(x) — g(x) = % ol @ est la fonction définie

dans la partie A.

b) Etudier le signe de f(x) — g(x) pour x € IR.

¢) En déduire la position relative des courbes (C’f) et (C’g).

4)

a) Déterminer une primitive G de la fonction g sur IR.

b) Déterminer les réels a et b tels que la fonction F définie par F(x) = (ax + b)e™ soit
une primitive de f sur IR.

c) En déduire une primitive H de f — g sur IR.

d) Calculer l'aire, en unité d’aire, de la partie du plan délimitée par les

courbes (C’f) et (Cg) et les droites d’équations : x = —% et x =0.

NB': les tracés de (Cf) et (Cg) ne sont pas demandés.
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Exercicel : 6pts

1) Résoudre dans N? I'équation x3 — y3 = 631.
2)
a) Trouver le reste de la division euclidienne de 111 par 7 et de 10™ par 7 suivant les
valeurs de 'entier naturel n.
b) Soit'entier naturel N = 999 888 777 666 555 444 333 222 111.
=  Montrer que N peut s’écrire en fonction de 111.
= Quel est le reste de la division euclidienne de N par 7 ?
II.  Leplan P estrapporté a un repére orthonormé (O ; u; V) . Soit T, I'application

, 1
x'=—-x—ay
de P dans P qui a tout point M (x ; y) associe le point M'(x' ; y") telles que 2

I} 1
y'=ax—zy
ou « est un paramétre réel.

1) Montrer que, pour tout , T, est bijective et admet un unique point invariant que I'on
précisera.

2) Montrer qu'’il existe une valeur unique de a pour laquelle T, est une homothétie H dont
on précisera le centre et le rapport.

3) Montrer qu'’il existe deux valeurs de a pour lesquelles T, est une isométrie. On les
note R et R™1L.

Exercice?2 : 4pts

Une substance est injectée par voie intramusculaire. Elle passe du muscle au sang et est éliminée
par les reins. Apres étude, on constate que la quantité de substance contenue dans le sang a un
instant t est donnée approximativement par la fonction g définie par :

q(t) = qo(e™%%t —e~t) out > 0 est le temps exprimé en heure, g, la quantité de substance
injectée en milligramme.

1) Etablir le tableau de variation de q.
2) On désire contréler les effets de cette substance. Pour cela, il faut que la quantité de ce
médicament contenue dans le sang soit comprise entre 2 valeurs q,,, et q.

qm = 1,2 mg est le seuil d’efficacité et q); = 2,6mg est le seuil de toxicité.

Déduire du tableau de variation de g, les valeurs qu’on peut donner a g, pour qu’a aucun
moment, la quantité de substance dans le sang ne soit toxique.

3) Onposeqy =10
a) Tracer soigneusement la courbe de g dans un repere de votre choix.

b) Déterminer graphiquement I'intervalle de temps durant lequel le médicament est
efficace.
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Probléme :

Pour tout entier n strictement positif, on consideére la fonction f;, définie sur ]0; +oo[ par:

(Inx)™
X2

fa(x) =

On note (C,,) la courbe représentative de f;,, dans un repére orthogonal (0 ; 7; J) (unités
graphiques : 2 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnées).

A. Etudede f4
1) Déterminer )lci_r)rg) filx) et xl_l)r_{loo f1(x). Que peut-on en déduire pour (C;) ?
2) Etudier le sens de variation de f; et donner le tableau de variation de f;.
3) Donner une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a (C,).
4) Déterminer )lci_r)rg) fo(x) et xl_‘,Too f2(x). Que peut-on en déduire pour (C,) ?

5) Calculer f',(x) et donner le tableau de variations de f>.

1) Etudier le signe de f; (x) — f,(x) ; en déduire la position relative de (C;) et (C,).
2) Tracer (C;) et (C,) dans le méme repere orthogonal.

C. m étant un entier naturel non nul, on pose I, = |. f fm(x)dx.

1) OnposeF(x) = X calculer F'(x). En déduire ;.

X

. s . . 1
2) En utilisant une intégration par parties, montrer que I;,41 = — -t (m+ 1)1,

3) Calculer I, puis I'aire en cm? du domaine compris entre (C,) et (C,) et les droites
d’équationsx = letx =e.
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Exercicel : 6pts
A. Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie par :

X3+ 2x+2
flx) = T 1_x2
1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.

2) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x de Dy, on ait:
B b c
fx)= ax+m+1+x

3) Endéduire I'ensemble des primitives de f sur Dy.

B. Deux commercantes, Awa et Fanta se rendent au marché pour acheter des mangues. Le
mangue coute 5F 'unité. Awa dit a Fanta, je dispose d’'un montant égal a m, Francs et
Fanta répond, moi aussi j’ai une somme égale a m, Francs.

L’entier m, s'écrit m; = 1x00y2 dans le systéme de numération de base huit. Et m, s’écrit
m, = x1y003 en base sept.

1) Déterminer les chiffres x et y pour que chacune des deux commergantes puisse, avec la
totalité de son argent, acheter un nombre maximum de mangues.
2) Déterminer le montant que dispose chacune des commercantes. En déduire le nombre
de mangues que chacune d’elles peut acheter.
3)
a) Décomposer m, et m, en produit de facteurs premiers.
b) En déduire le nombre de diviseurs de m, et de m, puis le pgcd(my ;m,).
4) Résoudre dans Z I'équation : m;u + m,v = 5 ou u et v sont deux entiers relatifs.

Exercice2 : 6pts

I.  Onconsidére le complexe Z défini par:
2

3
Z = ou3 = x + iy, avec (x;y) € IR?
7 ous y (x;y)

1) OnnoteZ = X +iY,(X;Y) € IR? Ecrire X et Y en fonction de x et y.
2) Au complexe 3, on associe le point M(x ; y) du plan rapporté a un repere
orthonormé (0 ; u; V).

Déterminer I'ensemble (I'") des points M du plan tels que Z soit imaginaire pur non nul.

3) Résoudre dans C I'équation 3? + 2i3 — 2 = 0. Montrer que les images des solutions de

cette équation appartiennent a I'ensemble (T').
I

1) On désigne respectivement par a et b (entiers naturels non nuls) la longueur et la largeur
mesurées en metres d'un rectangle. Sachant que a = 72 et que le plus petit multiple
commun de a et b est 216, quelles sont les valeurs possibles de b ?

2) Trouver les diviseurs dans IN de I'entier 240. Calculer I’entier naturel n tel que :

n? — 240 est un carré parfait.
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Probleme :
Soit f la fonction de [0 ; +oo[ vers IR définie par
8
S x+Vx?+8
D
a) Etudier le sens de variation de f.
b) Etudier la limite de f en + oo. Interpréter graphiquement le résultat.
c) Dresser le tableau de variation de f.
2) On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé
(0; T; J): 1 cm sur I'axe des abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées
a) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse nulle.
b) Tracer (T) et (C).
3) En utilisant les variations de f, démontrer que V x € [1;2],1 < f(x) < 2.
4)
a) Démontrer que pour toutréel x de [1;2],ona: |f'(x)]| < %
b) En utilisant le théoréme des inégalités des accroissements finis, montrer que
pour toutx € [1;2],|f(x) — 2| < %Ix — 1|. En déduire un encadrement de f

sur [1; 2] par deux fonctions affines que I'on précisera sur la figure.
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Exercicel : 4pts

Dans le plan muni d’'un repére ortho-normal (O ; i ; ¥), on donne le point A(12 ; 18). On désigne
par B un point de I'axe (O ; u) et C un point de (O ; ¥) tels que (ﬁ ; R) = — % On appelle x

'abscisse de B et y 'ordonnée de C.

1) Démontrer que le couple (x ; y) est solution de I'équation : (E): 2x + 3y = 78.
2) On se propose de trouver tous les couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des
nombres entiers relatifs.
a) Montrer que 'on est ramené a I'équation (E), avec x et y appartenant a I'ensemble Z
des entiers relatifs.
b) A partir de la définition de B et de C, trouver une solution particuliere (x, ; y,) de (E)
¢) Démontrer qu'un couple (x ; y) est solution de (F) si et seulement si
(x;vy) = (12 + 3k ;18 — 2k) ou k est un entier relatif.
d) Combien y a-t-il de couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des nombres
entiers relatifs, telsque :—6 < x <21 et —5<y <147
Exercice2 : 5pts
1) Le plan P est rapporté au repére orthonormé (0 ; 7; j). On considére 'application affine
f de P dans P qui a tout point M (x ; y) associe le point M'(x" ; y") telles que :

, 6 8 8
X = — gx + gy — g
8 6 { et C Il'ensembledes nombres complexes.
Y S5XtEY s

D
a) f est-elle bijective ? Justifiez votre réponse.
b) Déterminer 'ensemble des points invariants par f.
c) Quelle estl'image par f de la droite (D):y = 2x +17?
2) On désigne par M(x ; y) le point d’affixe z et par M'(x" ; y') le point d’affixe z’ ou
z et z' sont des nombres complexes.
a) Sachant que f(M) = M’', exprimer z’ en fonction de z.
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.

Probléme :

A. Soitla fonction numérique f définie par: f(x) = In (i—i) et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; 7; ). Unité 2 cm.

1) Déterminer 'ensemble de définition de f.
2) Démontrer que (€C) admet deux asymptotes dont on précisera les équations.
3) Calculerf'(x) puis dresser le tableau de variation de f.
4)
a) Démontrer que (C) admet un point d’inflexion I dont on déterminera les
coordonnées. Donner 'équation de la tangente (T) a (€C) au point I.
b) Etudier la position de (C) par rapporta (T).
5) Tracer (C) et (T) dans le méme repeére.
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6)
a) ATaide d’'une intégration par parties, calculer I = f_olf(x) dx.
2
b) Calculer en cm? I'aire de la partie du plan limitée par (C), (T) et la droite
d’équation x = — %

B. Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0 ,%] par:

1
h(x) = Ef(cos x) ou f estlafonction définie en A.

1) Vérifier que h estla primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par

) = —
gx " sinx

e 31
2) Calculer I'intégrale K = fg —— dx.

LIS
3) Soit (I,)nesn la suite définie par: I, = [ %
3

a) Calculer et I;.
b) En déduire I'expression de I,, — I,,,, en fonction de n puis calculer I,, I3, 1, et Is.
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Exercicel : 5pts
On considere I'équation d’inconnue complexe z,
(E):z* +523 + (11 -3i)z> + (10 —10{)z—8i =0

1) Montrer que I'équation (E) admet une solution imaginaire pure z, que I'on déterminera.

2) Montrer que I'équation (E) admet une solution réelle que 'on déterminera.

3) Achever la résolution de (E') dans 'ensemble C des nombres complexes.

4) En désignant par z; la solution non imaginaire pure qui a une partie imaginaire positive,
par z, la solution réelle et par z3 la quatrieme solution de (E), montrer que z,, z;, Z, et Z3
sont dans cet ordre les termes consécutifs d'une suite géométrique dont on précisera la
raison.

5) Donner le module et un argument de chacune des solutions de (E).

Exercice2 : 5pts

Le plan est rapporté au repére orthonormé (0 ; 7; J). On désigne par S la réflexion d’axe la
droite (D):y = x et par o la réflexion d’axe (0 ; 7).

1) Soit M un point du plan et M; son image par S ; on pose M’ = o(M,).

a) Calculer les coordonnées x’ et y' de M’ en fonction des coordonnées x et y de M.

b) Caractériser la transformation qui fait passer de M a M.
¢) Aupoint M(x ;y), on associe le point N(X ;Y) telles que :

(ol

Montrer que cette transformation est une rotation dont on précisera le centre () et I'angle 8.
2) Lepoint M décrivant la droite d’équation y = x, déterminer I'ensemble décrit par N.
Quel est I'ensemble décrit par le milieu du bipoint (M ; N) ?
Probléme :

A. Soit g la fonction numérique définie sur IR par: g(x) = 2e* —x — 2.
1) Déterminer les limites de g en — oo puis en + co.
2) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
3) Onadmet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifier que zéro (0) en est une.
b) L’autre solution est appelée a. Montrer que—1,6 < a < —1,5.
4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

B. Soit f la fonction numérique définie sur IR par f(x) = e?* — (x + 1)e”.
1) Déterminer les limites de f en—co puis en + . (On pourra mettre e* en facteur).
2) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont méme signe. (g est la fonction
définie dans la partie A). Etudier les sens de variation de f.

(2
3) Montrer que f(a) = w ou «a estla solution de I'équation g(x) = 0 de la partie

A. En déduire un encadrement de f(a). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5).
4) Etablir le tableau de variation de f.
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5) Tracer la courbe (C) représentant les variations de f dans le plan muni d’'un repére
orthonormé. (Unité graphique 2cm).

C. Pour tout entier naturel n, on pose I,, = fon e* cos(nx) dx.
1) Montrer que pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" et sin(nmw) = 0.

) , - . . -1)"e™-1

2) Alaide d'une intégration par parties, montrer que I, = (1)+—f12
. T41
3) Montrer que, pour tout entier naturel n, |I,,| < %

En déduire lim I,.
n—-+oo
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D

2)

D

2)

NB: n!

3)

Bac 2009 : Enoncé du Sujet

Exercicel : 3pts

z étant un nombre complexe, on considére I'équation (E): z* = —7 + 4iv/2.

a) Vérifier que u = v/2 + i est une solution de (E).

b) Déterminer sous forme algébrique les racines quatriemes de 'unité. En déduire dans
I'ensemble C des nombres complexes toutes les solutions de (E) sous forme
algébrique.

Soit ABCD un carré du plan.

a) Ecrire A comme barycentre des points B, C et D. (On précisera les coefficients)

b) Déterminer et construire I'’ensemble des points M du plan tels que :

MB.MC + MC.MD — MC? = 0
Exercice2 : 5,5pts

U0:1

On considere la suite (U,,) définie par,V n € N’{Un+1 — U, +2n+3

a) Préciser le sens de variation de la suite (U,,).

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, U,, > n? ; en déduire la limite de la
suite (U,).

¢) Conjecturer une expression de U,, en fonction de n puis démontrer la propriété ainsi
conjecturée.

Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

n

a) (n+1)!22i! ; b) Zixi!=(n+1)!—1
' i=1

i=1
désigne factorielle n

Un ouvrier dispose d'une plaque de métal rectangulaire de 110 cm de longueur sur 88cm
de largeur. Il veut découper dans cette plaque des carrés tous identiques, les plus grands
possibles, de facon a ne pas avoir de perte.

a) Déterminer lalongueur du c6té du carré qui convient.
b) Déterminer le nombre de carrés qu’il pourra découper dans la plaque de métal.

Probléme :
Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur |0 ; +oo[ par:
f(x)=e*Inx
1) Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que f'(x) a méme signe que la
fonction

1
=—l —
gx) nx+x

2)
a) Etudier les variations de g et montrer que I'équation g(x) = 0 admet une

. . . 3
solution unique ¢ comprise entreE et 2.
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b) Quel est le signe de g(x) sur chacun des intervalles : |0 ; af et Ja; +oo.
3) Vérifier que f(a) = % et déduire de l’inégalitég < a < 2 un encadrement de f (a).
4) Achever I'étude de la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repere
orthonormé (0 ; 7; ).

1) Montrer que I'équation g(x) = 0 est équivalente a I’équation h(x) = x ou h estla
1
fonction définie sur |0 ; +oo[ par h(x) = ex.

2)
12 S 3 4 E 7 1 l
a) Calculer h'(x) et vérifier que V x € [E ;2],0n a: —ges < h'(x) < —ez

En déduire qu'il existe unréel k € [0; 1] tel que V x € E ; 2] R ()] < k.

b) Prouver que pour tout couple de réels (x ; y) choisis dans E ; 2] ,ona:

|h(x) = h(¥)| < klx -yl

3) Soit (U,) la suite définie par Uy = 2 et Vn € IN, U, 1 = h(U,).
a) MontrerqueVn € IN,U, € E ;2].
b) Enappliquanta (U, ; a) I'inégalité établie dans 2) b), prouver que

vn € IN,|Up;q — a| < k|U, — a.
¢) En déduire par un raisonnement par récurrence I'inégalité :
vn € IN,|U, — a| < k™|Uy — a| et montrer que la suite U,, est convergente
Quel est la limite de la suite U,, ?

4) Montrer en utilisant les variations de h que (U,4; — @) et (U, — @) sont de signe
contraires. En déduire que a est compris entre U, et Uy .

Donner un encadrement de a d’amplitude 1072,

C. Onse propose de déterminer toutes les fonctions f définies et deux fois dérivables
sur ]0; +oo[ solution de I'équation différentielle :

—-X

X
(E):y"+3y"+2y =

Xz ©
D
a) Vérifier que la fonction f définie dans la partie A est une solution de (E).
b) Résoudre I'équation différentielle (E'):y" + 3y’ +2y =0
2)

a) Soit g une fonction deux fois dérivable sur ]0 ; +oo[. Montrer que g est une solution
de (E) si et seulement si g — f est une solution de (E").
b) En déduire toutes les solutions de (E).
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Exercice1: (6 points)
(E) : 23+ (-8+1)z>+(17-8)z+17i =0

Partie A :

1) Montrer que —i est solution de (E).

(=) +(-8+)(-i)?+(17-8i)(-i)+17i=i+8—-i—17i—8+17i =0

Donc —i est bien solution de (E).

2) Déterminer les nombres réels a, b et c tels que :

23+ (—8+1)z%2+ (17 -8i)z+ 17i = (z + i)(az? + bz + ¢)

Par la méthode d’Orner

1|-8+i|17—8i | 17i | Donc

il _i 8i _17i | 22+ (8+Dz22+ (A7 =80z +17i = (z+ )(2* — 8z + 17)
1 -8 17 0
a b C 0

3) Résoudre I'équation (E) dans ’ensemble des nombres complexes.
() (z+1)(z2-82z+17) =0
S (z+)=0o0u (22-82z+17)=0
Sz=—iou(z-4)?+1=0
(z-4)>?+1=0=2E-4)*-i*?=0
S (z-4)2-i2=0
S(z-4-D)(z—-4+0)=0
Sz=4+4+1i ou z=4—-1
S={-i,4+1i,4—-1i}
Partie B :
On appelle A, B et C les points d’affixes respectives 4 +i,4 — i et — i.

1) Placer les points sur une figure que I'on complétera dans la suite de I'exercice.(voir la fin
de I'exercice).

2) Soitrl'application du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’affixe z, associe le
point M’ d’affixe z’ telle que z’' = iz — 2i + 2.

Le point Q est le point d’affixe 2. On appelle S I'image de A par r. Calculer I'affixe de S.

Ze=izg—2i+2=i(4+0)—2i+2=1+2i
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3) Démontrer que les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle C dont on
précisera le centre et le rayon. Tracer ce cercle.

Les points B, A, S et C appartiennent a un méme cercle si et seulement si :

Zs—Zg
ZS_ZA _ *
Z=z5 N
Zc—1Zy
1+2i—4+i —3(1—-1) ] ] ,
1+2i—-4—1 _ __—3+1i _6(1—1)(2+1)_6(3—1)_§Cfd
e 7 23 —1) 23— 2 9
—i—4—i —4 — 2i
On remarque que :
Zg—Z, 4—i—4-1i 1. . _ )
= ——— = ——=i.C'est —a—direle triangle ABC est rectangle en B.
Zg —Z¢ 4—i+i 2
. Zy+ Z¢
donc le centre du cercle C est le milieu I de AC: z; = > =2=2zq

sonrayonestr =|z;—zg| = [2—4+i| =5
4) A tout point d’affixe z # 2, on associe le point M’ d'af fixe z'
_iz+10-2
B z—2

ZI

a) Déterminer les affixes des points A’, B’, C' associés respectivement aux points A, B, C.

izg +10—20 i(4+0)+10-2i 9+2i (9+2)(2—1i) 20-5i

I — = = =4-i=
=T 4+i-2 2+ 4+ 1 5 T
zy=zg=4—1
, _lzp+10-20 i(4-D+10-20 11+2 (11+20Q2+0) _20+150
BT =2 4-i-2  2-i 4+1 5 l
g oz +10-2i _i(=0+10-2i 11-2i (11-20(-2+0 _-20+15( .

c 7 —2 —i—2 —2—i 4+1 5

b) Vérifier que A’, B’ et C' appartiennent a un cercle C' de centre P, d’affixe i.
déterminer son rayon et tracer C'.

On remarque que:

zp—zj  4+3i—4+i 1

= ==1i.Cel t di le triangle A'B'C’ est rectangle en B'.
zp—z; 4+3i4+4-3i 5 L-Lelaveut aire que le triangle est rectangle en

Donc les points A", B’ et C' appartiennent au cercle de centre P milieu de A'C’ . C’est-a-dire le
cercle circonscrit au triangle A'B'C’.

P 2 2 ’ P

Le rayon du cercle estle module de zp — zgr : |zp — zg/| = |i — 4 — 3i| = |-4 - 2i| = 245
c) Pour tout nombre complexe z # 0, exprimer |z’ — i| en fonction de z.

iz+10—2i—iz+ 2i 10|
z—2

z—2
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d) Soit M un point d’affixe z appartenant au cercle C. Démontrer que |z’ — i| = 2+/5.

M appartient au cercle C = BM = V5= |z-2|=+5

1 5
lz—2] 5
10

= =2V5
|z — 2]

= |z' —i| = 2V5 cqfd
e) En déduire a quel ensemble appartient les points M’ associés aux points M.
Les points M" associés aux points M appartiennent au cercle C'.

Im

Exercice 2 : (4 point)

D) On considere I'équation (E): 8x + 5y = 1, ou (x; ¥) est un couple de nombres entiers
relatifs.

D

a) Donner une solution particuliere de I'équation (E).
Le couple (2 ; —3) est une solution particuliére de I'équation (E).
b) Résoudre I'équation (E).

8x+5y=1

On peut écrire le systeme suivant :{8(2) +5(=3) =1
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{8(§)x++55({3=)1: = 8(c=2)+5(y+3) = 0= 8(x ~2) = 5(~y - 3)
5/(x—2)
) = 5(—y — 5/8(x —2) co
oD =y 3)=>{8/5(—y—3) carE;)/gE:d)ES;zi:l
x—2=>5k
:{—y—3=8k
keZ
x =5k +2
:){y=—8k—3
keZ

2) Soit N un entier naturel tel qu’il existe un couple d’entiers (a ; b) vérifiant :

{N=8a+1
N=5b+2

a) Montrer que le couple (a; —b) est solution de (E).
8a—5b—1=8a+1—-5b—2=N-—N =0.Donc le couple (a; —b) est solution de (E).
b) Quel est le reste de la division de N par 40 ?

N=N<8a-5b=1<a=5k+2et b=-8k—3; aveck€Z

Donc, N = 8(5k + 2) + 1 = 40k + 17 = N = 17[40]

Le reste de la division euclidienne de N par 40 est 17.

3)
a) Résoudre I'équation 8x + 5y = 100, 0u (x ; y) est un couple de nombres entiers
relatifs.

S ={(5k +200; —8k — 300)}rcz
b) Soit x et y respectivement le nombre d’hommes et de femmes de ce groupe.

8x +5y =100 = x =5k + 200 et y =—8k — 300 avec k€ Z

100
0<x<-5=125 {0<5k+200<12 {—40<k<—37

0<y<_ 2 0<—8k—300<20  \—40 <k < —37
5

D’autre part,

= k € {—38,-39}

D,\{x=10 {x=5
ou, y = ou y =12
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1) On se propose de résoudre I'équation différentielle :

y'—2y= (ED.

1+e 2%
1) Soit g une fonction dérivable sur IR et f la fonction définie par :
fx) = e**g(x)

2e—2x
1+e=2%

Montrer que f est solution de (E) si et seulement si : g’(x) = —

f solutionde (E) & f'(x) — 2f(x) = 1+e2x

= 2e*g(x) + e g'(x) —e* g(x) = 1T7ex

—2x

=g'(x)=  cafd

1+e2
2) En déduire toute les solutions de (E).

—2x

g,(X) = m - g(X) = —ln(l + e_z") +k

On en déduit les solutions f de (E): f(x) = e?*g(x) = —e®* In(1 + e™%¥) + ke?*
Probléme

A)
1) On définit la fonction g sur l'intervalle ]1; +oo[ par:
gx)=2x—(x—1)In(x — 1).

a) On admet le résultat suivant : lin?) xIn(x) = 0.
xX—

En déduire la limite de g lorsque x tend vers 1.
Par changement de variable, posonst = x — 1
x=t+1 ; x—>1=t—0

limg(x) = lim2x —(x—1DIn(x—1) =lim2t +2 —tIn(t) =2
x—1 x—1 x—0

b) Calculer g'(x) pour x appartenant a I'intervalle |1 ; +ool.
go)=2x—(x-1Dhx-1D)=g9gx®=2-Inx-1)—-1=1-In(x—-1)

c) Résoudre I'inéquation: 1 —In(x — 1) > 0, d'inconnue x appartenanta |1; +ool.
1-Inx—1D>0=hx-1)<l=x—-1<e=>x<1l+e

S=11;1+e¢[

d) Etudier le sens de variation de g sur l'intervalle ]1; +ool.

pourx€ll;1+e[,g'(x)>0 g7surll;1l+e
pourx €1 +e;+oo[,g'(x) <0=1{g Nsur |1+e;+oo|
g(1+e)=0 gl+e)=e+2
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On en déduit le tableau de variation de g.

X 1 1+e 40
g'(x) + (i) -
2+
g(x)
2 —00

e) Montrer que I'équation g(x) = 0 a une solution unique notée a, dans
l'intervalle [e + 1;e3 + 1] puis étudier le signe de g(x) sur l'intervalle ]1; +oo].

D’apres le tableau des variations de g, elle est strictement décroissante sur
[1+e;1+e3]c[1+e; +oo].Dong, elle réalise une bijection de
[1+e;1+e3|vers[2+e;2—e3].Deplus,0 €[2+e;2—e3].

Donc3!'a € [1+e; 1+ e3] tel que g(a) = 0. D’oli I'existence et 'unicité de la solution
Signe de g(x) sur ]1; +oo[ (nous déduisons le signe du tableau de variation de g)

pour x € |11; a[,g(x) > 0;
Pourx € la; +oo[ ,g(x) <0
g(a)=0

2) Soit ¢ la fonction définie sur l'intervalle |1 ; +oo[ par:

In(x? - 1)

p(x) = .

a) Calculer lirri @(x) et prouver que liE_n o(x) =0.
x— x—+00

) G2 -D)
lim () =l ——— =~
1
In(x2 — 1) In(x?) + In (1 - _xz)
lim ¢(x) = lim —— == lim
x—+00 X—+00 X X—+00 X

X—+00 X X

b) Calculer ¢’(x) et montrer que ¢’ (x) a le méme signe que g(x?) sur]1; +ool.
i _ ln(xz _ 1) 2 2 2 2
X2 —1 :2x —@*-Dhhx*-1)  gx*)

In(x%? —1) ,
—x 9= x2 x2(x2—-1) T x2(x2-1)

px) =

Sur l'intervalle |1 ; +oo[ ,x%(x% — 1) > 0 donc ¢'(x) a le méme signe que g(x?) sur]1; +oo[
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c) Montrer que ¢ est croissante sur l'intervalle ]1 ; \/E] et décroissante sur [\/E; +00[
Par changement de variable, posons X = x?

pour X €11; a[,g(X) >0 © pour x> € 11; af,g(x?) >0
& pourx € )1; Va[,g(x?) >0
& pour x € ]1; \/E[,go’(x) >0
S pourx€|l;Va[, ¢ 2 cqfm
De méme pour X € Ja; +oo[,g(X) < 0 © pour x?2 € la; +o[,g(x?) <0
& pour x € [Va; +oof,g(x?) <0
& pourx € [Va; +oof ,9'(x) <0
& pour x € [Va; +oo[ ¢ N cqfm
In(e?*-1)
ex
1) Vérifier que, pour toutx € ]0; +oo[, f(x) = @(e*). (il suffit de
remplacer x par e* dans ¢(x))

2) Endéduire : (par changement de variable, on pose X = e¥)
a) Lalimite de f lorsque x tend vers 0 ;

B) On définit la fonction f sur l'intervalle ]0 ; +oo[ par f(x) =

x->0=X-1
lim f(x) = lim p(X) = —c0 5 d'apres 4),2),a)
b) Lalimite de f lorsque x tend vers + oo ;
x > +00 = X - +00
lim f() = Jim p(X) =0 ; d'aprés 4),2),0)
c) Lesens de variation de f sur ]0; +oo[ et que f admet un maximum en 1n(\/5).
Pour X € |1; Va|,¢(X) 7 < pour e* € |1; Va[, p(e*) 7
& pour x € |0;In(Va)[, f(x) 7
Pour X € Wa; +oof,p(X) N & pour e* € [Va; +oo[, p(e*) \

& pour x € |In(Va) ; +oof, f(x) ™
Tableau de variation de f

x |0 In(va) too
£'G0) + 0 -
In(a — 1
Va
f(x)
Lo 0
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D’apres le tableau de variation de f, elle admet un maximum en ln(\/a) qui a pour
coordonnées (m(ﬁ) ; ln(a_l))

Ja
2Va
3) Montrer que, pour tout x € ]0; +oo[, f(x) < —
In(a — 1) In(a — 1)
le point | In(v/a) ; ———— | maximumde f = Vx €]0; +oo[, f(x) < ———=
p ( Va) s — = ) f ] LFe) <—7=
D’autre part,g(a) =0 = 2a—(a—1)In(a—1)=0=In(a —1) = %
2 2Va

DoncVx € ]0; +oof, f(x) < Te@—D = a1 cqfm

4) Reproduire et compléter le tableau suivant en donnant les valeurs approchées
21072 pres.

x 0,1 0,5 1 1,5 2 3
f(x) -1,36 0,33 0,68 0,66 0,54 0,30

5) Représenter graphiquement f dans un repere orthogonal, d'unités 5 cm en abscisse et
10 cm en ordonnée. On prendra 10 comme valeurs approchée de a.

Intersection avec 'axe des abscisses :

2x _
f(x)=0(:>ln(ee—x1)=0(:)ln(e2"—1)=0<=>e2"—1=1(:)x=1n§2)
y
ff( \\
1
(Cs)
X

<
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Exercicel :

Zn

1 n
(§i> (1+iv3)
1) Z,.q en fonctionde Z,

Zuns = (31)
n+1 = 21

n+

Znt1 :Ei X Zn

= Z,en fonctionde Zyetn

n

1
Zy=1+iV3= Zn=ZO><(Ei)

2) Zy,Z41,Z,,Z5 et Z, sous forme algébrique et trigonométrique

n n

1. 1. . 1 nm T 1
Zn=<5l) +<—l> x V3 et Zn=[2—n;7]x[2;§]=[2n_1

2

(1+i\/§)=%ix<%)n(1+i\/§)=%i><Zn

3nm + 271]
6

Formes algébriques Formes trigonométriques
1\" /\" . 1 3nm+ 2nm\ . . (3nm+ 2nm
Z, = (El) + (El) XiV3 | Zp= ST (cos( c ) + isin <—6 ))
T, W
Zy=1+iV3 ZO=2(COS§+lsm§)
V3 o1 50 5m
21=—7+§l Zl=COS?+lSII’1?
1 4r 4
Zz—_%_ig Zz=5(cos?+isin?)
V3 1 1 -\ . T 1in  —m
%=% 5 % =g cos(g) +isin () & =gl
1 V3 1 T .om
Z4_E+ I Z4=E(cos§+151n§)
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3) Plagons les points My(Z,), M;(Z1) ,M,(Z,), M5(Z3) et My(Z,) dans le plan.

s

2 Mo
°
1
M1
. |
Y £
3 -2 1 Yk 1 2
+1
-2
k3
4) La distance OM,, en fonction de n.
1\" 1\"
OM,, = |20T4n| =1Z, — Zo| = |Z,] = ’(Ei) (1+ i\/§)’ = ‘(Ei) X |1+ 03] = 5o
1
oM, = on-1
5)
V5
a) MyMp,q = o ?

1. 1.
ZnX(El—1)|=|Zn|X|§l—1|

1 1 1 V5 5
MnMn+1=FX Z+ =FX7=2—n CCIfd

b) Onposel, = Yy—o MMy, (c'est-a-dire L,, = MoM;y + M{M, + -+ M, My, 4 1).

1
MyMpy1 = Zny1 — Znl = |El XZn—12n

Déterminons L,, en fonction de n puis la limite de L,, quand n tend vers +oo.

n n n

V5 1\*

Lu= ) MMy = ) 2= V5(3)
k=0 k=0 k=0

A NS 1
On remarque que L, estla somme des termes consécutifs de la suite géométrique U, = V5 (5)

, 1 .
dontlaraison estq = S et le premier terme Uy = /5

(1)n+1
1-— n+1 1—-1(= \/g
Donan=U0x1+=\/§x—21=2\/§_2_n
q 1_7
V5
Ln:2\/§—2—n
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= Limite de L,, en + oo

V2 VBV lim & =25 VB x0

lim L, = lim 2V5 ———2
n-+o n-+o
lication: lim — = lim ¢™™ = 0 carln= < 0
explication: 1m002n—n_1)rpooe =0 car n2
lim L, =2V5
n—-+oo

6) Une mesure de I'angle (OMO; OMn) en fonction de n.

1 n
S 1) (1+iv3 n
mes (OMO; OMn) = arg (;—Z) = arg (2 l()l _|(_1ij/_§l) 3) =arg ((%l) ) =narg(i) = %

= nm

mes (m; OTVIn) ==

7) Pour quelles valeurs de n les points 0, M, et M,, sont ils alignés ?

. C z .
Les points 0, M, et M,, sont alignés si et seulement si P Z—" est un nombre réel.
OM, 0

1 Z 1 nm nm
. —(cos7 + isin—)

Zn| B
Ton Tz, 2n 2

Z

Zy nw
arg <Zo) mes (OMO,OM ) > et

Zn , . nr .
— estunréel sin—-= 0 = n est pair

0

Les points 0, M, et M,, sont alignés si et seulement si n est pair.

Exercice 2 (5 points)

1
Gn = bar{(A;1),(B;m),(C;2m)}; m¢§ et V,, = 3MA — MB — 2M(C

1) Montrons que G; est le milieu du segment [CI].
I milieu [AB] = I = bar{(4;1),(B;1)}

—_— 1—)
G, =bar{(4;1),(B;1),(C;2)}=bar{(l;2),(C;2)} = CG, = ECI = G,est le milieu de[CI].

2) Montrons que les points G,/ et C sont alignés.

J centre de gravité du triangle ABC = ] = bar{(4;1),(B;1),(C;1)}
= J =bar{(l;2),(C; 1}

— 2—-) —_— B —
=>C]=§CI et Cl=2CG,
— 4
doncC]=§CGl

— 4
C] = §CG1 = les points G4,] et C sont alignés.
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3) Montrons que pour tout point M, V,,, = —(ZE + ZZZ:) (nous utilisons la relation de Chasles)
Vin = 3MA — MB — 2MC = 3MA — MA — AB — 2MA — AC = —(4B + AC)

4) Montrons que pour tout réel m distinct de — 3 AG,, est colinéaire a AG_;.

Gm = bar{(A;1),(B;m),(C;2m)} = AG,, =
= (1 + 3m)AG,, = mAB + 2mAC

_— _ 1—) —_—

D'autre part AG_; = bar{(4;1),(B;—-1),(C;-2)} = AG_, = EAB + AC

= AB = 24G_, — 2AC

AB = 24G_, — 2AC = (1 + 3m)AG,, = 2mAG_, — 2mAC + 2mAC

Donc pour tout réel m distinct de — 3 AG,, est colinéaire a AG_;.

5) Montrons que le triangle IBG 1 est un triangle rectangle. (nous utilisons le produit scalaire)
2

1 _ —_— —_—
G 1= bar{(A i1), (B ; _§>’(C ; —1)} = BG 1 = —2BA +2BC
2 2

BI.BG 1 = BI.(—2BA + 2BC) = BI.(—2BA + 2BA + 24C)

N

_ —_— 1—> _— _
BI.BG 1= _EAB' (2AC) = —AB.AC = 0 car ABC est rectangle en A
2

ﬁ.BG_l = 0= IBG_j estrectangleen B. (cqfd)
2 2

II.

1
x'==(-3x+4y +4)
) 5
f: 1
y’=§(4x+3y—2)

1) Démontrons que f est une isométrie.
Soit My (x;;y1), M,(x,;y,) deux points du plan.

fMy) = Mi(x1;5 y1) et f(My) = Ma(xz; y2)

MiM; = |G = %)+ O = )2
, , 1 1
Xy — X1 = g(—3x2 + 4y, +4) —g(—3x1 + 4y, +4)

1 1
Y2 — V1 =§(4x2+3)’2—2)—§(4xl+3y1—2)
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1
Xy — X1 = g(—?’(xz —x1)+402—y1))
A ! 1
vz = y1 =5 (402 = x:) + 302 = y1))
’ N\2 1 2 2
(x3 —x1)° = £(9(x2 —x1)% —26(x; —x) (2 —y1) +16(y, —¥1)*)
1
(s —y1)* = E(16(x2 —x1)% +26(x; — %) (V2 —¥1) + 92 —¥1)?)
WAV 1_12:i25 _ 2 25 _ 2
& (3 —x)+ (2 —y1) 25( (x2 —x1)* + 250y, — ¥1)°)

= (x; —x1)* + (2 — y1)?

Done MiM; = G, = x0)? + s = y1)? = Gig = 22 + 7z = ya)? = My

f est bien une isométrie.

2) L’ensemble des points invariants par f.

x =§(—3x+4y+4)

Le point M(x ; y) estinvariantpar f & f(M) =M & 1

y=§(4x+3y—2)
S 5x+5y=x+8y+2
=4x—-3y—2=0

Donc I'ensemble des points invariants par f estla droite (D):4x —3y —2 =10

3) Caractérisation géométriquement de I'application f.

w  f estuneisométrie = f est une rotation ou une symétrie orthogonale.
» L’ensemble des points invariants par f est une droite = f est une symétrie orthogonale.

Conclusion : f est la symétrie orthogonale d’axe (D):4x — 3y — 2 = 0.
Probléme

A f(x) =xe ?* + e ?*+1- x; (C) estla courbe représentative de f

D

a) Calculons la fonction dérivée de f.
f)=xe+e > +1-x=f'(x)=—e?*2x+1)—1

b) Dressons le tableau de variation de f’ sur [0 ; +oo[.
= Limites de f ' aux bornes de [0; +oo.

2x
f'=-2 ; lirp fl(x)= lim —— —e™#*-1=-1
X—+00

x—+00  @2X
= Sens de variation de f".
fl(x)=—e2QRx+1)—1= f"(x) =4xe >* > 0Vx €[0; +oof

f'est donc croissante sur [0 ; +ool.
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= Tableau de variation de f' sur [0; +ool.

X 0 + o
") +
-1
f(x)
-2

c) Dressons le tableau de variation de f sur [0 ; +ool.

= Limites de f aux bornes de [0 ; +oo].

1 2x
fO=2 ; Jim f(x) = lim —xeTx+e-2x+1_x=

x—+00 2
= Sens de variation de f.
D’apreés le tableau de variation de f',Vx € [0; +oo[, -2 < f'(x) < —1
Vx€[0; +oof, 2<f'(x) <-1=f'(x) <O0Vx €[0; +oof
f est donc décroissante sur [0 ; +ool.

= Tableau de variation de f sur [0; +ool.

X 0 + o
') -
2
f(x)

d) Montrer que (C) admet une asymptote (D) que I'on déterminera.

lirp f(x) = —00 = il y a possibilité d’asymptote oblique. Par ailleurs, on remarque que
X—+00
1 2x
. _ . _2 _
xl_l,Tw(f(x) -1 —x)) = xl_l,rfoofx o2x te =0

Donc la droite (D):y = —x + 1 est asymptote oblique a la courbe de f.

2) Construction (C) et (D) sur un méme graphique.

.  Tableau des coordonnées x et y de quelques points :

(D):y=—-x+1 f(x) =xe ™ +e 2 +1-x
X 0 1 1 2 3 4
y 1 0 0,27 —-0,95 | —1,99 —-2,99
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= Représentation de (C) et (D) sur un méme graphique :

c) L’équation f(x) = 0 admet sur [0; +oo[ une solution et une seule notée o ?

Le tableau des variations de f nous indique qu’elle réalise une bijection de [0 ; +oo[ vers
]—oo; 2]; de plus 0 € ]|—oo; 2]. Doncil existe un unique réel a € [0; +oo[ tel que f(a) = 0.

On prouve ainsi I'existence et I'unicité dans [0 ; +oo[ de la solution de I’équation f(x) = 0.
d) Justifier 'encadrement:1 < a < 2.

f(1)=027>0etf(2)=-095<0=f(2)<0<f(1); (f(a)=0)
= f@R)<fla)<f@)etfN
=1<a<2 cqfd
B. Soitla fonction g définie sur I'intervalle ] = [1; 4+oo[ par g(x) = xe ¥ + e 2* + 1.
1) Etudions les variations de g sur J.
= Limites de g aux bornes de [1; +oo.
1 2x
g(1)=2e2+1 ; xl_i)gq(ﬁg(x) = xl—i>Too§ Xt e+ 1=
= Sens de variation de g.

gx)=xe ™ +e?*+1 = g'(x) =—e?*2x+1) <0 Vx €[1; +oo]

g est donc décroissante sur [0 ; +oo].
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= Tableau de variation de g sur [1; +ool.

X 1 + oo
g'(x) -
2e 2 +1
g(x)
1

Déduisons- en que pour toutx € J, g(x) € J
D’apres le tableau de variation de g,Vx € [1; +oo[,1 < g(x) <1+ 2e72
1<gx)<1+2e?2=g(kx)€]1;1+2e7?]
11;1+2e 2] c[1; +oo] = g(x) €[1; +oo[ cqfd
2) Montrons que pour toutx € J,ona:|g'(x)| < :—2

g x)=—e2Q2x+1)=g"(x) =4xe ¥ > Vx € [1; +oo
= g' 7 sur(l; +oof

"(1) = 3 t li ! = li 2x —2x =
g =-z et lim g'(x) = lim ——7—e™* =

3 3
Donc —e—ZSg’(x)<0<;

3 , 3 , 3
—e—zﬁg (X)<e—2=> lg’ ()] Sz cqfd
Déduisons-en que pour toutx € /,ona|g(x) — a| < eiz [x — af
Pour x € [1; +oo[, en appliquons le théoréme de I'inégalité des accroissements finis a (« ; x),

3
Nous obtenons |g(x) — g(a@)| < = [x — af

D’autre part, f(x) =0 . gx) =x © g(a) = a
3
Donc |g(x) — a| < ;lx —al cqfd
UO = 1
3 U,),> :{
) Udnzo g, = g(u)

: . 3
a) Montrons que pour tout entier n positifounul, ona: |U,;; —a| < = |x — «al.

D’apres 2), |g(x) — a] < :—le —a|;pourx = Uy, ona |g(U,) —al < eizIUn —a

3
gWUp) = Upyy = |Upyq —a| < e_zlun —al cqfd
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P . . 3\"
b) Déduisons-en que pour tout entier n positif ou nul,ona: |U, — a| < (e_Z) .

3
Vp =0|Upss —qf s;|up—a|

poursz\U\ 83—2 Uy — «af
pourp =1, b\ eS_Z\U\
pourp = 2, |U3—a|<3h\\

pourp =n—2 \ 2|Un2 al

pourp=n-—1, |U, —«af 5_2“N|
e Produit des n facteurs

n

3
Un =l <(3) 10— al

n

3\" 3
—1suo—aso<1<:>|uo—a|s1<:><e—2) |U0—a|s(e—2>
n

3
D'ou |U, —a| < (?) cqfd
c) Déterminons la limite de la suite (Uy,).

) 3\" 3
lim (—) =0 (car —< 1)
n—+oo \@? e?

3 n
|Un—a|S<—2)
e
n = lim U, —a=0=|lim U,=«a
) 3 n-+oo n—-+oo
Jim (55) =0

d) Déterminons un entier p pour lequel on est siir d’avoir |Up - a| <1073
3\ 3\°
U, —a| < (e_z) ; si (e_2> < 1073, alors il est certain que |U, — a| < 1073

) 3)\P -3
Il nous suffit donc de trouver p tel que (—) <10

e2

3In10 3In10
=4 >

3\° 3 3
(—2) <10 @plne—zs—31n10<=>p2—

e
lne—z
Calculer Ug 2 1073 preés
|U, —a| <1073 = Ug = a 21073 pres

1 < a < 2; par la méthode de balayage ou la méthode de dichotomie, on peut trouver
une valeur approchée de a a 1073 pres.
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Exercicel 6pts

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (4; u; ¥), unité graphique 1cm. On
consideére les points B, D et C définis par: AB = 21, AD = 2¥ tel que ABCD soit un rectangle.

1) Faire une figure qui sera complétée au fur et a mesure de l'exercice.
AB=2i=27,=2 , AD=20=27,=2i
ABCD estun rectangle = (ﬁ =W) = (ﬁ =m+ﬁ) = (R =ﬁ+ﬁ) =>Zc=2+12

D e .C

‘716-

. J T8 ~
3 2 -1 7 1 2 3

+1

.2

£3

. d

Q
ls

2) Soit E I'image de B par la translation de vecteur DB. Déterminer l'affixe ZgdeE.
Construire E.
T55(B) = E < BE = DB
S Zp=2Zg—Zp=4-2i
3) Déterminer les nombres réels a et b tels que le point F d’affixe Z = 6 — 4i soitle
barycentre des points A, B et C affectés respectivement des coefficients a, b et 1.

—_— b _— —_
F=b»b A; B;b),(C;1 AF = AB AC
ar{( :a):( ] ):( ] )}=> a+b+1 +a+b+1
== gy P2 O

= (a+b+1)(6—4i) =2b+2+2i
{6a+6b+6=2b+2:>{3a+2b=—2

—4a—4b—4 =2 2a+ 2b = -3
a=1
_ _ 5
a=1= b——i
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4) On consideére la similitude directe 8 qui transforme Aen EetBenF.
a) Exprimer Z’ en fonction de Z ou Z' est I'affixe du point M’ image de M par 8.
Si 8 est une similitude directe, alors son expression complexe s’écritZ' = aZ +  ou a et 8 sont
des nombres complexes. Calculons a et
SA)=E=Zp=aly+p=L=4-2i
SB)=F=Zr=alg+p S 2a+B=6—4i
_6—4i—-p

2
D'ou|Z' = (1-Z + 4 — 2i

=>a =1—-i

b) Déterminer le centre (), 'angle 6 et le rapport k de la similitude 8.

= Centre Q est le point invariant par 8. Donc Zg = (1 —i)Zg + 4 — 2i
Zo=1—-0)Zqg+4-2i=Zqg=—-2—4i

le centre de la similitude est O (=2 ; —4)

= L'angle 6 estl'argumentdea =1 —i

T
0 =arg(a) =arg(1—i) = ~2

= Lerapport k est le module de a. Donc

c) Déterminer les images de C et D par 8.

sO)=C=oZp=0A-)Z;+4-2i=0-1)2+2))+4-2i=8-2i
Zor=8-—12i
sD)=D"=oZy=0A-)Zp+4-2i=1-0)2i+4-2i=6
Zp =6
d) Calculer I'aire de 'image par .8 du rectangle ABCD.

L'aire de I'image par .8 du rectangle ABCD est le produit de I'aire du rectangle ABCD par k?2.
aire(ABCD) = AB? = |Zy|? = 4cm?

8(ABCD) = EFC'D' = aire(EFC'D") = 4 X k? = 4 x 2 = 8cm?.

Exercice?2 :
L. Dimensions du champs a entourer : L = 525m ; £ = 285m

1) Ladistance comprise entre deux arbres.

Si le nombre d’arbres doit étre minimal, alors I'espacement sera le plus grand possible. Puisque
les cotés n’ont pas la mesure, alors il s’agit de trouver le plus grand commun diviseur aux
mesures des deux cotés. Autrement dit 'espacement e = pgcd (525 ; 285)

e =pgcd(525;285) =15 X pgcd(35;19) =15x 1 =15
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2) Le nombre d’arbres nécessaires pour entourer le champ.
Le nombre d’arbres d'un coté est le nombre d’espacements de ce c6té augmenté de 1.

@  Sur les deux cOtés de mesure L = 525m,le nombre d'arbre est:ny, = 2 X (% + 1)

n, = 72 arbres

w  Les arbres des sommets ne seront pas compter pour les deux autres cotés, donc le

nombre d’arbres est: n, =2 X (% +1-— 2) =36

n, = 36 arbres

Le nombre total d’arbres estalorsn = 72 + 36 =

II.  On considére 'équation (E): 11x — 26y = 1, ou x et y désignent deux nombres entiers
relatifs.
1) Vérifier que le couple (—7; —3) est une solution de (E).

11(=7) —26(-3) = -77+78 =1 = (=7 ; —3) est solution de (E).
2) Résoudre I'équation (E).

11x — 26y =1
{11(—7) —-26(-3)=1
11(x+7)—-26(y+3)=0

11(x+7)—-26(y+3)=0=11(x+7) =26(y+3) = 26/11(x + 7)
{pgchl/éé('xl-li_)7i | = @6/x+7) = (x+7=26k) =[x =26k 7| keZ

Deméme 11(x +7) = 26(y + 3) = 11/26(y + 3)

11/26(y + 3) ~ _
{pgcd(%;n):1=>(11/3’+3)=>(y+3— 11k) = |y=11k-3| k€ Z

|S ={(26k — 7;11k —3)} k € Z|

3) En déduire le couple d’entiers (p; q) solution de (E) tel que :0 < p < 25.
(p; q@) solution de (E) = 3k € Ztel que p = 26k — 7
0<p<25=0<26k—-7<25

= 7 <26k <32
32

—027<k<123=k=1
p=26—-7=19 et q=11—-3=8

((p;q) = (19;8)]

Correction : M. BAGAYOKO 42




Correction Bac 2015 Excellence Maths

Probléme :
Q'(t) =—pB.Q(t) ; Q(0) = 2,5unité, ou B estun nombre.
1) Montrer qu'on a Q(t) = 2,5¢ A,

. Q'® _
Q') = ~B.00) = 55 =

—B=I|Q®)|=—-pt+c; cEIR

= Q)| = e‘e™P*
= Q(t) = +ee Pt ; posons k = +e€ € IR
= Q(t) =ke Pt kelIR

Q(0)=25= k=25

D’ou |Q(t) = 2,Se_ﬁt| cqfd
2) Calculer la valeur de 8, sachant qu’au bout d’'une heure la quantité de substance
présente dans le sang a diminué de 30%. On donnera d’abord la valeur exacte puis
une valeur décimale approchée a 10™* prés.

(1) = 0,30 x (0)—30><25:> —ﬂ—3=> =1 (10)
QU =030x0QMO) =g x25=e" =35=|F =In73

£ =1,2040210 % pres
| |

3) Etudier le sens de variation de Q pour t > 0, déterminer sa limite en+oo, et tracer la

courbe représentative (I') de Q dans le plan P.
= Sens de variation de Q pourt > 0:

0 =25¢1(3) = ¢'() = —2,51n (13—0)e‘““(1?0) <0 VE>0.

Q est donc décroissante sur [0; +oo
: s —tln(g) . I . R
tlHP Q(t) = t111+n 25e 3/ =0 = ladroite d'équationy = 0 est AH a (T)

= Tableau de variation de Q sur [0; 4o

t 0 + o0
Q'(t) -
2,5
Q(®)
0

w  Tableau des coordonnées t et y de quelques points :

10
0@®) = 2,5¢~M(3)
t 1 2 3 4
y = Q(t) 0,75 0,22 0,07 0,02
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= Représentation graphique de (T'):

2,54

\/er

1

4) Aubout de combien de temps la quantité de substance présente dans le sang a-t-elle
été réduite de moitié ?

2,5 _tln(l_O) 1 In 2 . .
Q) = > Se 3/ = > St = —0 "= 0,58h = 34,8 min = 34min48s
In=-
3

t1 = 34min48s
2

On donnera la valeur exacte et une valeur décimale approchée a 10™2 pres.

x—1

B. Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = — g +In

1) Déterminer 'ensemble de définition de f.
Df={x€IR, x—1#0etx#0}=IR—{0,1}
(D =1=0;0[U]0; 1[U]1; +oo]]
2) Etudier les variations de f.
= Sens de variations de f

f(x)=_f+1nx_1|=>f'(x)=_l+ 1 1 —x*+x+2_ @2-0F+1)
2 X 2 x—1 «x 2x(x — 1) 2x(x— 1)
i > -1 0 1 2 4o
—x? +x+2 — 0 + N P
2x(x —1) - +q9 — o *t 4+
f'(x) - 0 + - + 0 -

f estdécroissante sur]—oo; —1[U]0; 1[ U ]2; +oo[;
f est croissante sur]—1; O[U ]1; 2[.

= Limites de f aux bornes de D¢

lim f(x) =+c ; lim f(x) =—c ; limf(x) =+ ; limf(x)=—
X——00 x—+00 x-0 x-1
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f(—1)=%+ln2 et f(2)=—-1—-1In2

Interprétation des limites
lin(l) f(x) = +00 = la droite d'équation x = 0 est AV a la courbe de f
X—

lirr} f(x) = —0 = la droite d'équation x = 1 est AV a la courbe de f
xX—

lim f(x) =400 et lirﬁp f(x) = —0 = il ya possibilité d'asymtote oblique
X—>—00 X—>+ 00

x= Tableau de variation de f

X
— @ -1 0 1 2 + 0
£/ - 4+ - g -
oo +op |[+0 —1—-1In2
f(x)
-+1n2 —oo || % —%

3) Soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0;7; J). (unité 2cm)

Montrer que (C) admet une asymptote oblique dont on précisera I'’équation puis la position par
rapporta (C).

X X
xlir+n f(x) +§ =0 = la droite (D):y = -3 est A0 a (C)

Position relative de (C) et (D)

Etudions le signe de f(x) —y = In |XT_1| =1In |1 - ﬂ

1 1 1
In 1——|<0=>|1——|<1<=>—1<1——<1
x x x

1
S0<—-<2sx>—
X 2

Doncpourx>%, f(x)—y <0 et pourx <%, fx)—y>0

Interprétation :

1 1
Pour x > 3 () —y<0= f(x) <y = (C) estendessous de (D) sur ]E ; +00[

1 1
Pour x < 5 J(x)—y>0= f(x) >y = (C) est au dessus de (D) sur ]—00;5[
1
Pour x = > Jx)—y=0= f(x) =y = (C) et (D) se coupent

4) Montrer que le point / G ; — %) est centre de symétrie pour (C).

Il s’agit de montrer que f (2 (%) - X) + f(x) =2 (_ %)
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(G)-x)=ra-0=5-3-n[+]
f > x)=f x =573 n
D a )+ ()_x 1 l x—1| x_l_1 x—1|_ 1 d
onc f x fx—2 >~ In > +1n = Zcqf
5) Construire (C).
w  Tableau des coordonnées x et y de quelques points :
() = x+l |x— 1|
f = 2 " X
1 1 1 3 3
x -2 = - - 2
2 4 2 2
y=fG) | 14 | 135 | 097 |-025| ~L8 | -191
= Représentation graphique de (C):
: : : [}X
2 3 4
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Exercicel: [5 points]

1) Montrer que les probabilités P;, P,, P;, P, d’atteindre respectivement les zones (1), (2), (3),
(4) sont égales a K, 3K, 5K, 7K ou K est un nombre que I'on ne demande pas de calculer

dans cette question.

Les aires des zones sont données dans la figure ci-contre.
S = TARTR=TF La probabilitéP; proportionnelle a S; =
s da € IR tel que P; = aS; ,aveci = 1,2,3,4
S.=m3%m2*=5

// ///:ﬁ Donc,P; = am =K ;

S:=M2%S =3 P, = a.3m = 3.ar = 3K
/ \ P; = a.5n = 5.am = 5K ;
) Po=a7n=7an=7K

avec K = am

cqfd

2)

4000P; + 3000P, + 2000P; + 1000P, — 30000P5

L'espé thématique de X est E(X) =
espérance mathématique de X est E(X) 4000 + 3000 + 2000 + 1000 — 30000
4000K + 9000K + 10000K + 7000K — 30000P; 3
E(X) = ~20000 =72 —K)

a) Déterminer les probabilités P;, P,, P5, P, et la probabilité Py de manquer la cible.
e EX)=0&=P;=K

e Sionconsidére la variable aléatoire X,ona: P, + P, + P; + P, + Ps =1

1
P1+P2+P3+P4,+P5=1@17K=1@K=1_7

5 7 1
Dong Py == , Pp=—, P3=— , == et Ps=—

b) Donnez sous forme de tableau la loi de probabilité de X.

X; 4000 | 3000 | 2000 | 1000 | —30 000
1 3 5 7 1
PX)=P, | — = = — —
17 17 17 17 17
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II.

AB =4km,AC =3 kmetBC=5km
Le forage est équidistant des trois villages si et seulement si son emplacement est le centre du
cercle sur le quelle se trouve les trois villages. C’est-a-dire, I'emplacement du forage est le centre
du cercle circonscrit au triangle ABC.

Par ailleurs, on remarque que :AB? + AC? = 16 + 9 = 25 = 52 = BC?. Donc le triangle ABC est
rectangle en A (théoréme de Pythagore).

ABC rectangle en A= le diamétre du cercle circonscrit a ABC est 'hypoténuse BC du triangle

ABC.

= Le forage sera donc placé au milieu du segment [BC] et la distance qui le séparera de

chacun des trois villages A, Bet Cestd = BZ—C = 2,5 km.

Forage

Exercice 2: [5 points]
N = 2% x 38 & N? = 22% x 328 ; notons par ng, le nombre de diviseurs
= 2% x 3B
B = s 528 { ng(N) = (@ + DB +1)
- 2y —
2 et 3 nombres premiers na(N%) = Qa+1)2F+1)
Nombre de diviseurs de N? est le triple du nombre de diviseurs de N& n,;(N?2) = 3n,(N).
1) Prouver que (a —1)(f—1) = 3.
ng(N?) =3n;(N) © Qa+1D)2+1) =3+ 1B +1)
S 1+2a+2+4af =3+ 3a+38+3af
Sl-a—-f+af =3
& —(a—1D)+pB(a—-1) =3(:)|(a—1)(ﬁ—1)=3 |cqfd

2) En déduire les valeurs de N.
(a—1D)(B-1)=3>0=>a—1 et B—1ont mémesigne

Sia—1<0,alorsa=p=0D'ou (a—1)(B—1)=1+*3.donca#0et B+0
a—1=3 a—1=1
(a—l)(ﬁ—1)=3=>{ﬁ_1=1 ou{ﬁ_1=3

=52 {5 2

= N=2*x3% ou N=22x3*
= [N = 144| ou [N = 324]
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II.  Le plan affine est muni d’'un repére orthonormé (O ; u; ¥ ) et C désigne I’ensemble des
nombres complexes. Soient A, B et C trois points d’affixes respectives

a=—=-1+4+3i , b=—4+2i et c=1+4i

Soit f la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe 3 associe le point M’
d’affixe 3’ définie par: 3’ = (2 — 2i)3 + 1.

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
Nature : f est une similitude directe car son expression complexe s’écrit 3’ = a3 + 8
a=2-2iet =1

Eléments caractéristiques :

1
1-2i

= Le centre Q) est le point fixe par 'application f :3q = (2 = 2i)3q + 1 = 3q = —
3o=—1-2i=0=(-1; -2)

Le rapportk = |a| = |2 — 2i| = 2v/2;
L’angle 6 = arg(a) = —g.

¥ oW

2) Déterminez I'affixe du point B’ image de B par la transformation f. vérifiez que les
vecteurs CA et CB’ sont orthogonaux.

3pr = (2—20)3p+1=(2—20)(—=4+2i)+1=-3+12i
CA et CB’ sont orthogonaux ?
CA=(xa—xciya—ye) = (-2; 1) etCB =(-4;8)
CA.CB" = xgz. % + Yz Vagi = (—2). (-9 + (-1).(8) =8 -8 = 0.
CA.CB’ =0 = CA et CB' sont orthogonaux.

3) Soit M(x;y) ou x et y sont des entiers relatifs et M’ son image par f. Montrez que les
vecteurs CM’ et CA sont orthogonaux si et seulement si x + 3y = 2.

Trouvons les coordonnées x’ et y’' de M' en fonction de x et y
fIM)=Mox"+iy =Q2-20)+iy)+1=2x+2y+1+i(2y — 2x)
x'=2x+2y+1et y =2y—2x.DoncCM’' = (2x + 2y ;2y — 2x — 4)

CM’ et CA sont orthogonaux< CM'.CA=0o —4x — 4y —2y+2x+4=0
= —2x—6y=—4
S x+3y=2 cqfd

4) Résoudre dansZ x Z 1'équation x + 3y = 2 et en déduire I'ensemble des points M dont
les coordonnées sont des entiers appartenanta [-5; 5].

pgcd(1;3) =1 et 1/2 = l'équation x + 3y = 2 admet des solutions dans Z X Z .

(—=1;1) est une solution particuliere.
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On a, ainsi le systeme :

x+D)+3(y—-1D)=0=x+1=31-y)
=3/x+1 et 1/3(1—-y)

3/x+1 3/x+1 (x+1=3k (x=3k—1
30—y =t =0T 2= 010
pgcd(1;3) =1 y

[ = {Bk —1;1— K)}kes]

L’ensemble des points dont les coordonnées sont des éléments de[—5 : 5]

IA

A

~ =
A IA
N

xetyappartlennenta[—S;S]:>{_5SyS5 5 <1-k<5

—53x§5:>{—553k—135:>{_

B b

{ke{—1,0,1,2}

ke{-4 -3, .6 kel-1,0,1,2

Donc les points de coordonnées appartenant a [—5 ; 5] sont:
M,(3k—1;1—k) aveck € {—-1,0,1,2}.
Probléme: [10 points]

A. Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 ;1; ).

1) Désignons par M(x ; y) un pointdu plan, (D):y = x, Sp la symétrie orthogonale
d’axe la droite (D) ; S(p , 1) symétrie orthogonale d’axe (0 ;7).

Sy=x(M) = My (x1; y1) et S, (M) = M'(x";y")
a) Exprimer x’ et y'en fonction de x et y.

MM, 1 1(1;1) ouu est un vecteur directeur de (D)
le milieu du segment [MM,] est un point de (D)
MM,.u =0 X1ty1=x+y X1 =Yy
= = =
{y+y1=x+x1 {xl—y1=—x+y {}’1=X

Sp(M) =M; & {

x'=x x'=y
Sco.n(M =M’<=>{, 14:»{,
(0,?)( 1) y' = —y,

y =X
b) Caractérisez I'application qui transforme M en M.

M' =S, 5M1) = S0,;(So(M) = S0, ° Sp(M)

L’application en question est une rotation (car c’est la composé de deux symétrie orthogonale)

Les caractéristiques sont :

=  Le centre qui est le point invariant: Q = (0; 0) ;

¥
) n . _ .. —iE
= L'angleestd = — 2 (car l'expression complexe de la rotation s'écrit z' = e '2.7)
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x'=1+y
yll — 1 —x
Montrez que r est une rotation dont on précisera le centre Q et I'angle 6.

C) r(M) - M”(X” ; yll) PN {

L’application r est une rotation si et seulement si, elle est isométrie dont I'ensemble des point
invariant est un singleton

L’application r est une isométrie ?

Soit M,y (x1;v1), My(x,;y,) deux points du plan.

r(My) = Mi'(x1'; y1) et f(Mp) = M3 (x7'; ¥7)

MMy =[G = x4 o -y

{xé’ —x' =14y —1-y {(xé’ —x1)% = (y; —y1)?
V2 —yi =1—x,—-1+x 7 —y1)* = (2 — x1)?

D'ou M{'M;' = J(xé' %)%+ () —y1D? = (2 — 2% + (2 — y1)? = My M,

Donc r est une isométrie.

L’ensemble des points invariants par r est un singleton ?
Soit M(x ; y) un point du plan.

=1
M est invariant parr & r(M) = M @{; _ 1t2c’
{x—y=1 {x=1
xt+ty=1 y=0

Donc r est une rotation de centre Q(1; 0).
x"" =cos(0).x —sin(@).y+c=y+1

r étant ue rotation d'angle 0,alorsr(M) = M" < {y” = sin(8) .x + cos(8) .y + ¢’ = —x + 1

cos(8) =0
sin(8) = —1
Conclusion : r est une rotation de centre Q(1;0) et d'angle 6 = — %

Par identification :{ .donc @ = — g

2) Lorsque le point M décrit la droite d’équation y = x, déterminez I'ensemble décrit
par le point M"" ainsi que I'ensemble décrit par le milieu du segment [MM"'].

M décrit la droite d’équation y = x:

{x”=1+y=){x”:1+x

y//=1_x yuzl_x<=)x +y —-2=0

= Lorsque le point M décrit la droite d’équation y = x, M"' décrit la droite d’équation
x+y—2=0
x+x' y+y'
2 2 )

= Le milieu du [MM"] a pour coordonnées (x; ;y;) = (

x+x" 2x+1
MET T

1
= le milieu du segment [MM''] décrit la droite d'équationy = 5

N =

Vi =
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=1+3
3) Aupoint M(x; y), on associe le point M, (x, ; y,) définie par: {;C/z —1 T 2%
L, =1-
a) Quelle estla nature de 'ensemble (E) des points M, lorsque M décrit le cercle unité de
centre O ?
1
{x2=1+3y y—§(x2—1)
y, =1—2x 1
X = —E(YZ -1

M décrit le cercle unité de centre 0= x2 + y2 =1 = %(yz —1)? +%(x2 -1)2=1
= 9(y, —1)2 +4(x, —1)> =36
b) Caractériser I'image de (E) par la rotation r définie en 1)- c)

x"=1+y

ron = w6y e, 2T

B. Soitla fonction numérique f a variable réelle x définie par f(x) = (2x — 1) xTH

1) Etudier les variations de f et tracer sa courbe (Cf) dans le plan muni du repere

orthonormé (0 ;7; ). Préciser les tangentes a (C’f) aux points d’abscisses —1 et — %

Domaine de définition de f :

Df={x €IRx+120}=[-1; +oof

Limites aux bornes du domaine de définition de f :
f(-1D)=0 ; Jim f(x) = +oo

Sens de variations de £ :

e =@x-1) [0 = ) = ?(zm + %)
V2 fAx +4+2x—1
:7( it 1 )

V2 /6x+3

S

f’(x)ZO(:xZ—%
Tableau de variations de f :
x |q ~1/2 oo

f'(x) +

L

Les asymptotes a la courbe de f :

lim £ = Jim (2 — l) X1 — +oo = la courbe de f admet une branche parabolique suivant
x—>+400 X xX—+00 X 2

I'axe des ordonnées.
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\ . , . 1
Les tangentes a (C, ) aux points d’abscisses —1 et — - :

La tangente au point d’abscisse x; a (C’f) a pour équation : y = f'(xq)(x — x9) + f(x0)
o Au point d’abscisse —1:
f n'est pas dérivable en — 1 et limlf’(x) = —oo; donc (Cf) admet une tangente verticale au
x—o—

point d’abscisse—1.
o Au point d’abscisse —% :
' 1 , : TR 1
f' s'annule en — > donc (Cf) admet une demi tangente horizontale au point d'abscisse — >

Point d’intersection de la courbe (Cf) et les axes de coordonnées

e Intersection avec (0x)
C’est le point dont I'abscisse vérifie 'équation f(x) =0

1
fx)=0=2x—1=0 0ux+1=0(:)x=§0ux=—1

Donc les intersections sont les points de coordonnées : (—1;0) et (% ;0)

e Intersection avec (oy)
C’est le point d’abscisse 0.

V2 . . . , V2
f(0) =- - ; donc l'intersection est le point de coordonnées [ 0; — -
Tableau des coordonnées x et v de quelques points :
x+1
fG) = @x—1) [
1
X —_— 1 2 3
4
. 3v6 1 36 53
i 2
Tracer de (Cy)
y
3
12
|
X
3 >
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2) Soit (C’}) la courbe image de (Cf) par la symétrie orthogonale par rapporta (0 ;7).0n
posel’ = (C’f) U (C’;) . Tracez I' dans le méme repere que (C’f).
Pour le tracer de la courbe (C’}), on peut utiliser deux méthodes :
.  Utiliser les matériels de géométrie pour placer les symétriques de tous les points
remarquables de (C’f) par rapporta (0 ;7). Et tracer la courbe

= Déterminer la fonction dont I'image est (C’;) en utilisant la définition de la symétrie :
M(x;y) € (C) &y =f(x)
M (x'";y") € () & S, n(M =M'<:>{, x =
"5y € (Cr) 0;n(M) y' = —y=—f(x)
Ainsi on étudie et représente la fonction—f. Qui correspond a la courbe (C;)

Tracer de la courbe I' = (Cf) V] ((3})

3) On considére le point A(—1; 0) ; A:x =—-2.Soitm€IR* , D:y=mx.(D):y=
mx = U = (1;m) est un vecteur directeur de D

w= D’ orthogonaleaDen0(0; 0) = V M(x;y) €ED,OM L% = OM.i =0

1
=x+my=0=y=—ax

Donc,D":y = ~Lx
Xp =—2 o
yp = —2m Donc P(—2; —2m)

xP:—Z
= D'coupentAenP’=>P’ED’nA=>P’ED’etPEA:{y _
P

= DcoupentAenP=>PEDnA=>PEDetPEA=>{

.Donc P’ (—2 ,%)

2
m
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Xp+Xx 1 _ 22 _
Xk =7 . Xg === = 2
s !
= Kmilieu du segment [PP'] =  ypt omil g
d 2 Yk == T,
1

= ﬁz(—l; —ernz

)-¥M € (AK),AM | AK ; AM = (x + 1;)

x+1 -1
AM || AK & det(AM ;AK) = 0 < y 1-m?[=0
m

m?2—1 m?-1
Sx+1DA-m))+my=0< (AK):y =

a) Déterminer les coordonnées de M et M’ en fonction de m.

= (AK) coupeDenM(x;y) =M € (AK)ND = {MJE(ADK)

m2—1 mz—l .2
:yz x+ :>{x—m3_1
G ™ b=

= (AK) coupeD’'enM'(x";y") =M € (AK)nD' = {M € (AK)

M eD'
, m*—-1  m*-1 , 1-—m?
= X X =
- y m m 2mz
y’:—ix’ _m -1
m y m3
1-m? m?-1
Donc,M(m? —1;m3 —m) etM'< > 3)
m

b) On appelle I I'ensemble des points M lorsque m € IR* et I’ celui des points M’ lorsque
m € IR*. Trouvez une relation entre I et [
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Exercicel : 6pts
On se place dans le corps C des nombres complexes, pour n € N, on pose :
VzeCh,(z)=2z"(1-2)
1) Pourn € N*, résoudre 'équation h, (z) = hy(2).
h,(z)=hy(z) ®z"(1-2)=1-z2z"=1
Il s’agit donc de trouver les racines niemes de l'unité.

2km
Zy = [1,7] ; kE{O,l,... ,Tl—l}
. X : hn(z) =1
2) On se propose de résoudre le systéeme suivant : (1) Izl = |1 - 2]
a) Montrer que I'équation |z| = |1 — z| a une infinité de solutions dans C.
Posonsz=x+iy;1—z=(1—x)—iy
1 1
|z| = |1 —z| © x? + y? =(1—x)2+y2(:)x=§<=>z=§+ly

L1 . N
Donc tout nombre complexe de partie réel S est solution de |z| = |1 — z|. D’ou elle admet une

infinité de solutions.

b) Soit z, I'une de ces solutions, calculer, en fonction du module p et 1'argument 0 de z,,

I'argument de 1 — z; ; le module et 'argument de z§ (1 — z).
zo=[p; 0]
Zg = £ iy
Zy solutionde |z| = |1 — z| & z B
1-—2z =5—i3’=zo
{ |1 —2zo|l = 7ol = p
arg(1 — zo) = arg(z,) = —arg(z,) = —0
1=z,=1[p; 0]

zg(1—2zy) = [p"™; nb] x [p; —0] = [p™**; (n — 1)6]

281 — 2) = [p™1; (n — 1)6]|

¢) Endéduire que le systéme (1) n'admet de solution que sin = 1[6].

zg(1—2zp) =1 [p™*1; (n—1)6] = [1; 2kn] p=1et (n—1)0 = 2kn
1 = 1
Zy = §+ iy cos(6) :g cos(9) = >
{(n— 1)0 = 2km
= T
6=+—
-3
n—1m
=13 i%: an

o n=1+6k < n=1[6]cqfd
Quel est I'ensemble des solutions du systéme ?

z solution du systeme (1) & z = [1 ; ig+ an]
KEZ

S= {[1 ; ig + an]kez}
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1) On considére dans Z? I'équation (E): 11x + 8y = 79.
a) Montrer que si (x;y) estsolution de (E), alors y = 3[11].

(x;y) estsolutionde (F) = 11x + 8y =79
=8y =79—-11x
=8y=2+77-11x

=8y =2+11(7 —x) = 8y = 2[11]

= —3y = —9[11]

= 3(y —3) = 0[11]
= y = 3[11] car 11 est 1°" et 3 £ 0[11] cqfd

b) Résoudre alors I'équation (E).
y=3[11] = y = 11k + 3 = 11x = 79 — 88k — 24

=x=-8k+5; k€l

S={(-8k+5;11k + 3)}kez
Soit x, y et z respectivement le nombre de pieces du 1°7 ,2°™¢ et 3°™¢ [ot. Nous
1 te { Xt+y+z=4l
avons e SySTEme 14800x + 3600y + 400z = 48000
x+y+z=41 _
{12x+9y+2= 120 S 11x+8y =79

2)

{ x+y+z=41
4800x + 3600y + 400z = 48000
x=-8k+5, y=11k+3 et z= -3k + 33

0<—-8k+5<41 —4,5< k < 0,632
{0<11k+3<41 @{—0,27<k<3,45=>k=0

0<-3k+33<41 —267<k<11
y=3et z=33

I<y<4le

{0<x<41
0<z<41

Donc x =5,

Exercice2 : 4pts
soit (x; ;n;) et (y; ; m;) respectivement la serie statistique de la taille des garcons et des filles de la cl

L
notons Ny, N, et N respectivement l'ef fectifdes garcons, des filles et totale de la classe.

N =N, + N,
xxn; +yim;) — 167

X Xin; X yim;
Ona: =" =1735 201160 et
ETN » N, ¢ N
xXin; im;
ZA; l+23]'\l, ! =167 & 173,5N; + 160N, = 167N
= 6,5N1 - 7N2 = 0 = 65N1 - 70N2 = 0
& 13N, = 14N,

& 14/13N; et 13 /14N,

14/13N,
14/N, (N, = 14k _ .
{ 13/14N, = {13/N2 = {Nz _ 13y = N=27k kel
14713 =1

50EN<6050<527k<60=185<k<222=k=2

Donc N = 54 éleves
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II.  Quelle est la combinaison cherchée ?

[ x€{0,2,4,6,8} ((x-xfe{(){ég-,il)36(’§-}7)} (x=8  (x=8

x+y=15 Y PSR y=7 y=7

— x>y —

z=x—-Yy = e =K z=1 ©¢z=1

l x =zt P Lt=8 lt=8
= x - = —_—
x+y+z+t+h=0[9] kx+y+z+t+h50[9] h = 3[9] h=3
Donc la combinaison est 87183
Probléeme :
A. Soit ¢ la fonction définie sur IR par p(x) = (x> + x + 1)e™* — 1
D
a) Déterminer les limites de ¢ en — oo puis en + 0. Interpréter graphiquement le
résultatde lim ¢@(x).
X—+ 00
%2
. _ : o X x
xl_l){ﬂ@(p(@ = 400 et xl_l)anoo<p(x) = xl—1>r-|poo v + p +e 1 1
lirjl ¢(x) = —1 = la droite d'équation y = —1 est asymptote horizontale a la courbe de ¢ .
X—>+00

b) calculer ¢’(x) et étudier son signe. Dresser le tableau de variation de ¢ .

) =@’+x+De*-1=¢'x)=Qx+1De™*—(x*+x+1)e™™
= ¢'(x) = (x —x?)e™™

@' alesigne de x — x? car e™ > 0, pour tout réel x
=  Le tableau de variation de ¢

X i 0 1 Lo
@' (x) i + (
Foo 3—e
e
p(x)
0 -1

2) Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet deux solutions dans IR, dont 'une notée a est
dans [1; +oo[. Vérifier que 1,79 < a < 1,80.

¢(0) = 0 = 0 est une solution de l'équation ¢(x) = 0.
D’autre part, d’apres les variations de ¢, elle réalise une bijection de |1 ; +oo[ vers ]—1 ,%[ De

plus, 0 € ]—1 ,376[ Donc3!a € ]1; +oo[ tel que ¢(a) = 0. D’ou I'existence d’'une deuxiéme
solution de I'équation ¢(x) = 0.

{ @ N osur]l; 4+oof

0(1,80) = —0,0015 < 0 = p(a) < 0,0008 = (1,79) — 17/ <@ <180
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3) En déduire le signe de ¢ sur IR.

On le signe de ¢ dans le tableau de variation :

Pourx € |—o0; al,¢(x) =0
Pourx € Ja; +oof,p(x) <0
p(a) =0
B. On donne les fonctions f et g définies par f(x) = 2x + 1)e™ et g(x) = xii;ld leur

courbe sont respectivement notées (C’f) et (Cg).
1) Déterminer les domaines de définitions de f et g puis calculer leurs limites aux bornes
de ces domaines de définition.
= f(x) =2x+1e™™*
Dy =IR =]—o0; +oof

lim f(x) =—c et lim f(x)=0
X——00 xX—+00

2x+1

xZ4+x+1

= g(x) =
Dy={x€IR,x*+x4+1#0}=IR=]-00; +oof

lim g(x) =0"et lim g(x) =0*
X—>—00 X—+00

2) (&) et (€,) admettent au point A(0 ; 1) une tangente commune (T) si et seulement si :

{f’(O) =g'(0)
(f)(O) (= 9(0))
f'(x) =1 —-2x)e™
FO) =1 2T =1
{g(0)=1 et §'(x) = 2x° 4+ 2x 1:{9’(0)=1

(2 +x+1)2
Donc, (C;) et (€,) admettent au point A(0 ; 1) une tangente commune (T):y = x + 1

3)

(2x+1)p(x)

> ou ¢ est la fonction définie
xX“+x+1

a) Vérifier que pour toutx € IR, f(x) — g(x) =

dans la partie A.

£ - g(0) = (2x + et -t 12X DIG?+x+De™—1] _ Q2x+ Do)

2+x+1 x2+x+1 x4 x+41

b) Etudier le signe de f(x) — g(x) pour x € IR.
Le signe de f(x) — g(x) est celui de (2x + 1o (x) car x> +x+1>0Vx € IR

Tableau de signe de f(x) — g(x)

—00
x 1 4o
-5 0 .
2x + 1 — ) + + +
p(x) + + ( + ( —
fx) —g(x) — ( + + ( —~
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¢) En déduire la position relative des courbes (Cf) et (C‘g).

1
Pour x € ]—00; _E[ Ula; +oof, (Cf) est en dessous de (C’g)

1
Pour x € ]_E ; 0[ uljo; a[,(Cf) est au dessus de (C’g)

1
Pour x € {_E ,0, a} , ((,’f) et (C’g) se coupent
4)
a) Déterminer une primitive G de la fonction g sur IR.

x+1

— — 2
—mﬁG(X)—ln(x +x+1)

gx)

b) Déterminer les réels a et b tels que la fonction F définie par F(x) = (ax + b)e™ soit
une primitive de f sur IR.

F(x) = (ax + b)e™™ est une primitivede f = F'(x) = f(x)
FFx)=f(x) e (—ax+a—b)e™*=QR2x+1)e™*

© —ax+a—-b=2x+1

=3 {Z i :§ = F(x) = —Q2x+3)e™™

c) En déduire une primitive H de f — g sur IR.
Hx)=F(x)—G(x)=—-2x+3)e™*—In(x*+x+1)
d) Calculer l'aire, en unité d’aire, de la partie du plan délimitée par les

1 _
courbes (Cf) et (C,) etles droites d’équations : x = ~ et x=0.

Soit D ce domaine. Pour x € ]—% ; O[ , f(x) > g(x) = Aire(D) = f_Ol(f —g)x)dx Xu.a

0 0 1
Aire(D) = f 1(f —g)(x)dx X u.a =[H(x)] 1Xua= (H(O) — H<_§)) XU.a
2 2

1 3
Aire(D) = (2e§ +1In (Z) - 3) Xu.a

Correction : M. BAGAYOKO 60




Correction Bac 2013 Excellence Maths

Correction Bac 2013
Exercicel : 6pts

1) Résoudre dans N? I'équation x3 — y3 = 631.
x}—y3=631 (x—y)(x?+xy+y?)=1x%x631

x,yEN=x—y < x?+xy+y?

631 premier x—y=1 y=x-—1
Gt I e
x—y<x‘+xy+y x2+xy+y 631 x> —x—-210=0

:{x=15
y =14

§={(15;14)}
2)

a) Trouver le reste de la division euclidienne de 111 par 7 et de 10™ par 7 suivant les
valeurs de 'entier naturel n.

111 =7 X 154+ 6 = le reste de la division euclidienne de 111 par 7 est 6

N0
181 _ ;g} sin = 0[6], alors 10™ = 1[7]
102 = 2[7] sin = 1[6],alors 10™ = 3[7]
10° = 6[7] = sin = 2[6],alors 10™ = 2[7]
10* = 4[7] sin = 3[6],alors 10™ = 6[7]

s _ sin = 4[6],alors 10™ = 4[7]
10° = 5[7] sin = 5[6],alors 10™ = 5[7]
10 = 1[7]

Le tableau ci-dessous donne l'interprétation du résultat ci-dessus

Re§t§ de la division 0 1 9 3 4 5
euclidienne de n par 6
Reste de la division
euclidienne de 10" par 7 1 3 2 6 4 5

b) Soit'entier naturel N = 999 888 777 666 555 444 333 222 111.
.  Montrer que N peut s’écrire en fonction de 111.

N =999 888 777 666 555 444 333 222 111
= 999.10%* + 888.10%! 4+ 777.10'8 + 666.10%% 4+ 555.10% + 444.10° + 333.10° 4+ 222.10% + 111
=111.(9.10%* + 8.10%* + 7.108 + 6.10% + 5.10'2 + 4.10° + 3.10° + 2.103 + 1) cqfd

= Quel est le reste de la division euclidienne de N par 7 ?
le reste de la division euclidienne de 111 par 7 est 6

Nous utilisons les résultats du tableau pour trouver les restes de la division euclidienne des
puissances de 10 par 7 : par exemple, le reste de la division euclidienne de 15 par 6 est 3, alors
celui de 10° par 7 est 6 et 6 = —1[7]. Nous pouvons ainsi remplacer 6 par — 1 dans la
congruence modulo 7.

DoncN =6(9-8+7—-6+5—-4+3—-2+1)[7]
N =30[7] = N = 2[7]
Le reste de la division euclidienne de N par 7 est 2.
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x'=—2x-— ay
. T,M)=M < z ol « est un parameétre réel.
y' =ax—zy
2
1) Montrer que, pour tout , T, est bijective et admet un unique point invariant que I'on
précisera.

1
—-- —a
= Lamatrice de I'application linéaire associée a T, est M, = z 1
a [ —

. . 2

T, est bijective < det (M%) *0&e 1| # 0= 7 +a*+0
© 72
si %+ a? = 0,alors a® = —% qui est impossible. Donc,Va € IR,% +a # 0.
Conclusion : T, est bijective pour tout réela.
= SiM estinvariant par T, ,alors T,(M) = M
1
X=—zx—ay _ _
_ 2 3x+2ay =0 {x =0
Ta(M) =M = 1 {2ax—3y=0‘:’y=0
y=ax—3y

D'ou M(0;0) est le point invariant par T,

2) Montrer qu'’il existe une valeur unique de a pour laquelle T, est une homothétie H dont
on précisera le centre et le rapport.
T, est une homothétie si et seulement si, il existe unréel k # 1 et un point My(x, ;yo) tq:

x'=kx+ (1 -k)x,

T,(M =M'(=){, ;
«(M) y' =ky+ (1 -K)y,

M, est le point invariant par T,
1
x’:kx+(1—k)x0) kx+(1—k).0=—§x—ay

(Ta (M) =M" = {y' = ky + (1 - )yo

1
ky+(1—k).0=ax—§y

1 1
@kx+ky=(——+a)x+(—§—a)y

2
k 1+ 1
=—=+4a
= % @{kz_z cqfd

1
H = T, est l"homothétie de centre 0(0;0) et de rapport k = — >

3) Montrer qu'il existe deux valeurs de a pour lesquelles T, est une isométrie. On les
note R et R™1L.

Nous allons faire cette démonstration par deux méthodes différentes.
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= Premiére méthode:

T, est une isométrie si et seulement si, det (M%) =+1
1
det (M, )=-1& 2t a? = —1 impossible.
\ .1
Donc det (M%) =1;c'est —a—dire 7 +a?=

1 V3
a2+Z=1<:)a=i7 cqfd

= Deuxiéme méthode :

T, est une isométrie si et seulement si elle conserve la distance.
Soit My(x1;y1), M,(x,;y,) deux points du plan.

Ta(My) = M1(x1 5 y1) et To(Mp) = M3(x3 5 y7)

X3 —xi = =5 (1 = %) — €z = 31)
=

1
Y2 —y1 = a(xy — xq) —E(}’z - ¥1)

1
(xz —x1)? = Z(xz —x1)% + ale, —x1) 2 —y1) + a?(y; — y1)?

1
(yz —y1)* = a?(xy —x)* —a(xy; —x1) (v —y1) + Z(}’z —y1)?

1 1
(s =27 + = 9% = (@2 4 7) (o = 102+ (@2 +) 0 = )?
T, conserve la distance= M; M, = M; M,
S (0 —x1)* + (2 —y1)? = (g —x)* + (2 — y1)?
S (x,—x)%+ (Y —y1)? = 21 — )2 21 )2
27X Y2 = Y1) a”+7 (xz —x1)* + (a t7 (2 —y1)

1 V3
(:>a2+Z=1(:>a=i7 cqfd
(1 3 o 1.3
x'=—=x——y x'=—=x+—y
/; 2 2 -1 2 2
D'ou R=T :! et R~ =T !
? 1_\/§ 1 ‘@ ’ \/§ 1
22X ly 2 X727

Exercice2 : 4pts
q(t) = qo(e %t —eHout =0

1) Etablir le tableau de variation de q.
= t =0 = ledomaine d'étude est [0; +oo[

= Limites aux bornes de [0; +oo]:

q(0) =0 et lim q(t)=0
=  Sens de variations de q :
q®) = qo(e™%% —e™t) = q'(t) = qo(e~t — 0,5e705%)

q'(t) >0 et — 0,56_0’5t >0 e—t+0,5t —-05=>0

= e 05t >05
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1
& —05t > In (5) ot <2In(2) = In(4)

Pourt<In(4),q'(t)=0 ; q /7

Donc {Pourt=>1In(4) ,q'(t) <0 ; g\

q'(In(4)) =0 ; q(n(4) =

w Tableau de variations de q :

t 0 11'1(4') + o0
q® + 0 -
90
4
q(t)
0 0

2) gqm = 1,2 mg estle seuil d’efficacité et qy; = 2,6mg est le seuil de toxicité.

Pour qu’a aucun moment, la quantité de substance dans le sang ne soit toxique, il que :

Vt=>0,q(t) <26 = max(q) <2,6 = % <26=q,<104

Dongc, pour qu’a aucun moment, la quantité de substance dans le sang ne soit toxique, il faut

Vt>0,q(t) <quy =26

que, qq soit inférieur ou égal a 10,4 mg

3) Onposeqy, =10

a) Tracer soigneusement la courbe de g dans un repere de votre choix.

La droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe de q.

a(®) = 10(e7°5 — ™)

| ¢

In2 In3 2 3

o] 207 | 244 | 233 | 173

. Courbe de g dans le repére orthonormé :
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a(®
3

(@)

U3 1M 3 3 4 5 6 7 g 9 10

b) Déterminer graphiquement I'intervalle de temps durant lequel le médicament est
efficace.

L’intervalle de temps d’efficacité est : [0,3 ;4] (Voir représentation graphique)
Probléme :

Pour tout entier n strictement positif, on considére la fonction f;, définie sur ]0 ; +oo[ par:

(ln x)"

fa(x) =

On note (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repére orthogonal (0 ; 7; J) (unités
graphiques : 2 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur I'axe des ordonnées).

A. Etudede f,

Inx
filx) = %2
1) Déterminer lirr(l) filx) et lirIl f1(x). Que peut-on en déduire pour (C;) ?
X— X—>+00
1 I Inx l y Inx 0
Imfl) =lim-7=-c e lim fi(x)= lim —7=

On en déduit que : les droites d'équations x = 0 et y = 0 sont asymptotes a la courbe(C;)

2) Etudier le sens de variation de f; et donner le tableau de variation de f;.
= Dp =1]0; +oof

1—2In(x)
x3

filx) = => fikx) =
fi ale méme signe que 1 —21In(x) car x3>0Vx €]0; +oof

1
fix) >0 1-2In(x) >0 x<e2

1
Pourx<e7 fix)>0; f; 7

Pour x > e2 ) <0 ; fiy
fi (ez) =0 et f; (eZ) 21e
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. Tableau de variations de f; :
X 0 61/2 +o00
£G0) + 0 -
1
2e
f1(x)
~0 0

3) Donner une équation de la tangente au point d’abscisse 1 a (C,).
Soit (Ty) cette tangente ; (T,) a pour équationy = f{ (1) (x — 1) + f,(1)

fi)=1 et f;(1)=0; Donc (Ty):y=x—1

4) Déterminer lirr(l) fa(x) et lirﬁp f2(x). Que peut-on en déduire pour (C,) ?
X— X—>+ 00
(Inx)® (ln x>2

fo(x) = X2 x
Inxy® I = im (M) =g
DY) —too et lim fu0 = lim () =

lin ) =l (5

On en déduit que : les droites d'équations x = 0 et y = 0 sont asymptotes a la courbe(C,)

5) Calculer f',(x) et donner le tableau de variations de f>.
2In(x) [1 — In(x)]

(Inx)? ,
fo(x) = X2 = f,(x) = x3
f2(x) a le méme signe que 21In(x) [1 — In(x)] car x3 > 0Vx €]0; +oof
fL(x) <0 2In(x)[1-In(x)] <0 ({1 l—nl(rfgxig 0 o4 {1 l_nl(;chjg 0)
>1 <1
({§>e ou {§<e)
x €]1; +oo] x €10; 1]
({x €le; +oof ou {x €]0; 6’[)

S (x€]l; +o[Nn]e; +of ou x€]0;1[N]0; e])

& x€]0; 1[U]e; +oof

Pourx €10; 1[U]e; +oo[, f(x) <0 ; fo N
Pourxell;el, fb(x)>0; f,7
1

A =f@=0 et fL)=0et fole) =

= Le tableau de variation de f,
g 0 1 e too
f2(x) ~( + ( -
oo ]
e?
66
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f2(x)

0
0

B.
1) Etudier le signe de f; (x) — f,(x) ; en déduire la position relative de (C;) et (C,).

Inx In?

f1(x) — fo(x) = >z

x Inx(1-Inx)

22 " ; f1(0) — fo(x) a le méme signe que f,

Pourx €10; 1[U]e; +oo[, fi(x) —f2(x) <0 ; (Cy) est endessous de (C,)
Pourxell; e[, fi(x)—fo(x) >0 ; (C)estaudessusde (C,)
x€f{l;e} , filx)—folx)=0 ; (Cy) et (C,) se coupent

2) Tracer (C;) et (C,) dans le méme repere orthogonal.

1

C. m étant un entier naturel non nul, on pose I,,, = fle fm(x)dx.

1) OnposeF(x) = LY Calculer F'(x). En déduire I;.

x

1+Inx Inx

= F'() = ——7 = —f,(x)

FGo = -
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I, =FQ1)—F(e) =1 2_e"¢z =82
e ¢= e e |1 e

. - . . 1
2) En utilisant une intégration par parties, montrer que I,;,,; = -t (m+ DI,

¢ ¢(Inx)™m+1 eq
Im+1 = f fm+1(x)dx = f —de = f — X (lnx)m+1 dx
1 1 X 1 X

1
Posons U= (Inx)™?! et V' =—

2
, _(m+1D(Inx)™ - 1
B X o
(Inx)™*1]e ¢ (lnx)™ 1
Lpy1 =|——— 1+(m+1)f 22 dx=—;+(m+1)lm cqfd
1

3) Calculer I, puis I'aire en cm? du domaine compris entre (C;) et (C,) et les droites
d’équationsx = letx =e.

1 B 1 e—2 |e—5
e e

Soit D ce domaine.sur 11; e[, fi(x) > fo(x) = Aire(D) = <fe(f1 — ) (x) dx> Xu.a
1

Aire(D):(fefl(x)dx—fefl(x)dx>xu.a ;o w.a=2x10=20cm?
1 1

e—2—e+5

Aire(D) = (I; — I,) x 20 cm? = ( 5

).ZOCm2

_ 60
Aire(D) = - cm
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Exercicel : 6pts
A. Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie par :

x3+2x+2
f(x)=1_—

1) Déterminer I'ensemble de définition Dy de f.
Df={x€IR, 1—=x*#0}=]-00;-1[U]-1;1[U]1; +oof
2) Déterminerlesréelsa,betc:

x2

Vx €D (x) + b + ¢ Vx € IR 22 + b + ¢
= _— —_— —_—_——
X [l ax 1—-x 1+x X ’ 1—x2 ax 1—-x 1+x

S VreD, x*+2x+2=ax(1—x*)+b(1+x)+c(1—x)

S VxeDy, x*+2x+2=—-ax*+(a+b—-c)x+b+c

3) Endéduire I'ensemble des primitives de f sur Dy.

fGx)=—x

+ > ! = F(x) = 12+51|1 |11|1+|+k-keIR
20—x) 2(1+x) =Ty e Ty X ’

B. my = 1x00y2 enbase8 et m, =x1y003 en base 7.
1) Déterminer les chiffres x et y pour que chacune des deux commergantes puisse, avec la
totalité de son argent, acheter un nombre maximum de mangues.

= Tx00y2 %y €{0,1,..,6}
{ml_l7=> my = 8% +x.8% +0.8% + 0.82 + y.8 4+ 2 = 4096x + 8y + 32770
m, = x1y003 my,=x.7>+1.7*+v.73 + 0.72 4+ 0.7 + 3 = 16807x + 343y + 2404

m, = 0[5]

Les deux commergantes achetent avec la totalité de leurs argents= {m = 0[5]
2 =

my; = 0[5] x + 3y = 0[5] —x — 3y = 0[5] x = 1[5] x € {1,6}
{m; = 0[5] {2x+3y+450[5] :{2x+3y5 1[5] {3y54[5] :{yz 3[5]

R {x €{1,6}
y=3
N . xX=6
Les commergantes achétent un nombre maximum de mangues= {  _ 3
2) Déterminer le montant que dispose chacune des commercantes. En déduire le nombre
de mangues que chacune d’elles peut acheter.

X m
{ m, = 57370 la 1°" achéte ny = ?1 = 11 474 mangues

= ’ ¢ m
My = 104275 7 )y geme gepate ny = ~- = 20 855 mangues
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3)
a) Décomposer m, et m, en produit de facteurs premiers.

m; =2X5x%x5737 et m, =5%x%x4171
b) En déduire le nombre de diviseurs de m, et de m, puis le pgcd(m, ; my).

Notons nb, et nb, respectivement les nombres de diviseurs de m; et m,

mi=2x5x5737 (1= 1+ D.A+D.A+1) =8 nb, = 8
{m =52 x 4171 nb, =(Q2+1D.(+1) =6 ; nb; = 6
? pgcd(my ;my) =5 pgcd(my ;my,) =5

4) Résoudre dans Z I'équation : m;u + m,v = 5 ou u et v sont deux entiers relatifs.

mu+myv =5 11474u + 20855v =1 et 11474 A20855 =1

ATlaide de I'algorithme d’Eclude, nous déterminons le couple (3 059; -1 683) solution de
11474u + 20855v =1
11474(3059) + 20855(—1683) = 1

{ 11474u + 20855v = 1
11474(3059) + 20855(—1683) = 1

11474(u — 3059) + 20855(v + 1683) = 0

I'équation. Ainsi, on a le systéme :{

11474(u — 3059) + 20855(v + 1683) = 0 = 11474(u — 3059) = 20855(—v — 1683)

11474/—v — 1683 = v = —11474k — 1683

20855/u — 3059 u = 20855k + 3059
=
11474 A 20855 =1 kel

Exercice2 : 6pts

On considere le complexe Z défini par :

2
Z=33+i ou3 = x + iy, avec (x;y) € IR?

1) OnnoteZ = X +iY,(X;Y) € IR? Ecrire X et Y en fonction de x et y.

3 (x+iy)? PHaxy+DP-x Y +yi+axi(y—1)
3+ o x+i(l+y) 22+ (1+y)? T r(+ 1)

3 Hxy+ D2 -x ¥R 4yi+xt(y—1)
T x2+ (1 +y)? X2+ (y+1)2
2) Au complexe 3, on associe le point M(x ; y) du plan rapporté a un repere
orthonormé (0 ; u; V).
Déterminer I'ensemble (I") des points M du plan tels que Z soit imaginaire pur non nul.
X=0
Y+0
{X:O {x=00ux2+(y+1)2=1
Y#0 y3i4+y2+x2(y—-1)#0
:{ x=0 o1l {x2+(y+1)2=1
y#0ety+-1 y#+0
Dong, (I") estla réunion de (la droite d’équation x = 0) et (du cercle C((o; ~1);1) )
privé des points 0(0;0) et B(0; —1)

Z est un imaginaire pur non nul = {
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3) Résoudre dans C I'équation 32 + 2i3 — 2 = 0. Montrer que les images des solutions de
cette équation appartiennent a I'ensemble (T').

32423-2=0=2(3+i)’-1=0=2G-1+)G@+1+i)=0

oS3 =1—-iouz,=-1-1i

s={1-i;-1-3}]

Soit My et M, les images respectivesde 3, et 3,.M; = (1; —1) et M, = (—1; —1)

{le =>{X:O

y=-1"_"1ly=-2 _1:{X:O

X =
= M, €() et {y:—l Y = —2

= M, € () cqfd
II.
. — — 23 3 _ 23
1 {ppcm(a,b)—216—2 X 3 :{b_3 x 2%
a=72=23x32 a €N

1
(b<a)<:>(33x2“<23><32)<:>(2“_3<§><:>(a<3—ln3=1,9):>ae{0,1}

les valeurs possibles de a sont : 27 et 54

2) Trouver les diviseurs dans IN de I'entier 240. Calculer I'entier naturel n tel que :
n? — 240 est un carré parfait.
w 240 = 2* x 3 x 5 = le nombre de diviseurs de 240 est : (4 +1)(1+1)(1+1) =20
L’ensemble des diviseurs de 240 est :
Dyyo=1{1,2,3,4,56,8,10,12,15,16,20,24,30,40,48,60,80,120, 240}

2

w n? — 240 est un carré parfait = IAm € IN tel quen®? —240 =m? et m<n

n?—-240 =m? & (n—m)(n + m) = 240

n—-m=2 n—-m=4%4 n—-m==~6 n—m=238 n—m=10 n—-—m=12
{n+m=120 u{n+m:60 {n+m=40 {n+m=30 {n+m=24 {n+m=20
{n:61 ou{n:32 ou {n:23 Ou{n=19 0u{n=17 0u{n=16
m =159 m = 28 m=17 m=11 m=7 m=4

Probleme :
Soit f la fonction de [0 ; +oo[ vers IR définie par
8
() = ————
R =
D
a) Etudier le sens de variation de f.
f) = ———— = ') ° <0, Vre[o; +oof
X) = ——— x) =— , Vx ; oo
xX+Vx?+8 Vx? 4+ 8(x +Vx2 +8)

Donc la fonction f est strictement décroissante sur [0 ; +oo|.
b) Etudier la limite de f en + oo. Interpréter graphiquement le résultat.

lirP f(x) = 0 = la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe de f
X—>+00

f(0)=+8
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c) Dresser le tableau de variation de f

x 0 + o
f&) -
V8
f&)
0

2
) a) Donner une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse nulle.
Cette tangente a pour équation : y = f'(0)(x — 0) + £(0) avec f'(0) = —1 et f(0) =8
Donc (T):y = —x ++/8
b) Tracer (T) et (C).

U

19)

-1

3) Enutilisant les variations de f, démontrer que V x € [1;2],1 < f(x) < 2.
€[1;2l ®1<x<2

1<x< 4
L‘\.sur[l 2] \/__f(x)<2
4 =146>1= 1< f(x) <2 cqfd

1+V3
4)
a) Démontrer que pour toutréel x de [1;2],ona:|f'(x)| < %
8
15f(x)£2=>—2£——§—1
x+Vx?+
D’autre part, (\/x2 ) = Vx € [1;2].donc x — \/x2 8 est croissante sur[1; 2]
€[1;2]
= 3</x2+8<2V3
{\/xz + 8 croissante sur[1; 2]
V3 1 1
=-—< <=
6 x2+8 3
V3
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2 V3 1 2 2 2 , 2
<—§<—? et —§<§>=>—§<f (X)<§:> T3] <§ cqfd
b)
Pour x € [1;2],l"application du théoréme de l'IAF au segment [1; x] donne :

2 2
IfC) = fDl =gl -1 = If(x) - 2| < 5lx — 1] cqfd
2 2
on endéduit que —§|x—1| <f(x)—2 Sglx—ll

2 2 2 2
—§|x—1lsf(x)—2S§|x—1|@—glx—1|+2Sf(x)S§|x—1|+2

Les fonctions affines sont :

2 +4 i x €[0;1]
, g¥ T3 six ;
= —Zlx—1/+2=| 2 8
" 3| | —=x+= six€ ]1; +oof
3 3
2six=1

2 8
—=x+= si x€[0;1]

2 3 3
et =—|lx—-1|4+2=]2 4
Y2 3| | —x+= six€ ]1; +oo
3 3
2six=1
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Exercicel : 4pts

{B estun point de l'axe (0 ; u) N {l’ordonné deBestnul _, {B = (x;0)
C est un point de I'axe (0 ; v) I'abscisse de C est nul C=(0;y)

A=(12;18) = AB = (x — 12; —18) et AC = (—12;y — 18)
1) Démontrer que le couple (x ; y) est solution de '’équation : (E): 2x + 3y = 78.
— — Vs _— —
(AB; AC) = —3=4B.AC =0 —12x+ 122 — 18y + 187 = 0
= 2x+ 3y =78 cqfd

2) On se propose de trouver tous les couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des
nombres entiers relatifs.
a) Montrer que I'on est ramené a I'équation (E), avec x et y appartenant a I'ensemble Z
des entiers relatifs.
immédiat
b) A partir de la définition de B et de C, trouver une solution particuliere (x, ; y,) de (E)

(x0;¥0) = (12; 18) est une solution particuliére de (E).

c) Démontrer qu'un couple (x ;y) est solution de (E) si et seulement si
(x;vy) = (12 + 3k ;18 — 2k) ou k est un entier relatif.

2x+3y =178

nous avons le systéme: {2(12) +3(18) = 78

3/x—12
2x +3y =78 B
{2(12) +3018) =78 — 2 —12)+3(y—-18) =0 =>{ 2/18 -y
car3n2=1
=3k+12
3/x—12 x
{2ﬁ8_ =>{y=—2k+18 cqfd
Y kel

d) Combien y a-t-il de couples de points (B ; C) ayant pour coordonnées des nombres
entiers relatifs, telsque :—=6 < x <21 et —5<y <147

{—6Sx321 (ossk+i2=al {—6Sks3 s pcr<3

5<y<14 T l-5<-—2k+18<14 " |-2<k<115

—-6<x<21

Donc ke {-2,-1,0,1,2,3}.D'ouil y a6 couple de points (B ;C) verifiant:{_5 <y<14
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Exercice2 : 5pts
1) AM(x;y),onassociele point M'(x";y') telles que :

6 8 8
X’ = — EX + gy - g
M=M< et C l'ensembledes nombres complexes.
8 6 1
Y =5XtEY s
_s 8
: , e N _ 5 5
La matrice de I'application linéaire ¢ associée a f est M, = 8 6
5
2)

a) f est-elle bijective ? Justifiez votre réponse.

Oui f est bijective.
6

5

En effet, det (M(p) = = —4 = 0 prouve que f est bijective.

ul| 0
ull oy U]

b) Déterminer 'ensemble des points invariants par f.
M(x;y) estinvariant par f & f(M) =M

_ 6,8 8
o) T 5T s TS
_8 .6 1
Y=5* TV g
{11x—8y=—8
8x+y=1
x=0
(:){yzl(:)M—(O,l)

L'ensembledes points invariants par f est {(0; 1)}
c) Quelle estl'image par f de la droite (D):y = 2x +17?

M(x ;y) unpoint de (D).alorsy =2x + 1

X =-gxtey-g {5x’=—6x+8(2x+1)—8
5" =8x+6(2x+1)—1

PR { x' = 2x
y =4x+1
sy =2x"+1
Donc l'image de (D) par f est (D).
3) z=x+iy et z' =x"+1iy’
a) Sachant que f(M) = M’, exprimer z' en fonction de z.
_ 6 8 8
X =ogxtyog {5x’=—6x+8y—8
5iy’ = 8ix + 6iy — i
e 5" +iy")=—-6(x—iy)+8i(x —iy)—(8+1)
= 572" =(—6+8i)z—(8+1)

1 1
Donc , z' =§(—6+8i)2—§(8+i)
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b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.
f estune similitude indirecte. Ses éléments caractéristiques sont :
= Le centre Q: c’estle point invariant Q = (0; 1)
= L'axe:c’estladroite (D) :y=2x+1
w=  Lerapportk: c’estle module dea = ?(—6 +8i);k=2

Probléme :

A. Soitla fonction numérique f définie par: f(x) = In (:—i) et (C) sa courbe représentative

dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; 7; ). Unité 2 cm.
1) Déterminer 'ensemble de définition de f.

X
D = e€lIR, ——>0et 1 0Or=1[-1;1
: {x Tt x et 1+x+ } ] [

2) Démontrer que (€) admet deux asymptotes dont on précisera les équations.

. . 1-x : _
xl_lr_r}+ fx) = xl_gr}+ In (1 n x) = lim In(x) = +o et

X—+00
I = 1(1_x = limIn(x) =
Jip £ = i In (777) = lim ) = e
xl_i,l_nl+ f(x) = +oo {la droite d'équation x = —1 est asymptote verticale a (C) cqfd
lirgl_ f(x) = — la droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a (C) 1
X—

3) Calculerf'(x) puis dresser le tableau de variation de f.

1—x 2 2
F@ =t (1) = Fl = -1 =

x? x?2-1
flalesignedex®*—1 et x* —1<0Vx € Dy

Tableau de variation de f

x -1 1
[ -
+oo
fx)
—Q00
4)
a) (C)admetun point d’inflexion ssi3x € Df tq f"'(x) = 0.
! _ 12 _ 4x
f(x)_xz_l:f (x)__(xz_l)z
" 4x
f (X)=O<=>—m=0<:>x=0.

Donc (€) admet un point d’'inflexion au point I(O ;f(O)) =(0;0)
L’équation de la tangente (T) a (€) au pointlesty = f'(0)(x — 0) + f(0).
(T):y=-2x
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b) Etudier la position de (C) par rapporta (T).
La position de (C) par rapport a (T) est donnée par le signe de f(x) — y

2

Posons g(x) = f(x) —y.Doncg'(x) =f'(x) +2 = T <0vVvxe]-1;1]

X2 —
Jim g = 4o

g est decroissante sur Dy ; De plus lir?_ g(x) = —o0
x—

g(0) =0

Pourx € ]-1; 0[ ,g(x) =f(x) —y >0, (C)est audessus de (T)
Donc |Pourx €]0; 1[, gx) = f(x) —y <0,(C) est en dessous de (T)
Pourx =0 ,g(x)=f(x)—y =0 (C) et (T) se coupent

5) Tracer (C) et (T) dans le méme repére.

0¥ «

N '
2

6)

a) ATaide d’'une intégration par parties, calculer I = f_olf(x) dx.
2

I=f_;f(x)dx=f_;ln(1;i)dx

x) et v'(x) =1

] —in
osons u(x) = In Tt

u’(x)=x2_1 et v(x) =x
1—x\1 0 0 —2x 1 0
=[xln<1+x)]_l—j_%1_x2dx=Eln(3)—[ln(1—x2)]_%

I = ;ln(B) —In(4)
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b) Calculer en cm? l'aire de la partie du plan limitée par (C), (T) et la droite

. . 1
d’équation x = — >

0
Soit D ce domaine.pour x € |-1; 0[ , f(x) >y = Aire(D) = (f 1(f —y)(x) dx) Xu.a
2

0

0 0
Aire(D) = <f SO dx+ f 2% dx) X 4cm? = (1 + [x?] 1) X 4 cm?
2

2

|Aire(D) = (6In(3) — 4In(4) — 1) cm?|

B. Soit h la fonction numérique de la variable réelle x définie sur ]0 ,%] par:

h(x) = Ef(cos x) ou f estlafonction définie en A.

1) Vérifier que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par

x) = !
IV = Sinx
-2

— cos2(x) - sin(x)

h'(x) = —%sin(x) .f'(cosx) = —%sin(x) 1 cqfd

. _ L
2) Calculer I'intégrale K = fg p— dx.

T T
z 1 1 1—-cos(x)\]7 1
K = S =—|In| ———— =_]
u sinx dx 2 [ n<1 + COS(x))]% > n(3)
K = 11 3
=5In(3)
3) Soit (Iy) ey la suite définie par: I, = [Z c:;“xx
3
a) Calculerj et I;.
u 1 1 L T 1
_[? _ o1 _ _ (Zcosx _ 7 1
Iy = fg P dx =K = 2ln(3) ;L= fg e dx = [ln(smx)]% = 2ln(3) +1n(2)

b) En déduire I'expression de I, — I,,,, en fonction de n puis calculer I, I3, 1, et Is.

T n T n+2
2 cos™ x 2 cos"2 x
L1, = dx— |22 gy

T sinx T sinx
3

T

72 (cos™x cos"t?x

= _ —— dx
T sinx sin x
3

%cosnx
= _[ (1 — cos?x) dx

T sinx
b4 A
2 +1.,]2
= | sinxcos"x dx = —[ cos™ x]n
T n+1 r
3
2—n—1
Iy —Iyyy =
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1
Iny2 =1In — W
1 1 1 1
12—10_5 5 I3=11_§ 5 I4=Iz_ﬁ 5 15= _a
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Correction Bac 2010

Exercicel : 5pts
On considere I'équation d’'inconnue complexe z,
(E):z* +523+ (11 -3i)z> + (10 —10i)z—8i =0

1) Montrer que I'équation (E) admet une solution imaginaire pure z, que I'on déterminera.

{zo solutionde (E) & z§ + 523 + (11 — 3i)z3 + (10 — 10i)z, — 8i = 0
zy imaginaire pur & 3Ixy € IR* tq z, = ix,

Zy = ixg © (x§ — 11x3 + 10x,) + i(—5x5 + 3x2 + 10x, —8) = 0

xg —11x2 + 10x, = 0 (D
—5x3 +3x2 +10x, —8=0 (2)

Considérons I'équation (1).xy € IR* = x5 — 11x, + 10 =0
1 est une solution de I'équation (1). De méme 1 est solution de (2). Donc xy = 1

Zy = i
2) Montrer que I'équation (E) admet une solution réelle que 'on déterminera.
(E) admet une solution réelle &3x € IR tq x* + 5x3 + (11 — 3i)x? + (10 — 10i)x — 8i = 0.
x*+5x3 4+ (11 -3)x>+ (10— 100))x —8i =0 & (x* +5x3 + 11x%2 + 10x) —i(3x?2+10x +8) =0

{xA‘ +5x3 +11x2 +10x =0 (1)
3x2+10x +8=0 (2)
La résolution de I'équation (2) donne x; = —2 et x, = —S. et on vérifie que —2 est

solution de (2). Donc x = —2.
3) Achever la résolution de (E) dans 'ensemble C des nombres complexes.

(z—=i)(z+2) =22+ (@2 —1i)z— 2idivise z* + 52° + (11 — 3i)z* + (10 — 10i)z — 8i.
Apres factorisation, on trouve
z* +523 + (11 =30)z% + (10 = 10i)z — 8i = [z2 + (2 — i)z — 2i][z® + (3 + i)z + 4]

(B [224+2-1)z-2i][z2+ B +i)z+4]=0
©z2+42-)z-2i=00uz?+B+i)z+4=0
Z2+(2-i)z-2i=0=z=iouz=-2

22+ (B+i)z+4=0=z=-1+i ou z=-2-2i
IS={i,—2,-1+i,—-2—2i}|

4) zg=i,z=—14i, z2,=-2 et z3=-2—2i
Zy 2y Z3

Zy , Z1, Zy , Z3 sont les termes consécutifs d'une suite géométrique ssi:— = — = —
Zo Z1 Z3

Z ) . Z3 .
—=14i; —==1+4i;—=1+1 cqfd
Zo Zq Zy

5) Donner le module et un argument de chacune des solutions de (E).

ZO=[1;%] , zl=[\/§;:%n] » 2z =1[2;m] 23=[2ﬁ;%]
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Exercice2 : 5pts

Le plan est rapporté au repére orthonormé (O ; U; J). On désigne par S la réflexion d’axe la
droite (D):y = x et par o la réflexion d’axe (0 ; 7).

1) Soit M un point du plan et M; son image par S ; on pose M’ = a(M,).
a) Calculer les coordonnées x’ et y' de M' en fonction des coordonnées x et y de M.

X1 =Y

S(M)=M1(=>{y1:x

x'=x x'=y
a(M :M’@{ 14:){,
(M) y=-n |b=-x

b) Caractériser la transformation qui fait passer de M a M".

C’est la rotation de centre 0(0;0) et d'angle 6 = —%

¢) Aupoint M(x ;y), on associe le point N(X ;Y) telles que :

(ol

Montrer que cette transformation est une rotation dont on précisera le centre () et I'angle 8.

EnposantZ = X +iY et 3 =x+ iy ,l'expression complexe de cette transformation s’écrit :
i
Z—1=¢e 2(3—1) quiestl' expression complexe de la rotation de centre Q(1;0) et d’angle
s
0= -3
2) Lepoint M décrivant la droite d’équation y = x, déterminer I'’ensemble décrit par N.

_ X=1+x o
y-x(:){Y=1_x<=>X+Y 2=0
Donc, N décrit la droite d’équation X + YV —2 =10

Quel est I'ensemble décrit par le milieu du bipoint (M ; N) ?

Le milieu du bipoint (M ; N)a pour coordonnées (% yT”)
x+ X _ 1 B
5 = x+ 5 cary =x
y+Y 1
2 2

Donc, le milieu du bipoint (M ; N) d’écrit la droite d’équation y = %

Probléme :
A. Soit g la fonction numérique définie sur IR par: g(x) = 2e* —x — 2.

1) Déterminer les limites de g en — oo puis en + co.

. i ) 2e* 2
lim g(x) =+ et lim g(x) = lim x| —=-1—-—=] =4
X—=00 xX—+00 x

X—>+00 X
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2) Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
gx)=2e*—-x—-2=g'(x)=2e* -1
2 —1>= x> —1n(2)

Tableau de variations de g :

X |_oo —1In2 +oo
g'(x) - (i) +
+00 T
g(x)
—1+4+1In2

3) Onadmet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifier que zéro (0) en est une.

g(0) =2e%—2=2-2=0 Prouve que 0 est une solution de g(x) = 0.
b) L’autre solution est appelée a. Montrer que—1,6 < a < —1,5.
g est decroissante sur |—o; —In2[ donc sur[—1,6; —1,5]

gg((__ﬁg?:_ogf(?; N {g(—l,S) <g(a) <g(=16)

— < < —
g@) =0 gN sur[-16; —15]  vesas-L5cqfd

4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x. (voir T.V de g)
Pourx € |—0; a[U]0; +oo[,g(x) >0
Pourx € |la; 0[,g(x) <0
g(a) =9(0)=0
B. Soit f la fonction numérique définie sur IR par f(x) = e?* — (x + 1)e”.
1) Déterminer les limites de f en—oo puis en + co. (On pourra mettre e* en facteur).
X

e 1 e* 1
1 — 1 X| — — —_ ] = i = i x| — — | =
xl_l)r_noof(x) = xl_l)I_noo xe < . 1 x> 0 et xl_l)gloof(x) XI_I)TOO xe ( . 1 x> +00

2) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont méme signe. (g est la fonction
définie dans la partie A). Etudier les sens de variation de f.

f@X)=e* —(x+1)e* = f'(x) =2e?* —e*— (x + 1)e* = e*(2e¥* —x — 2)
f(x) = e*g(x).
Vx € IR, e* > 0= f'(x) et g(x) ont méme signe.Donc les sens de variation de g sont:

Pourx € |—o0; a[U]0; +oof,f'(x) >0 f 7 sur]—oo; a[U]0; +oof
Pourx € Ja; O[,f'(x) <0 = fNsurla; 0]
fl@)=f'(0)=0 ffl@)=f'(0)=0
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3) Montrer que f(a) = (a?+20)

A. En déduire un encadrement de f (). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5).

ou a est la solution de I'équation g(x) = 0 de la partie

2 2
I BN T R L

Encadrement de f(a) :
a+?2
~16<a<-15©01<——<0125 0,15 < f(a) 0,2

4) Etablir le tableau de variation de f.

Le tableau de variation de f

X

f) + - ( *

(
@ oo
) / \ /
0 0

5) Tracer la courbe (C) représentant les variations de f dans le plan muni d’un repére
orthonormé. (Unité graphique 2cm).
X e* 1
lim &z lim ex<——1——) =+

xX—>+o0 X X—+00 X X

Donc, la courbe de f admet une branche parabolique suivant I'axe des ordonnées.

y
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C. Pour tout entier naturel n, on pose I,, = fon e* cos(nx) dx.
1) Montrer que pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" et sin(nmw) = 0.

Montrons par récurrence :

cos(0.7m) = cos(0) =1 = (—1)° vrai
sin(0.7) = sin(0) =0
o Supposons Vn = 0, cos(nm) = (—1)" et sin(nm) =0
o Montronsvn >0, cos((n + 1)7r) = (-D"1let sin((n + 1)7‘[) =0

o Pourn=0,{

{cos((n + 1)n) =cos(nm + ) = —cos(nmw) = -1 x (—1)"* = (=1)"*?! cafd

sin((n + 1)n) =sin(nt + ) = —sin(nr) = -1x0=0

On conclut que : pour tout entier naturel n, cos(nm) = (—1)" et sin(nm) = 0

(-D)"e™-1

2) ATaide d’une intégration par parties, montrer que I, = Tz

I

= —nsin(nx)
v=e*

u = cos(nx)

v =e*

Vi
u
I, = f e* cos(nx) dx ; posons | on trouve |
0

A A
I, = [e* cos(nx)] 7(; + nf e*sin(nx) dx =e™(-1)" -1+ nf e* sin(nx) dx
0 0

T
u’ = ncos(nx)
v=e*

u = sin(nx)

4 X

on trouve |
v =e

Pour fex sin(nx) dx,posons |
0
Vs Vi
T
jex sin(nx) dx = [e* sin(nx)] 0~ nf e* cos(nx) dx = —nl,
0 0

—D"e™ -1
Donc I, =e™(—-1)"—=1-n?l, ,c—a—-d, I, =(1)T cqfd
3) Montrer que, pour tout entier naturel n, |I,,| < %

1<(-D'"<1le—eT—1< (- —1<e™—1

(e”+1)<(—1)”e”—1<e”—1 e™+1

n?+1 -~ n?+1 _n2+1<n2+1
(e™+ 1) e™+1
B A e AT
(:)|Inlsez—+1 cqfd
n‘+1
Puisque nl_i)rpoo ZZJ: = 0, on en déduit que nl—i>Too I, =0.
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Correction Bac 2009

Exercicel : 3pts

1) z étant un nombre complexe, on considére I'équation (E): z* = —7 + 4iv/2.
a) Vérifier que u = v/2 + i est une solution de (E).

ut = (VZ+1) =VZ +4NZ.i+6.NZ i+ 4V2i% +i
=4+8iV2—12—4iV2 +1 =7+ 4iV2
u* = —7 + 4iV2 & u est solution de (E)
b) Déterminer sous forme algébrique les racines quatriemes de I'unité.
Trouver les racines quatriémes de l'unité , c'estrésoudre dans C l'équation z* = 1
=13t -1=0=G*-1DGE*+1)=0

= E-DE+DE-DE+D =0

S30=1, 31=-1, 3,=1, 33=-1

Déduisons-en dans I'ensemble C des nombres complexes toutes les solutions de (E) sous forme

algébrique.
(wa)* =utsp = (-7 +4iV2) x 1= -7+ 4iV2, k€{0,1,2,3} et 3; racine 4& de 1
Donc les solutions de (E) sont: z;, = u3y

iu=—-42-7i
—iu =42+ 7i

{zozuaozu:—7+4i\/§ _ {Zz=u32

21=u31=—u=7—4i\/§ ’ Z3 = U33

2) Soit ABCD un carré du plan.
a) Ecrire A comme barycentre des points B, C et D. (On précisera les coefficients)

ABCD est un carré du plane (4B = DC) < (AB = DA+ AC) < (AB + AD — AC = 0)
D'ou A= bar{(B;1),(C; -1),(D;1)}
b) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tels que :
MB.MC + MC.MD — MC? = 0 < MC.(MB + MD — MC) = 0
& MC.MA = 0 car A= bar{(B;1),(C; —1),(D; 1)}

[’ensemble des points M est donc le cercle de diametre AC.

A~ =B
8
D% o
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Exercice2 : 5,5pts
UO =1

1) On considere la suite (U,,) définie par,V n € N’{U —U. +2n+3
n+l1 — n
a) Préciser le sens de variation de la suite (U,).

Upy1 — Up =2n+ 3 > 0V n € N; donc la suite (U,) est croissante.

b) Démontrer que pour tout entier naturel n, U,, > n?

Démontrons par récurrence :
o Pourn=0,Uy=1>0% vrai

o SupposonsVn > 0,U, > n?
o MontronsVn =0,Up,; > (n+ 1)2

U,>n) o U, +2n+3>n?+2n+3) & (Upy, > (n+1)2+2)
& Upyr > (n+ 1) cqfd

On conclut que:Yn = 0,U, > n?

Déduisons-en la limite de la suite (Up,).

lim n? = +ow no+oo
n—+oo

vn>0,U, >n?
= lim U, = +oo

a) Conjecturer une expression de U, en fonction de n puis démontrer la propriété ainsi

conjecturée.
Uy=1=(0+1)?% , U;=4=1+1?%, U=9=2+1)?, U3=16= 3+ 1)?

Par conjecture, on écrit U, = (n + 1)?
Démonstration :

Up1 = Up + 2n + 3 pour p variant dans IN.

faisons varier p de 0 an — 1 puis faisons la somme des n termes obtenus

pourp =0, Th=Uy+2(0)+3
pourp =1, Up =0y +2(1)+3
pourp =2, Yg =085 +2(2) +3

~ .
pourp=n—2, Uy =Uhp,+2(n—2)+3
pourp=n—-1, U, =0 1+2(n—1) +3
n—-1
Un=U0+ZZp+3n
p=0

n-1
Z p estla somme des n premiers termes consécutifs de la suite arirmétique V,, = p

p=0
-1

2
NS

S on-n ="
p=urn=Y=5

=
I

0
Donc,U,=1+n>—-n+3n=n*+2n+1=m+1)? cqfd
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2) Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :
a) (n+DI'=yr, il
o Pourn=1,1+1D!=2!=2et Yyl i!l=1=1; 2>1vrai

o SupposonsvVn >1,(n+1)! =Y, il

o Montrons que Vn =1, (n + 2)! = Y1l

n+1 n
n+2)! - il=(n+2)m+DI—(n+1)— ) il
2 2

=(n+1)!><(n+1)—Zi!
i=1

(n+1)!x(n+1)2(n+1)!22i!=>(n+1)!x(n+1)—2i!20

=1 =1
n+1

<:>(n+2)!—2i!20
i=1
n+1
(:)(n+2)!22i! cqfd
i=1
b) YL, ixil=m+1)!-1
o Pourn=1,1+1)!-1=21-1=1 etzilzlixi!=1><1!=1 ; 1=1vrai

o SupposonsvVn =1, ixil=mn+1)!-1

o Montronsquevn > 1, ixil=m+2)! -1

S

n
ixi!:Zixi!+(n+1)x(n+1)!

i=1 i=1
=(n+D'=-14+n+2-1)x(n+1)!
=n+D'-1+n+2)xn+D!—-((Mm+1)!
=n+2)!—-1 cqfd
3) L=110cm et £ =88 cm.
a) Déterminer la longueur du coté du carré qui convient.
Il s’agit de trouver le plus grand commun diviseur de L et ¢
pgcd(L,¥) = pgcd(110,88) = 22 X pgcd(5,4) = 22
La longueur du c6té du carré qui convientesta = 22 cm
b) Déterminer le nombre de carrés qu’il pourra découper dans la plaque de métal.

Si n est le nombre de carrés, alors 'aire de la plaque est S = na? avec a? l'aired’un carré.

Or,S=Lx%=110 x 88 = 9680 cm?2. Donc,n = = = 258% _ 7p

az 222

Le nombre de carrés qu'’il pourra découper estn = 20
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Probléme :

A. Soit f la fonction numérique a variable réelle x définie sur ]0 ; +oo[ par:
f(x) =e*Inx

1) Déterminer la fonction dérivée de f et vérifier que f'(x) a méme signe que la

fonction
—-X

1
f(x) =e*Inx = f'(x) = —e ¥In(x) +eT =e ¥ (— In(x) + ;)

1
e*>0= f'(x) améme signe que — In(x) +; =g(x)

2)
a) Etudier les variations de g et montrer que I'équation g(x) = 0 admet une

. . . 3
solution unique a comprise entre- et 2.
Dy =10;+oo[
o Leslimitesde g

—xIn(x)+1 0+1

xll>n3+g(x) - len(}’f X ot =t xgr-ri-loog(x) -
o Sens de variations de g
1 , 1 1 (x+1)
gxX)=-lnxX)+-=9'x)=—=-—-—5=——5—"<0Vx€]0;+oof
X X X x

g est donc decroissante sur D,

o Tableau de variations de g

X 0 + oo
g'(x) -
+o00
g(x)
—00

D’apres les variations de g, elle réalise une bijection de ]0 ; +oo[ vers IR. De plus 0 € IR ;
donc3'a € ]0; +oo| tel que g(a) = 0. D’ol I'existence et I'unicité de la solution de
I'équation g(x) = 0.

3
- _ — —glZ 3
{g(Z)— 0,19<0—g(a)<0,26—g(2):_<a<2
2
g\
b) Quel estle signe de g(x) sur chacun des intervalles: |0 ; «af et |a; +ool.

Pourx€0; a[,g(x) >0
Pour x € |la; +o[,g(x) <0
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3) Vérifier que f(a) = % et déduire de l'inégalité% < a < 2 un encadrement de f(a).

f(a) =e “In(a) o=t
1= = —
g(a)=0:>ln(a)=a fl@ a
3 3 3
3 (—2<—a<—§>=>(e_2<e_“<62> o2 o 2e2
G<e<2)= 11 2 =\ 7 < =f@<7
2 a 3

4) Achever I'étude de la fonction f et tracer sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (0 ; 7; ).

o Leslimites de f

. : ~x  In(x)
IS = e et ip f0) = lip X ==

0x0=0

o Sensde variations de f : D’aprés 1), f' et g ont méme signe.

Pourx €0; al,f'(x) >0 et f 7
Donc, |Pourx € ]a; +oof,f'(x) <0 et f\

fi@)=0
o Tableau de variations de f
X 0 a +o0
16 + 0 -
e—a
a
fx)
_% 0

o Représentation graphique de f:

(Cr)

Q
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1) Montrer que I'équation g(x) = 0 est équivalente a I'équation h(x) = x ol h estla
1
fonction définie sur ]0; +oo[ par h(x) = ex.

(gx)=0) < (—ln(x) +% = 0) S (% = ln(x)) s (e% = x) < (h(x) =x) cqfd

2)
- 3 4 2 , 1 1
a) Calculer h'(x) et vérifier que V x € [E ;2],0n a: —;es < h'(x) < —e?
1 1
h(x) =ex = h'(x) = ——ex
X
r 1 2 2 1 1
1 1 2 ez<ex<es —e3 < —ex < —e2
XE[—,Z]‘:)<—S—S—>‘:) 1 1 4 < 1 1 4
2-x 3 —<—= << —<— <<
47 x279 47 x279
1
4 2 ex 11
:>—§e3 < —x—ZS—ZeZ cqfd

En déduire qu'il existe unréel k € [0; 1] tel que V x € [ 2] |h'(x)| < k.

3<h()< Lz 2o | (x)| <
- - — - —
e X e —e X e

2
3

2
e3=086€[0;1] = 3k €[0;1] tel que |h'(x)| <k cqfd

\OI-P

b) Prouver que pour tout couple de réels (x ; y) choisis dans E ; 2] ,ona:

|h(x) — h(W| < klx -yl
Vx€ E ;2] ,|h'(x)| < k ; doncpour (x;y) Choisis dans E ;2] , 'application du théoréme de

I'inégalité des accroissements finis donne :
|h(x) = h(Y)| < klx -y

3) Soit (U,) la suite définie par Uy = 2 et Vn € IN, U, 1 = h(U,).
a) MontrerqueVn € IN,U, € E ;2]. Montrons par récurrence

o Pourn=0,Uy=2€|};2]
o SupposonsqueVn € IN,U, € B ;2]

N
—_—

o MontronsqueVn € IN,U,,q € E ;

3 3
(5 < 1,65 < 1,95 < 2) - (E < Uy < 2) —U,,, € [ 2] cqfd

b) Enappliquanta (U, ; a) 'inégalité établie dans 2) b), prouver que

vn € IN,|Upyq1 — | < k|U,, — al. (ce résultat est immédiat)
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¢) En déduire par un raisonnement par récurrence I'inégalité :

vn € IN,|U, — a| < k™|Uy — a| et montrer que la suite U,, est convergente

o Pourn=0,k°x|Uy—al=|Uy—a| vrai;
o Supposons que Vn € IN, |U, — a| < k™|U, — al ;
o Montrons que Vn € IN, |Up, 11 — a| < k™ U, — «a.

D’apres 2),Vn € IN, |U, 41 — | < k|U,, — a| et par supposition, |U, — a| < k™|U, — «a|

Donc,|Upq — al < k|U, —a| < k X k™ Uy — a| = k™ Uy — a| cqfm

3 1 1 k1
(ESCZSZ)@(OSUO—(ZSE):>(|UO—0(|SE>:> |Un—a|S7SE

= la suite (Up)nev €St convergente

Quel est la limite de la suite U,, ?

n
1
lim — = lim —=e™* =0 car 0 <k <1.
n-+o 2 n-+oo 2
n
lim —=0
n—-+oo

= i =
Up —a < et 2
_a __
n 2

4) Montrer en utilisant les variations de h que (U,.+; — @) et (U, — @) sont de signe
contraires. En déduire que a est compris entre U,, et U, 1.

1 1
h’(x)=—;e§<0:>h\,

o Premiercas:U, —a >0

h(Un) = Un+1
h(a) = a d'aprés B.1)

(Up—a>0) = (U, >a) = (h(U,) < h(a)) = (Up41 < @) car {
= (Upt1 —a <0) cqfm
On en déduit que U1 < a < U,
o Deuxiemecas:U, —a <0
(Up —a <0)= (U, <a) = (h(Uy) > h(@)) = (Upy1 > a)
= (Un41 —a > 0) cqfm

Onen déduit que U, < a < U, 44
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Donner un encadrement de @ d’amplitude 1072,

Par la méthode de Dichotomie

1
Onsaitque1,5<a <2 ; gx)=—In(x) +; et gla)=0

Intervalle | Centre de | Nouvel intervalle Ampllt}lde de
contenant la _a+b gla) | g) | glo) I'=[a';b"] I

solution : I = [a ; b] T2 T e=b'—a
I, =[15;2] 1,75 0,26 | —0,19 | 0,01 I, =[1,75;2] 0,25 > 0,01

I, =[1,75;2] 1,875 0,01 | —=0,19 | —0,09| I, =[1,75;1,875] 0,125 > 0,01

I; =[1,75;1,875] 1,8125 0,01 | —0,09 | —0,04| I;=[1,75;1,8125] | 0,0625 > 0,01
I, =[1,75;1,8125] 1,78125 0,01 | —0,04 | —0,02 I, =[1,75;1,78] 0,03 > 0,01
I =[1,75;1,78] 1,765 0,01 | —0,02 | —0,004 I =[1,75;1,765] 0,015 > 0,01

I = [1,75;1,765] 1,7575 0,01 | —0,002| 0,006 | I =[1,7575;1,765] | 0,0075 < 0,01

Un encadrement de @ d’amplitude 1072 est 1,7575 < a < 1,765

C. On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies et deux fois dérivables
sur |0 ; +oo[ solution de I'équation différentielle :

D

a) Vérifier que la fonction f définie dans la partie A est une solution de (E).

f est une solutionde (E) ssi f"(x) + 3f'(x) + 2f(x) =

X
(E):y" +3y"+2y =

f(x) =e*Inx

If’(x)=e‘x<—ln(x)+%) @J

[F7G) = e (o) -

£G4 3£/ () + 2£ () = e (InGx) -

2x+1
x2

x+1

) e = e (ineo - 3

x2

e—X

X —

e—x
x2

2f(x) =2e*Inx

3f'(x) =3e™* (—ln(x) + %)

2x+1>

x2

3 x —
—3In(x)+—-+2 1n(x)> =
X

x2

b) Résoudre I'équation différentielle (E'):y" + 3y’ +2y =0

—-X

cqfv

L'équation caractéristique de (E") est (E}) : v? + 3r + 2 = 0 qui admet pour solution

n=—-2etr=-1

Donc, les solutions de (E") s'écrivent : y(x) = kje™ + ky,e™?* avec ky ,k, € IR
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2)
a) Soit g une fonction deux fois dérivable sur ]0 ; 4+oo[. Montrer que g est une solution
de (E) si et seulement si g — f est une solution de (E").

Supposons que g est une solution de (E).

-1
{ g solution de (E) 9" () +39'(x) +29(x) = xxz e™™ (1)

D'apresC.1).a) f est solution de (E) = F10G0 +3F100) + 2 (x) = x—1

e ()

-2 =@ =) +30@" =) +2(f —g)(x) =0
© g — f est une solution de (E") cqfm
b) En déduire toutes les solutions de (E).
g — f solution de (E') = 3k, ,k, €EIRtqy(x) = g(x) — f(x)
y(x) = gx) = f(x) = g(x) = y(x) + f(x)

Donc, les solutions de (E) s'écrivent : g(x) = y(x) + f(x)

|g(x) = ke * + ke ** + e *In(x) avec kq ,k, € IR|
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