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Sujets de bac : Complexes

Sujet n°1 : extrait d’Asie — juin 2002
1) Dans le plan complexe (0; U; V), on considére quatre points 4, B, C et D d’affixes respectives 3 ;4i; —2 + 3i
et 1 —i. Placer les points 4, B, C et D dans un plan.
2) On considére les équations dans C
z2—(1+43)z—-6+9i=0 (E;) et zZ2—(1+3)z+4+4i=0 (E,)
a. Montrer que I'équation (E;) admet une solution réelle z; et I'équation (E,) une solution imaginaire

pure z,.

b. Développer (z —3)(z + 2 — 3i) puis (z — 4i)(z — 1 +i).

c. Endéduire les solutions de I"équation (z? — (1 +3i)z— 6+ 9i)(z2 — (1 +3i)z+4 +4i) =0

d. On note z; la solution dont la partie imaginaire est strictement négative. Donner la forme
trigonométrique de z;.

e. Déterminer les entiers naturels n tels que les points M,, d’affixe z{' soient sur la droite d’équation
y = X.

3) On note f I'application qui au point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle que
z' =2z>—-(1+3)z—-6+9i

a. Onposez =x +iyavecx,y € Retz' =x'+ iy avecx’,y’' € R. Exprimer x’ et y’ en fonction de x
ety.

b. Déterminer une équation de I'ensemble (H) des points M pour lesquels f(M) appartient a I'axe des
ordonnées.

Sujet n°2 : extrait de Centres étrangers — juin 2006
Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fausse et proposer une démonstration de la réponse indiquée.

Dans le cas d’une proposition fausse, la démonstration consistera en un contre-exemple.
1) Siz= —% +%i alors z* est un nombre réel.
2) Siz+ZzZ=0alorsz=0.
3) Siz+§=0a|orsz=iouz=—i.

4) Si|zl|=1etsi|lz+2z'|=1alorsz' =0

Sujet n°3 : France — septembre 2007

zZ
Soit les nombres complexes : z; = V2 + V6,2, = 2+ 2ietZ = Z—l
2

1) Ecrire Z sous forme algébrique.
2) Donner les modules et arguments de z;, z, et Z.

3) En déduire cos (l) et sin (l)
12 12
4) Le plan est muni d’un repere orthonormal ; on prendra 2 cm comme unité graphique.
On désigne par A4, B et C les points d’affixes respectives z;, z, et Z. Placer le point B, puis placer les points A et C en
utilisant la régle et le compas (on laissera les traits de construction apparents).

5) Ecrire sous forme algébrique le nombre complexe Z2%07,

Sujet n°4 : extrait de Nouvelle Calédonie — novembre 2005
On considére le plan complexe (0; U; ¥) d’unité graphique 3 cm.

A tout point M d’affixe z, on associe le point M' d’affixe z’ par I'application f telle que
_(B+4)z+5zZ

6
1) On considere les points A4, B et C d’affixes respectives z4 =1+ 2i; zg = Ll et z; = 3i.

li

Déterminer les affixes des points A’, B'et C’ images respectives de 4, B et C par f.
Placer 4,B,C,A’,B" et C'.

2) Onconsidére z = x + iy avec x, y € R. Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de z' en fonction
de x et y.

3) Montrer que 'ensemble des points M invariants par f est la droite (D) d’équation y = %x.

Tracer (D). Quelle remarque peut-on faire ?



4) On considére un point M quelconque et M’ son image par f. Montrer que M’ appartient a (D).
5) Montrer que pour tout complexe z,

z'—z z+z i(z—2)

Zy 6 3

!
s . zZ —Z s
En déduire que -~ est réel.
A

Sujet n°5 : extrait de France — juin 2007
On considére I'équation (E) :z3 — (4 +i)z? + (13 + 4i)z—13i = 0 ou z € C.
1) Démontrer que le nombre complexe i est solution de I'équation.
Ou : Déterminer une solution de (E) imaginaire pur.
2) Déterminer les nombres réels a, b et c tels que pour tout z € C,
23— (4+)z2+ (13 +4i)z—13i = (z—1)(az? + bz +¢)
3) En déduire les solutions de (E).

Sujet n°6 : Antilles Guyane — juin 2004
QCM :

On considere le nombre complexe z = —\/2 +V2 + i\/Z —2.
1) Laforme algébrique de z2 est

a) 2V2 b) 22 — 2iN2 )2+V2+i(2-+2) d) 2v2 + 2iV2

2) z? s’écrit sous forme exponentielle

i i .31 _ .37
a) 4ex b) 4e” % c) 4e'a d) 4e” "%
3) z s’écrit sous forme exponentielle
i ig 2 EL
a) 2e’8 b) 2e’s c)2e"s d) 2e"8
4) — 22+ﬁ et Z;ﬁ sont les cosinus et les sinus de
V4 b 5t 3 d)z
Vg iy g 8



Correction

Sujet n°1 : extrait d’Asie — juin 2002

[(¢8]

1) Voir la figure
2)

N

a. On cherche un réel x solution de (E;) : \
x°—(1+3D)x—-6+9 =0 (x2—x—-6)+i(-3x+9)=0

-
P
d

x2—x—-6=0 x=-2o0ux =3
@{—3x+9=0 ST T ex=s \\ >A
Donc|3 est la solution réelle de (El).| -2 -1 0 1 2 3
On cherche une solution de (E,) de la forme iy avecy € R : 1 \'D/
((y)?—(1+4+3)Xiy+4+4i=0 —y2—iy+3y+4+4i=0
—y?+3y+4=0_ y=4ouy=-1
| e T
-y+4=0 y=4
Donc|4i est la solution imaginaire pure de (Ez)-|
b. PourzeC:

(z—3)(z+2-30) =22 +22—3iz— 32— 6 +9i = 2% — (1 + 3i)z — 6 + 9|
(z—4D)(z—1+0)=2%—z+iz—4iz+4i — 4i® = |22 — (1 + 3i)z + 4 + 4i|
C.
(z2-(1+3D)z—6+9)(z> - (1+3i)z+4+4i) =0
©z2-(1+3))z—6+9 =00uz?—(1+3)z+4+4i=0
©(z-3)(z+2-30))=00u(z—4))(=z—-1+i)=0
S z=3ouz=—-2+4+3iouz=4iouz=1-—i
Donc|S = {3; -2 + 3i;4i;1 — i}
d. Onadonczy=1-1.

lzol = 11— il =V12 + 12 =2

Zy = \/E(\/lz \/LE) V2 (g - %—) doncarg(z) = —% [27] al’aide d’un cercle trigonométrique

1713
Finalement|z, = v2e ™+
e. PourneN:

M, €D S ar (Z")—E+kn(:>n><ar (Z)—E+kn(:>nx(—z)—z+kn(:>n——1—4k
n y=x g 0 _4 g 0 _4 4 _4 -

OronveutquenzOdonc—1—4k20@4k£—1@k§—%@kSOcarkestunentier.

Donc les solutions sont|{4k —1;ke€ N}|
3)

a.

z=z2—-(1+3)z-6+9%ox' +iy =(x+iy)2— (1 +3)(x+iy)—6+09i

{x’=x2—y2—x+3y—6
y' =2xy—y—3x+9

ox' +iy =x?+2ixy—y?’—x—iy-3ix+3y—-6+9i &

par identification des parties réelles et imaginaires.
b.

f(M)e (0;9) ®Re(Z) =0 x'=0s |x2—y2—x+3y—6=0|

Sujet n°2 : extrait de Centres étrangers — juin 2006

1
1) |z| = / f £ donc cos(8) = —% = —?2 et sin(f) = ( ) X \/2—7 = \/2—7 donc un argument

2

dezestT.
arg(z*) = 4arg(z) = 4 x %ﬂ =3m =m [2m] donc z est bien un réel.
2) [FAUX]:eneffet,siz=ialorsz+Z=1i—i=0etpourtantz # 0.
3) Z+§=O<=>ZZ+1=0etZ¢0<=>Z=iOUZ=—i donc [VRAI|
4) [FAUX]:sionprendz=1etz' = —2,0nalz| =1let|z+2z| =|1—2|=1etpourtantz’ # 0.



Sujet n°3 : France — septembre 2007

1)
Z_21_\/§+i\/€_(\/E+i\/€)(2—2i)_2\/7—2i\/§+2i\/€+2\/€_\/§+\/g+_x/g—\/7
Tz, 2+2i @+202-20) 2% + 22 T 4 Ty

2) |21|2=\/72+\/62=2+6=8d0nc |z1] = 2V/2
En notant 8, I'argument de z 'cos(9)=£=l et sin(t9)=£=E donc|6, =2
1 l'arg 1: 1 Nz 2 1 Nz 2 13

|z,|? = 22 4+ 22 = 8 donc||z,| = 2V2

En notant 8, I'argument de z, : cos(6,) = % = g etsin(8,) = % = \/; donc|0, = %
2 2
V2 +6 V6 -2\ 2+2VI2+6+6—2V12+2
2 — —_— — — —
A < 2 ) +< 2 ) e 1 donc||Z| =1

Zq T T T
arg(Z) = arg (Z ) = arg(zl) - arg(zz) = § - Z = E
2

COS(TE) _ V2+y6

3) Re(Z) =|Z|cos(@) ennotant 8 = arg(Z) donc: o "
Im(Z) = |Z| sin(8) donc|sin (1—”2) = \/g+\/7

4) Pour placer A : On trace un cercle de centre O passant par B. Son rayon est donc OB = |z,| = 2v/2. Ce
cercle coupe I'axe des réels en deux points. Si on note D le point d’abscisses positives, on trace ensuite I'arc de cercle

de centre D et de rayon 2+/2 pour placer A.
Pour placer C : on reporte I'écart entre A et B, grace au compas, a partir du point D. On obtient ainsi un point E tel

que (Ti; ﬁ) = % On trace ensuite le cercle de centre O et de rayon 1. Il ne reste plus qu’a placer C a I'intersection

de ce cercle et de la demi-droite [OE).

5) 72997 = (cos(@) + isin(h))?°%7 = (ei9)2007 = ¢10%2007 — ¢05(20076) + i sin(20078)
T T 5n
0r20076 = 2007 Xﬁ =(83x24+ 15)E =83 X 27‘[+T

o7 ST V2 - (5T V2
Donc : cos(20078) = cos (83 X 21 + —) = cos <_) = — 22 et sin(20076) = sin (_) __Vve
4 4 2 4 2

2 iV2

Finalement |Z2907 = —\/7— _ %—

Sujet n°4 : extrait de Nouvelle Calédonie — novembre 2005

’ (3+4i)(1+2i)+5(1—210) 3+6i+4i—8+5-10i
1) z4 = 6 = 6 - @
., (B+4D+5 [4 2
=" 373




(3+4i) x3i+5x (-31) _9i—12—15i

2% = : -
¢ _ (3+4D)(x+iy)+5(x—iy) _ 3x+3iy+4ix—4y+5x—5iy 4 2 (2 1
2) z' = 6 - 6 3% 3y+l(3x 3y)
3) On considére un point M invariant par f. On a alors z’' = z et donc
4 2 1 2 0
—X—=y=x —X—zy= 1
r_ 3 3 3 3 _ -
Z'=ze45 1 95 4 _O@y—zx@ME(D)
3¥ 73Ty 3737

La droite (D) passe par les points A’, B et C'.
4) z' = %x — gy +i Gx — %y) : on peut donc remarquer que : Im(z") = %Re(z’) etdonc M' € (D).
5)

z'—z 1 » (3+4i)z+5Z _1—2ix(3+4i)z+52—6z

z;  1+2i 6 )= s 6
(B+4i)z+5z2—6z—2i(3+4i)z—10iz+12iz 3z+5Z—6z+8z . 4z—6z—10Z+ 12z
= = +l><

30 30 30

Z+Z+_ zZ—Z
= X

6 "3

Parailleursz =x+iyetZ=x—iydoncz+ 2z =2x € Retz—Zz = 2iyetdonci(z—2) = -2y € R.

!
zZ —Z e 7
= est donc une somme de deux réels et est réel.
A

Sujet n°5 : extrait de France — juin 2007

1) On considere un nombre imaginaire pur donc de la forme iy avec y € R.
iy solutionde (E) & (iy)3 — (4 + i) x (iy)?+ —(13 + 4i) x (iy) —13i =0
& —iy -4+ Xx(—y>)+ (13 +4)iy—13i=0

4y? — 4y =0 - y=0ouy=1

-3 +y2+13y—-13=0 {—y3+y2+13y—13=0

Seule la solution y = 1 convient également pour la seconde équation donc le nombre est solution de (E).
2) Pour tout complexe z,

23— (4+0)z%>+ (13 +4i)z—13i = (z—i)(az? + bz + ¢)

©z23—-@+)z2+ (13 +4D))z—13i =az®+ (b —ia)z? + (c — ib)z — ic

(:)—iy3+4y2+iy2+13iy—4y—13i=0(:>{

b—ia— 14 i (e=1
et & 1b=—4 doncz®— (4+0)z% + (13 + 4i)z — 13i = |(z — ) (2% — 4z + 13))|
c—ib=13+4i
: , c=13
—ic =-13i
3)
22— (4+1)z°+(13+4i)z-13i=02 (z—-)(z?—4z+13) =0 z=iouz’—4z+13=0
Pour la seconde équation : A = 4% — 4 x 13 = —36 donc I'équation a deux solutions complexes conjuguées :
4+6i

zZ1 = =2+3ietz, =2—3i.
FinaIement|S ={i;2+3i;2 — 3i}|

Sujet n°6 : Antilles Guyane — juin 2004

1) 22 =(—J2+VZ+iV2 —ﬁ)z = (-2 +\/E)2 +2(—V2+v2) x (2 - Vv2) + (12 —\/7)2
= 24220 [(2+V2)(2~V2) - (2~ V2) = 22 - 20VA =2 =22 = 20v2] donc [réponse ]
2) |22 = |2v2 - 2iV2| = \/(2\/?)2 + (—2\/5)2 =+/8 + 8 = 4 et en notant 8 un argument de z2 :

cos() = V2 _ V2 .
T 4 T 2 s s , . ol _ T 1 Z
Wi 3 donc a I'aide d’un cercle trigonométrique, 6 = " [27] donc|z* = 4e 4 |et|réponse b

sin(0) = ——==——



3) |z’ =4 e |zI*=4 o |z| = 2car|z| = 0.
T T T
arg(zz)=—Z+k><2”‘:’zarg(z)=—Z+k><2ﬂ=>arg(z)=—§+k><n

\ . T T 7T . ; ; . .
Concrétement, il y a deux possibilités pour I'argument de z : — s et e Or la partie réelle de z est négative, ce qui ne

7T

5 T _m = 2¢'s 4
peut pas étre le cas pour 3 doncarg(z) = 5 [27] et|z = 2e 8 | etdonc|réponse a
_V2+V2 _ Re(z) _ _ (7_11) A W2—V2 . (7_11) z
T cos(@) = cos 5 ) et de méme S— =sin{~ donc|réponse a




