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Exercice 1. ../ 3points
Le plan est rapporté a un repére direct (O, 1, v). Soit # € |0, t|. On considére dans € 'équation (F) :
7% —Pefx 4 (29 —4) =0

1. Soit A le discriminant de I’'équation (E) on a A =16 par suite, I’équation (£) admet deux
solutions distinctes dans € a savoir :

et —4 . 2¢0 44
sol; = — e —_2 et soly= i 0 ei? 42
2 2
ainsi, on en déduit que z; = W 9 gt =1 D
2. a) Notons z; I'affixe du point [ on a :
., 21+ Z :
EI:EEH: 1+ 22 — 0
2

ainsi, le point I est le milieu du segment [M;M>].
b) Le vecteuLAB a pour afhixe Zip=2B—2A= —2.
Le vecteur IM; a pour affixe Zian, =AMy T 2= . | S Ainsi, on en déduit que :

TM;=AB

¢) Construisons les points My et M.

L’égalité vectorielle Iﬁl —AB implique que le quadrilatére A BM; I est un parallélogramme.
Ainsi, on en déduit la construction suivante :

Figure.
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3. a) Montrons que les droites (AM3) et (BM;) se coupent au point J d’affixe (—e®?).
Les droites (AMs) et (BM;) sont deux droites du plan non paralléles par conséquent elles
se coupent en un point .J. Par le théoréme de Thalés on en déduit que :

JB_AB _JA
IM;  IM; JM,

JE =1 c’est-a-dire JB=JM;. Ainsi, le point B est le milieu du segment [M;.J]
1% B

de ce fait, on a :

par suite

2i=—2,+22p=—€Y +2—-2=—¢*

ce qui permet de conclure que le point .J a pour affixe —e®?.

b) Déterminons la valeur du réel # pour laquelle 'aire du triangle JM; M5 est maximale.
Notons A(f#) la valeur de cette aire en unité d’aire en fonction de 6.

Soit h I’homothétie de centre J et de rapport 2. Il est claire que h(ABJ) = M>M,.J. Or,
ABJ est un triangle rectangle en J (car c’est un triangle inscrit dans le cercle dont un coté
est un diameétre) ainsi, le triangle M>M,.J est également rectangle en .J. De ce fait, on a

JMg x IMy _ 4|(e*’ = 1)(e* +1)]

A(l) = ; ;

=2|e??" — 1| = 2|2i€"sinf | = 4sinf

Or, la fonction 0 — sinfl admet un maximum sur |0, x| en % donc le triangle JM;M; admet

; i 2 TC 5 T S i
une aire maximale si et seulement 6 = 5 et cette aire a pour valeur A(E) =4 en unité d’aire.

Exercice 2. ../5points
Le plan est orienté.

1. Soit R la rotation de centre B et d’antre (—E).

3
a) On a (BC,BO) = (BC,BA) + (BA,BO) = — 1’; - g= —g

b) On nore D= R(C'). On en particulier (ﬁ] B—El) = —%[211]. Ainsi, on a 'égalité :

27].

(BD, BO) = (BD, BC) + (BC, BO) = —1;- + ";,‘E' —0[2n

Ainsi, les points O, B et D sont alignés. De ce fait, on en déduit la construction suivante :

Figure.

c) Montrons que le triangle ACD est rectangle et isocéle en C.

Le triangle BCD est équilatéral car on a (g_"?]qi’n_]'j) = —%[27:] et BC=BD. Or, d’aprés la
consigne le triangle BCA est isocele en €' d'oli on a d'une part

BC=CA=DC




CORRIGE EPREUVE DE MATHEMATIQUES BAC TUNISIE AUTEUR : GILDAS MBA OBIANG

d’autre part

CD. CR) =(CB,0R) —(0B.0D) = e —== ) - E=Fos
( 12

Ainsi, le triangle ACD est rectangle et isocéle en C.

2. Soit f la similitude directe telle que f(B)=A et f(O)=C.
a) f est une transfotmation du plan, donc l'image du triangle rectangle isocéle AOB par f
est un triangle rectangle isocéle. Ainsi, on a nécessairement f(A)=D.

b) Soit v 'angle de f. On a v= (B(i AC) or,

-—-—'_'_'_-_._-_'_"-—-—-

(BO,AC) = (BO,BA) + (BA, AC) =(BO,BA) + (AB, AC) + n[2n]

mais on sait que (BO, BA) :%[211:] et (AB, A_*C) = —%[ZT@ d’ont

: : T = Ot
: e Tt
de ce fait, y=(BO, AC) = s

¢) L’'image de la droite (BO) par f est la droite (AC) puisque D € (BO) on a donc f(D) €

(AC).
d) On a
(DA, ED) = (DA, DE) + [2r] = —‘%T +n{2n] = Z[2n]
e) Soit €2 le centre de f. Montrons que (ﬂi’j, ﬂfj’) = —%[2ﬂ:]. sFomesoutra con
Doc;:(; ‘1;:1::2:(%5 main
On a

(QB,QE) = (QB, AQ) + (AQ, DQ) + (DQ, QF)[27] = 3 x (—”—;) +n[2n] = —%[211:]

3. On suppose que OA =0B=1 et on se rapporte au repére orthonormé direct (0,0A,OB).
a) Le point C' appartient a la médiatrice du segment [AC| donc on a

arg(zc) —arg(za) = arg( iz : 2) - (Ofi, OC) — 3[21‘{]

puisque arg(z4) =arg(1) =0[2x] en déduire que arg(z¢) = %[211:].
b) Soit 2z’ =az + b 'expression complexe de f ou a et b sont deux nombres complexes.

On a :

zo=0b et 1=ai+b

1l—az
l—a

b) On a f(O)# O donc zq # 0 et vérifie la relation zo=azq—ai+1 d'oil zg=
suite on obtient

par

. 1—ai - ) _
gor—f T—a v 1=t 13

Z0 1—az 1—ai b
1—a

Par définition on sait que (ﬂ(j,ﬂﬁ‘) = arg( EZ_ : )[QTE] or, on a
0

a:rg( Es.l; i ) — arg( 1 g-z ) —arg(1l —i) —arg(b) = arg(1 — i) — arg(z¢) = _% _ % _ _%

1l s’ensuit donc

(R0, 0B) = —o{2
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4. On a

pLe T

(20, 90E) = (20, QB) + (B, 9E) = —2 — 7

21t] = —n[ 2]

Ainsi, les points O, E et (2 sont alignés.
Conséquence : () est le projété orthogonal de B sur la droite (OE).

Exercice 3. ../ 5,5points
Partie A
Soit dans Z x Z 'équation (E) : 19u+ 11v=1.

1. a) Onal9x(—4)+11 x7T=—-76+T77=1 donc le couple (—4,7) est une solution particuliére
de (F).

b) Soit (x,y) une solution de 'égiation homogéne : 19u+ 11v =0.

Ona 19x=—11y puisque 11 A 19=1 le théoréme le Gauss nous d’affirmer que x divise 11 par
suite, il exitste k € Z tel que z =11k. De ce fait, on a I'égalité y=—19k par suite, les solutions
de I'équation homogéne associé a (E') sont les couples de la forme (11k, —19k) avec k € Z.
Ainsi, on en déduit que les solutions de (£) sont les couples de la forme (11k —4, —19k+7)
avec k € Z.

2. a) On a vu que les entiers u qui vérifient I'équation (£) sont de la forme :
u=11%k —-4=11(k—-1)+7

mais on sait que 19u+11v =1« 19u=1[11] de ce fait, les entiers u de la forme u=11k+7
avec k entiers vérifient la relation de congruence 19u =1[11]. Seul 'entier k =0 verifie

1<11k4+7<10

ainsi, u =7 est I'unique entier appartenant a {1,2,...,10} tel que 19u = 1|11].

b) On montre de méme que v =7 est I'unique entier appartenant a {1, 2,..., 18} tel que
11v=1[19|.

On considére dans Z ’équation (E2gg) : =2 = z[209]

Partie B
1. On a
02=0[209] et 12=1[209]
donc 0 et 1 sont des solutions de I’'équation (Esqg).

2. On a209=11 x 19.
3. On a

1332=209 x84 +133 et 772=209 x 28+ 77

ainsi, les entiers 133 et 77 sont solutions de (E3qg).

4. Soit x une solution de (FEsqg).
a) On a z° —z=x(z — 1) =0[209] donc z(x — 1) est un multiple de 209 ainsi, tout diviseur
de 209 divise x(x — 1) par suitte, les entiers 11 et 19 divisent xz(x — 1).
b)OnazxzeZetx—(x—1)=1donc x et x — 1 sont premiers entre eux par le théoréme de
Bezout.

5. Soit x une solution de (Esp9) appartenant a {2,3,...,208}.

s Fomesoutracom

et Sk B,

4 Docs & portée de main



CORRIGE EPREUVE DE MATHEMATIQUES BAC TUNISIE AUTEUR : GILDAS MBA OBIANG

a) Puisque z € [2,208] on en déduit que 11 et 19 ne divisent pas x simultanément car sinon
209 ne divise par x. Ainsi, on en déduit que 19 divise x ou 11 divise .

b) On suppose que = =19k ou k est un entier.

On sait que 11 divise le produit z(z —1) et £ A 11 =1 donc par le théoréme de Gauss 11
divise £ — 1. On en déduit qu’il existe un entier £’ tel que x =11k’ + 1 et par suite on a

19k =1[11] (*)

avec x =19k €{2,3,...,208}. Il s’ensuit d’une part que 0 <k <10 et d’autre part, d’apres
la partie A les entiers k qui vérifient (x) sont de la forme k=11g+ 7 avec ¢ € N. Ainsi, on
cherche les valeurs de ¢ tels que k=11¢+7€{0,1,2,3,...,10} ce qui est équivalent a dire
g =10. Ainsi, on obtient k=7 et donc x =19k =133.

¢) On suppose que x =11k ou k est un entier.

On sait que 19 divise le produit x(x — 1) et x A 19=1 donc par le théoréme de Gauss 19
divise  — 1. On en déduit qu’il existe un entier k£’ tel que £ =19%k" 4+ 1 et par suite on a

11k=1[19] (%)

avec x =11k €{2,3,...,208}. Il s’ensuit d'une part que 0 <k < 18 et d’autre part, d’apres
la partie A 'unique entier k& qui vérifie (%) est k=7. Ainsi, on obtient z =11k ="77.

6. D’apres ce qui précede, les solutions de I'équation (Fsgg) qui appartiennent a {0,1,2,3,...,
208} sont les entiers : 0,1, 77 et 133.
Partie C

Soit y un entier et x son reste modulo 209.

1.

Il existe que g € Z tel que y=209qg + x avec 0 < z < 208.
On a y*=(209¢+ z)*=209%¢* + 2 x 209 gz + x* par y* — y=x% — x[209]. Ainsi, on en déduit
I'équivalence

y? = y[209] & x% = z[209]

. Soit w une solution quelque de (FE299) et r son reste modulo 209.

On a alors :
:.-'*2 — ’;"[ZUQ] avec re {U ]--,l 2: 3'.- AR 208}

Or, d’apres la partie B, il s’ensuit que r€{0,1,77,133} ainsi, on en déduit que les solutions
de (FEs09) dans Z sont les entiers de la forme : 209k, 1+ 209k, 77 + 209k et 133 + 209k ou k
est un entier.

Exercice 4. ../ 6,5points
Partie A

Soit f la fonction définie sur |1, 4+o00[ par

fla) =

:111.1‘-

— —

On note C sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,1, j).

1:

2,

On a

1 1
lim ri= lm ——=0 et lm fl(zr)= Ini —=4+0

Interprétation graphique :
e La droite d'équation y =0 est asymptote a la courbe C en +oc.
e La droite d’équation x =1 est asymptote a la courbe C au voisinage de 1.
a) f est dérivable sur |1, +o0[ comme quotient de fonctions dérivable et pour tout = > 1
1
ez . —1
In?z zln?z

fx)=—
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b) Pour tout > 1, f'(z) <0 donc f est strictement décroissante sur |1, +o0|.

& 1 +00
f'(z) =
—+00
J

s Fomesoutra.com 0
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Tableau de variation de f.

c) Tracé de la courbe représentative C de la fonction f.

y.ﬁ.

O I:tl ¥ ¥ ; A

La courbe représentative C de la fonction f.

3. Soit g la fonction définie sur |1, +oc| par

g(x) = f(z) —=
g est dérivable sur |1, +o00| comme somme de fonctions dérivable et pour tout x >1
, —1
= —1
9'(z) zln?z .

donc g est strictement décroissante sur |1, +oc|. De plus, on a

1
Inx

—IE)=—D{] et lim g(z)= lim (—L—m)erc:ﬂ

s I z—1t\ Inx

lim g(z)= lim (

E—og T—++od
ainsi, g réalise une bijection de |1,400[ vers R. Or, 0 € R par conséquent, I'équation g(x)=0
admet une solution a € |1, +oc[. De plus, g(e)=1—e <0 donc a € |1,¢|.

Partie B

T Inx ¢
1. Soit n € N*. Pour tout > 1, on pose F(x) :/ LF{£))*dl et H ()= = gt

Tt
j x Inc t

a) La fonction £ — :—n est continue sur |1, +oc| donc elle admet des primitive sur cet intervalle.
Soit h une primitive de cette fonction. Pour tout x >1, On a H(xz)=h(lnz) — h(Ina). Ainsi,
H est dérivable sur |1, +o00[ composée et somme de fonction dérivable et pour tout z > 1,

1 E111 x 1

H'(z) = —x =(f(z))"

z  (Inz)® In"z




CORRIGE EPREUVE DE MATHEMATIQUES BAC TUNISIE

AUTEUR @ GILDAS MBA OBIANG

Les fonction F' et H sont des primitives sur |1

, +0o| de la fonction x+ ( f(x))™ donc elles

difféerent d’'une constante ainsi, il existe A € R tel que F'(x) = H(x) + A. Mais, on a

O0=F(a)— H(a)=X
d’on pour tout x> 1, F(x)=H(x).
2. On pose pour tout n = 1, un:/ (f(t))"dt.
Cx
a) En effectuant le changement de variable u=Int on a e*du=dt et par suite pour tout n > 1
® < dr L etdu ! gt
Hﬂ.z/ (f(t))”;jf:/ n Z/ n Z/ Tﬁdt
o o (hlt) | Ina Y Ina®
b) La fonction ¢+ e’ est strictement croissante sur [Ina, 1] donc pour tout ¢ € [Ina, 1] on a
a<el<e
1 = g et ,
De plus, pour tout n > 2, ongy — @ ainsi, on en déduit que pour tout n = 2,
1 D 1 - 1 1
dt dt 1 1
Gﬂ/ _ﬂm{,,/ E—ﬂdtﬂﬁ/‘ i = ﬂ—]] guﬂ'%e[ ﬂ—]]
lﬂftf | lﬂf_"tt | JIna® i (1 _”)t | Inex (1 _ﬂ’)f’ | I cu
2 1 1
& -+ < Uy, & € +
\1—-n (n—1)In"« 1—n
1
(n—1)In"a
o — o e
& ——<u, < an~1-1
n—1 "Sn—-1 ( )
c) On a
: " . e . =
lim —= lim ( Klﬂﬂtﬁ): lim (E—K]Hﬂ)z—l—cﬂ
n—+oco M n—toc\ N In ov N —+oo A
par croissance comparée. De ce calcul, on en déduit
T 1 —1
im & — " & o =400
n—4oo N —1 n—1 n-—1
ainsi, lm wu,=-40o0.
T —+ =00
d) Pour tout n>2 on a
j Un € —1 1—mn
= ~= X — £X f
n—1 a™ n-—1 ( )
i 2 1 —ﬂ'.'l_n : € = 1—n ; ; iz : Un
mais lim = lim (@™ —a " ")=0 donc il s’ensuit lim — =0.
n—+ooc T — 1 n—+ooll — 1 n— +oo O™
k=n
3. Pour tout n =1, on pose S;,= > (k — 2)uy.
k=1

1
a) Posons u'=e' et v=—onau=el et v'=—

f.

271

1
U —[ "t] +n/ e’
n— | in n+1
tn ln-::rt

In cx

n

T d’ou, pour tout n =1

dt=e—a™"! +nt,q
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B H.n-}—] - &E

b) Soit P(n) la propriété : « pour tout n>1, S, = : +(1—n)e—u,»
o —

Sl o2
+ (1 —1)e —u; =u; =57 donc P(1) est vraie.

Pora=1, 61 a
a—1

Supposons P(n) vraie pour un certain n>1. On a

{Iﬂ.—l—1 . ﬂ_':-:
Spi1=Sn+ M —1Dupy = —3 +(1—n)e—up+ (n—Dupyq
ﬂ,_n+l - HE
Snt1=8n+(n—1Dtpny1 = — +(1—n)e—tUn+nUnii—Unii
(15?1-{_ L tzx:a s — T1111T-+'3_‘-HHL
Spr1=8p+(0—1)lse1 = = +(1—-n)e—up—e+a" 1 +u, —uyiq
l_:Ef.w,—l-l - HE .
Sn+1=8Sp+(n—Dup+1 = —3 +a" "+ (1—(n+1))e — Unsr
o t2_ o2
Sﬂ.+1:Sﬂ,—|—(ﬂ—1)un+1 — B T +(1—(ﬂ-+1))5—un+1

On a montré que P(n) = P(n+ 1) ainsi, par le théoréme de la récurrence on en déduit que
P(n) est vraie pour tout n = 1.

¢c) On a

R o |
lim é: lim ]iﬂ Q _l_(L_ T )E_UTL—I—I}: X

n
1L —+ o0 CF TL— =00

()
L

La suite (S,,),>1 converge vers

1. Gildas Mba Obiang email : antoinegildas@gmail.com (pour toutes remarques et suggestions)
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