Série dexercices Thewe : Nowmbres complexes et similitudes planes directes

| LYCEE SAINTE THERESE DE L'ENFANT JESUS D/ABECHE
\YE?’—{' Annde scolaire 2025 - 2026/ Niveau pédagogligue : T# S
\,\, i

Exercice 1 : Dans chacun des cas suivants, déterminer le module et un argument de z puis en déduire

la forme algébrique de celui-ci.

Le=le) 0. 2= (-1) (1)
2 2=(3-19)G+i%) b 2= (Y

Exercice 2

1. Mettre sous la forme algébrique (z = x + iy) les nombres complexes :

1+ i \2
a. z; = \/—3__“. C. zZ3 = (Z) '
1+61
b. 7, === d z, = +D)(3+1i).
2. Mettre sous la forme trigonométrique (z = |z|(cosa + isina)) les nombres complexes :
a. z;=1+1i — At
! ¢ % =FEh

b. z, =3 +i d z,=+D(3+i).

3. Mettre sous la forme exponentielle (z = |z|e®® ) les nombres complexes :

a z=1+)(-1-0) ¢ 25 =(3+i)(-1+3)
_1-i 2 _ 5-5i

Exercice 3 : Dans chacun des cas suivants, déterminer le module et un argument de z :

1. z=1+ itand 4. z = —sinf + icosf
2. z=1-—itand 54— cos@+isinf
) ~ cosO—isind

3. z = cosO — isinf
Exercice 4

. . z1—2,=-1
1. Déterminer les nombres complexes z; et z, vérifiant : { \/§; i étant le nombre

-zt iz, =
complexe de module 1 et d’argument g

2. Ecrire les nombres complexes z, et z, sous forme trigonométrique.

a

Exercice 5:Onposea=+v3—i; b=—/3 et c ==

2
b3

1. Donner le module et un argument de c.

2. Donner la forme trigonométrique de t = ab.

Exercice 6 : On donne les nombres complexes a = 5v2(1 + i) eth = —5(1 + iv/3)
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5,

2.

3.

. . b
Déterminer un module et un argument de a, b et .

Soit Z le nombre complexe tel que aZ = b ;

a. Ecrire Z sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

, . 131 . 13m
b. En déduire les valeurs exactes de cos - et sin -

Exercice 7 : On considére le nombre complexe z défini par: z = (V3 + 1) + i(v3 — 1).
1.
2.

Ecrire z2 sous forme algébrique.
On demande de :
a. Déterminer le module et un argument de z2.

b. En déduire le module et un argument de z.
En déduire les valeurs exactes de cos 1”—2 et sin 1”—2

Résoudre dans € I'équation : (V3 + 1)cosx + (V3 — 1)sinx = V2.

Déterminer les entiers n tels que z™ soit un imaginaire pur.

Exercice 8 : Soit z = V2 + V3 + iv/2 — V3.

Calculer z%sous forme algébrique.
Déterminer le module et un argument de z*puis écrire z> sous forme trigonométrique.

En déduire le module et un argument de z.

y . T . T
En déduire les valeurs exactes de cos 5 et sin o

Exercice 9
1.

Soit x et y des réels, z = x + iy un nombre complexe

a. Sous quelle forme est écrit z ? Quelle est sa partie réelle ? Quelle est sa partie imaginaire ?
Quelle est le module de z ?

b. Soit a un argument de z pour z*eC* ; déterminer le cosinus et le sinus de a en fonction de z.

c. Soit M(z) un point du plan complexe et M'(z') Iimage de M par la rotation de centre O et
d’angle 3 ; exprimer ' en fonction de z et R.

on considere 'équation (E) :%z2 +4z/3+32=0

a. Résoudre dans C I'équation (E).

b. Soit les points A(—4+/3 — 4i) et B(—4+/3 + 4i) dans le repére orthonormé (o; i; 7).
Calculer OA, OB et AB ; en déduire la nature du triangle OAB.

c. Soitle point C(+/3 + i) et D son image par la rotation de centre O et d'angle g Déterminer

Iaffixe de D.
Soit G le barycentre des points pondérés (0 ;1),(D; —1) et (B; —1).
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a. Montrer que G a pour affixe g = —4+/3 + 6i.
b. Placer les points A,B,C et G dans le repére (o; u; ¥).
Exercice 10
1. On considére dans C l'équation (E): z2 — (5 + 5i)z — 2 + 14i = 0.
a. Vérifierque: (3 —i)? = 8 — 6.

b. Résoudre I'équation (E) dans C.
2. Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O; u; v¥), on considére les points
A et D d'affixes respectives Z, = 4 + 2ietZ, = 1 + 3i.
a. Placerles points A et D.
b. Montrer que(Z, — Zp)Zp = —10i .
c. Montrer que le triangle OAD est isocéle rectangle en D.
3. Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 2+/5.
a. Vérifier que le point A appartient a (C).
b. La droite (OD) coupe le cercle (C) en un point B tel que : Re(Zg) > 0. Construire le cercle
(C) et placer le point B.
4. Onpose:a = ZgzZy, .
a. Justifier que a est un réel.

b. Montrerque: |a| = 10v2.
c. Montrer que Zz = V2 + 3v/2i.

Exercice 11

1. On considére dans C I'équation (E): z2 + (V5 + 2i)z + 1 + 4V/5i = 0.
a. Calculer:(v5 + 2i)".

b. Veérifier que Le discriminant de I'équation (E) est : A= —3(+/5 + Zi)z.

c. En déduire que les solutions de (E) sont :

a=(V5+2i) (M22) et = (V5 + 20) (*22),

2

2. Soit (0; u; ¥) est un repére orthonormé direct du plan et (C) est Le cercle de centre

O est de rayon 3. Soit Q le point d'affixe V5 + 2i.
a. Montrer que le point Q appartient a (C).
b. Construire alors le point Q.
3. Soient A et B les points d'affixes respectifs les nombres complexes a et b.

a. Montrer que les points A et B appartiennent au cercle (C).

b. Vérifier OA + OB = 00.
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c. Endéduire que Le quadrilatére OAQB est un losange.
d. Construire alors les points A et B.

Exercice 12 : Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0; u; v).

1. On considére dans C I'équation (E): z% + (1 + iv3)z — 2 + 2ivV3 = 0.

a. Développer (3 — i\/§)2.
b. Résoudre I'équation (E).

2. Soitles points Q et K d'affixes : zg = 1 — iv/3 et zg = —2.
a. Ecrire z(, et zk sous forme exponentielle.
b. Placer z(, et zx dans le plan complexe.

3. Soitl'équation : (E"): z* + (V3 —i)z% + (1 —iv3)z—i = 0.
a. Montrer que cette équation admet une solution imaginaire pure z; = iy (y €R).
b. Résoudre cette équation (E") complétement.

Exercice 13
1. factoriser: a® — 2ia - 1.

2. Résoudre dans C I'équation : z* — a(a + i)z + ia® = 0.

chacune des solutions de (E).
4. P désigne le plan complexe ; on note S,, I'application définie sur P par :
Sq:P—-P
M(z) » M'(z)telque:z' = iaz + a*
Déterminer a pour que S, soit une rotation d’angle 5?”

Exercice 14 : Le plan complexe est muni d’un repere orthonormal (o; u; ¥).

Soient les nombres complexes a =

\/’374,1 PLCED I Zy = 6 + 6i .0on note A4, le point d'affixe z, et
pour tout n entier naturel non nul, on désigne par A,, le point d'affixe z,, définie par: z,, = az, .

1. Exprimer z, et a® sous forme algébrique.

. . 1 T
2. Ecrire z; sous forme exponentielle et montrer que a? = Se .

3. Exprimer z; et z, en fonction de z, et a?.
4. En déduire I'expression de z; et z, sous forme exponentielle.

Exercice 15 : Soit f I'application du plan qui a tout point M(z), associe M'(Z’) tel que z' = —iz + 4i.
1. Montrer que f admet un unique point invariant 22 dont on déterminera son affixe w.

2. a) Exprimer Z-w en fonction de z-w.

: .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
hl K
X .
hl K
. .
hl K
. .
hl K
. .
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Sy s

2 3. On note r le module de a et & un de ses arguments. Calculer le module et un argument de -
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b) Reconnaitre I'application f et déterminer sa forme analytique.
3. Déterminer limage par f de la droite(d): y = 2x — 1.
Exercice 16 : SoitZ, = —1; Zg = —-2+1i;Z, =iet Z, = 1 — 2i des points du plan.
1. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe s tel que s(A) = B et s(C) = D.
2. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe s’ qui laisse invariant A et

transforme B en C.

3. Déterminer I'expression analytique de la similitude s” de centre C et d’angle % et de rapport 2.
Exercice 17

1. Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes C I'équation : z> — 8z + 41 = 0.

2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O ;4 ; v), on considére les
points A, B, C et Q d'affixes respectives a, b, c et w tellesque: a =4+ 5i;b = 3 + 4i;
c=6+7ietw=4+7i.

a. Calculer g puis en déduire que les points A , B et C sont alignés.
b. Soit z I'affixe d’'un point M du plan et z' I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de

centre Q) et d'angle — g Montrer que z' = —iz — 3 + 11i.

c. Déterminer I'image du point C par la rotation R puis donner une forme trigonométrique du
nombre complexe =——.
CcC—w
Exercice 18

Partie | : On considére le nombre complexe a tel que 1 a = 2 + V2 + iv2.
1. Montrer que le module du nombre complexe a est: 2v/2 + /2.
2. Vérifierque a = 2 (1 + cos E) + 2isin=.
4 4
3. Enlinéarisant cos*@, avec 8, un nombre réel, montrer que 1 + cos26 = 2cos?6.

4. Montrer que a = 4cos? % + 4icos§sin g (on rappelle que sin26 = 2cosBsind.

5. Montrer que 4cos g (cos % + isin g) est une forme trigonométrique du nombre a puis montrer

4

que a* = (2 2+\/7) i.
Partie Il : On considere, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O ; e; ; e5), les
deux points Q) et A d'affixes respectives w et a telles que : w = V2 eta = 2 + /2 + iv/2 etla rotation
R de centre Q et d'angle .

1. Montrer que I'affixe b du point B Iimage du point A par la rotation R est 2i.

2. Déterminer 'ensemble de points M d'affixe z tel que : |z — 2i| = 2.
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Exercice 19

1. Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes € I'équation : z> — 2z + 1 = 0.

2. Onposea=g+gi.

a. Ecrire a sous forme trigonométrique et en déduire que a?°2° est un nombre réel.
b. Soit le nombre complexe b = cos (g) + isin (g) Prouver que b? = a.

3. On considére, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (0 ;u ; V), les

points A, B et C d'affixes respectives a, b et c telles que : ¢ = 1. La rotation R de centre O et
d’angle g transforme le point M d’affixe z au point M’ d’affixe z'.
a. Vérifier que z' = bz.
b. Déterminer I'image de C par la rotation R et montrer que A est I'image de B par R.
4. On consideére trois points A, B et C d'affixes respectives a, b et c.

a. Montrer que |a — b| = |b — c| puis déduire la nature du triangle ABC.

E——

b. Déterminer une mesure de 'angle (ﬁ ﬁ)

5. Soit T la translation du vecteur 1 et D 'image de A par la translation T.

a. Vérifier que I'affixe de D est b? + 1.
b. Montrer que % = b + b et en déduire que les points O, B et D sont alignés.

Exercice 20 : Soit le polyndéme P(z) = z3 —z? — (1 + i)z — 2 + 2i = 0.
1. Apres avoir vérifié que (—1 — i) est racine de P(z), résous dans €, P(z) = 0.
2. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, i, ), on considére les points :
A(zy =2),B(zg =i)etC(zc, =—1—-1).
a. Placer les points A, B, C et | dans le repere.
b. Donner I'expression algébrique de % Déduire la nature du triangle BAC.
3. Soit S la similitude plane directe qui, a tout point M(z) associe le point M'(z") tel que:
{x' =x—y+1
y'=x+y
a. Déterminer I'écriture complexe de la similitude S .
b. Donner les éléments caractéristiques de S .
Exercice 21 : Soit @ un nombre complexe non nul.
iz

On considére dans C 'équation (E,) : X% — (iav3)X —a? = 0.0npose : X = =

a
1. Montrer que I'équation (E,) est équivalente a l'équation (E) : z2 + zv/3 + 1 = 0.

2. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation (E).

& Prof : PANGABBE Nestor Page & |18 Niveauw : T S

»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»»



3. En déduire dans C les solutions de I'équation (E,).
4. Sachant @ = |a|e’™; m € R. Mettre les deux solutions de I'équation (E,) sous formes
exponentielles.

5. Onpose:z, =1+ ivV3etz, =1+i.

2
a. Ecrirezy,z,etZ = Z—l sous la forme trigonométrique.
2

b. Ecrire Z sous la forme algébrique puis déduire la valeur de cos (i—;) et sin (%T)

Exercice 22 : Soit m un nombre réel. On considére dans I'ensemble complexe C, I'équation (E)
dinconnue z: (E):z>? —(m+1)z+m+1+(1—-m)i=0

1. Vérifier que A= (m — 1 + 2i)? est le discriminant de (E) puis résoudre I'équation (E).

2. On suppose dans cette question que m = 2 + /3, et soient z, et z, les solutions de (E).

. Z , .
a. Ecrire Z—2 sous forme algébrique.
1

b. Montrer que z_z =(1+ @)eig et déduire la forme exponentielle de z.
1

Exercice 23

1. Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0, u, v). On considére les points A, B et C

d’affixe respectives : a = %+ i\/z—g;b = \/2—§+ i%etc =a+b

a. Donner I'écriture exponentielle de chacun des nombres complexe a et b.

b. Vérifier que b? = a et placer les points A, B et C dans le plan complexe.
2. Soit € un ensemble des nombres complexes .

a. Résoudre dans C I'équation (E;): z2 — 2z + 2 = 0.

b. Préciser le module et un argument de chacune des solutions de I'équation (E;).

c. Résoudre dans C de I'équation : (E,): (—iz + 3i + 3)2 —2(—iz+3i+3)+2=0.
3. Le plan complexe P est rapporté & un repére orthonormé direct (0, u, ¥) d’unité 1cm. On donne

les points A’, B’ et C’ d'affixes respectives z,, = 1 +1i,z5, =1 —ietz;, =2 — 2i.

a. Placerles points A", B’ et C’ dans le plan complexe.

.

b. Donner la forme trigonométrique de U = 2’5— avec E un complexe d'affixe z; = 3.
E-zpy

c. En déduire la nature du triangle AEC’.

4. On considere la transformation R du plan P qui a tout point M d’affixe z = x + iy associe le

!

=Yy

: LI E) ] I __ ! L . x
point M’ d'affixe z' = x" + iy’ tel que.{y, x4

a. Donner I'expression complexe de R.

b. Préciser les éléments caractéristiques de R.
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Exercice 24 : Soit P(z) = z3 + az? + Bz + & un polynome complexe de degré 3 ol a, S et & sont
des nombres complexes donnés.
1. Démontrer que si le polyndme P (z) admet trois racines a, b et ¢ alors on a simultanément :
a+b+c=-—a;ab+ bc+ac=petabc =-6.
2. Former alors le polyndme P(z) lorsque ses racines sont:a = 1 + 3iv/3; b = —2 + iv/3 et
c=4—2i3.
3. On désigne par A, B et C les points d’affixes respectives a, b et ¢ dans le plan complexe muni
d'un repére (0,e;,e;).
a. Montrer que le triangle ABC est rectangle en B.

. . ) c—a
b. Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe P

c. Endéduire la valeur % et la mesure principale de 'angle orienté (AB, AC).

d. Donner I'écriture complexe de la similitude directe S de centre A (S(A) = A) qui transforme B
en C. En déduire son écriture analytique.
e. Déterminer I'affixe z, du point B, qui a pour image B par S.

Exercice 25 : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0,7,7).

par:z' = m3z+m(m+1), meC".
1. Donner la nature de la transformation F.
2. Onsuppose m = 1 + i. Donner dans ce cas les éléments géométriques de F.
3. Déterminer 'ensemble des nombres complexes m pour lesquels F est une translation.
a. Déterminer dans ce cas ses éléments caractéristiques.
b. Déterminer son expression analytique.
4. Déterminer 'ensemble des complexes m pour lesquels F est une homothétie de rapport 8.
Exercice 26
1. On considére un polyndéme complexe P d’une variable complexe z défini par :
P(z)=z3—(6+1)z%>+ (13 +3i)z—12
a. Montrer que I'équation P(z) = 0 admet une solution réelle que I'on déterminera.
b. Trouver les nombres complexes a et b lorsque P(z) peut s'écrire sous la forme :
P(z) = (z — a)(z? + az + b) puis résoudre dans C cette équation P(z) = 0.
2. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O; u; ¥), on considére les points A, Bet C
d’affixes respectives z, =1 —i;zg = 3etz, = 2 + 2i. S est une transformation du plan qui
laisse le point A invariant et qui transforme B en C.

5 On considére la transformation ponctuelle F, qui au point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe z' défini -
! a. Ecrire sous forme exponentielle, les affixes des points A, B et C. .
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b. Donner I'expression complexe, la nature et les éléments caractéristiques de S.
c. Déterminer image du point C par S puis construire dans un méme repére, le triangle ABC
et son image par S.

3. Pour tout nombre complexe z # 2 + 2i, on considere une fonction d’une variable complexe z

z—1+i
z—2-2i

définie par: f(2) =
a. Déterminer 'argument et le module de : f(zg). En déduire la nature du triangle ABC.

b. Exprimer x" et y’ en fonctin de x et y.

c. Déterminer et construire 'ensemble (E) des points M d'affixe z tel que |f (2)| = 1.
4. Soit S une nouvelle transformation telle que : K = (?) (z - 3).

a. Déterminer et construire 'ensemble (C) des points M d’affixe z tel que |K| = 1.
b. Construire 'ensemble (C") image de (C) par S.
Exercice 27

Partie A : Dans 'ensemble C des complexes, on donne I'équation : (E): z%2 — 4z + 9 = 0.

1. Vérifier que le discriminant est A= (2iv5)".
2. Résoudre dans C I'équation (E).
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5 5
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5 5
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5 5
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5 5
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5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
> 5
5 5
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Partie B : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (0, u, v), on considére les
points A, B et C d'affixes respectives a = 2 + iv/5,b = 2 — iv/5,etc =a = 2 —/5,.

1. Veérifier que |a| = 3.

2. Montrer que le triangle OAB est isocéle.

3. Verifier que g = {. Déduire la nature du triangle ABC.

4. Déterminer I'affixe du point D image de B par la translation de vecteur CA.

5. Montrer que ABCD est un carré.
a\" 1 .
6. Onpose x, = 3 ety, = - avecn, un entier naturel non nul.
—An

a. Vérifier que x,x,, = 1.
b. Montrer que y,, + y,, = 1 puis déduire la partie réelle de y,.
Exercice 28
1. Résoudre dans 'ensemble C I'équation définie par: (E): z2 — (2+i)z— 1+ 7i = 0.
2. On considere les points A et B du plan d'affixes respectives : —1 + 2i et 3 — i.

a. Déterminer I'écriture complexe de la rotation r d’angle — g et transforme A en B.

b. Soit h 'homothétie de centre Q d'affixe —1 + 2i et de rapport k = —2. Déterminer

I'écriture complexe de h.
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1.
2.

c. Onpose f = hor. Donner I'écriture complexe de f ainsi que ses éléments caractéristiques.

d. Donner I'image de la droite (A):3x + 3y + 5 = 0 par f.

Exercice 29 : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O; u; ©7), on considére les
points A et B d'affixes respectives : a = V3(1 —i) eth = 2 + V3 +1i.
1.

Vérifier que |a| = V6 et que arg(a) = —%[Zn].

3+vV3 &
e 3.
6

3+V/3 n (1+2\/§

b P b _
Montrer que - == ) i, puis verifier que -=
En déduire une forme trigonométrique de b puis verifier que h2* est un nombre réel.

Soit R la rotation de centre O et d’angle %, qui transforme chaque point M du plan d’affixe z en
un point M’ d’affixe z. On pose R(B) = B'; R(A) = A" etR(A") = A"".

a. Vérifierque z’ = %(x/? +i)zetquearg(a’) = [27] ol a’ est I'affixe de A’

_
12
b. Montrer que I'affixe du point A" est a”’ = \/Eeil_nz et en déduire que les points O, A” et B

sont alignés.

c. Montrer que b’, Iaffixe du point B, vérifie b’ = (3”5) a

d. En déduire que le triangle 0AB’ est rectangle en O.

Exercice 30
1.
2.

Résoudre dans C I'équation : 2z? — 2iz- 1 = 0.

Le plan orienté étant rapporté a un orthonormé direct (o; u; ¥). On considére les points A et B

d’affixes respectives

_12+i et% . Démonter que OAB est un triangle rectangle et isocéle de
sommet principal O.

-1+
1+i

On pose Z=

a. Ecrire Z sous la forme trigonométrique.
b. En déduire les racines cubiques de Z sous la forme trigonométrique puis sous la forme

algébrique.

Exercice 31

Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes (E) : z2 — 6z + 18 = 0.

Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes (E) : z2 — 23z + 4 = 0.

Ecrire sous forme trigonométrique et exponentielle chacun des nombres complexes suivants :
u=3+3ietv=+3-1i.

Onpose: W =u X v.

a. Ecrire W sous algébrique.
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b. En utilisant 3), écrire W forme trigonométrique et exponentielle.
c. En déduire les valeurs exactes de cos 1—"2 et sin 1—"2
Exercice 32 : Soit p le plan muni d'un repére (o; u; v),
1. Résoudre dans C I'équation z?- 4z + 8 = 0.
2. Ecrire les solutions sous forme trigonométrique.
3. Soient A.B et C les points du plan d'affixes respectives : z,= 2+2i ; zg= 2-2i et z.= 4.
a. Placer les points A, B et C dans le plan.
Az
z

b. Calculer le rapport 22~ en déduire la nature du triangle CAB, puis celle du quadrilatére
B—ZC

AOBC.
4. Soit f la similitude directe du plan complexe qui laisse le point C invariant et qui transforme le
point Aen O.
a. Donner I'écriture complexe de f.
b. Donner les éléments caractéristiques de f.
5. Soit g la transformation de P dans lui-méme qui a tout point M d'affixe z associe le point M'd’affixe

Z'tel que Z' = (1—1i)z + 4i. Ecrire sous forme algébrique, I'affixé de G’ image du
Exercice 33 : On considére dans C I'équation (E): z% — az + % + ? i=0; (ouacl).
Soit z; et z, deux solutions de (E).
1. Montrer que |z;| X |z,| = 1 etarg(z,) + arg(z;) = §[2n].
2. Onpose:z, = e'l.
_ ™\ iz
a. Montrer que a = 2cos (6 - g) e’s.

b. En déduire que siz; = i, alors ¥3_,z;%a* = 0.

3. Onpose:z; = \/2—5 (1 + i) eton considére M, (z,) etM,(z,). Déterminer la nature du triangle

OM;M,.
Exercice 34 : On considére dans C I'équation : z3 — (4 + iV3)z% + (3 + 4iV3)z — 3iV/3 = 0
1. Montrer que cette équation admet deux solutions réelles (on les notera a et § avec a < B) et
une solution imaginaire pure, notée w.
2. Soit f une application de C dans C telle que pour tout nombre complexe z :
f(z) = az + b, ou aetb sont des complexes.
a. Déterminer a et b de telle sorte que f(w) =wetf(a) =

b. Calculer le module et I'argument de a.
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c. Caractériser la transformation T du plan complexe qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’
Exercice 35 : Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (0,ey, e5). Unité : 2cm

1. Déterminer les racines carrées du nombre complexe 8-6i

2. On considére le polynéme P défini par P(z) = z3 + (—1 + i)z? + (2 + 2i)z + 8i
a. Démontrer que P(z) admet une unique racine imaginaire pure ai qu’on déterminera
b. Déterminer les complexes a;b et c tels que P(z) = (z — ai)(az? + bz + ¢)

c. Résoudre dans C I'équation P(z)=0

3. On considere les points A ; B et C d'affixes respectives -1-i ; 2-2i et 2i
a. Placerles points A; BetC
b. Quelle est la nature du triangle ABC ? Justifier votre réponse
c. Déterminer I'affixe du point D tel que le quadrilatére ABCD soit un parallélogramme

4. On considére le point E d’affixe 2+2i
a. Placer le point E
b. Démontrer que les points A ; B ; C et E sont situés sur un méme cercle dont on précisera le

centre et le rayon
Exercice 36
1. Pour tout nombre complexe z, on pose : P(z) = z3 —3z% + 3z + 7.
a. Calculer P(—1).
b. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout nombre complexe z, on ait :
p(z) =(z + 1)(z*> + az + b).
c. Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

2. Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormal direct (O ; u”; v°). Unité graphique :
2cm. On désigne par A, B, C et G les points du plan d’affixes respectives :a = —1;b =2 +
iV3;c=2-iV3etg=3.

a. Réalise une figure et placer les points A, B, et G.

b. Calculer les distances AB, BC et AC. En déduire la nature du triangle ABC.

c. Calculer un argument du nombre complexe g. En déduire la nature du triangle GAC.
Exercice 37

1. On considére dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation :

(E) : z €C;z* + (=5 + 3i)z3 + (8 — 9)z% + (—14 + 6i)z + 10 = 0.
a. Vérifier que 1 eti sont des solutions évidentes de (E).

b. Résoudre I'équation (E).
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2. Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, U,V ) on considére les points
A, B, C et D d'affixes respectives 1; i; 1 — 3i; 3-1.
a. Placer ces points dans le repére.
b. Soit S la similitude directe qui transforme Aen C et Ben D.
v’ Déterminer I'écriture complexe de S.
v Donner les éléments caractéristiques de S.
Exercice 38 : Dans I'ensemble ¢ des complexes, soit (E): z3 + (3 — d?)z + 2i(1 + d?) = 0: Ou
d est un nombre complexe donné de module 2.
1. Veérifier que 2i est une solution de I'équation (E).
2. Résoudre dans € I'équation (E).
3. Dans le plan complexe P, on considere les points A, B, M et N, d'affixes respectives : 2i; —i;
—i+det—i—d.
a. Calculer MN et déterminer le milieu de [MN].
b. En déduire que lorsque d varie dans C, les points M et N appartiennent a un cercle fixe que
I'on précisera.

c. Dans le cas ou AMN est un triangle, montrer que O est le centre de gravité du triangle AMN

Exercice 39 : On considére I'application t définie par. t(z) = 9z* - 24z3 + 5022 - 24z + 41.
1. Montrer que si z, est une racine de t, alors 7z, est aussi une racine de t.
2. Vérifier que si i est une racine de t et en déduire une autre racine de t.
3. Déterminer trois nombres complexes a, b et ¢ tels que : pour tout z de C,
t(z) = (z* + 1)(az* + bz + ¢).
4. Résoudre dans C I'équation t(z) = 0.
5. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (o; i; ). (Unité graphique : 3cm). On désigne par
5.
L.

A,B,C et D les points d'affixes respectives : z,=-i, zg=1i, z-= % + gi ; et zD=§ -3

a. Placerles points A, B, C et D.

b. Montrer que =—— ———¢€iR; ou iR est 'ensemble des imaginaires purs.

Zc—Zp . Zc—Zp
eiRet
Zp-ZA Zp-ZB

c. Endéduire la nature exacte des triangles ACD et CBD.

Exercice 40
1. Soit f(z)=2° —4(L+i)z* —2(1-4i)z +12
a. Montrer que le polynéme complexe f admet une racine réelle, notée «r .

b. Déterminer un polyndme Q/vz e € f(z)=(z—)Q(z)

. d. En déduire les valeurs de d pour lesquelles le triangle AMN est isocéle de sommet A.
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C.

Résoudre dans € I'équation f(z)=0.

2. Ondonne:a=-1+ib=2et c=3+3i

a.

b.

Mettre a,bet C sous formes trigonométrique et exponentielle.
On considere les points A,Bet Cimages respectives des nombres complexes a,betcC.

Placer A,Bet C dans le plan complexe muni du repére orthonormé (O, él,éz)

Calculer le quotienta—_g. Quelle est la nature du triangle ABC ?

3. Soit S la transformation du plan transformant A en A'tel que z, =—1—4iet de centre Q

d’affixel.

a.
b.
C.
d.

e.

Donner 'écriture complexe de la transformation S .

Déterminer les éléments caractéristiques de S .

Déterminer les affixes des points B’ et C'image respectives de Bet C par S
Donner I'expression analytique de S .

Déterminer le cercle(C’), image du cercle (C) de centre I(1;1) et de rayon 2, par S.

Exercice 41

a.

b.

d.

e.

Calculer P(3)

Montrer que, Vz G : P(z)=(z—3)z? - 4iz—3)

Onpose z=U+2i

Ecrire z? — 4iz —3sous forme Q(u), avec Q un polynéme de degré 2
Résoudre dans € I'équation Q(u)=10

Déduire des questions précédentes les solutions dans € de I'équation : P(z) =0

2. On note z,,z, et z, les solutons de [Péquation P(z)=0 de fagon que:

Im(zl) < Im(zz)-< Im(zg) et on désigne par A, Bet C leurs images respectives dans le plan.

a.

C.

Placer les points A, Bet C dans le repére, ainsi le point D d’affixe 4 + iV3.
Soit *R la rotation de centre Oet d'angle — % Déterminer les affixes des points B'et C’

images respectives des points B et C par‘R.

Montrer que le quadrilatere AB'C'D est un parallélogramme.

Exercice 42

1. Dans C on considére l'équation : z* +(~4—6i )z +(— 4+ 20i)z +16-16i =0.
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a. Démontrer que cette équation admet une solution réelle z,que I'on précisera.
b. Résoudre dans € cette équation.
c. Démontrer que les trois solutions trouvées sont éléments d’une suite géométrique de premier

terme z,dont on donnera la raison.
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, u,v )
a. Déterminer 'ensemble des points M d'affixe z vérifiant : ‘(1— i\/§)z —3- i‘ =4
b. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe S qui transforme A(i)en 0 et le point

B(\/é) en B'(4i). Préciser ses éléments caractéristiques.

c. Donner I'expression analytique de S .
Exercice 43 : On considére 'équation : (E) : z3 — 92% + (22 + 12i)z — 12— 36i = 0
1. Démontrer que I'équation (E) admet une solution réelle z; et une solution imaginaire pure z,.
2. Résoudre dans C I'équation (E).
3. Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal (o;u; v),. on considére les points A,
B et C d'affixes respectives z,=3, zz=2i et z,=6-2i.
a. Placer les points A, B et C dans le plan complexe.

b. Montrer que : % est réel. Que peut-on en déduire ?
B~ ZA

4. Soit S la similitude directe plane d'angle g et de rapport v/2 transformant A en B. Donner

I'écriture complexe de S et préciser son centre Q.

Exercice 44 : Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal (o;u;v),. On considere

I'application f définie sur C* par: f(z) = %(z + é).

—_

On désigne par k le point d’affixe f (% + i?). Déterminer les coordonnées de k.

2. Soit a un nombre réel. Résoudre dans C I'équation € : f(z)=

wIiN

€osa.

3. a) en déduire la solution dans C I'équation (E')= z*-2(cosa

~

22 + 1=0 ( on donnera les solutions
sous forme exponentielle).

b). Vérifier que les solutions de (E') sont deux a deux conjugués.

c). Décomposer le polynéme a variable réelle x définie par : p(x) = x* — 2(cosa)x* + 1 =
0 en un produit de deux polyndmes de second degré a coefficient réels.

4. On considere I'application h du plan complexe dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe

1

le point M' d’affixe ' telle que : 2 (z - g) = (1+1) (z’ - 5).

Démontrer que h est une similitude plane directe dont on précisera les éléments caractéristiques.
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Exercice 45

. Soit A(~i) et B(2)deux points du plan complexe.
1. Déterminer les points C et Dtels que ABCD soit un carré de sens direct.
2. Déterminer I'affixe du centre de gravité du carre.
II. o étant un nombre réel appartenant a l'intervalle [0;27] et z un nombre complexe, on
considére le polynéme P(z), défini par : P(z)=2* —(1—2sina)z® +(1-2sina)z -1.
1. a. Calculer P(1).
b. En déduire l'existence de trois réels a,b,c tels que P(z)=(z—1)az® +bz+c).
Déterminer a,b etc.
2. Résoudre, dans C, l'équation P(z)=0.
3. On considére trois nombres complexes: z, =1z, =—Sina+icosa et
Z, =—sSina—icosa.
Déterminer le module et un argument de chacun de ces nombres complexes z,; z,etz,.

Exercice 46

2. Résoudre dans C les équations : z + 1 =letz+ 1 =2,
z z

3. Soit P(z)le polynome défini par : P(z)=z* —(1+ \/5)23 +(2+\/§)22 —(1+ \/E)z +1.

a. Exprimer izz) en fonction deu = z + 1 .
z z

b. Résoudre P(ZZ) =0
z

4. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants : z, =3—4i et z, =i

Exercice 47 : Déterminer la nature des transformations suivantes et leurs éléments caractéristiques :

1. zZ2=z+1- 2i 5. Z2 =z + 1+ 3i;

2. 7 =iz +1 6. 2 (3+ﬁi)z+l—ﬁi;

2 2 2 2
3. Z2=3z-1+1i ,
7. 2 =(—1+ iz +2.

4. Z7=QA+i)z—1+i
Exercice 48 : Soit m un nombre réel. On considére les transformations T,,, du plan complexe dans lui-
méme qui associe a tout point M (z) le point M'(z' ) telque .z’ = (m+i)z+m—1—1i

1. Peut-on trouver m tel que T, soit une translation ?
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> 1. Résoudre dans € I'équation : z° —{1++/2)z++/2=0. o
~y k
X X
ks k
X X
ks k
X .
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X X
. .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
X .
> r . . . r . ] M
X .
! 2. Déterminer m pour que T, soit une rotation dont on précisera le centre et 'angle. :
X .

X .

X .

X .

X .

X .

X .

X .
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Exercice 49 : On considére S la transformation de centre Q(—2; 1) etle point A(1; —1) du plan :
e Déterminer 'écriture complexe de la transformation.
e Déterminer I'image de A par la transformation S.

1. Symétrie de centre Q.

2. Homothétie de centre ( et de rapport — %

3. Rotation de centre () et d'angle g

Exercice 50 : Soit S 'application du | an dans lui-méme d’écriture complexe z ' = 3iz — 1 — 7i.
1. Justifier que S est une similitude directe.
2. Préciser ses éléments caractéristiques.
3. Déterminer I'expression analytique de S.
Exercice 51 : Soit f I'application du plan lui-méme d’expression analytique : {yaf’==_xx++y y+—21
1. Déterminer I'écriture complexe de f.
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.
3. Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et I'écriture complexe de f 1.

Exercice 52 : Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct. On considére I'application S du

(x'=x+y-3
telles que : {y’ C x4 y+2
1. Trouver |'écriture complexe de S.
2. En déduire que S est une similitude directe

Exercice 53 : Dans le plan rapporté au repére orthonormé direct (0; u; ), on désigne par4; B; C
les points d'affixes respectives : i,2 + 3i et 2 — 3i. Soit r la rotation de centre B et d'angle % .

1. Déterminer I'affixe du point A’ image du point A par la rotation .

2. Démontrer que les point A’ ; B et C Sont alignés.

3. Déterminer I'écriture complexe de 'homothétie de centre B qui transforme C en A'.
Exercice 54 : On considére le plan affine euclidien P rapporté a un repére (0; u; v),.

1. Soit S, I'application de P dans P qui, a tout point M (x; ), associe le point M (x"; y")tel que :

1 V3 3
X' =—-x——y+=
2 2 2

.1 3
Y =3 2V T3
a. Montrer que Z'est lié & zpar la relation z' = az + b, ol a et b sont des nombres
complexes que I'on précisera.

b. En déduire la nature de S; et donner ses éléments caractéristiques.

X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
hl K
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .
ks k
X .

o a 2 4 ] 4 ! I o

N plan dans lui-méme qui a tout point M de coordonnées (x, y), associe le point M' de coordonnées (x', y") -

Sy K
X .
ks k
X .
ks k
X .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
: .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
X .
! .
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2. On consideére le point A d'affixe z4 = 1 et B le point d’affixe z; = —1.
a. Démontrer qu'il existe une similitude plane directe S, qui transforme Aen O et Ben B
b. Donner la nature et les éléments caractéristiques de S,,.

3. Donner la nature et les éléments caracteéristiques de S;0S,.

Exercice 55 : Soit P le plan complexe. On désigne par A le point d’affixe 3 — i. On note f ['application

2iz—4+21

de P dans P qui a, tout point M d’affixe z, associe le point M’ d'affixe z' définie par :z" = —ar

1. Calculer I'affixe du point P’ limage par f du point P d’affixel+1.
2. Calculer I'affixe du point Q dont I'image par f est le point Q' d'affixel+1.

3. Onpose z=Xx+iy et z/=x"+iy’. Exprimer X" et y’en fonction de x etde Y.

4. Déterminer et construire 'ensemble des points M d'affixe z tels que :

a. |Z|=1
b. |Z'| =2
c. z estréel

d. Zz' estimaginaire pur.

Exercice 56 : Soit le nombre complexe Z = X +iy o (x, y)e R2, et M le pointimage de ,dans le plan

L s 2+Z
complexe. On considére le nombre : Z = —.

1+z

1. Exprimer X et Y en fonction de x et de y.
2. Démontrer 'ensemble des points M tels que Z e R est une droite privée d’un point.

3. Démontrer I'ensemble des points M tels que Z e iR est un cercle privé d'un point.

Exercice 57: Soit A et Bles points d'affixes respectives let2i. A tout nombre complexe z # 2i, on

. z
associe le nombre complexe z'/z' = >
z-2i

1. Exprimer x"et y"en fonctionde x etdey.

2. Déterminer l'ensemble des points M (z),(E, ), tels que z' soit réel.

3. Déterminer l'ensemble des points M (z),(E, ), tels que z’ soit imaginaire pur.
4. Déterminer l'ensemble des points M (z),(E,), tels que|z’| = 2.

avec z=x+iyetz'=x"+iy’.

« Sans la mattrise des formules, les Mathématiques
restent un mystére »
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