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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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1 : Préeface

Ce livre est un support d'exercices corrigés concu en
faveur des éleves de la 2eme année Bac SM du Maroc.
J'aiy classé 101 exercices pour la lecon infitulée Dérivation
et étude de fonctions. Les exercices proposés sont riches,
varieés et confiennent tout type de questions. C'est une
plate-forme de ftravail pour les éleves qui auraient besoin
d'un supplément de soutien ftres particulier. dans ce
cadre, I'éleve est invité a choisir le type d'exercices Ia
ou il se sent faible et de prendre son temps pour
renforcé ses apprentissages. Mon objectif est d'aider ces
éleves 4 parvenir d un niveau qui leurs permetirait de
passer les devoirs, les examens et tout type de concours
d'admission pour les écoles supérieurs avec SUCCES.

Cette série confient entre aufre un rappel de cours, les
enoncés des exercices et les réponses détaillées qu’'on
devrait lire attentivement et en profiter au maximum les
idées de résolution. J'ai classé dedans encore des moyens
et des méthodes hors programme juste pour élargir son
equilibbre de connaissances. Sachez que, dans les
concours d'admission et méme dans les examens, la
reponse finale compte plus que la méthode suivie. La
vitesse de réalisation est aussi importante car vous serez
cerfainement serrés par le temps. D'ailleurs les concours
sont formulés sous la forme de questions a choix multiple.
Bon courage a tout le monde et a bientét ©
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2: Meéthodologie du travail

e Considérer d’abord une séance d’exercice

comme un jeu, car Apprendre par le jeu est

le meilleur moyen existant de nos jours

o Choisir le type d’exercices voulu

e Lisez la question et essayer de trouver Ia

réponse en 10 min en consultant de temps a

autre le rappel de cours

e Consulter ma réponse sur ce livre

e Notez les lacunes et difficultés rencontrées

e Retourner pour refaire l’exercice a nouveau

e Passer a un autre exercice
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3: Rappel de cours

Outil N°1 :

Dérivabilité en un point :

m [ est dérivable en x,

X-x(

. (f(x) — f(xo)
< lim

X — Xy

>=f’(xo)€]R

m [ est dérivable a droite en x,

< lim
X—>X(
xX>xq

(f (x) — f(x0)

X — Xy

) = fé(xo) eR

m [ est dérivable a gauche en x,

c>1m<ﬂw—ﬂ%)

x=X0 X — X
x<xq

> = f, (%) € R

m [ est dérivable en x,

= filxg) = fg’(xO) =f(x) eR

Outil N° 2 :

Interprétation géométrigue de la dérivation

lim (f(x) —f(xO)> CleR

X—X0 X — xO
(C’f) admet une tangente (A) en x,
Avec (B) : y = f (x0)(x — x) + f (%)

2 lim (f(x)—f(xo)>=leR

x7Xo X — Xp
xX>X0

((,’f) admet une demi — tangente (A)
= a droite en xg

Avec (A) : y = fé (x0) (x — x0) + f(x0)

s lim (f(X) —f(xO)> _leR

x=X0 X — Xp
x<xq

(€r) admet une demi — tangente (A)
= a gauche en x,

Avec (D) = y = f;(x0)(x — x0) + f(x0)

lm<ﬂm—ﬂ%§=iw

x7X0 X — X
X>Xx(

(C’f) admet une demi — tangente (A)

verticale en x, Avec (A) : x = x,

Outil N° 3 :

L’approximation Affine d'une fonction f
au voisinage d'un point x; :

fX) =~ f (x0)(x—x0) + f(x)

Outil N° 4 :

Les principales approximations des
fonctions classiques au voisinage de O.

X
B Vli+x = 1+E

- 1
] ~ 1-
1+x x

m (1+x)? =~ 1+2x

m (1+x)° =~ 1+3x

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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B (1+x)* =~ 14+ax ; aeR

B cosx =~ 1——

B sinx

Q
=

Outil N°5 :

Dérivabilité sur un intervalle :

f est dérivable

est dérivable surl <
f en xy ; Vxgel

Outil N° 6 :

Tableau des dérivées classiques :

m VxeR ; (constante) =0

m VxeR ; (ax+b) =a

m VxeR ; VneN ; (xn)’ —n "1

m VxeR" ; VneZ ; (xn)’ = n x" L
B VxeR ; VreQ) ; (xr)'=rxr—1

B VxeR ; (sinx) =cosx

B VxeR ; (cosx) = —sinx

T ,

m Vx % E[n] ; (tanx) =1+ tan®(x)
1

V1 —x2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

m Vxel-11] ; (Arcsinx) =

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

-1
V1 —x2

m Vxel-11[ ; (Arccosx) =

1
1+ x2

B VxeR ; (Arctanx) =

Outil N° 7 :

Opérations sur les fonctions dérivables :

8 (FO+9®) =f @) +g &

B (fQ) - g®) = @) g0 +g @) fx)

(f(x))' _f@ g —g @ f@
g(x) (9(0)

!

r (fle@)) =9 @ (g@)

Outil N° 8 :

La dérivabilité impligue la continuité :

m [ est dérivable en x,
= [ est continue en Xx,

Outil N° 9 :

Dérivation d’'une composition :

f:1w— f(I) dérivable sur I
| g :J]— g(J) dérivable sur f(I)

f) <J
— geof est dérivable sur I
Gef) =@eN-f
f g

I —— f(hc ] ——— g)

| f

geof

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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Outil N° 10 :

Dérivation de la fonction inverse :

f est dérivable sur I
m |[f #0surl
f est une bijection

f~! est dérivable sur f(I)
== -1\ _ ;
U =7

Outil N° 11 : TAF

Théoréme des accroissements finis :

Egalité des accroissements finis :

f est continue sur [a,b]
f est dérivable sur la,b[

i Acela, bl tel que :

= | (fB) - fl@)
<v>—f(0)

Inégalité des accroissements finis :

f est continue sur [a,b]
m |f est dérivable sur la,b|
m<f(x) <M ; Vxela,b]

= mS<M>SM

—a
Théoréme de Rolle:

f est continue sur |[a,b]
m | f est dérivable sur la,b|

f(a) = f(b)
dcela, bl tel que :

f=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Outil N° 12 :

Monotonie d’'une fonction :

1°® Méthode :

fole=fD

f est strictement croissante sur |

|V(x,y)4512 tels que :
x>y = f(x)>f)

fil—fD

f est strictement décroissante sur I

|‘v’(x,y)e€12 tels que :
x>y = f)<fQ)

2°M  Méthode :

S Vgyel? <

fil—=fD

f est strictement croissante sur I

f(x)—f(y)>>0
x—y

filw—=f)

f est strictement décroissante sur I

& V(gyel? ; <M><O

y

3°™  Méthode :

fol—=f

f est strictement croissante sur I

& Vxel 5 f(x)>0

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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fil—=f
f est strictement décroissante sur I
fx) <0

S Vxel

Outil N° 13 :

Axe et centre de symeétrie :

(¢r) est symétrique

|
par rapport a (A) : x=a
VxeDs ; (2a—x)eDy
&
fCa—-x)=f)
. (Cf) est symétrique
par rapport a Q(a,b)

VxeDs ; (2a—x)eDy
fQRa—x)=2b—-f(x)

=

Outil N° 14 :

Périodicité d’une fonction numérique :

m [ est T —périodique

x+T)eD

fx+T)=fx=T) = f(x)

Outil N° 15 :

Concavité d’'une courbe d’une fonction :

Le tableau suivant résume la concavité
d'une courbe d’une fonction numérique :

X a B b

f ) + -

Point
d’inflexion

Convexe
) \/ m

Outil N° 16 :

Branches infinies d’'une courbe :

m lim f(x) = +o

X=X

(A) : x =x, est une asymptote
verticale 3 la courbe (Cf)

] lil’_El fx)=beR

(A): y =b est une asymptote

horizontale a la courbe (C’f)

lim f(x) = to0

x—*too

|
x—-too X

(Cf) admet une branche parabolique
suivant 1 axe des ordonnées (0y)

lim f(x) =to0

x—too
u X
im T899 _
x—otoo X

- (C’f) admet une branche parabolique

suivant | axe des abscisses (Ox)

lim f(x) =t
x—too

)
u lim —
x—-too X

Jlim (f(x) —ax) = b

=a+0

(A): y=ax+ b est une asymptote
Oblique a la courbe (C’f)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

lim f(x) = too

. f()
m lim ——
x—>too X

=a+0

xglllm(f(x) —ax) = too

((;’f) admet une branche parabolique
suivant la droite (A) : y = ax

Outil N° 17 :

Les fonctions primitives :

fol e
] F: I —F()
F est primitive de [ sur I

F est dérivgble sur I
Vxel ; F(x)=f(x)

Outil N° 18 :

La condition d’existence d'une primitive :

m [ est continue sur |
= [ admet des primitives sur |

Outil N° 19 :

Calcul d’une limite par la méthode du
nombre dériveé :

lim
X=X

(f (x) = £ (xo)

X — Xy

> = f () jx=xo = f (%)

Outil N° 20 :

Régle de I'Hopital : hors programme bien

évidemment, Mais vous devez Ila
maitriser pour sauver vos calculs au
moins dans le brouillon dans un

concours ou examen :

Régle de I’Hopital :

La forme (9) = lim fx) _ S

O X—X( g(x) X—X( g (x)
Remarque :

(0]
La forme — est valable aussi
(0]

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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4 : Série d’exercices

Exercice N° 1

1) Etudier la continuit¢ en 0 de la
fonction f définie ainsi

vx+1-—-1

(f(x)=T ;0 x#0

f0) =

2) Etudier la dérivabilit¢ en 0 de la
fonction f définie ci-dessus puis interpréter
géométriguement le résultat obtenu.

Exercice N° 2 :

1) Etudier la dérivabilit¢ en zéro de:
f(x) = 2x — ArctanVx + 1
2) Etudier la dérivabilit¢ en 3 de:
g(x) =3x2+4x -5
3) soit h la fonction définie par :

{h(x)=x2—1 ;o x<0

h(x)=x—-1 ; x=0
Etudier la dérivabilité de h sur R.

Exercice N° 3 :

1
Soit  f(x) = x%sin <;> ;. VxeR

1) Mg f est prolongeable par continuité en O

2) Montrer que le prolongement f est
dérivable sur R

3) Montrer que la dérivée du prolongement
f n'est pas continue en zéro.

Exercice N° 4 :

Etudier la dérivabilité des fonctions

suivantes :

£ =x2cos(%) o x#0

f(0)=0

g(0) =0

|x|-Vx2—2x+1
h(x ;o xF1
x—1

{g(x)—smx sm(i) C x#0
\

h(1) =1

Exercice N°5 :

En appliquant le TAF Montrer que :

1) : vt>0 ; Arctant >

) rctan 12
vx+1-1 1

2) :+ Vx>0 ; T_E>O

3) + Vx>0 ; 1—-x<cosx<1l+x

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Exercice N° 6 :

On considére la fonction f définie par :

fX)=x3—x* ; Vx>0

1—cosx

flx) = o Vx<0

1) Etudier la dérivabilité de f en zéro

2) interpréter le résultat géométriguement

3) Etudier la dérivabilité de f sur chacun
des intervalles |—o,0[ et ]0,+oo[

4) Calculer f'(x) ; VxeR*

Exercice N° 7 :

Calculer g'(x) ; VxeR puis dresser
Le tableau de variations de g dans chacun
des cas suivants :

DL T +_j+1

2) m g(x)=x—cosx

3) m g(x)=2x+sinx

4) m g)=+x2+3x+5

5) W g0 =
1+ cos?x

6) m glx) = x:i 5

Exercice N° 8 :

En utilisant la définition de la dérivée
d’'une fonction en un point, Calculer le
nombre dérivé de la fonction f au point
a dans chacun des cas suivants:

1) = f(x)=xx? ; a=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) m f(x)=V2x—-1 ; a=4
3) m f(x)=sin(2x) ; a=%
4) m f(x)=cosx ; a=m
ff(x)z—l—cosx ; x#0
5 m f(x) =1 x
\ f(0)=0 ;o a=0
34 .2 _
rf(x)=x;_2;_12;x;t1
6) m f(x) =1
5
\f(1)=§ ; a=1

Exercice N°9 :

Soit f la fonction numérique définie par :

f)=vx—-1 ; x=>1
f)=x*-1 ; x<1

1) Etudier la dérivabilit¢ de f en 1

2) Déterminer les équations des demi-
tangentes a la courbe (C;) en A(1,0)

3) Tracer les demi-tangentes en A(1,0)
et la courbe (¢;) dans repeére (0,7,))

Exercice N° 10 :

Soit f la fonction numeérique définie par :

2 _
f(x)=% ; VxeR\{-1}
1) Calculer f'(x) ; VxeR\{-1}

2) la courbe (¢;) admet-elle une tangente
de coefficient directeur égal a —4

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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3) la courbe (¢;) admet-elle une tangente
Horizontale ?

Exercice N° 11 :

En utilisant la notion du nombre dérivé,
Calculer les limites suivantes :

o (xP 3 =73+t +x+ 1
1) m lim
x—1 x—1
 (NE—x-v2
2) m lim
x—2 X — 2
o (1—-(x+1)3cosx
3) m lim
x—0 X
x sin x
4) m lim< )
xon \X — 1T
1+ cos3x
5 m ( >
xcos(mx) +1
6) m 1im<‘/_ (mx) )
x—-1 x—1

Exercice N° 12 :

Etudier les variations de la fonction f
dans chacun des cas suivants:

D m f(x)=x3-3x2+1

2) m f(x)=yx*?—-3x—14
x> +x—3

3) = f(x)Zﬁ

fx) =x—x*+2

4) =

f(x)—3x+4—L

5 = >

x24+x—2-—2x

6) m f(x)=

Exercice N° 13 :

1) Montrer les inégalités suivantes :

a) m sinx<x

X2
b) = 1—7SCosx

x3
c) m x—ESsinx

x% x*

<1-—+=
d) m cosx 2+24

2) En déduire un encadrement de sinx
Puis donner une valeur approchée du
nombre sin(0,7)

3) Calculer les limites suivantes :

I (sin X — x) I (x — sin x)
im (——— ; im |——
x—0+ x? ’ x-0t\1 — cosx

Exercice N° 14 :

On considére la fonction f définie par :

1
+ x?

VxeR ; f(x)z1

1) Déterminer : f (x); f (x); f® ()
2) Montrer en utilisant un raisonnement par
récurrence que : (VneN) (VxeR) :

B (%)

[P =G3

d°(Pn (x)) =n

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 15 :

Soient f et g deux fonctions dérivables
surRtet que: vx>0; g(x)=>f (x) =0
Et que g (x) # 0.

f) = f0)  f ()
g(x) —g(0) ~ g'(c)

1) Mg : 3cel0,x[ ;

2) Montrer que Vx>0 on a :

0<f(x)—f(0)<g(x)—g(0)

Exercice N° 16 :

En utilisant la définition, Montrer que la
fonction f est dérivable en x, en
déterminant le nombre dérivé f'(x,) dans
chacun des cas suivants:

1) m f(x)=+x2+1 ; x=0
2) m f)=2x—-3¥x ; x =1
1
3) m f(x)=x2+2 ;o Xg = —2

4) m f(x) =2x—Arctanvx+1 ; x, =0

(f(x):—uc-l-xl—l S x#0
5 m f(x)=
f(0)=% ; X =0

Exercice N° 17 :

Pour chacun des cas suivants, Etudier la
dérivabilité de la fonction f en x, puis
interpréter géométriguement les résultats
obtenus :

f)=0+x)y1—-x% si 0<x<1

1) x0=1
f(x)=3\/x3—x si x>1
‘ _ tanx , m
flx) = e si 0<x<2
2) {
x2
= [ <
f(x) - si x<0
( — 37,3 2
[ f(x)=1+7x3—2x ;X =2
3)4 2 1 Xo =
X =—Arctan( ) o x <2
Lf() - —

Exercice N° 18 :

1) Soit a € R, Montrer lidentité suivante :

lim
xX—a

(Arctan x — Arctan a) 1

xX—a 1442

2) En déduire les limites suivantes :

T T
Arctan x — 2 Arctan x — 3

lim ; lim
x—1 x—1 x—3 X — \/§
T
. Arctan x + 3 _ 4Arctan x + 7
lim ; ( )
x—>_—\/§ 3x + \/§ x—-—1 x+1
3

Exercice N° 19 :

Dans chacun des cas suivants, étudier
la concavité de la courbe (C;) de f en

déterminant ses éventuels points
d’inflexion :
X
1) = =
) W f@) =5y
2) W f) = 3x+——
| X) = 23X p—
VATt 1

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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3) m f(x)= %
sin’x
4 om [l = cos(2x)

5 m f(x)=x—Arctan x

6) m f(x)=(x—1)3

Exercice N° 20 :

On considére la fonction f définie par :

(f)=yJ14+x2—=2x-1 ; x>0
T 1
kf(x)=x+E+Arctan(;> ;o x<0

1) Montrer que f est continue en zéro
2) Montrer que f est dérivable en zéro
3) Etudier la dérivabilit¢é a gauche en 0
4) f est-elle dérivable en 0 ?
Interpréter géométriqguement le résultat
5) Etudier les branches infinies de (C;)
6) Etudier les variations de la fonction f
Sur ]—oo,0[ et sur [0,+oo[
7) Montrer que f réalise une bijection de
I = [0,4+00[ sur un intervalle ] € R
8) Calculer f(x) ; Vxe]
9) Calculer le nombre suivant (f~1)' (=1)
puis tracer les courbes (¢;) et (C;-1)

Exercice N° 21 :

Soit f la fonction définie sur I =[0,8] par

fx) = (4—3 x? )3

x)—8
1) Montrer que : lim <f()—> = —
x-0* X

Et interpréter géomeétriquement le résultat

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) Montrer que la fonction f est
Strictement décroissante sur [

3) Montrer que f est bijective de I surl

4) Montrer que (A) :y =x est un axe de
Symétrie pour la courbe (C;)

5) En déduire une expression de f~1(x)

En fonction de x puis calculer la limite :

lim f&
x-8~\x — 8

Et interpréter géomeétriquement le résultat
6) Tracer dans un méme repéere (0,1,))
les courbes (C;) et (Cr-1)

Exercice N° 22 :

Soit g la fonction numeérique définie par :
gx) = Vx — sin(i/}) i Vx>0
1) Montrerque: (VteR%),(3ce]0,t3]):
t —sint =1t3 <1_C30—S(%)>
3 Ve
2) En déduire la valeur de la limite :

] t —sint
i (£57)
x—0t t3

Exercice N° 23 :

Soit g la fonction définie sur R par:
x+1

() =
@) V2x2+2
1) Calculer : lim g(x) ; lim g(x)

X—+00

2) Montrer que pour tout xeR on a:

500 = () (w57)
V2xZ ¥ 2/ \x* +1
3) En déduire que pour tout x€]0,1[:
, 1
0<g < ﬁ
4) Dresser le tableau de variation de g
5) On considére la suite définie ainsi :

{unﬂ =g(u,) ; VneN

u0=0

Montrer que : VneN ; 0<u, <1
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6) Etablir la proposition suivante :

1
vneN ; |u,, — 1| <—|u, — 1|
n+1 \/E n

7) En déduire que (u,) est convergente
Et préciser sa limite.

Exercice N° 24 :

On considere les fonctions définies par :

B f(x)=x3+4x>+6x—1 ; Vx=0
() = —— . Vx>0
pECA P S

1) Calculer les quantités suivantes :
1
FO 5 f(5) 5 @ 5 dim G
2) Calculer : f'(x) ; VxeR* puis

Dresser le tableau de variation de f
3) Montrer que f s’annule une fois et

1
une seule sur [0,+o[ en un ae ]O;E[

4) Déterminer le signe de f sur [0,a
et sur Ja,+oo[
5) Déterminer un encadrement de

1
(x> +4x +6) pour xe [O’E]

6) En déduire que 0<glx) <%

1 ,
7) Montrer que : Vxe [O;E] ;lg O] < 36

8) Soit (u,) la suite définie par :

{un+1 =g(u,) ; VneN

u():O

Montrer que : VneN ; u, € [0%]
9) Montrer que g(a) = a et déduire que

5
- Cll < % |un - (Xl
10) En déduire que la suite (u,) est
Convergente et donner sa limite

vneN ;  |u,4q

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 25 :

Déterminer [I'équation de la tangente
éventuellement les équations des demi-
tangentes de la courbe () en x, dans
chacun des cas suivants :

Dm f(x)=+vx?2+1 ; xy=-1

2) m f(x)=+vx?—-1 ; x,=-1

3) m f)=Ix*—4 ; x,=2

Vxi+1-1

4) f(x)=—x-; ;x#0 % = 0
£(0) =0

5 m f(x)=4lx|-sin(x*) ; x=0

6) m f(x)=x>+x-2 ; x53=-2

7) B f(x)=+x>+x—-2 ; x=1

Exercice N° 26 :

Déterminer la fonction dérivée f (x) et
Son domaine de définition dans chacun
des cas suivants :

1) m f(x)=Arctanx

2) m f(x) =Arctanx?+1

3) m f(x)= JArctan X — %

4) m f(x) = Arctan (Zxx_-l- 11)

5) m f(x) = ArctanVx + Arctan (%)
X

6) m f(x)=+VArctan x

Exercice N° 27 :

Soit f la fonction définie ainsi:
fx)=Vv2—x—x ; Vxel]-o2]=1

1) Montrer que f réalise une bijection de
I sur un intervalle ] a déterminer.
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2) Montrer que f~! est dérivable sur
]-2, 4] puis calculer (f~1)(0)

3) Construire dans un méme repeére les
courbes (C;) et (C;-1)

4) Calculer en fonctionde ye]J

: ()

Exercice N° 28 :

Déterminer la fonction dérivee de f et
son domaine de définition dans chacun
des cas suivants :

1) m fx)=¥Yx+Vx
2) m f(x)=3V1-cosx
3) m f(x) = (2 —x)3
4) m fx)=yx3Yx?
5) m f(x)=Arctan(Vx+1)

6) m f(x)=Y&x+1?-(x-1)?

Exercice N° 29 :

Soit : F(x) =3V1+nx—1 ; vneN*"\{1}

1) Determiner Dy domaine de définitionf
2) Etudier la dérivabilité de F & droite en _71
3) Montrer que F est dérivable sur
L’intervalle ]_—1,+00[
n
4) Montrer que F réalise une bijection de
]_71 +00[ sur un intervalle I & déterminer

5) Etudier la dérivabilité de F~' sur I

6) Calculer F71(x) ; Vxel

7) Montrer que Yae R on a :
1+a)"=>1+4+na ; VneN

8) En déduire que VxeR' ; F(x) <«x

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 30

Soit f la fonction définie par :

flx) = Va2 = Y (x — 1)2

1) Etudier la dérivabilité de f en 1 puis
interpréter géomeétriquement le résultat

2) Etudier les variations de f sur [1,+oo[

3) Montrer que f réalise une bijection de
11, +oo[ sur un intervalle J a déterminer

4) Montrer que I'équation f(x) =% admet
Une seule solution dans ]1,+oo[

5) Etudier la branche infinie en +oo

6) Construire la courbe (C;) dans un
repére orthonormé (0,1,))

Exercice N° 31 :

Soit la fonction numérique définie par :
g(x) =xcosx—sinx ; Vxel[0,m]=1

1) Etudier les variations de g et donner
son tableau de variations

2) En déduire le signe de g(x) sur I

3) Soit f la fonction définie sur I par :

sin x

; x€]0,m]

fo) ==
F(0) =1

Etudier les variations de f sur 10,7]
4) Montrer que : VxeR" ; 0 <x —sinx

3
X
Soit lp(x)=sinx—x+? ; VxeR*

Calculer ¥ (x) et ¥ (x) ; VxeR*
6) en déduire le signe de ¥(x) sur R*
7) Déduire que f est dérivable a droite

en 0 et déterminer f£,(0).
8) Construire (¢;) dans (0,%,))
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 32 :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

Uy = M1+ u, ; VneN

Ug = 0
1) Calculer les termes : u; ; u, ; us
2) Montrerque : VvneN ; 0<u, <2

3) Montrer que (u,) est strictement /2

4) Montrer que (u,),.y €St convergente
Soit a = lim, (u,)

5) Montrer que a est la seule solution
de l'équation g(x) =x—VI+x=0

Exercice N° 33 :

Soit f

f(x) =x-3\/x3+1 ;

31
On pose : [=|— E'+OO

Montrer que f est continue sur I.
Montrer que f est strictement 7 surl
Montrer que f réalise une bijection de
I vers un intervalle J a déterminer
Définir la fonction inverse f~1
Montrer que Vxel ; x < f(x)
Soit (u,), la suite numérique définie :

{ i1 = fu,) ; VneN

U, =0

31
Montrer que: u, <0 = —\/iSunSO
2

la fonction définie par :

Vx=-—

w
N =

1)
2)
3)

4)
5)
6)

7) Montrer que : uy <0 = (u,) converge
8) Montrer l'implication suivante :
Uy >0 = vneN ; (u,yq—u,)=a

a=u0(3w/u8+1—1) )

avec

9) En déduire I'implication suivante :
Uy >0 = VneN ; = Uy +na
10) Calculer lim(u,) dans le cas (uy > 0)
noo

Exercice N° 34 :

Soit f la fonction définie sur R par:

-1+ V1+x2
(f(x) = D Vx#0
X
f(0)=0
1) Etudier la continuité de f sur R
2) Montrer que f estimpaire puis calculer
llr_ll_’l f(x)
3) Etudier la dérivabilité de f sur R
4) Calculer f'(x) ; VxeR*
5) Montrer que f est strictement 7 sur R

6) construire (C) et (A) la tangente a
(¢f) en zéro dans un repére (0,1,))
7) Montrer que f réalise une bijection a

Définir puis donner f~!(x) en fonction de x

Exercice N° 35 :

Soit f la fonction définie par :

f)=+vx ; Vx>0

1) Montrerquepourx§t<x+1 et x>0

1
=SNG

2) En déduire que pour Vx>0 on a:

2 ! SVX+ _\/_<ﬁ

3) Soit (u,) la suite définie ainsi:

1
u, = Z— ;. VneN*
k=1\/E

Montrer que (u,),.n+ €St divergente
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Exercice N° 36

1) Montrer que pour tout xeR on a:

1—x2< <1-—x%+x*
1+ x2
2) Soit f la fonction définie par:
3
X
f(x) = Arctan x — x + 3 VxeR
Montrer que vxeR ; |f ()] < x*

3) Déduire que: VxeR ; [f(x)] < |x°|

lim

i _ Arctan x — x
4) Déterminer : 1 ( )
xX—

x2

Exercice N° 37 :

Soit f la fonction définie par :

sinx + 4

;o VxeR
> X€

fGo) =
1) Montrer que : VxeR ; |f (x)] S%

2) Soit g(x) = f(x) —x , Montrer que g
est strictement décroissante sur R
3) Montrer que pourtout xeR on a :

2
4) Déduire : liT gx); lim gix) ; g(R)
A xpeR ; fxy) = x

2m 5t
T<xg <=
3 6

5
ng(x)SE—x

5) Montrer que :
6) Vérifier que

7) Soit (u,) la suite définie par :

{unH:f(un) ; VneN

ug e R
Montrer que pour VYneN On a :
1
Uy 41 — x| < §|un — X

8) En déduire la limite lim(u,,)

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 38

Soit (§,),.n+ la suite définie ainsi :

k=n 1
‘Sn = 2 ﬁ ; VneN*
k=1
1) Montrer que (§,) est strictement /2
1
2) Soit f(t)=t—2 ; VteR*

Montrer que pour peN et p=>2 on a:

2 2
m<f(10)—f(l)+1)<p—3

3) Déduire que pour ne N*\{1} on a:

1 1 <5<3 1
2 2n? "2 2n?

4) Montrer que (S,),>, €st convergente

Exercice N° 39 :

Soit f la fonction numérique définie par :

2

f(x)=1n(1+x)—x+x7

vxeR* ; 0 < f (x) < x?
3
2) Montrer que : VxeR" ; 0 < f(x) S%

1) Montrer que :

3) Montrer que pout x e R* on a:
x2 3 2

< 1(1+)<x
2 3 =T muETX=5
x —In(1+x)
xZ

En utilisant la définition du nombre
dérivé, déterminer la limite de f en a
dans chacun des cas ainsi proposes :

4) En déduire

lim
+

x—0

Exercice N° 40 :

1) =m f(x):sizx ; a=0
cosx —1

2) | f(X)=T ; a=0

3) m f(x)= COS;CT ; azg
X=3
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sinx —1

4) m f(x)=

NS

CoOS X

Exercice N° 41 :

Calculer la dérivée de
aprés avoir déterminé
définition de f et f':

la fonction f
lensemble de

1
Ry
2) = f(x)zsinx

1
3) " f(x)ztanx
1 1
Hom =T 5
1
5) w0 =
; ~ -3
AT

Exercice N° 42 :

Calculer la dérivée de
apres avoir déterminé
définition de f et f':

la fonction f
'ensemble de

1) m f(x)=+v3x+2

2) m f(x)=+yx?—x
x—1

3 m fO)= |

4) m f(x)=+vV2x—-1

5 m f(x)=yx?+x-2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

6) m f(x)= /\/E—l

Exercice N° 43 :

En utilisant la notion du nombre dérivé,
Calculer les limites suivantes :

1 I (2 CcosXx — 1)
. —_—
_ sin(2x) + cosx — 1
2) m lim
x—0 X
3 ) (sinx — cos x)
) = xl_r,% 4x — 1
z
- (cosx +sinx)® -1
4) m lim
x—0 X
sin(2x) - cosx
5) (2x)
X X—T
- [V1—-sinx+x?+x—-1
6) m llr% .
X—

Exercice N° 44 :

Soit (¢;) la courbe de la fonction f
définie sur R par ce qui suit :
f(x) =x3—5x2+2

Déterminer les points de
chacun des cas suivants:

(¢;) dans

1) la tangente & (C;) en ces points est
parallele a I'axe des abscisses.

2) la tangente a (C;) en ces points est
parallele a (A): y=-3x+1.
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3) la tangente a (C;) en ces points est
perpendiculaire a (D) : y=%x—4.

Exercice N° 45 :

On considéere la fonction h définie par :

2x% — 3x
h(x) = ——=
(x) 12
1) Déterminer D, I'ensemble de définition
2) Calculer les limites suivantes :
lim h(x) ; lim h(x) ; limh(x)
xX—+00 X——00 x-1

3) Montrer que pour tout xe D, on a:
2

i@ = (=) ()

4) Etudier les variations de la fonction h
5) Montrerque : 3! ae]1,3] ; h(a) =0

Exercice N° 46 :

Etudier la dérivabilité a gauche en x, de
la fonction f puis interpréter le résultat
obtenu :

D m f=x+V1—-x ; x=1
2) m f)=yx2—-5x+4 ; x =1
3) m f(x)= xx_32 . X% =0

4) m f)=+x?+x-2 ; x5=-2
5 m f(x)=Vm—3Arctanx ; x,=+3
6) m f)=J1-x3 ; x=1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 47

Calculer les dérivées des fonctions :
3
1 2\2
) m f(x)= (x3 —x3)

2) m gl =Yx+ (x—1)3

3) m h(x)=|4x — ZI%

4) m k(x)= x%— Va3 +1

Exercice N° 48 :

1) Montrer que la fonction f définie par:
f(x) =sin(x\/§) ; VxeR*

est dérivable sur R* puis déterminer

sa dérivée

2) Etudier la dérivée de la fonction g :

g(x) = cos (\/x2 — x)

sur son domaine de définition puis
Déterminer sa dérivee.

Exercice N° 49 :

On considére la fonction g définie par :

gx) =x—=3+Jx2—x ; Vxe[l,+oo]
1) Etudier la dérivée de la fonction g
a droite en 1
2) Interpréter géométriquement le résultat
3) Etudier les variations de la fonction g
4) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet
une seule solution dans [1,+4oo]
5) Exprimer g~1(x) en fonction de x
6) Montrer que g~! est dérivable en

(V2 -1) et calculer (g7’ (V2 -1)

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 50 :

Soit g la fonction définie sur R par :

gx)=4x-Yx ; x>0
—2x

xX) = ;o x<0
kg() T

1) Etudier la dérivée & gauche et a droite
De la fonctions g au point x, = 0 puis
Interpréter graphiguement les résultats

2) Etudier les variations de la fonction g

3) Soit h la restriction de g sur R~

Montrer que h est une bijection de R~

sur un intervalle I a déterminer.

4) Etudier la dérivabilit¢ de h~! sur I

puis calculer (h~1) (7). On donne —7 est

La seule solution négative de I'équation :
8x3 —343x +343 =0

Exercice N° 51 :

Soit la fonction f définie sur R* par :

f() =+t ; VteR*

1) Soit xeR}, Montrer que Vtel[x;x+ 1]

, 1
Sf(t)Sﬁ

2Vx +1

2) en déduire que VxeRL on a:

1 1
———<Vx+1l-Vx<s—
2Vx + 1 2vx

k=n 1
3) Soit u, =Z— ;. VneN*
k=1\m

Montrer que (u,)..n+ €St divergente

Exercice N° 52 :

Dans chacun des cas suivants, Montrer

que la droite (A) est un axe de
symétrie de la courbe (C;) de f:
D) f)=Yx2—4x+1 ; Q): x=2

2) f(x) =sin*x —5cos®x+7; (A) : x = g

3) f(x) = Arctan (\/x2 + 4x) ;(A): x=-2

9 )= 2 —sin*x

cosx + 3

Exercice N° 53 :

Soit f la fonction définie sur R par :

( 1
f@0) retan x Arctan x x
3
X vi—-6x+x—1
fx) = ;o x<0
X
L £(0) = -1

1) f est-elle continue en 0 ?

2) Etudier la dérivabilité a gauche en 0
de f puis interpréter graphiquement
le résultat obtenu.

Etudier les branches infinies de (¢;)

Résoudre dans R I'équation f(x) =0

3)
4)

5) Etudier les variations de f.
6) Construire (C;) dans un repére (0,1,))
7) Soit g la restriction de f surl =]0,+oo[

Montrer que g réalise une bijection de
[ sur un intervalle /] a déterminer
puis tracer la courbe (C,-1)

8) Calculer g '(x) ; Vxe/
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Exercice N° 54 :

Soit ¢ la fonction numérique définie par
o(x) = 2sin’x + 4sinx + 2

1) Montrer que ¢ est 2m —périodique.
2) Vérifier que pour tout xe R on a:
@ (x) =4cosx-(1+sinx)

3) Donner le tableau de variations de la
fonction ¢ sur lintervalle [—m,37]

4) Ecrire I'équation de la tangente (T)
a la courbe (¢,) en 0.

5) Calculer ¢ (x) ; VxeR

Exercice N° 55 :

On considere la fonction f définie par :

4
— _|_2 [
flx) = x X o
1) Determiner Dy ensemble de définition
2) Calculer les limites de f aux bornes
de son domaine de définition.
3) Calculer f'(x) ; VxeDy.
4) Ecrire I'équation de la tangente (T)
a la courbe (¢;) en -3.
5) montrer que pour tout xe Dy on a :

p (x=—1Dx*+4x+7)
[ = (x +1)2

6) En déduire la monotonie de f’

7) Déterminer le signe de f'(x) ; VxeD;
on donne —3 est une racine simple
de l'équation x3 +4x2+5x+6=0

8) Donner le tableau de variations de f

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 56 :

On considére la fonction g définie par :

1
lg(x)—x—1+— ;o x>0

+1

1) Calculer xlirllwg(x) et xlirzlwg(x)

2) Etudier la dérivabilité de g en 0 puis
interpréter géométriguement le résultat

3) Calculer g (x) ; VxeR*

4) Etudier le signe de g (x) sur R*

5) Donner le tableau de variations de g

6) Tracer la courbe (¢,) dans (0,7,))

Exercice N° 57 :

Etudier la dérivabilit¢ a droite en x, de
la fonction f puis interpréter le résultat
d’'un point de vue graphique :

1) m f)=Vx—2 ; x,=2

2) m f)=y1-x2 ; x,=-1

3) m fG)=yx?+x—-2 ; x,=1
4) = f()_\/’+5 ;o x=0

5 m f(x)=cos(3x) ; x=0

6) m f(x)z(Arctan\/m)2 ;X =3

Exercice N° 58 :

Soit f la fonction définie par :

fx) = 3\/x3 +8 ; VxeR

1) Montrer que f est dérivable en zéro
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2) En déduire une approximation affine
De I'expression /x? + 8 au voisinage de 0

3) Déterminer des valeurs approchées

des Nombres 3/8,004 et 3/7,9995 .

Exercice N° 59 :

Calculer les dérivées des fonctions :
1) m f(x)=4x>+8x*2—13x+7
2) m h(x) = (x®+5x+4cosx)’

3) m u(x) =((*+x+2):sin(8x)

5
4 m gx) =——
) g = e
: k()_2x3+x+2
) = X = X%+ x
6) m v(x)= 3\/x2 +x+4

Exercice N° 60 :

Calculer la dérivée de la fonction f dans
chaque cas ci-dessous et déterminer les
domaines de définition D; et Dy

1) m f(x)=x* Arctan x

2) m  f(x) = VArctanx
Arctan x

3) m f(x)= Nre

4) m f(x)=x-ArctanVx

5 m  f(x) =Vx+ Arctan x

2x )
1 — x2

6) m f(x)= Arctan(

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Exercice N° 61 :

Soit n un entier non nul, en utilisant le
nombre dérivé, calculer les limites
suivantes avec a e R*:

x™ —a”
D e (A
x»a\ X—a

2) m lim
x—-a

(W—%)

X—a

A+x)" -1
m—

3) m lim .
cos"x — 1
b ow (@Y
x—0 X
x\Vx —ava
5) m lim (—‘/_>
x—a X —a

cosx —1
& m m ()

xX—a X

Exercice N° 62 :

Soit f la fonction définie par :

fx) =1+

T
. ; Vxelz[z,n[
1) Etudier les variations de la fonction f
2) En déduire que la fonction f admet
une fonction réciproque sur un interv-
valle J a déterminer bien sqr.
3) Montrer que pour tout xel on a :

f=Fx-1- J(f(x))z —2f(x)
4) Montrer que f~! est dérivable ]2, +oo]
5) Montrer que pour tout x >2 on a:

SN 1
(f )(x)—(x_l) o
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Exercice N° 63 :

En utilisant le TAF Montrer les inégalités

1) m V(x,y) eR? ; [sinx —siny| < |x — y|

2) m VxeR: ; < Arctan x < x

X
1+ x2

3) pour tout (x,y)e[0,10]%> on a :
|xsinx —ysiny| < 11|x — y]|

V2

4) m Vxe]O,%[ sinx>7-x

Exercice N° 64 :

Soit f la fonction définie sur [1,+o[ par

Ve = Y- 12

1) Etudier la dérivabilité de f en 1 puis
interpréter géomeétriquement le résultat
2) Calculer la limite lim f(x)

X—+00

3) Etudier les variations de f sur [1,+oo[

4) Etudier la concavité de f sur [1,+oo[

5) Dresser le tableau de variations de f
puis tracer la courbe (C).

flx) =

Exercice N° 65 :

Calculer les limites suivantes en s’aidant
De la technique du nombre dérivée.

((A+0P -1
1) m lim

x—0 X

cosx +sinx — 1

2) m lim < )

x—0 X

] 2cosx —1
3) m lim T

x—>§ X —§

lim
x—-0

sinx — cosx
4) m ( )

sinx+cosx—\/§

Exercice N° 66 :

Etudier les variations des fonctions
suivantes et déterminer éventuellement
des extrema locaux ou globaux :

Do fe =t

> - RS
3 .2

3) m f(x)=%+x7—6x

4) m f(x)=x*—4x

5 m f(x)=yx?+1—-x

6) m f(x)=+x—x?

Exercice N° 67 :

Calculer chacune des limites suivantes :

_ Arctan(3x)
1) m lim|(————
x—0 X
_ Arctan(x)
2) m lim|————
x—0 X
1
3) m lim (x2+1)Arctan(;)
X ——00
1
4) m lim x-Arctan (—)
X —+00 X

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1 T

Arctan|\—= ) — 5

5) m lim %) 2
x—0 X

6) m lim (x Arctan x — n?x)

X——+00

Exercice N° 68 :

Soit ne N*\{0;1;2} soit la fonction :

f)=y@A-2)"+0—-x)"; Vxe]—oo,1]

1) Montrer que f est dérivable sur
lintervalle I = ]—o0, 1]

2) Etudier la dérivabilité de f a gauche enl

3) Montrer que f réalise une bijection
De I vers | a déterminer

4) Etudier la dérivabilité¢ de f=! sur J

5) Calculer f~1(y) en fonction de ye]J

6) Mg f(x) =x admet une seule solution

7) Construire (C;) et (C;-1) pour n=3

Exercice N° 69 :

Soit f la fonction définie sur [0%[ par :

f(x) = tan’x — 23 tanx

1) Etudier les variations de la fonction f
2) Tracer (G;)dans un repére (0,%,))

3) Soit g la restrictionde f sur I = [0%]

et h la restriction de f sur I' = E%[

Montrer que g realise une bijection de
I vers un intervalle /| a déterminer
4) Calculer g~1(y) en fonction de ye]J
5) Montrer que h réalise une bijection de
I' vers un intervalle J' a déterminer.
6) Calculer h™1(y) en fonction de ye]J'’

Exercice N° 70 :

Soit f la fonction numérique définie par :

1
f(x) =x-Vi—x=x-(4—-x)3
Soit (u,),y la suite définie ainsi :

{unﬂ = f(u,) ; VneN
Uy = 1

1) Résoudre dans I =[1,3] I'équ f(x) =x
2) Montrer que : f(I) <1

3) Montrer que: VvneN ; 1<u, <3

4) Etudier la monotonie de (u,),.

5) En déduire que (u,) est convergente
6) Calculer lTilgl(un)

Exercice N° 71 :

Soit f la fonction définie sur R par :
fx) =(2x*-1)*

1) Calculer f'(x) ; VxeR

2) En utilisant la formule de la dérivée
De la fonction composée, Déterminer les
Dérivées des fonctions suivantes :

gx) =f(cosx) ; hx)= f(m)
k(x) = f(i) ;0 Six) = f(tan (g))

Vx
u(x) = f(Vx) ;5 v(x) = f((Arctan x)*)

Exercice N° 72 :

En utilisant le nombre dérivé, Calculer
Chacune des limites suivantes :

(14 x° -1
1) m lim ——
x—-0 X

2) m lim
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_ 4 cos’x —1
3) m lim | ———

5 m lim

- [x+sin’x—m
6) m lim

X—T

X —sinx
7w g ()

8) m lim (—

Exercice N° 73 :

Soit f la fonction numérique définie par :
f(x) =x3-3x-3

1) Etudier les variations de la fonction f

2) Soit g la restriction de f sur [1,+oo]
Montrer que g réalise une bijection de
[1, +oo[ vers un intervalle | a déterminer

3) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet
une unique solution a€]2,3].

, 1
4) Montrer que (g™ = 3@2—1)

Exercice N° 74 :

Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = sinx — x?
w1
1) Montrerque : 3ae ]Z’E[ ; f@)=0
2) En déduire que I'équation cosx — 2x =0
admet une solution dans R.
3) cette solution est-elle unique ?

Exercice N° 75 :

Dans chacun des cas suivants, Montrer

que le point Q est un centre de
symétrie de la courbe (¢;):
3x% +8x + 4
1) m = ;0 Q(—1,2
) m fO)=—— (-1.2)

2) m f(x) =V3cos(2x) + sin2x ; Q(%,O)

3w fl)= sin x ; Q(z 1)

sinx + cosx

Exercice N° 76 :

On considére la fonction f définie par :

f(x) = =2x Arctanx
T
f =+/x? —1Arctan x + Arctan/x?> — 1 — N
x>1

1) Montrer que f est continue en 1.

2) Etudier la dérivabilit¢ a droite et a
gauche de f en 1 puis donner une
interprétation géométrique des résultats

3) Calculer : f'(x); f (x); f(0) puis
Donner le tableau de variations de f’
sur lintervalle ]—oo,1].

4) Montrer que f est strictement croissante
sur lintervalle |1, +ool.

5) Montrer que la droite (A) : yz%x— 1

est une asymptote de la courbe ()
au voisinage de +oo

On donne :

T
m Vx>0 Arctan x + Arctan— = E

X

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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6) Montrer que la droite (A"): y=mnx+2
est une asymptote de la courbe (C;)
au voisinage de —o

On donne:

B Vx<O0 : Arctan x + Arctan— = 7

X

Exercice N° 77 :

On considére la fonction f définie par:

f(x)=%tan(x1) ;. Vxel0,1]

+1

1) Montrer que f est dérivable sur [0,1]

. 1
et que : Vxel0,1] ; |f ()] <m

2) Montrer que : 3! a€]0,1] : f(a) =«
3) Soit (u,),.y la suite définie par :

{unﬂ = f(u,) ; VneN
up € 10,1[\{a}
Montrer que pour tout neN on a :

1 n
4 coszl) lup —al

Iun—a|<(

4) En déduire que (u,) est convergente
et préciser sa limite.

Exercice N° 78 :

Soit f la fonction numeérique définie par :

f)=x—-14++Jx*+1 ; x<0

fx) = Vx —Arctanx ; x>0

1) Etudier la continuité de f en 0
2) Montrer que : VxeR't ; Arctanx < x
3) Montrer que pour tout xeR* on a :

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3 5 x3

X x< Arct <
3 S_x rcanx_3

X — Arctan x

4) Calculer la limite : lim ( 3 )
x—-0t X

5)
6)
7)
8)
9)

Etudier la dérivabilit¢ de f en zéro
Etudier les variations de f sur R
Etudier les branches infinies de (¢;)
Construire (C;) dans un repére.

soit g la restriction de f sur I =]—o,0[
Montrer que g réalise une bijection de
I vers un intervalle J a déterminer.
10) Déterminer g~ 1(y) ; Vye/

11) Soit (u,) la suite définie ainsi:

Uy = i/un — Arctan(u,)) ; VneN

u0=1

Montrer que (u,) est strictement \
12) Montrer que (u,),.n €St convergente

Exercice N° 79 :

Dans chacun des cas ci-dessous,
Montrer que f réalise une bijection de [
sur un intervalle J a déterminer et
préciser D,-1 et les variations et une

expression de f~1(y) ; Vye:

2
D om W= =[5 el
2) m f(x)=—xzx—+1 ;1= 10,+oo]

3) m f(x)=x—+x?—x ; I=][1400
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4) m f(x)=x+Jx?2+1 ; I=R

Exercice N° 80 :

Soit f la fonction numérique définie ainsi

V1i+x2 -1

{f(x) =—
X
f(0)=0

Vérifier que f est une fonction impaire
Vérifier que f est dérivable sur R.
Montrer que f réalise une bijection de
R vers unintervalle I a déterminer.
Etudier les variations de f~! puis
Etudier la parité de la fonction f

Calculer f~1(x) en fonction de xel
La fonction f~! est-elle dérivable en 0 ?

x¥+0

1)
2)
3)
4)

5)
6)

Exercice N° 81 :

1) Montrer que la fonction f(x) = x? — 2x
réalise une bijection de I =[1,+oo]
vers un intervalle ] a déterminer.

2) Déterminer I'équation de la tangente
(T) de la courbe (¢;) en A(2,0).

3) Déterminer I'équation de la tangente
(T") de la courbe (C;-1) en A4'(0,2) .

4) Construire les courbes (¢;) et (Cq-1)
dans un méme repere (0,1,))

Exercice N° 82 :

Soit : f(x) =cos(2x) ; Vxe [0,%]

1) Montrer que f réalise une bijection de
I vers | =[-1,1]

2) Montrer que f~! est dérivable sur
lintervalle |—1,1]

3) Déterminer le nombre : (f~1)'(0)

4) Montrer que pour tout x e ]—1,1[ on a:
FHE=——s
/ 2V1 — x?
5) Construire dans un méme repére (0,1,))
les courbes (C;) et (Cr-1).

Exercice N° 83 :

Soit f lafonction définie sur I =]0,+oo]:

3} 1
fO) = |x*+3

1) Montrer que f est dérivable sur I.

2) Soit g la restriction de f sur E = [1,+o[
Montrer que g réalise une bijection de
E vers un intervalle J a déterminer.

3) Calculer g7(x) en fonction de x¢€]J

4) la fonction g~! est-elle dérivable sur J ?

5) Montrer que : 3! a € |1,V2[ ; f(a) = a®

Exercice N° 84 :

Soit f lafonction numérique définie ainsi

x+1
(x) =
/ 2x% + 2
1) Calculer lim flx) ; lirp f(x)
2) Donner le tableau des variations de f

3) Soit g larestriction de f sur I = [1,4+o[
Montrer que g réalise une bijection de
[ vers un intervalle J & déterminer
Déterminer : g~ '(y) ; Vye/
Construire dans un méme repere (0,1,7)
les courbes (Cf) et (C,-1).

6) Soit (u,) la suite définie par :

4)
5)

{unﬂ = f(u,) ; VneN
Uy = 0

Montrer que : vneN ; 0<uy,<1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

7) Montrer que pour tout neN on a:

1
|un+1 - 1| < _lun - 1|

V2

8) Montrer que: VneN ; |u,—1|< —

,/27’1
9) Déterminer : lim(u,)
noo

Exercice N° 85 :

Soit (u,) la suite numérique définie par :

1) Calculer le terme u;.

2) Montrer que : vneN ; 0<u,<1
3) Etudier la monotonie de la suite (u,)
4) En déduire que (u,) est convergente
5) Déterminer la limite : lggl(un)

Exercice N° 86 :

Soit f la fonction numérique définie par :

fx) = V2x—x2 . Vxe [0,2]

Soit (u,) la suite numérique définie par :

Uy = f(u,) ; VneN

uy =acel0,1]

1) Calculer : f'(x) ; Vxel0.2[

2) Dresser le tableau des variations de f
3) Déduireque:Vxe[0,2] ;0<f(x) <1
4) Montrer: wu, = constante < ae{0,1}
5) Mg : (VneN) (Vael[0,1]) ; 0<u, <1

6) Etudier la monotonie de (u,) nen et
0<a<1

En déduire qu’elle est convergente
7) Calculer lim(u,)

Exercice N° 87 :

Soit P un polynébme de R[X] défini par:
P(x) =x3—6x*+12x —11

1) Montrer que I'équation P(x) = 0 admet
une solution unique a€]1,4]

2) Soit: g(x) = V6x? —12x + 11 ; VxeR
Résoudre dans R I'équation g(x) =«

3) Calculer : g'(x) ; VxeR

4) En déduire : g([1,+oo[)

5) Soit (u,) la suite définie par:

U1 =9g,) ; VneN
Uy = 1

Montrer que : vVneN ; 1<u,<a
6) Montrer que la suite (u,),.n €st 7
7) En déduire que (u,) est convergente

et calculer ensuite lgg?(un)

Exercice N° 88 :

Soit f la fonction numérique définie par :

f(x)z/l_l_zm ; Vxe[O;g]

Uy = f(u,) ; VneN
soit
Uy = 0

— COS X

3
V2(1 + sinx)2

1)Mq: Vxe [0,%] ; f'(x) =

2) Montrer ue : 3! Ae]o,g[ ; f) =2

, 2
3) Mgq : Vxe[O,g] ; If(x)lsg
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4) Vérifier que :

F([o3]) o]

5) Montrer que: VneN ; 0<u, %
6) Montrer que pour tout neN on a:
V2
41 = Al < == u, = 4
7) Déterminer lim(u,)
neoo
Exercice N° 89 :
1) Montrer que : VxeR* ; —x <sinx <x

2) Soient f et g deux fonctions dérivables
sur R telles que : VxeR™; f (x) < g (x)

Montrer que : f(x) — f(0) < g(x) — g(0)
3) En déduire que:
2

X
VxeR*" ; 1—7ScosxS1

4) Montrer que pour tout xeR* on a:

x3

x—ZSsinxSx

Exercice N° 90 :

Soit f la fonction numeérique définie par :

T 37‘[
f(x) =Tn(2x) ; Vxe s
1) Montrer que f réalise une bijection de
I sur lintervalle | = E,+oo[.
2) On pose : g=f"'let K=1[1,2]
Montrerque: ' aeK ; gla) =«a
3) Montrer que : g(K) € K
4) On admet que f' est » sur [5" ,"]
Montrer que pour tout (x,t)eK? on a:
190~ 901 <5 lx —
5) Soit (u,) la suite définie ainsi :
{ i1 =9W,) ;3 VneN
Uy =1
Montrer que : VneN ; u,eK

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

6) Montrer que pour tout neR on a :

al <

1
|un+1 - Elun - al

7) Montrer que lim(u,) = «a
noo

Exercice N° 91 :

On considere la fonction h définie par :

1
h(x) =;—2Arctanx ;0 VxeR:

1) Montrer que I'équation h(x) = 0 admet
une solution unique a €]0,+o[ et que

> <a<l1
e 3 a
2) Etudier le signe de h(x) sur ]0,+oo[
3 0 . ()_Arctanx x>0
) ’npose : f(x) = 152 x =
Etudier les variations de f sur R*
1
4) Montrer que f(a) = PO
5) En déduire que pour tout x >0 ona:
33
0< f(X) < T

6) En utilisant 'inégalité des accroissements
finis, Montrer que pour tout (x > x,)eR2

3v3

(Arctan x)? — (Arctanx,)? < e (x — xp)

k=n
. X\%  ¥x =0
7) Soit u,(x) = ; (Arctan 2_") b vneN
. 3V3
Montrer que (u,(x)) est majorée par =X
8) Soit C(x) =limu,(x) ; Vx=0
noo

Montrer que pour tout (x,x,) e RZ ona:
k=n
3V3 1
it () =, )| < = lx =301 )
4 2
k=0
9) En déduire que la fonction C est
continue sur lintervalle [0, +oo].
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Exercice N° 92 :

Calculer les limites suivantes en utilisant
La régle de I'Hépital :

tanx — sinx
1) = lim (— )
x—0 X + sin x
tanx — sinx
2) m lim (—3 )
x—-0 X
sin(mvcos x
3) m lim ( )
x—0 X
cosx —v1+sinx
4) m lim
x—0 X
xvVx —1
5 m lim ( Vx )
=1 \V3x+1—+vx+3
VxZ — x
6) m lim (———
x—-07t X
_ Arctan(3x)
7) m lim|———
x—0 X
3 I (1 — CosS x)
) " xl—rf(l) xz
sin x
9) m lim ( )
x—0 X
x — Arctan x
10) m lim ( 3 )
x—0 X
_ Arctan x — %
1) = }clg} x—1
Arctan x
12) w i ()
x—-0 X
tan x
13) m lim ( )
x—-0 X

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

X — sinx
W e iy (F5)
x—0 X

Exercice N° 93 :

Soit f la fonction numérique définie par :
T
f(x) =+sinx+x ; Vxe[O,E]

1) Montrer que f réalise une bijection de
[0%] vers un intervalle J a préciser.

2) Montrer que la fonction réciproque f1
est continue sur J et dérivable sur J\{0}

3) Montrer qu'il existe un c e ]Og[ tel que

cosc 4
Vsine T

Exercice N° 94 :

Soit f la fonction numérique définie par :

1/3
flx) = E(;+x) ; Vxe [\/§,+00[ =]
1) Montrer que f est strictement / surl
2) En déduire que : vxel ; f(x)>=+/3

3)
4)

Montrer que : Vxel ; 0<f (x) <%
En déduire que pour tout xel on a:

£~ V3| <5 |x 3

On considére la suite (u,) définie par

{unﬂ = f(u,) ; VneN
Uy = 4

5)

Montrer que : vneN ; wu, >+/3
En déduire que pour tout neN on a:

1
|un+1 — \/§| < §|un — \/§|
Montrer que pour tout neN on a:

=31 < (5)

6)

7)
|uo - \/§|
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8) Déduire que (u,) est convergente puis
déterminer sa limite.

Exercice N° 95 :

Soit h la fonction définie sur ]—oo,0[ par:

h(x) = 2 Arctan (%) — (;2__'_11)

1) Donner le tableau de variations de h
2) Déterminer le signe de h(x) sur R:
3) a laide du TAF Montrer que :

Vt<0 ; t<Arctant<
1+ t?
L g ~ [Arctant —t
4) En déduire que : lt% (f) =

t<0

Exercice N° 96 :

Etudier puis représenter graphiquement la
Fonction f dans chacun des cas suivants

1
1) m f(x)=m
2-3 2
A NCES
3) =m f(x)=x\/_§1

Exercice N° 97 :

On considere la fonction f définie par :

T
=x-sin(— ; 0,1
flx) =x sm(x) x €]0,1]
f(0)=0
1) montrer que pour tout neN* on a :

3 ] 1 1[ (¢,)=0
“n € n+1'n fien) =

2) En déduire que l'équation tant =t
admet une infinité de solutions dans R

Exercice N° 98 :

Soit f la fonction numeérique définie par :
f(x) =cos(2x) ; Vxe [Og]

1) Montrer que f est une bijection de I
Sur lintervalle | =[-1,1].

2) Montrer que f~! est dérivable sur
1-1,1[ puis déterminer (f~1)'(0)

3) Montrer que pour tout xe]—1,1] ona:

-1y —
(f )(X)—2

1 — x2

Exercice N° 99 :

Soit f la fonction numérique définie par :
fX)=V2—x—x ; Vxel|-o2]=1

1) Montrer que f réalise une bijection de
I sur un intervalle J a déterminer

2) Montrer que la fonction f~'est dérivable
sur lintervalle ]—2,+ool.

3) Calculer le nombre (f71)'(0).

4) Calculer : f1(x) ; Vxe]-2,+of

Exercice N° 100 :

Pour chacune des fonctions suivantes,
Calculer f'(x) puis dresser le tableau
de variations sur [ :

D m f(x)=x*—4x ; I=R
2) m f(x)=yx?+1—-x ; I=R

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3) m f(x) =Arctan(x —2vx) ; I=R*"

4) m fx)=Yx3-3x2+8 ; I=R

Exercice N° 101 :

Etudier puis représenter graphiquement
La fonction f dans chacun des cas

1) m f(x)=ArctanVvx + 1
2) m f)=V1-x-1

3) m f(x)=Arctan(2x) — x
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5 : Corriges

Solution N° 1 :

) im0 = i (W)
(EFT-)(EFI+1)
x—>0 x(Vx+1+1)
(W) — 12
R oy
- x(W 1)
1
= lim <W T+ 1)
1 1
"1z /Y

Donc la fonction f est continue en zéro.

2) lim (f(x)—f(0)>

x—0 x—0

Vx+1-1 1
= lim X 2
x—0 X
1 1
2
— lim vx+1+1
x—0 X

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

des Exercices

= lim
x—-0

(2—\/x+1—1>
2x(Vx+ +1)

= lim

x—0

<2x1(\/_%_+1 1)>

i (1-Vx+D(1+Vx+1)
x0 2x(Vx+ 1+ 1)1 +Vx + 1)

iy P2 OFFD)
0 2x(Vx+ +1)

—X

= lim
’HO Zx(Vx +1+ 1)

-1
= lim
=0 2(Vx¥1+1)°

-1 ~1
= 2:—6]R
2(Vo+1+1)" 8

Donc la fonction f est dérivable en 0

, -1
Et f(0) =3

Géomeétriqguement on dira que la courbe
(¢;) admet une tangente en zéro de
Coefficient directeur eégale a -1/8.

Solution N° 2 :

. (f&x)—=£(0)
1) 1 _
) xl—r>r(1)< X—O
Zx—Arctan\/x+1+%
=l :
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Arctan 'y — %
=2— lim
y—1 y?2—1
y=vVx+1
Arctany — % 1
=2 —lim . ( )
y-1 y—1 y+1

. 1
=2 — (Arctan y) Jy=1 % (m)

2~ (557),_ % (59) =3
1+ y?2 1+1/) 4

Donc la fonction f est dérivable en zéro

Et : f(0) =£

eR

/y=1

2) lim

x—3 x—3

(g(x) - 9(3)>

_ <3x2+4x—5—34>
= lim
x—3

_ <3x2 + 4x — 39)
= lim
x-3 x—3

3(x —3) (x+13—3)
(x —3)

(+3)

13
=3<3+?)=226R

lim
x—3

= lim 3
x—3

Donc la fonction g est dérivable en 3
Et : g (3) =22

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3) h est une fonction définie par morceaux
Sur ]-o,0[ on a : h(x) =x%?-1

Donc h est dérivable sur ]—oo,0[ car
c’est un polynéme.

Sur ]0,+o[, h est dérivable aussi car
c’est un polynédme. Etudions maintenant
la dérivabilité de h en zéro:

h — h(0 -14+1
lim (M)Z i (A1) = e
x-0 x—0 x=0 X
x>0 x>0

h — h(0 2141
fig (PO RO) o (X Z1H ) o
x-0 x—0 x=0 X

x<0 x<0

On remarque que : hy(0) # hy(0)

Donc h n’est pas dérivable en zéro.
h est juste dérivable a droite et a
gauche en zéro mais pas du tout en O.

La conclusion : h est dérivable sur R*

Solution N° 3 :

1
1) lim flx) = lim x? sin (;) =0

1 2 2 1 2
Car —1<sin—-<1 = —x“<x°sin—<x
X X
Et comme lim(=x?) =limx? =0
x—0 x—0
o, 1
Alors limx“sin—=0eR

x—-0 X

Dou f est prolongeable par continuité
en zéro et son prolongement f est:

f(x) = f(x)
fO) =0

;o VxeR*

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

35

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

- 1
Ji€9) =xzsin; ;o x#0

2) Ona
f(®=o0

Sur R* on remarque que f est dérivable
car cest le produit de deux fonctions
bien définies et dérivables sur R*.

Examinons la dérivabilité en zéro :

m lim

= lim
x—0 x—0

x—0 x—0

<ﬂw—fm» x?sin > — 0

1
= lim(xsin—) =0eR
X

x—0

1

et ceci car —x < xsin—<x
X

Donc la fonction f est dérivable en 0

La_conclusion : f est dérivable sur R.

4

! 1
3) Ona: Vx#0 ; f(x)z(x%in;)

= 2xsin G) +x° (%) cos G)
= 2xsin (%) +x? (;_21) cos (%)
= 2x sin (%) — €os (%)

Donc la dérivée de f est définie par :

f)= ZXSin(%>—cos<l> S x#0

X
f=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Examinons la continuité de f en O:

n ng f(x)= chlilé (Zx sin (%) — cos G))

1 1
= lim 2x sin (—) — lim cos (—)
x—0 X x—0 X

7
0 n existe pas

Donc }Ci_r)% f () #f(0)

C'est adire que f n’est pas continue en 0

Solution N° 4 :

1) Sur R* on remarque que f est le
produit de deux fonctions bien définies
et toutes les deux dérivables sur R* :

x+— x? et chos(%)
La composition x+— Cosi est dérivable
sur R* car c’est une composition bien
définie (Vx #0 ; % € ]R) de deux fonctions
dérivable sur R*.

Examinons la dérivabilité de f en zéro:

£ - £(0) x? cos ()
an____):ml___L
x—0 x—0 x—0 X
1
= lim x cos (—) =0
x—0 X
1
Car : —xchos(;)Sx ;0 Vx#0
x)—f(0
Comme : lim<M>ZOeR
x—0 x—20

Alors f est dérivable en 0 et f (0) =0
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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) Sur R* on remarque que g est
dérivable car c'est le produit de deux
fonctions bien définies et dérivables sur R*

. .1
X — sinx et X — Sin—
x

Examinons la dérivabilité de g en 0:

) .1
sinx-sin=—20
X

= lim
x—0 X

(55 msin )

1 n existe pas

m lim
x—0

gx) —g(0)
x—0

X lim sin
x—0

= lim
x—0

Donc g n’est pas dérivable en zéro.

La conclusion : g est dérivable sur R*.

£ 1 _xVxr—2x+1
3) Si >0 Alors h(x) = —

Donc h est dérivable sur ]0,+oo[\{1} car
c’est le quotient de deux fonctions bien
définies et étant dérivables.

_ —xVx? —2x+1
Si x<0 Alors h(x)= 3
Donc h est dérivable sur ]—oo,0[ car

c’est le quotient de deux fonctions bien
définies et dérivables sur |—oo,0].

Examinons la dérivabilité de h en zéro:

. h(x) — h(0)\ _ " —xVx?—2x+1
") T I e
x<0 x<0
. —Vx?=2x+1
= lim
x=0 x—1
x<0

V0—0+1 ,
_Tzlzhg(O)ER

~ (h(x) — h(0) oxvx?—-2x+1
i () =l

x—0 x(x—1)
x>0 x>0

CoVx2=2x+1

= lim
x>0 x—1
x>0

VvO0—0+1 ,
=—=—-1=h;(0)€eR

0—-1

On remarque que h;(O) * h;i(o) Donc h
n'est pas dérivable en zéro.

Examinons la dérivabilité en 1:

lim
x—1

<h(x) — h(l))

x—1

xVx2 —2x+1
x—1
x—1

-1

lim
x—1

x+y/(x —1)2 1
x—1
x—1

= lim
x—1

= lim
x—1

Fx(x—-1)
x—1
x—1

=)

lim
x—-1%

lim
x—-1%
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( (x—l

JJH{% po|
I (—x—l)
| Jim (=

Donc h n’est pas dérivable en 1.

)=1=h;(1) eR

La conclusion : h est dérivable sur R\{0,1}

Solution N° 5 :

1) On a la fonction Arctan est continue
et dérivable sur R tout entier selon le
cours, Donc on peut appliquer le TAF a
cette fonction sur n’importe  quel
intervalle inclus dans R. Soitt >0 et on
prend lintervalle [0,t] :

{Arctan est continue sur [0,t]
Arctan est dérivable sur ]0,t[

= 3dcel0,t] ; tel que :

(Arctan t — Arctan 0

) = (Arctan) (¢)

t—0
Arctan t 1
= 0<c<t et = 5
t 1+c
B O0<c<t = 0<c?<t?

= 1<ci+1<t’+1

1 1

< <1
t24+1 c2+1

1 - 1
t24+1 c2+4+1

1 Arctan t
<
t2+1 t
t
= < Arctant ; Vt>0
tc+1

2) On a ¢ : x — x+1 est continue
et dérivable sur ]—1,4+o[ Donc on peut
appliquer le TAF a cette fonction ¢ sur
nimporte quel intervalle inclus dans
]—1,40[ soit x>0 e on prend
I'intervalle [0,x] c ]—1, +oo]

{(p est continue sur [0, x]
@ est dérivable sur ]0,x[

= 3Jcel0,x[ ; <M>=<ﬁ’(0)

x—0
0<ec< . Vvx+1-—-1 1
= c<x e =
X 2vec+1
B O<c<x = 1<c+l<x+1

= 1<+Ve+l<vVx+1

= 2<2Vc+1<2Vvx+1

1 1 1
< <=
2Vx+1 2Vc+1 2

1 <1
2Vc+1 2

Vx+1—1<1

3) On a la fonction cos est continue et
dérivable sur R tout entier donc on peut
appliquer le TAF & cos sur n'import quel
intervalle inclus dans R soit x > 0 et on
prend l'intervalle [0,x] € R On trouve :

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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{cos est continue sur [0,x]
cos est dérivable sur 10, x|

cosx —cos0 ,
= Vcel0 x| ; (T)=(cos) (¢)
cosx —1 ]
= 0<c<x ; T=—smc
B —-—1<sinc<l = —-1<-sinc<1
cosx —1
= —-1l<—<1
X
= —x<cosx—1<x ; x>0
= 1—-—x<cosx<x+1; Vx>0
Solution N° 6 :
N pim (fEO O _ (¥ —x*—0
) %00 x—0 ~ 00 x—0
x>0 x>0
=}Ci_r)r(1)(x2—x)=0=fd'(0)e]R
x>0
. (fCo) = f(0) . (1—cosxy 1
lim|————— =1m< )z—eR
x>0 x—0 x-0 x2
x<0 x<0
Comme  £;(0) # f,(0) alors on déduit

que f n’est pas dérivable en zéro.

2) géométriquement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (A) a droite
en 0 avec (A): y = f(0) =0 c'est-a-dire
'axe des abscisses est une demi-
tangente & la courbe (G;) a droite en0
C’est l'interprétation de la limite :

lim
x—0
x>0

[G) = fO _
x—0 B

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Et on a la 2™ limite :

()= fO) _1_
i‘%}(T)zizﬁ"(o)

Et géométriquement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (D) a gauche
en 0: (D): y=fg'(0)x+f(0)

Cest a dire (D) : y=%x est une demi

tangente a (C;) & gauche en O.

3) Sur
Donc f est dérivable sur
c’est un polyndme de R[X]

* =10,400[ on a f(x) =x3—x?
10, +oo[ car

1—cos x

Sur |]—o,0[ on a :

flx) = Alors f
est dérivable sur ]—o,0[ comme étant
guotient bien définie de deux fonctions
dérivables sur ]—oo,0[.

X

4) Si x€]0,+oo[ Alors : f(x)=x3—x?
Dou f(x)=3x*—2x ; Vx>0
1—cos x

Si x€]—o,0[ Alors f(x)= dou:

(1 —cosx) x —1(1 — cos x)

f ()=

x2

xsinx — 1+ cosx

x2

Si x =0 Alors f n’est pas dérivable en
0 car cest déja vu. La fonction dérivée
est donc définie ainsi:

f(x)=3x*-2x ; x>0

xsinx —1+ cosx

f(x)= 2 ; x <0
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Solution N° 7 :

2x +3
- = 0 VxeR
(2 Y (—3) 2Vx? +3x+5
1 x) = =
) 9() (x% 4+ x + 1)2 x |- : oo
g (x) - ) +
32x+ 1)
Tl tx+D? VxeR e e
gx) \ 3 /
g
— > — (2)
g ) - ) + )
— - , —(1 4+ cos“x
’ ’ ) 9= (i + coszx)2
g(x) \
14 _ 2cosx-sinx sin(2x)
) (14 cos?x)? (1 + cos?x)?
2) g(x)=1+sinx>0 ; VxeR
x —00 _7” [27] 377[ [2m] +o0 b —00 _7” [2m] 0[2m] g[Zn] +o0
9@ +og + 4 IR
oo g(x) Nk 1
m— péri  — péri
g(x) / m—péri|  odique \ / odique
odique
—00 1/2

3) g'(x) =24+cosx>0 ; VxeR , 3x2(x* + 2) — (4x3) (x3)
6) g x)=

(x" + 2)?
X —00 +o00
, 6x% —x®  x%(6—x%)
g (.X') + = 7 > = ” >
= (x*+2) (x*+2)
g(x)
< B (x" +2)?
4) g (x) = (x/x2 +3x+5 ) x2(6Y* — x)(6Y* + x) (V6 + x?)
= ; xeR
(x* + 2)?
1
— 2 5
= ((x +3x + 5)2> x |-oo & 0 o +o0
g @ - + + -
1 2 l—1 2 ! 0~ 3
=E(x +3x+5)2 - (x“+3x+5) 64/8
9% \ / \
1 -1 —61/8 ot
= - (xZ + 3x + 5) 2 - (Zx + 3) You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
2 understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 8 :

f&x) - f(0)> r X

D) £(0) =lim (

x—0 50 oy T 1
1
=xq0<\/x_+1)=1eR
:  (f(x) = f4)
2) f () = lim (T)
_ (\/236———\/7>
= lim
x4 x—4

L (VETI-VETTYY)
T -2 —1+7)

2x+% _ 2x—%
2+ cos — - sin 5

S B
B _ ™\ [ sin(x—%)
_2<12n%cos(x+6)> )lcl_{% (x—%)
=2 (eos (5))- (1)
=2-%-1=1€]R
B 1w = (L)

. (cosx +1
= lim (—)
x>\ X —T

_— V2x —1 — \/_ ~ lim <cos(t + 1) + 1)
=1 (x — 4)(VZx — 1 +7) L0 t
R 2(x—4) ~ lim (—cos t+ 1)
(S o OV o\t
) 1 —cost )
2 =11m(—2 )X]lmt
= 11m“( ) -0 t 50
w4 \VZx — 1 +7
1
2 1 = > X0=0eR
=——=—¢€R
B—1+v7 7
fx) — f (0)
yis 5) £ (0) —l <
. [FfO-£(F)
3) f (E) =lim| ————
x—)a X ——
6 1—cosx
( ) —€eR
. V3
sin(2x) — =
1 2 1
—ll_)l’l’zl 7 6)f(1)—l <f() f())
X 6 X 6
T x34+x>=2 5
sin(2x) — sin |5 — -2
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= lim
x—1

2x3 —3x%2 +1
(Z(X2 - D(x - 1))
(x—1D2x*>*—-x-1)
2(x2—-1D(x-1)

x—1

2D (x+3)

x—1 Z(X — 1)(x + 1)(x — 1)

1 1

_y x+5 I+5 —3><1—3 R
i\ x 1 1+1) 2727 4°¢
Solution N° 9 :
 (flo)—=fQ) . [(Vx—=1-0
1) lim|[————— | =lim
x>1 x—1 x>l x—1
x>1 x>1
_ ( Vx —1 >
= lim
Th\Wx—1-vx -1
I ( ! ) I ( ) +oo ¢ R
= lim = lim |—=) =+
x-1 «/x—l t—0 \/E

x>1 t>0

t=x—1

Donc f n'est pas dérivable a droite en 1.
D'ou f n'est pas dérivable en 1 et ce
ne serait pas utile détudier la
dérivabilité & gauche en 1.

lim
x—1
x>1

2) On a <M> = 400

x—1

Donc (¢;) admet une demi-tangente (A)
verticale en 1 a gauche avec (A): x=1

. - (f)—f(D)
On a aussi : lim|—————
x—>1 x—1
x<1
N AU o
—}Cll’)l} ~—1 —}(112(x+1)—fg(1)—2611%{

x<1 x<1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Donc (¢;) admet une demi-tangente (D)
a gauche en 1.

avec (D):y=f,(Dx—-1)+ (1)
C'est-a-dire : (D): y=2(x—-1)

3) la représentation graphique de (C;)

(¢r)
Q)

"/

D)

Solution N° 10 :

1) d’abord f est dérivable sur R\{—1} car
c’est le quotient de deux fonctions bien
définies et toutes les deux dérivables
sur R\{—1} Avec : x+1#0 ; Vx=# -1
Soit x un élément de R\{—1} on a:

2x—-3)(x+1)—(x*—-3x+1)
(x +1)2

f(x)=

_x2+2x—4
T (x4 1)?

2) le coefficient directeur de la tangente
a une courbe est lui méme le nombre
dérivé de la fonction en ce point selon
la convention f(x) = f (xp)(x — x9) + f(xp)

Donc pour répondre a cette question Il
suffit de résoudre I'équation: f (x) = —4
Dans I'ensemble R\{—1}

X2 4+2x—4
(x +1)2
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& x2+2x—4=—4(x*+2x+1)
& 5x24+10x=0
& xe{0; -2} c R\{—-1}

Bien évidemment la courbe (¢;) admet

deux tangentes (A) et (D) de coefficient
directeur —4 les voici :

y=—-4x+1

{(A) : y=—4x—-19

(D) :

3) une tangente horizontale de (Cf)
signifie que f (x) =0

x%+2x—4
(x+1)2

& x*4+2x—4=0 ; x+*-1
= xe{—1+\/§;—1—\/§}avecA=20

Bien entendu, la courbe (C;) admet
deux tangentes horizontales (A) et (D)
en deux point —1++/5 et —1—+/5

(a) : y=f(-1+V5)=2V5-5
(D" : y=f(—1—\/§)=—2\/§—5

Solution N° 11

1) lim

x—1

x5+ 3xr =73+ x4+ x+1
x—1

= lim = ‘Pl(x)/x=1

x—1

<<ﬂ(x) - <p(1)>

x—1
Avec : o(x) = x> +3x* = 7x3 +x? +x +1

La fonction ¢ est dérivable car polyndme
@ (x) =5x*+12x° —21x% +2x + 1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= ¢ (1)=5+12-21+2+1=-1

- (qo(x> - qo(1>> .

x-1 x—1

CVxr-x—V2 (qo(x) —<p(2)>
2) lim =lim|————

x—2 X — 2 x—2 x—2

0=,

Bien entendu px) =Vx?—x est
dérivable sur ]—oo,0[ U ]1,+o[ car c'est
une composition bien définie de deux
fonctions toutes les deux dérivable et on a:

I

0 = (6 - 0t) =502 0T 2x - 1)

2x—1
2Vx?% —x

<1 —(x+1)3- cosx)

X

3) lim

x—0

= —lim = —¢ (%) /x=0

x—0

@(x) — (0)
x—0

La fonction ¢@(x)=(x+1)3cosx est
dérivable comme étant produit de deux
fonctions bien définies et dérivables sur
R et on a pour tout xeR :
o (x) = ((x + 1)3cosx)’

=3(x+1)?cosx —sinx - (x + 1)3

=(x+1)?-(3cosx — (x +1)sinx)

= ¢ (0) =(0+1)?(3cos0—sin0) =3

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

o (1—(x+1)3cosx
= lim = -3
x—0 X
4) lim (x " x) = lim (—(p(x) _ Wt))
xon \X — T x—om X—T1

= (p’(x)/xzn =T
Bien entendu ¢(x) = xsinx est dérivable
sur R tout entier car produit de deux
fonctions dérivables sur R et on a pour
tout xeR :

@ (x) = sinx + x cos x

= ¢ (n) =sin(n) + mcosm = -7
X sin x

(Gor) =

X —T

1+ cos?
X—T

p(x) =cos3x ; VxeR

lim
X—T

=

5) = lim

lim
X—T

<<P(x) - <p(ﬂ)>

X—T
Avec :

La fonction ¢ est dérivable sur R et on
pour tout xeR: ¢ (x) = 3 cos?x - (—sin x)

= ¢ (1) = (-3 cos?n) x (sinm) = 0

(1 + cos3x
= lim|————| =0

X1 X—T

- Wxcos(mx) +1 . @(x) — @(m)
6) lim = lim | ————

x—>1 x—1 X>T X—T
Avec : @(x) =+xcos(mx) ; VxeR*

La fonction ¢ est dérivable sur R* car
produit de deux fonctions bien définies
et dérivables sur RT et on a pour x>0

L cos(mx) + Vx(—m sin(mx))

<p(X)=2\/;

) cos(m) -1
= 1) = — V1 sinmt = —
NG 2
~ (xcos(mx) + 1 -1
= lim =—
XOT x—1 2

Solution N° 12 :

1) lafonction f est continue et dérivable
sur R car c’est un polynéme.

Et on a : VxeR ; f (x) = 3x? —6x
Ainsi on déduit le tableau suivant :

f ) +

f)

2) Lafonction f estcontinue et dérivable
sur ]—oo,—1[ U ]4,+oo[ car composition
bien définie de deux fonctions toutes les
deux dérivables sur |—oo,—1[ U ]4, +oo[ et
on a pour tout x €]—o0,—1[ U |4, +oo[ :

f) =
e Vx—3x-4

D’ou I'on déduit le tableau suivant:

400

f(x) - +
+ 00

e

f

0 0

3) la fonction f est continue et dérivable
sur R\{—-3} car c'est un quotient de
deux fonctions continues et dérivables sur

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

R\{—3} et on a pour tout x # —3 :

Cx+1D(x+3)—(x?+x-13)

f(x)=

(x + 3)2
_x2+6x+6_(x—a1)(x—a2)
T (x+3)?2 (x + 3)?
Avec a1=—3—\/§ ; a2=—3+\/§

On en déduit alors le tableau suivant :

X —0 ay -3 a, 400
f (%)
f(ay) oo +oo
F(0) / \ \ /
—0o —0o f(az)
—(6 +5V3 6 —5v3
f(ay) =(—) ;o flag) =———
V3 V3

4) La fonction f est continue sur R tout
entier car somme de deux fonctions
bien définies continues et dérivables sur
R et on a pour tout xeR :

2Vx2 + 2 — 2x

2Vx% + 2

2x _
2Vx% + 2

fx)=1

x24+2—x

x2+2

La dérivée premiére f (x) ne sannule
jamais sur R sinon on aurait une contr-
adiction qui est (2=0) donc le signe
de la quantité (VxZ+2—x) est constant
sur R il suffit de remplacer x par un
nombre de notre choix dans R:

Ona : V02+2-0=v2>0

D’ou vxeR ; f (x)>0

D’ou f est strictement » sur R

5) la fonction f est continue et
dérivable sur R\{2} car somme de deux
fonctions bien définies continues et

dérivables sur R\{2}.et on a Vx # 2:

_ 2

Fw=3-(Gogm) =2+ (=5) >0

D’ou f est strictement croissante sur R\{2}

6) la fonction f est continue sur I'ensemble
]—00,—-2[U]1,4o[=E car somme de
deux fonctions bien définies et dérivables
sur E, et on a pour tout xeE :

, 2x+1
fx)= -
N T x=2
_2x+1—4\/x2+x—2
2Vx2 +x—2

Résolvons I'équation f'(x) =0 :

2x+1
2Vx2 +x—2

f)=0 o

(2x + 1) B
4(x2+x-2)

= 16(x*+x—2) = (2x + 1)?

= 12x24+12x—-33=0

—1+2v3  -1-23

= X€ ;
_2_4 _ﬁg__z
a

Avec le discriminant A= 1728
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Inversement : sin x
- = =cosc<1
X
2a + 1 2\/—
=V4=2¢E sin x
2Val+a—2 \f = . <1
= sinx<x ; Vx=0
28 +1 —2x/§

=—-2€¢E

NI \f 1) b) soit la fonction ¢ définie sur R :

, t?
Ainsi I'équation f (x) =0 admet une @(t) =cost + 5 1
seule solution dans I'ensemble E c'est :

{(p est continue sur [0, x]

Y —-1+2V3 @ est dérivable sur 10,x[
B 2
0xl - o) —p0)
On en déduit alors le tableau suivant : = 3Fcel0x[ ; ~—o0 ¢ (c)

X |- -2 1 a +o0 2

x
f - V//A + 0 - = cosxtz 1 0=—sinc+c

7T 7 Fla) *=0
f(x) \ / / \ B sinx<x = sinc<c ; carc=0

4 A -2 —00

fle)=+ya?+a—2-2a

= —sinc+c=>0

3v3 x*
— |Z_ —1 " cosx+—-5—1
( 1+2\/_) 1 2 — xz >0 ; x>0
Solution N° 13 : x?

= cosx+7—120 ;o x=0
1) a) On a la fonction sin est continue

et dérivable sur R tout entier donc on x2
peut appliquer le TAF & sin sur n’importe = cosx=z1-— 5 x20
Quel intervalle de R. Soit I'intervalle [0, x]
Avec x >0 ontrouve : 1) c) soit la fonction ¢ définie sur R:
{sin est continue sur [0,x] _ t3
sin est dérivable sur ]0, x| @(t) =sint + 6 t
sinx — sin 0 est continue sur [0,x
= 3dce]0,x[ ; <—)=cosc {q) L. [0,x]
x—0 @ est dérivable sur 10,x]|
You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about (p(X) - (,0(0) ’
hard work. It's about the amount of work per day dudes. = dce ]0; .X'[ ’ T =@ (C)
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3

sinx+%—x—0 +CZ )
= =cosc+——
x—0 2
x? c?

mcosx>1—-—— = cosc=>1——
2 2

2
= cosc+?—120

. X
51nx+?—
= >0 ; x>0
X
. x3
= smx+z—x20 ;0 x=0
. x3
= smex—E ;0 x=20

1) d) soit la fonction ¢ définie sur R:
2 t4
t)=cost—1+———
@(t) = cos + -0

{ga est continue sur [0,x]
@ est dérivable sur 0,x]|

x) — (0 .
= 3Jcel0,x[ ; %(g()=<p(0)
2 4

cosx—1+x7—)zc—4 c3
= po— :—sinc+c—g
x3 c?
=%

B sihx>x—— sinc=2c¢c——
6 6

3

c
= —sinc+c—ES0
2 4
Cosx—1+xT—)2C—4
= <0 ; x>0
X
1+x2 x4<0 >0
- — —_— .
Cos X > TS ;X =

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

x% x*
= cosx<1——+—

. >
7 T ¢+ ¥=0

2) on a d’aprés 1)a) et 1)c) on écrit:

x3

x—€SsinxSx ;0 x=0

3

0,7
Ainsi 0,7 — o <sin0,7 < 0,7

= 0,64 <sin0,7 <0,70

On prend par choix la moyenne :

. 0,7+ 0,64
sin0,7 x ——— =

0,67
2
3) Soit x = 0 et procéde comme suit :

X3

[ ] x—stinxSx ;o x=0

3

—X
= —<sinx—x<0
6
—-X - sinx — x 0
ey —< <
6 x2
sinx — x
= im =0
x—0+ xZ
Car lim (—) = lim 0 =
x—07t x—=0

[ ] x—€SsinxSx ;o x=0

—x3

= TSsinx—xSO

3
X
= OSx—sinxSZ ws (1)
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x2 x% x*
1-2_< <1-"_4
[ | 2_cosx_ 2+24
= 1+x2 x4< <x 1
2 " 24= %=1
= O<x2 x4<1 <
TR cosx <
2 1 24
= =< <
x2 7~ 1—cosx ~ 12x2 —x*

X —sinx

1Hx@2) = 0<

X —sinx 24 x

= 0

<
T 1—cosx” 6(12x%2 —x*%)

X —sinx
o (A2
x-0t\1 — cosx
c i ( 24 x
a2 —x2)

Solution N° 14 :

1) flx) =

<
~1—cosx~ 6(12—x2)

)= i@ =0

n fois dérivable

1+ x2 ;
, —2x
"=y
" S )= (1+x2)3
8x3 —20x% +8x + 4
m O =

(14 x2)4

2) Soit Q(n) la proposition définie par :

Q) ¢ FO(x) = i)

L’initialisation : pour n =0 on a:

FO® = f) = Gy

(1 + x2)n+1 ; d°By=nm

Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
Que linstance Q(n) soit vraie.

m Q(n) est vraie

P,
= f(n)(x) - (1 + JEJZ?n-i—l ] dopn =n
1 P !
= o = (190) = Er)

P () (L4 2™ — (n+ DA + 22" (2x)B, (x)
- (1 4 x2)2n+2

@+ (B, () (1 +x2) — (n+ 1)(2x)B,(x))
- (1 + x2)n . (1 + x2)n+2

_B() (1 +xH) - (n+ 1D(2x)P, (x)
- (1 + x2)n+2

_ H.(®) .
T (14 a2z

d°H, = (n+ 1)
Car : d°H,(x) =d°(P,(x) - (1+x?))
= d°(p, (X)) + d°(1 + x?)
=n-1D+2=n+1

= QM+ 1) est vraie

La conclusion :

{Q(O) est vraie
Q(n) = Q(n+1) ; VneN

P,(x)

(1 + x2)nt1 ; d°F,=n

vneN ; f™(x) =

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 15 :

1) d’abord on remarque que :
gx)#g0) ; Vvx=0

Sinon on aurait les choses suivantes ;

g est continue sur [0,x]
g est dérivable sur 0, x|
gx) = g(0)
Alors d’aprés le théoréme de Rolle :
celo,x[ ; g()=0
Ceci est une contradiction claire car :
VxeRY ; g(x)#0

On considere maintenant la fonction :

ﬂ@—ﬂ@)gw

¢“y:ﬂ”_<m@—gm>

t est la variable et x est un parametre

f () —f(0)>

o) =f(x) —g) (g(x) ~ 500

_f) (g —9(@) - g() - (f&x) - £(0))

g(x) —g(0)
_g) - f(0) - f(x)-g(0) w (1)
B g(x) — g(0)
_ _ flx) - £(0)
m ¢(0) =f(0) g(0)<g(x)_g(0)>

_f(0)-(9() = 9(@) — 9(0) - (f () — £ (0))

g(x) — g(0)

:9(x) - f(0) — f(x) - g(0)

960 — 9(0) » (2)

De (1) et (2) on déduit que: @(x) = ¢(0)

Ainsi {

Donc selon le théoreme de Rolle:

¢ est continue sur [0,x]
@ est dérivable sur 10,x[

p(x) = ¢(0)

3celo,x[ ; @)=0
e (@O
p@O=fQ1) <g(x) _g(o)>g )

Donc dce]0,x[ tel que :

o (fO-fON .
f (o) - <—g(x) — g(0)>g (c)=0
FCO—F(0) £ (©
g(x) — g0~ g'(c)

2) 1°° Méthode :

Si g(x)=0 Alors f'(x)=0 Donc:

vxeR™ ; f(x) —f(0) =g(x)—g(0)=0

On suppose que : g (x)#0

Ona:{

Alors d’aprés la 1°® question on déduit :
f6) = £0) _f(©
g(x) =g g ()

f dérivale sur R*
g dérivale sur R*
g x)#0

Jce]0,x[ :

mO<f(x)<g®x ; vx=>0

= 0<f (=<9
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f ()
g (c) =1

£GO - £(0)
OETIOS

w (3)

f&) —£(0) < gx) — g(0)

mf(x)>0 = f est croissante

= f(x)=f0) car x=0

f(x) = f(0) 20| w (4)

De (3) et (4) on en déduit que:
0<f( —f(0)=<gkx —g(0)

2°™ Méthode : soit la fonction ¢ :

p(t) =g()—g0)—f@) + f(0)

{(p est continue sur [0, x]
@ est dérivable sur 10, x|

0@ — 9(0) _

— ¢ (©)

= 3Jcel0,x[ ;

—g(0) — 0 . :
_ 9™ g(i_g(x)+f( )=g(c)—f(c)

mg()=>f(x) ; vx=0

= g@=f () car c>0
= g@-f©=0

g(x) —g(0) — f(x) + £(0) -0

X

= gx)—g0)—-fx)+f(0)=0

= gx) —g(0) = f(x) — f(0)

L’'idée de l'exercice: Si vous avez une

inégalité de type g =f(x) a
démontrer, vous pouvez passer a
linégalité : g(x) —g(0) = f(x) — f(0) en

posant ¢(t) = g(t) — g(0) — f(¢) + f(0) et
ensuite appliquer le TAF comme indiqué
clairement dans cet exercice.

Essayez avec cet exemple :

Sachant que : Vx>0 ; sinx <x

x2

Montrer que : Vx>0 ; cosx21—7

2

(p(t)=cost—1+?

Ensuite applique le TAF a ¢ sur [0,x]

Poser :

Solution N° 16 :

(f(x)—f(0)> . <Vx2+ —1>
A7 T =}c1m -~ - -

x—0 -0 X

1) lim

x—0

(FT- 1)V FT+1)
x(\/x2 +1+ 1)

= lim
x—0

2
. Vx24+1 —1?

= lim
=0x(VxZ+1+1)

2

= lim

x
=0 x(VxZ+1+1)

0
—_— :O
vO+1+1

eR

X
lim( )
=0 \Wx? +141

Donc f est dérivable en 0 et £ (0) =0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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2) lim

x—1

(f(x) - f(1)>

x—1

t2+2t+1D(t-1)
- t2+t+D(E—-1)

2t2 4+ 2t + 1
tZ2+t+1

24241 5
“1+1+1 3°€

= lim
t—1

Donc f est dérivable en 1 et f (1) =§

—f(—2
3)  lim <f(x) f( )>
x—>—2 x+2
1 1
— lim x2+2 6
x—>—2 x+2

_ 6 —x%—2
~ A\ + 2)(x + 2)

_ 4 — x?
R <6(x2 +2)(x + 2)>

_ 2-x)2+x)
= lim
x--2 6(x2 +2)(x + 2)
— i (2—x )_ 2—x _1 R
L 62 +2)) Te(x2+2) 9°

Donc f estdérivable en -2 et f (—2) =%

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

x)—f(0
1 lim<f( ) — f( ))
x-0 x—0
2x — Arctanvx + 1 + %
= lim
x—-0 X
2x ArctanVx + 1 — %
= lim (—) — lim
x>0\ X x—-0 X

Arctanvx + 1 — %
=2 —lim

x—0 X

T
m Soit a = ArctanVx + _Z

s
= tana = tan (Arctan\/x +1-— Z)

tan(Arctan\/x +1 ) — tan (%)

- 1+ tan(Arctaan +1 ) - tan (%)

_C&i?—l)
S \14+Vx+1

(W FT-1)(Vx+1+1)
C(Vari+D)(1+Vx+1)

B x+1)—-1 B X
Wxti+1)" (x+i+1)

= «a = Arctan (

6&¢;+1f>

T X
Arctanvx +1—— = Arctan( 2)
4 (Vx+1+1)
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lim
x—0

=

f(x) = f(0)
x—0

Arctanvx + 1 — %
=2 —lim

x—0 X

1
= 2 —lim —Arctan
x—0 X

((«%+ 1)2>

/Arctan( al 2)\
=2—1iml (V§+1+1) i

- \  GErie

X
X
x(\/x +1+ 1)2
) Arctant _ 1
=2 —lim (—)th 3
=0 =0 (Vx 1 +1)

=2—1><< ! 2>=ZE]R
Vo+1+1)) *

Donc f est dérivable en 0 et £ (0) =

5) lim <f () —f (0)>

x—0 x—0

\/x+1—1_1
= lim X 2
x—-0 X
1 1
2
— lim Vvx+1+1
x—-0 X
. <2—Vx+ —1)
= lim
x>0 Zx(\/x+ 1+ 1)

7

4

_y (1-Vx+1)(1+Vx+1)
T o0 2x(L+ VAT D)(L+Va T 1)

y 12— Vx+1
= 1m
=0 2x(1+Vx+1)(1+Vx + 1)

—X

= lim

0 2x(1+Vx+1)°

_ -1
= lim

0 2(1+Vx +1)

-1 -1
—ecR

T2(1+v0¥1) 8

Donc f est dérivable en 0 et f (0) =?1

Solution N° 17 :

() - f)

<(1+x)\/1—x2 —0>

x—1

. <(1+X)'\/1—x-\/1+x>
= lim

x>1 x—1

x<1

(A4 x)VI—x-V1+x
=

2l —V1—-x-v1—x

1

=lim-(14+x)-vVl+x-

x>l 1—x

x<1

—(1+1)Vv1+1:(+0)=—-0 ¢ R

Donc f n’est pas dérivable a gauche en 1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Géométriquement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (A) verticale

a gauche en 1 avec : (A): x=1.
. (f(x) —f(1)>
m lim[—————
x>1 x—1
x>1
_(VF?7—0>
= lim
x>1 x—1
x>1
I i
322% V=1 {(x - 1)?
o3 x3—x 1
= llLI‘ll "3
§>1 x—1 \/(x_l)z
B 3lx(x —D(x+1) lim 1
1 G-D  Ze-n

1

3 _ . 1L

_}cli? Vx(x+1)-  lim (t)
x>

t=3\/(x—1)2
=V2 (+») = +o ¢ R

Donc f n’est pas dérivable a droite en 1

Géométriquement que (Cf)
admet une demi-tangente (A) verticale

on dira

a droite en 1 avec A): x=1.
X2
C(fG) = FON /1—x_0\
m lim = lim
x>0 x—0 x>0 \ x—0 /
x<0 x<0

x<0
= Jim — 1 1eR
= 11m =—1€
20 V1—x T VI-o0

Donc f est dérivable a gauche en zéro
Et on a: f,(0)=-1

Géomeétriguement on dira que la courbe
(¢;) admet une demi-tangente (A) a

gauche en 0 .
avec (4): y = f,(0)(x —0) + £(0)

cad : (A): y=-—
tanx ~0
0
lim <f—(x) /( )> lim —\/E
x—0 x—0 x—0 x—0
x>0 x>0
~ tanx 1
lim —)—1 (+0) =40 ¢ R
A

Donc f n’est pas dérivable a droite en O

Géométriguement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (A) verticale

a droite en 1 avec A): x=0
c'est-a-dire I'axe des ordonnées.

lim
x—2
x>2

3) (f(x) — f(2)>

X —2

. <1 +3x3 —2x2 — 1)
= lim

x—2 x—2
x>2
3
- [Vx3 = 2x?
=lim|——
x—>2 X — 2
x>2
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_ (W Vx = 2)
= lim

x—=2 xX—2
x>2
2 1,
= lim x3-(x —2)3
x—2

x>2
2 1
=|lim x3 ] - {lim ——
x—2 x—2 z
x>2 x>2 (x - 2)3

= (V4) - Jim % = V4 (+0) = +oo

2
t=(x-2)3
Donc f n’est pas dérivable a droite en 2

Géométriguement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (A) verticale

a droite en 2 avec A): x=2
. <f(x) —f(2)>
m lim|————
x=2 x—2
x<2
2 1
2 pretan (=) - 1
N A
= lim
x>2 x—2
x<2
T 1
——Arctan( )
_ 2 lim ° Y2 —x
T x>2 x—2
x<2

= — lim
T x-2 X —2
x<2

-2 (ArctanVZ—x)

=2 I ArctanV?2 — x I -1
= 0 V7 —x 'xllr%( 2_x>

x<2 x<2

-2
T

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Donc f n’'est pas dérivable a gauche en 2

Géométriguement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (A) verticale

a droite en 2 avec : (A): x=2.

Solution N° 18 :

1) Soit «a = Arctan x — Arctan a
m tana = tan(dArctan x — Arctan a)

tan(Arctan x) — tan(Arctan a)

“1- tan(Arctan x) - tan(Arctan a)

X —a

1+ ax

= a = Arctan (1x+_aax)

B lim
x—a

(Arctan x — Arctan a)
X—a

X—a
Arctan ( )
— lim 1+ ax
x—a X—a

Arctan (+—=% 1 —
- ;lcl—rg ( X E10‘+) aX) . (x — a) . (1x+ aczc)
1+ ax

~ Arctant 1
= lim —X llm( )
t-0 t x—a \1l+ xa
_x—a
t_1+xa
1 1
=1

X =
1+a?2 1+a?

_ Arctan x — %
2) }clg} x—1

1412 2

= lim
x—1

(Arctan x — Arctan 1) 1 1
x—1
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Arctan x — n
lim 3
x—V3 x —+/3

Arctan x — Arctan\/—

x—3

1
1443

1
xln/_ 4

Arctan x + %

3x + V3

lim

/ Arctan x +

(%)

Arctan x — Arctan (T\B>\
I

-
S

1

?

3

CT\l:l

\|

W =

lim
x—>—1

(4 Arctan x + n)
x+1

Arctan x +%
x+1

= lim 4

x—-—1

=4 lim
x——1

Arctan x — Arctan(—1)
(=)

=4(ﬁ

)=2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 19 :

: 1—x?
"Gy

) 2x(x? — 3)

£ () = _ Zx(x - @)(x + \/§)

(x2 +1)3 (x2+1)3

f@

concave

/N

2) On a :

convexe concave

/N

FOO) =3x+ (2 +1)7

convexe

N

mf(x)=3 —%(x2 + 1)_73(2x)

mf (x)— <2(x +1)2

+2x( )(x +1)2 (2x)>

-3 =5
—(x*+ 17 +3(x*+1)2

-3
=x*+1D7 - (-1+3x*+1DH
()<
2[(x2 + 13 \3(x* + 1)

Car x)>0 = x*+1>1

= 3x?+1)=3>1

1

= ——<1
3(x2+1)

1

(W

1)<

= VxeR ; f (x) <0
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Donc la courbe (C;) est toujours

concave et par la suite n‘admet aucun
point d’inflexion.

1
x2 x#+1
Domar SO0y 7 k=0
1 =1 1
, 5x2 (x —1)? —2(x — 1x2
mf(x)=

(x—1)*

1 1 1
ixZ(x—l)—ZxZ

=13 ;. réduction
1 -1 1
% x2 —% X2 —2x2
- (x—1)3
_2 1 -1
_ S i
(x —1)3

Ainsi, on calcule de la méme maniere
la dérivée seconde on trouve :

= W=t
% _73(15x2 +10x —1)
B (x - D
Is (x .5 +125\/1_0> (x _ 2\/?5— 5)

4-Yx3 - (x—1)*

On remarque que la quantité suivante
est strictement positive pour x # 1 et x =0

15 <x + —5 +125\/E>

4-x3 - (x — 1)4

2@—5)

= signe(f (x)) = signe <x BT

On en déduit ainsi le tableau suivant:

x |- 2V10-5 1 +00
1
f @ - + +
Concave convexe convexe
Cf NN N
_ sin’x
H Oona fe) = cos(2x)

2sinx - cos x - cos(2x) + 2 sin(2x) sin’x
cos?(2x)

f(x) =

B sin(2x) - cos(2x) + 2 sin(2x) sin’x
B cos?(2x)

_ sin(2x) - (cos(2x) + 2 sin’x)
B cos?(2x)

_ sin(2x) - (2 cos®x — 1 — 2 cos®x + 2)
B cos?(2x)

B sin(2x) B sin(Zx)_ 1
"~ cos?2(2x)  cos(2x) cos(2x)

T
_tan(2x) 2x # P [7]
~cos(2x) ' Tm
X E 1 2]
T[T
_tan(2x) X # 4 [E]
~ cos(2x) nr
X % 1 [2]

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

" _ 2(1 + tan? (Zx)) cos(2x) + 2 sin(2x) tan 2x

fre) cos?(2x)

=—-((1 22 2 in 2x tan 2
052 (20) ((1 + tan®2x) cos 2x + sin 2x tan 2x)
B 2 cos?2x sin’2x  sin®2x
" cos?(2x) \ cos2x  cos2x = cos2x

- (cos22 2x> (co:2x) (COSZ(Zx) + 2sin’ (2x))

On remarque que la quantité :

2(60522x+25in22x)>0 oy En[n]
=Y 0 ELR

cos?2x

= Signe(f" (x)) = signe (co;.le)

cos 2x

f @

concave

1N\

convexe concave

/N

1 — périodique
T — périodique

5 f(x) =x—Arctanx ; VxeR
() =1- ; R

m f(x) 12 Vxe
" S WEar ) T ar e

X —00 0 400
f@ - 0 +

Concave Convexe
¥ /\ \_/

6) f)=@k—-1)3 ; vix1
, 2 -1
] f(x)=§(x—1)T ;o Ve >1
. f”(x)=§(_?1)(x—1)_?4 . ovx>1
-2

Comme f (x)=

0
9-3(x—1)* <

Alors (C;) est toujours concave [1; +oof

Solution N° 20 :

1) lim fG) = lim (V1+22 —2x-1)

=J1+02=0=f(0)

) ) 1 1
| xll,%l— fx) = ler(r)l+ <x + > + Arctan (;))

= lir51+(x —Arctanx) =0—-0=0 = f(0)
x—

1 -—n
Car : Vx <0 ; Arctanx+Arctan—=7
X

Comme

lim £(0) = lim £() = £(0)

Alors f est continue en zéro.

2) }Cig%
x>0

<f(x) —f(O)) V14 x2-2x—1
—— | =lim

x—0 x—0 X

x>0

. (1+x?) — (2x + 1)?
= l1im
=0t x(V1+x2+2x+1)

—3x% — 4x

y
£o0+ x(VI+xZ+2x+1)

) —3x—4
= lim
x20% J1 4 x2 4 2x + 1
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—0—4
= :—ZE[R
vi+0+0+1

Donc f est dérivable a droite en zéro
etona f;(0)=-2.

3) lim

x—-0"

f(x) —£(0)
x—0

x + n + Arctan

; )

= lim
x—0" X
) x — Arctan x
= lim
x—0" X

Arctan x

(-7

Donc f est dérivable a gauche en zéro

= lim
x—0"

)=1—1=OER

eton a: f,(0)=0.
Remargue : Vous devriez connaitre les

identités que j'ai utilisé dans mes calculs :

—T
mVx<0 ; Arctanx+ Arctan; = —
Arctan x
m lim (—) =1
x—-0% X
4) comme f;(0)=-2 et f£,(0)=0
Alors £2(0) = £,(0)

Alors f n’est pas dérivable en zéro.

(f(x) —f(0)> _

li
1m x—0

x—-0T

comme :

Alos on dira que (C;) admet une demi-
tangente (A) a droite en zéro avec :

(D) : y=f(0(x—0)+ £(0)
= (b): y=-2x

lim
x—0"

comme

HOEFIO\N
x—0 B

Alors géométriquement on dira que (C;)
Admet une demi-tangente a gauche en O
Avec: (D): y= fg'(o)(x —0)+ f(0)

= D): y=0
C'est-a-dire I'axe des abscisses.

: _ s > o
5) xlirpmf(x) chl_r)ll( 1+ x%—2x 1)

= lim
X—+00

<(1 +x?) — (2x + 1)2>
V1I+x2+2x+1

lim
X—+0o0

< —3x2% — 4x )
Vi+x2+2x+1

_ / —3x?% — 4x \
= llr_{l
X—+o0
\\/F- /1+xi2+2x+1/
_ —3x? — 4x
= lim
X—-400
x|+ [1+=+2x+1
_ —3x?% — 4x
= lim
X—+00 1
X+ /1+F+2x+1
_ x(=3x—4)
B hrp / 1 1
x—-4o0
x( 1+—2+2+—>
X X
_ —3x—4 —00
= lim —
X —+0c0

/1+12+2+l Vit
X X

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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o f(x) 1 —3x—4
m lim —= lim —
x>+ X x—+o0 X 1 1
’1+F+2+E
4
= liril 24
x—+oo
PR

—-3—-0 )
= =—1
(\/1+0+2+0

xl_i)rlloo(f(x) +x) = xl_igloo (\/1 +x2—x— 1)

(1+x%)—(x+1)?

= lim
ot 14 x2+x+1
I —2x
= lim
oreyl+xt+x+1
] —2x
B hrp ’ 1 1
X —>+00
x( 1+x—2+1+z>
_ -2
B hT ’ 1 1
X —>1+0C0
1+p+1+;
_2 _
VIF0+1+0
( lim f(x) = —o0
X —>+o0
Ainsi : < lim @:_1
x—->+o0o X
L xl_i)rlloof(x)+x= -1

Donc la droite (A): y=—-x—1 est une
asymptote oblique a la courbe (¢;) au
voisinage de +oo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

T 1
m lim flx) = lim <x + > + Arctan (;))

lim (x — Arctan x) = —o0 —

X—>—00
T A 1
f(x) X+ 5 + Arctan (E)

B lim — = lim
X—>—00 X X—>—00 X

lim

xX——00

(x — Arctan x)
X

Arctan x

(-7

n xl_i>r_noo (f(x) —x) = xl_i)rpoo <g + Arctan (l))

= lim )=1—0+=1

X——00

X
- (T T
= x1_1>r_noo(—Arctan xX) = ( > ) =3
( lim f(x) = —o0
X——00
[
Ainsi : <{ lim f—= 1

X—>—00 X

- _r
\ xl_l)r_noof(x)—lx— 3

Donc la droite (D) : y=x+% est une

asymptote oblique a la courbe (C;) au
voisinage de —o

s 1
6) f(x)= x+§+Arctan (;) ;0 V<0
-1 2
b xZ X
X2
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Donc f est strictement 2~ sur ]—oo,0[ A= (4y + 4)? — 12(y?* + 2y)
=16(y2 + 2y +1) — 12(y? + 2y)
mf(x)=y14+x2-2x—-1 ; VvVx=0 = 16y* + 32y + 16 — 12y* — 24y
= 4y? + 8y + 16
: 2x x — 21 + 2 =4(y* +2y + 4)
= f)=———=-2= 2
f =i Ny = (20 +2)
(x—2VTH x)(x + 2VT + x2) I G A E 2 G
VI+x2-(x+2VI+22) 6
~1
x? — 4 — 4x? = XE{—y—l ; ?y}

TVit a2 (xt 2Vt

B —(3x% +4) <0
V1+x2-(x+2v1+x2)

Donc = Vye] ; fTO) =y
Donc f est strictement N sur [0, +oo[
7) Comme f est continue et étant = vxe] ; [T =3 *
strictement décroissante sur [0,+o[ alors
f réalise une bijection de I=[0,+o[ | 9) |a représentation graphique :
sur sonimage f([0,+oo[):

=X
(¢r) Y
£0,+00]) = | lim £(x); f(0)] =1=00,0] =
8 Ona : f: I +—] est une bijection
Ainsi que : f1: J — I encore.
Soit xel Alors Iy e ] tel que: (C’f_l)
1+x2—-2x—-2x—-1=y
& y=2x+1=+1+x2 Solution N° 21 :
3
2 _ 2 2\?2
= (yY+2x+1)*=(1+x% ~ <4_x§) _g
(f(&x) -8 :
D lim | ——— )= lim
= yi+4x?+1+4xy+4x+2y =1+ x? x>0 X x=0 x
= 3x’+@y+4dHx+@*+2y)=0 g% g%
(4—x3) -8 (4—x3) + 8
You're not supposed to create new methods or new techniques. Just hm+ 3
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about x-0 Z 2
hard work. It's about the amount of work per day dudes. X (4 - x3) + 8
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2\ 2 2

3 (4—x§) +4<4—x§)+42
= lim — |" lim 3
x-0+t\ x x—-07t 2\5
(4 - x§> + 8
_ 2.\ (4—0)2+4(4-0)+4°
= lim (—xS ) .
x—0t

3
(4—-0)2+8

_ ( _Tl) (16+16+16>
= 8+8

- i (— ) <2 = o) = =

x3
—8
Comme : lim <}L> =—00 & R
x—-07t X

c—a—d :
x—-0t x—0

—f(0
Donc f n’est pas dérivable a droite en 0
et géométriquement on dira que (C;)
admet une demi-tangente (A) verticale

a droite en zéro avec (A): x =0 c'est
axe des ordonnées.

2) Soit xeI =[0,8] et on procéde ainsi:

I

f ) = ((4 - x%f)

2
On remarque que : Vxel ; —1/4—x§< 0
Et encore que: Vxel ; 3Yx>0
Donc Vxel ; f’(x) <0

c-a-d f est strictement N sur [.

3) la fonction f, bien entendu, réalise
une bijection de [ vers [ car continue
et étant strictement décroissante sur I et

en plus fU) =f([o0,8]) =1[0,8]
4) Soit x€[0,8] Alors 3!'ye[0,8] tel que

2\2 .
y = (4—x3) car f est bijective

3.2
2 2\2*3
= y3:<4—x3)
2 2
= y3=4-—x3
2 2
= 4 —y3 =x3
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2% 2,3
= (4_y§> = x3%2

2\2
= (4—y3) =x€[0,8]

Donc la bijection inverse f~! est définie
ainsi :

f7t: [08] — [08]

N W

y — (4—3/%) =f)

Cest adire que f71=f

Donc  (Cf) et (€-1) sont symétriques
par rapport & la 1% bissectrice y = x
Et comme (¢;)=(C-1) alors (¢;) est
symétrique par rapport a (A) : y=x

D] W

5 f1x) =f(x) = (4 —x§>

2\3
C o (F@Y (+-+)
¢ XMy —8) T T g«
x<8 x<8
3
2
(4 — (8- t)3>
= — lim
t—0t t
t=8—x
3
2\ 2
. [4—(8—1t)3
= — lqur 5
t—0 3
. [4—-(8—1t)3
Calculons : lim|—————|=1
t—0t t3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

(4 — (8- t)%) (42 + 48— 1) + (8- t)%)

2 2 4
3 (42 + 46 - 03 + B - 03)

2\3
Nl Gl

t>0+ 2 2 4
t3 (42 +4(8—-t)3+(8— t)3)

_ 64 — (8 — t)?
= lim — 5 r)
t-0t =2 £ x
t3 (16 +4(8—-t)3+ (8- t)3)

_ (8—(8-1))(8+(B-1)
= LI =5 2 Z
B (16 +4(8—1)3+ (8- t)§)

16 —t

_ t 16 —t
= lim { 5 X 2 7
t3 16+4(8—t)3+(8—1t)3

1
= lim (t§>
t—-0t

16 -0
:(O)< 2 4)20
16 +4(8—-0)3+(8—-0)3

2 4
16 +4(8—1t)3+(8—1¢)3

5 3
<f(x)) C[4-@-0F\
=—lm|———

x—8

= lim
x—8~

w| N

t

=—=02=0

Donc f est dérivable a gauche en 8 et
on a aussi f,(8) =0.

c-a-d que (G;) admet une demi-tangente
(A) a gauche en 8 avec :

(D) : y=f,8)(x—8)+f(8)

= (QA): y=0
C’est 'axe des abscisses
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6) la représentation graphique :

(¢r)

Solution N° 22 :

1) Soit t>0 on a g est continue et
dérivable sur R tout entier car somme
de deux  fonctions bien définies
continues et dérivables sur R. Donc On
peut appliquer le TAF sur n’importe quel
intervalle de R on choisit [lintervalle
[0,t3] on trouve alors :

{ g est continue sur [0,t3]
g est dérivable sur 10,t3[

3y —
= 3cel0,t3 ; (g(t) g(o)>=g'(c)

t3—-0
, 1 1\
] g(x)=<x3—sin(x3>)
1 =2 1 =2 1
=—x3 ——x3 3
3x 3x cos(x)
-2 1
=§x3 <1—cos<x3>>
g&%—gm)z,@)
t3 -0 g
(t—sint—O) 1 —TZ<1 (%))
= [— ) == —
P 3c cos|c

1
1 — cos <03)

(o

= (t—sint)=§t3

NN

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

] 1
= (t—smt)=§t3< T

1- cos(%))

1
t—sinty 1 1 _COS(Cg)
t3 )_§ 1\2

(<)

Si t— 0" Alors t3+— 0" doll c— 07
Car on a tout simplement 0<c<t3

1
1 — cos <c3)

3) Ona:(

_1 y (1—cosx)_1 1_1
T3 T 2 )T3%27 6
x=cl/3
Solution N° 23 :
{ y ) = li ( x+1 )
) w000 = lim (7o
_ x+1
= llrp
X—+o0
%ﬁ-2+é
) x+1
= llT >
Xx—-4c0
|x|- 2+F
1
x-(1+=
= lim ( x)
X—+o0 2
X 2+—2
X
1
y /1"‘;\ (1+0) 1 V2
= |im = = —— = —
x—>+00\ 2/ V2 0 \/E 2
2+F
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I ) I ( x+1 )
| m X)= Il |—
x—)—oog X ——00 1/2x2 + 2

= lim —2
X ——00
\lxl 2+X_2

1
x-(1+—
= lim ( x)
X—>—00
—X 2+£2
_ 1+ 1+0 -2
= lim —( )=
xo—eo 2 | \—vz+¥o/ 2
— 2+x—2

2) Dabord g est dérivable sur R
comme étant quotient bien définie de
deux fonctions bien définies et
dérivables sur R et on a VxeR on a:

1-V2xZ+2—(V2x2 + 2)' (x+1)

(%) =
e V2xr+2)°
4x
_\/2x2+ —(—2 —2x2+2)(x+1)
B (2x%2 +2)

2(V2T¥2) —4x(x + 1)
(%2 +2)-2-V2xZ + 2

_2(2x* +2) — 4x(x + 1)
2-(2x2+4+2)-V2x2+2

_ 4 —4x
4-(x24+1)-v2x2+2

1—x

(24 1) V2xZ + 2

3) On a xelol] = 0<x<1

= 0<1—-x<1 et x*+1>1

= 0<1—-x<1 e 0< 5 <1
x-+1
(O< <1
x%+1
= <O< 1( 1 )< 1
VZ\x2+1) 42
\0<1—-x<1
(1-x) 1
0< < —=
(x2+1)(\/2x2+2) V2
0<g(x)< 1
= X =
NG
4) tableau de variations :
X —00 1 400
g ) + -
1
900 _\/7/7 \ﬁ
2 2

5) Soit la proposition P(n): 0 <u, <1

L’initialisation : 0<0<1
c-a-d 0<uy, <1 Donc P(0) est vraie.

'hérédité : soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.
m P(n) est vraie = 0<u,<1

= g0 <gu,)<g@ ; g-»l[01]

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

V2
2

= Sun+1<1

IA

>

Sun+1 <1

= 0Sun+1<1

= P(n+1) est vraie

Ainsi - {P(O) est vraie
" P(n) = P(n+1) ; VneN
La conclusion : vneN ; 0<u,<1
6) la fonction g est continue et

dérivable sur R tout entier donc on peut
appliqguer le TAF sur n’importe quel
intervalle inclus dans R On choisit
lintervalle [u, ;1] et on trouve alors :

{ g est continue sur [u, ;1]
g est dérivable sur lu, ;1|

= 3Jcelu,;1l ; g(li:z(un)=g'(6)
= dcelu,;1] ; g(un):g(l)z (o)
u, —1
9w,)—g@®| _ .
‘ w —1 |—|g(C)|<ﬁ

lgGn) —g@I _ 1
|un - 1| \/E

= lgQw) — (D) <71§|un Y

1
= |un+1_1|<_2|un_1|

7

m Ona |un+1—1|<ﬁ|un—1|
O 1|<1 1| 1]
U1 — ——|u,,_4 —
n+1 \/E\/E n—1
1 11
- 2 — 1]

Up+1 — 1] < ﬁﬁﬁ Iun_

n

1
< Upy1 — 1| < (_) Iun—n+1 - 1|

V2

n

1
S ipas — 1] < (—) ey — 1]

V2
1 n+1
> |upgg — 1 <(ﬁ) lup — 1]
14\"
= VneN ; |u,—1|< <ﬁ)
1\"
Et comme lrllgl (ﬁ) =0
Car -1 <L< 1
V2

Donc d'aprés le critére de comparaison
on en déduit que:

limfi, —1|=0 < lim(u,) =1
noo noo

Solution N° 24 :

1) calcul de quelques gquantités :

fo | f(3) | r@ | lim e
-1 2—5 10 +o00
8
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2) la fonction f est dérivable sur R*
car c’est un polynébme. Et ona vx >0 :
f(x)=3x*+8x+6>0 ; Vx>0

X 0 +oo

f @ +

f®

———

-1

3) comme f est continue et strictement
sur [0,4+o[ alors f réalise une bijection
de [0,4+o[ sur son image f([0,+oo[)
Avec f([0,+o[) =[—1,+]

Donc f : [0,+o[ +— [—1, 4o est bijective

= (Vye[-1,+o)(A!x € [0,+0]) : f(x) =y
= (0e[-1,+0)@'ae[0,+]): f(a) =0

c-a-d f s’annule une fois et une seule
sur [0,4+o[ enunpointa >0 car f(0) #0

25
—>0 = f

8 G) > fl@)

On a :

= f! (f(§)>>f-1(f(a>) L f

1 1
= E>a = E>Of>0
4) On a xel0,a] > 0<x<a
= fO=s=f<fle ; f7
= Vxel0al ; f(x)<O0
B xcla,+0] = x>a
= fx)>f(a) ; f7
= f(x)>0
Ainsi Vxela,+o[ ; f(x)>0

55Ona : xel0;;] = o0<xs<:

0< 2<1
S X —

4
0<4x <2

=

=

O

0<x®+4+4x <

33
= 6Sx2+4x+6ST w (1)

1 1
6) 0 D > < -
) Ona (1) 33 x2+4x+6 6

0<4< ()<1<1

= —_ Z =

33 =9V =¢S5

1
= 0<gx)<=

2
) Ona: glx T (k24 4x+6)2 xe
1 1
m (1) = — <-
M 33" x2+4x+6" 6
0 1 <1
= _
x2+4x+6" 6
0< ! < (2)
= — -
(x2+4x+6)2 "~ 36
o] = ozvl
LR : —
B Xxe 5 Sx<g
= —-1<-2x<0
= —-5<-2x—4<-4<5
= |-2x—4|<5 w» (3)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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I e Tax 1+ 621 =2 36
1 , 5
= Vxe [O;E] ;g (x)lﬁ%

8) Soit la proposition P(n): u, € [O;ﬂ

L’initialisation :

1
Oe [O;E] = P(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie

1
m P(n) est vraie = u,e¢€ [O;E]

1
= 0<g(u,) < 3 selon Quest 6)

1
— 0<un+1<z

1r 1
= Up4q € O;E_ C _O;E]

A

= Up41 € |0

= P(n+1) est vraie

Ainsi {P(O) est vraie
) P(n) = P(n+1) ; VneN

. 1
La conclusion: VneN ; u,e€ [O;E]

9) fla)=0 © a®*+4a’+6a—-1=0
& ad+4a’+6a=1

& ala’?+4a+6)=1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
= =—
* (a2+4a+6)

e gla)=a

Remarque : a’+4a+6+0

33
car : 6<a2+4a+6<7«w> (D

On a g est une fonction continue et
dérivable sur R Donc On peut appliquer
le TAF a g sur n'importe quel intervalle
inclus dans R on choisit lintervalle [a,u,,]

. { g est continue sur [a,u,]
Ainsi L.
g est dérivable sur la,u,[
u,) —g(a ,
L seelang; S =8@ o
u, —a

1
Commecela,u,| c [O;E] Alors selon Q7

g(un) - g(a)
u, —a

<2 Ig(un)—g(a)lgi
36 lu,, — af 36

5
= |g(un)_g(a)|g_6|un_a|

5
=l —al Sl —al - @

10) soit neN et on procéde comme suit

4) = |ugp—al < %Iun — al
55
= |upp—al Sz lup—a

3636

n

= |upp —al < (%) [Un—n+1 — al
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n+1
= e —al < (52) w1l

5 n
. _ < |[—
= VvneN ; |u, a|_<36) w (5)
1<5<1 = i <5>n_0
" 36 ne\36)

Donc d’aprés le critere de comparaison
des suites et selon I'encadrement (5) on
en déduit que:
lim|u, —a| =0 = lim(u,) = a
noo noo

Solution N° 25 :

Pour cet exercice, quand On aurait
besoin de déterminer le nombre dérivé
f'(x,) on peut : ou bien appliquer
directement les régles de dérivation sur
des fonctions usuelles si c’est possible
ou encore d'utiliser la définition dans le
cas échéant.

2x B X
2Vx?2+1  Vx?+1

) mf)=

-1 2
JEDE+T 2
Ainsi (A) la tangente a (G;) en —1 est

donnée par I'équation suivante :

(D) : y=f(-D+1D+f(-1)

= f(-1D=

—\V?2
= (4) : J’:T(x—l)
x)— (-1 x2—1
2) lim <f( )~ f( )> = lim (—)
x>-1 x+1 x>-1\ x+1
x<—1 x<—1
x—1 t—2
= lim = lim |[——
x->-1 [x+1 t—0
x<—1 t=x+1

_ ’ 2
=1t% 1—?=+00$IR
t<0

Donc (¢;) admet une demi-tangente (A)
verticale en x, avec (A) : x=-1

. (f(x) — f(—1)> -
m lim = n existe pas
gj x+1

Car f n’est pas définie a droite en —1
c'est-a-dire que f n’existe passur ]—1,1]

_ 2 _4)—
3) lim (f(x) f(2)>= - <Ix 4| 0)

i\ x-2 )T\ a2
" lx — 2] - |x + 2|
=1i
= =2
. x=2)-(x+2)
= lim
P (x—2)

= lin) (x+2)=24+2=4=f;(2)eR
x>2

Ainsi (C;) admet une demi-tangente (A)
a droite en 2 avec:

(D) : y=f,2(x—-2)+f(2)

= (A) : y=4x-—8
. <f(x) — f(Z)) . <|x2 — 4] — 0>
B lim([——————|=lim|——————
x—2 x —2 x—2 XxX—2
x<2 x<2
e =2 |x+ 2]
= lim
oL (x—2)
" —(x—=2)-(x+2)
= lim
2 (-2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
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=}Ci_r}%—(x+2)=—4=jg(2)e]R

x<2

Ainsi (C;) admet une demi-tangente (A")
a gauche en 2 avec:

@): y=£f@&-2)+£(2)

= (A): y=—-4x+8
0w m(122O)

x-0X X

_ 1<\/W—1>
=lim—{———

(Vx2+1+1)
(Vx2+1+1)

X

1<Vx2+1—1>

y (VaT+1) - 12
= l1im
=0 x2(VaZ 1+ 1)

2

= lim

X
x=0 xz(\/xz—-l-l + 1)

= lim
x—0

1
(=)

1 1
=———=-¢R
Vo+1+1 2

Donc (¢;) admet une tangente (A) en 0
avec (4) : f(0)(x—0) + £(0)

1
= (4) : y=7x

_ A/lx| - sin(x?)
= lim

x—0 X

5) lim

x—0

f(x) —£(0)
x—0

sin(x2)>

= lim x./|x| -
lim ||< =

] ~sint
= (llm X le) X | lim —
x—0 t=-0 ¢

t=x2
=0x1=0=f(0)eR

Donc f est dérivable en 0 et (C)

admet par la suite une tangente (A) en 0O
avec : (A) : y=f(0)(x—0)+f(0)
C'est-a-dire : (A) : y =0 axe des absci

6 fm (O SED

x—>—2 x+ 2 x—>—2
x<-2 x<-=2

Vi Tx—2

x+2

N E=22+(t—-2)-2
=tll>r(§1— t

Wt =3t
= lim ——

t—0~ t

ViZ - 1—%
lim ————

t—>0~ t

3
= lim — ’1——
t—0~ t

Donc f n’est pas dérivable a gauche en -2
Dot (€;) admet une demi-tangente (A)
verticale a gauche en —2

Avec A : x=-2
(&) = f(=2) _
li = n existe pas
x>=2 x+ 2
x>—2
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Car f n’est pas définie a droite en —2
Car si —2<x<1 alors x24+x—-2<0

. <f(x)—f(1)> o oWxt+x -2
7) lim | ——— | = lim——

1\ x—1 1 x—1
x>1 x>1

CJE+D2H(E+1D) -2
lim

t—0 t
t>0

e VP13
= lim—— = lim——

t—0 t t—0 t
t>0 t>0

|t] - /1+% t- /1+%
=lim————=lim———
t t

t—0 t—0
t>0 t>0

_ ’ 3
=lt% 1+?=+oer]R
t>0

Donc (¢;) admet une demi-tangente (A)
verticale a droite en 1 et (A): x=1

. (f (x)—f (1)> _
lim | ————— | = n existe pas
AR

Car f n’est pas définie a gauche en 1
Car si —2<x<1 alors x2+x—-2<0

Solution N° 26 :

La regle de dérivation qu’on va adopter
le plus souvent est la suivante :

(f(g(x)))’ =g () xf (9(x)

1) f(x) = ArctanVx

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

L = =L 1 _—1(1)
f & W 1+ (V5) T ox \1+x

-1
N 2Vx(x + 1)

x>0

Dy ={xeR ; x>0 et x#—1}=]0,+0o[

2) f(x) = Arctanyx?+1

fl(x) = (‘/m) g <1+ (‘/’;ﬁ)2>

2x 1
= X
2Vx2 +1 14+x2+1

X

= ;o VxeR
(x2 +2)VxZ +1
Et on a: Dp =R
T
3) f(x) = \/Arctan S
) 1
(Arctan x) 1+ x2

fx)= =
ZJArctanx—% ZJArctanx—%

1 1

= X
1+X2 T
2 Arctanx—z

1

2(1 + xZ)JArctan X — %

] Dfr={XE]R ; Arctanx—%>0}

= {xe]R . Arctan x >%}
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={xeR ; Arctanx > Arctan 1}

={xeR ; x>1}=]1,+o]

4) f(x) = Arctan <2xx_+ 11>

1

2x+1 1

) » z
x—1 2x+1)
x—1

x2—2x+1
X
5x%2 4+ 2x + 2

-3 « x?—=2x+1
T (x—1)2 5x2+2x + 2

f'(x)z( ; Ve =1

1+ (

_2(x—1)—(2x+1)
B (x — 1)2

-3
T 5x2 4+ 2x 42

;o Vx#1

On remarque que 5x%2+2x+2#0
Car A=-36<0

Etudions maintenant la dérivabilité en 1 :

y () = lim 4 <2x + 1)
] er{Lf x) = lim rctan p—
I
= lim Arctant = -
t—+oo 2
_2x+1
=%
I (x) = lim Arct <2x + 1)
] fo{‘-fx—er{‘- rctan p—

= lim Arctant =—
t—>—o0 2

2x+1
t= x—1

On remarque que lim f(x) # lim f(x)
x-1% x-1"

Alors f n’est pas continue en 1 cesta
dire que f n'est pas dérivable en 1.

-3
5x% +2x + 2

vx#1 ; f(x)=

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

5) Rappel :

Vx>0 ;

T
Arctan x + Arctan— =
X 2

1
m f(x) = Arctanx + Arctan— ; Vx >0

Vx

= f@=(5) =0 ;

Vx =0
> X

— Df = R+ et Df’ = R+

6) f(x) =+VArctan x

. 1
(Arctan x) T+ x2

2V Arctan x - 2V Arctan x

1
B 2(1 + x?)VArctan x

f(x) =

m Dy ={xeR ; Arctanx >0}
={xeR ; x>0}=1]0,+0o

Solution N° 27 :

1) On a f est continue et dérivable sur
]—o0,2] car somme de deux fonctions
continues et dérivables sur |—o,2].

/ -1 1
e e = AR AL

Donc f est strictement \ sur ]—oo,2].

Ainsi f réalise une bijection de [ vers
son image f(I) car continue et
strictement monotone.
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f) = f(1=e0,21) = |[f(2); lim £

[ xl_i)rpoof(x) = xl_i)rpm(\/Z - x — x)

oo (VZox+x)
_ 2 —x — x?
= lim

_ 2 —x — x?
= lim —
X—>—00
2. |42 _ 2
Vx? 2 x+x
_ / 2 —x — x? \
= llm\ 2 1 /
X——00
|X| F—E-I'X
_ 2 —x — x?
= lim
X——00
X
2
x(z—l—x)

_(0—1+oo>_
" \1-vo=-0/

) = [~2,+oo[ =]

Donc

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

2) On a lafonction f est dérivable sur
]—o,2[ et on encore:

£ o0 =-(cm=+1)

Je réclame que f(x)#0 ; Vx<2

Sinon on aurait : -1<0

2V2 —x

1
c'est une contradiction car

—>0
2V2 —x

f est dérivable sur |—oo,2[
f #0 ; Vxe]—oo,2[

f est bijective

Ainsi

Donc f~! est dérivable sur ]—2,+oo[

Et encore que (f™1) (x) = f(f_—ll(x))

11
fF©@) fm

Ainsi

F'0) =

-3

1
———+1)
2v2 -1 2

On a

Fo=-(

Dou : (f71)(0) =

—_— =

JAONE

3) Pour la construction géométrique on
commence par tracer la courbe (Cf)
selon l'étude précédente puis on trace
son symétrique par rapport a la 1%®
bissectrice on obtient alors le schéma :

(¢r)

y=x

N

L

(¢r1)
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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

4) comme f: ]-00,2] — [—2,+0 est
une application bijective Alors :
(Vye[—2,4+o[) 3! xe]-0,2]) : f(x) =y

B fx)=y © V2—-x—x=y
S y+x=vV2—x

e W+x)?=2-x
S yr4xP+2xy=2-x

e xX+Qy+Dx+(2-2)=0

—2y+1)+. /4y +9
X =
2

1 9
X=-y—s% [y+y

=N
= = 1+ +9
xX==-y > y 4
Car f(1)=0 Donc f1(0)=1

Il suffit de remplacer y par O et de voir
I'expression qui donnerait x = 1.

La conclusion :

fi 1=0,2] = [=2,+0eo]

X — V2—x—x

[_2, -I—OO[ — ]—OO’ 2]

Lo,
—_ -y — = —
y y—s+ [y+g

f—l

Solution N° 28 :

11
1) fX)=Vx+Vx=x3+x%F ; Vx>0

-3 11
3-VxZ 4Vl

, 1 2 1 =3
u f(x)=§x3 +ZX4 =

m Dy ={xeD; ; x>0}=1]0+0o]

2) f0) =T =cosx) = (1 - cos )3

m Dr={xeR ; (1-cosx)eR}=R

mf(x)= %(1 — cosx)_T2 - (sin x)
sin x

3-3/(1 = cosx)2

[ ] fo={xeDf; 1—cosx>0}

={xeDf ; cosx<1}
={xeDf ; cosxil}
= {xeD; ; x % 0[2m]}

3) f@) =(2—x3 ; Vx & [01]

2(2x — 1)

' 2 -
FE=30t0s @D =33m=

m Do ={xeD; ; x*—x#0
= { xeDy }

3 2 13

D Fx) =x3-Yx2=x2-2x3=x6 ;Vx >0
, 13 7
lf(x)=?x6

m Do=3xeD, ; x=20i{=R
= { xeDy }=R*
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5 f(x)= Arctan(4\/x + 1) ; Vxe[—1, +oo]
= Arctan ((x + 1)%>

1 =3
Z(X+1)4

1+ ((x + 1)%)2

m ()=

1
4G+ 1P (1+VxF 1)

m Do ={xeD; ; x+1>0}{=]-1,+00[
= { xeDy }

6) f(x)=Y(x+1)2-3(x-1)?
2 2
=(x+1)3—-(x—1)3 ; Vxe[l,+oo[
R f@=tGADT -1
[ ] Dfr={xeDf ; x+1+#0 etx—l;tO}
={xeDf ; x = —1 etx¢1}=]1,+00[

Solution N° 29 :

On a pour tout n>2 on a:

1
FX)=Vi+nmx—-1=Q+nx)n—-1

1+nx)eR sin impair}

_ ¢
D DF_{xER'| (1+nx) =0 si n pair

x € R si n impair
=4 xeR ; -1 ,
X = — Si n pair
n
R ; si n impair

= _1
— + 5 Si ]
[n 00[ si n pair

F(x) — F (_71)

x +

1
n

1
1+nx)n—1-0

(0 -1) 357 (o)™
1\n—k-1
t- Yo ((nt)z)
((nt)%)n _qn

£y ((no%)"_k_l

= lim
t—>0t

nt—1

t-g ((nt)%)n_k_1

= lim
t-0t

nt—1

zp (oor)

- () Gror—ros1)
~\0t/\0+0+-+0+1

= (+0)(-1)=—-o ¢ R

2 )

= li
t—>07t

Donc F n’est pas dérivable a droite en

_71 et ainsi (Cr) admet une demi-tangente

(A) a droite en _71 et (A): x= _nl

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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3) sur ]_71,+oo[ la fonction F est
dérivable comme étant somme de deux

fonctions dérivables. La fonction V1 + nx
est dérivable toujours Vn=>2 sur

]_71,+oo[ car c’est une composition bien
définie de deux fonctions dérivables sur
[ el

n

’

4 F(x)= ((1 + ) — 1)
Laiitm
n

=(1+ nx)% (1 4+ nx)™!

V1 +nx

1+ nx

_1 .
On remarque que x >— Alors on tire:

V1 +nx

1+ nx

C'est-a-dire que F est strictement 2 sur
]_71,+oo[Donc F réalise une bijection de

]_71,+oo[ sur son image F(]_?l,+oo[)

(el = () e

=]-1,400[ =1

5) On a déja vu que F est continue sur
]_—1,+oo[ et F est dérivable sur ]_—1,+oo[
n n

) V1 +nx -1
et F(x)=—>0 ; Vx>—
1+ nx n

’ _1
c—a—d: F #0 sur ]7,+oo[

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Dot F~! est dérivable sur ]—1,+oo[
6) soit xe]—1,4+o[ on a:

__r
F'(F1(x))

(F1) ()=
Soit : a=F1(x) & F(a)=x

& Vi+an-1=x

e Vitan=x+1

S 14+an=x+1D"

S an=(x+1D)" -1

= a=1((x+1)”—1)6 ]_—1,+00[
n n

= F‘l(x)zi((x+1)n—1) ;o Vx> —1

1

= (F—l(X))’ = m

B 1 _ 1+n-F ()

(1 +nF1 (x))% (1 +n F‘l(x))%
(1 +nF-1 (x))

1+(x+1D" -1

_(1+(x+1)”—1)%

B (x+ 1)

1 =(x+D"! ; vx>-1

Remarque : On peut facilement calculer
la quantité (F~1(x)) en utilisant I'expression
de F'(x) et les régles de dérivation :
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vx>-1 ; Fl(x)= %((x + 1" —1)

(F_l(x)), = %(n(x + 1)”—1) = (x + 1)n—1

7) On raisonne par récurrence que la
proposition P(n) : (1+a)" =1+ an est
vraie pour tout neN et aeR*

L’initialisation : pour n =0, On a:
1+a)>14+0a ; VaeR*
Donc l'instance P(0) est vraie.

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.
m P(n) est vidie = (A+a)*=>1+an

= 1+a0)1+a)"=> A+ a)(1+ an)

= |A+a)""'>1+a+an+a’n

m(l+a+an+a’n)—(1l+a+an)=a2>0
= 1+a+an+a?=>1+a+an
= 1+a)""'>21+Mn+Da ; VaeR*
= P(n+1) est vraie

{P(n) est vraie

Atnst P(n) = P(n+1) ; VneN

La conclusion :

VneN n
; >

VaeRY A+a)"=1+an w (%)

8) Soit x e RT, et on procede ainsi :

m (1+x)">1+xn ; selon (%)

= (1+x)"—-1=>14+nx—1

1+nx—1
— ; neN"\{1}

= l((1+x)"—1)2
n
= Flx)=x ; VneN"\{1}

= F(F'(x))>F(x) ; VneN\{1}

= x=>F(x) ; VneN"\{1}

Solution N° 30 :

1) f(x)=x%—(x—1)% ;o Ve >1

m lim

(f(x) - f(1)>

2 2
_ x3—(x—1)3-1
= lim
x—1 x—1
x>1
2 2
. [x3—1 [ (x—1)3
= lim — lim
x—1 x—1 x—1 x—1
x>1 x>1

-1

=(37) - &
— t—
/x=1 t=x—1

2
=§—(+oo)=—oo € R
Donc f n’est pas dérivable a droite en 1
et géométriquement on dira que (C;)

admet une demi-tangente (A) verticale a
droite en 1 et (A) : x=1.

x—1

. (f(x)—f(l)
B lim (———

) = n existe pas

Car f n'est pas définie a gauche en 1
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2
Car si x <1 alors (x—1)3 n’existe pas

La conclusion: f n’est pas dérivable en 1

2) D’abord f est dérivable sur ]1,+oo[
car cest une somme bien définie de
deux fonctions définies et dérivables sur
11,4+ soit x >1 et on procede ainsi:

£ .G % (x — 1)3

Y-

B xel]l,+0] = x>1

mf(x)=

= x>x—1

= 0<xl<(x-D1; x#0

 0< (i< (=11 ; x£0

-1

= x3 <(x-173

-1 -1
= x3 -(x—-1)3 <0

2/ -1 -1
= §<x?— (x — 1)7) <0
= f'(x)<0 ;o Ve >1
= f est strictement \ sur |1,+oo|
3) On a f est continue et strictement \

sur ]1,+o[ Donc f réalise une bijection
de ]1,4+o[ sur son image f(]1,4o[).

fO1, +oo[) = ]xlirfmf(x) ; }Cigqf(x)[
x>1

m lim f(x) =

X —+o0

11moo (xé —(x— 1)%>

(x% —(x— 1)%) (x% + (x? — x)% + (x — 1)%)

) xLiTOO (x% + (x2 — x)% + (x — 1)%)
8~
= i
i (x% + (x2% — x)§ + (x — 1)%)

x? —(x — 1)
= lim Z 2 7
X—+00 = 5 a
x3+ (x?2 —x)3+ (x —1)3

~ i oo((x— (x—1)- (x+(x—1))>

7
x3+ (x2—x)3+(x—1)3

~ i 2x —1
T\ £ 2 7
x3+ (x2 —x)34+ (x —1)3

) 2x — 1
= m | —— P 7
x3 +x3(1—x"1)3 +x3(1 —x1)3

x(z—ﬁ)
(1= (-2))

= lim
X—+0c0

Wl
SV

:<1)< 2-0 )
o/ \1 4 (1 - 0)3 + (1 - 03

_()(1-1——1-?—1)

: . 2 2
| }Clg} fx) = }CILT% (x3 —(x— 1)3)

x>1 x>1

2 2 2 2
:13—(1—1)3:13—03:1
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La conclusion :

11,400 +— ]0,1[ est une bijection

f:
4) comme f : ]1,4+oo[ +— ]0,1[ est bijective

Alors daprés la  définition dune
application bijective on écrit :

(Vye]0,1[) A!xe]l,+o[) = f(x) =y

(pour % 6]0,1[) @ a>1) f(a) =%

2 2
5) lirll flx) = lirJP (x§ —(x— 1)§> =0
Donc laxe des abscisses (A): y=0

est une asymptote horizontale a (¢;) au
voisinage de +oo .

6) la_représentation graphigue :

y

1 (&)

Solution N° 31 :

1) g(x) = xcosx —sinx

La fonction g est dérivable sur [0,7] c R
Car clest une somme bien définie de
deux fonctions bien définies et dérivables
sur R. Et on a:

m g (x)=cosx—xsinx—cosx ; xeR

= —x-sinx ; xeR

m xe[0,nr] = 0<sinx<1le x=0
= —x-sinx <0
= gx) <0 ; xel0,m]

= g est N\ sur [0,m]

f(x)

fx)

2) xelo,n] = 0<x<m

= gm)<gx)<g0) ; f est\

= —-n1<gkx)<0

= gx) <0 ; Vvxel0,m]

3) la fonction f est dérivable sur ]0,n]
car quotient de deux fonctions bien
définies et dérivables sur ]0,].

X cosx —sinx _g(x) -

f(x)= 0

x2 x2

Donc f est décroissante sur ]0,m].

4) Soit @(t)=t—sint ; VteR"
Soit x>0 on a ¢ est une fonction
continue et dérivable sur R car cest la
somme de deux fonctions bien définies
et dérivables sur R. Donc on peut
appliquer le TAF a f(x) sur n’importe
guel intervalle de R.

@ est continue sur [0, x]

{q) est dérivable sur 10, x|

0@ —9©® _ |

= 0 @ (c)

ce]0,x[ ;
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x—sinx—0
e —_—

=1-
~—0 ) cosc

x — sin x

= =1—-cosc>0
X
X —sinx
ﬁ —_—
X
= x-—sinx>0 ;0 x>0
= |x—sinx>0| ; car 0—sin0=0
Donc VxeR"T ; x—sinx >0
3
_ X
5) ¢(x)=smx—x+€ ; x>0
, x?
1/)(x)=cosx—1+7 ;o x=0
Y (x)=—sinx+x ; x>0

6) x—sinx>0 = P (x) =0 ; Vx>0
= Y est 7 sur [0,+o]
= P @290
= P (x)=0
= Y est 7 sur [0,+o0]

= Yx)=yY0) ; Vvx=0

. X3
smx—x+€20

7) On peut démontrer facilement que :

sinx — x

(f () —f (0)>

x—0 x2

Ce sont juste des calculs a maintenir.

3
X
B Yy(x)=0 = sinx—x+Z20
- x3
= Ssinx=x——
6
. x3
= 1>sinx>x——
6
. _X3
= 0>=2sinx—x>—
6
0 sinx —x —x
= — = > —
x2 x2 6

= os <f(x) - f(0)> -

x—0

. l —X —_ l —
Comme : XIL% (?) = XIL% 0=0

x>0 x>0

Alors d'aprés le critere de comparaison
on écrit :

1im<w>=0€R

x—0 x—0

x>0
Donc f est dérivable a droite en 0 et
on a : f;(0)=0. Géométriguement on
dira que (C;) admet une demi-tangente
horizontale (A) a droite en 0 avec :

@) : y = f3(0)(x—0) + f(0)
c—a—-d: (4): y=1

8) la_représentation graphigue :

(8)
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Solution N° 32 :

1) Les premiers termes de la suite :

Uy Uy Uu; Us

0 1 VZ2o |1+

2) Soit la proposition P(n) définie par:
P(n): 0<u, <2

L'initialisation: On a : 0<0<2
Donc l'instance P(0) est vraie.

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.

La fonction f(x) =3x+1 est continue
et dérivable sur R\{—1}. Sur [lintervalle
[0,+0o0] on a la chose suivante :

!

m f(x)= ((x + 1)%) _ %(x )3
1
>0
3-3/(x + 1)2

Donc f est strictement » sur [0, +oo[

m P(n) est vraie = 0<u, <2

= fOsfw)=<f2 ; f7

= 1<f(u,)<3V3

= 0<1<f(u,)<V3<38
= 0<f(u,) <2

= OSun+1S2

= P(n+1) est vraie

Ainsi {P(O) est vraie
" P(n) = P(n+1) ; VneN
La conclusion: vneN ; 0<wu, <2

3) Soit la proposition définie ainsi :
Q) :

Up+1 > Un

L’initialisation: Ona : 1>0 = u; >y,

L’héredite :

Donc linstance Q(0) est vraie.

Soit neN fixé et on suppose
que linstance Q(n) soit vraie.

B Q(n) est vraie = U4 > U,
= U, +t1l>u,+1

Mg +1> 3 u, +1

= Upiz > Upy

=

= Q(n+1) est vraie

{Q(O) est vraie

Atnst Q(n) = Q(n+1) ; VneN

La conclusion: vneN ; u,,q > u,

c-a-d: que (u,),.n €est strictement

4) la suite (u,),.n €St convergente car
croissante et eétant majorée par 2.
Soit a = lim(u,)
noo

5) On a g est dérivable sur R car

somme de deux fonctions dérivables sur R
7 1 __2

m g = 1—5(1+x)3

2
_q 1 _3(1+x)§—1

2 2
3(1+20)3  3(1+%)3
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3(1+x)%—1 9(1+x)%+3(1+x)%+1
( )( )

301+ 07 ) (901 + 07 + 301 + 07 + 1
(36 +00%)( )

(3a+ x)§)3 _ 13

) (3(1 + x)%) (9(1 40T +3(1 4+ 207 + 1)

~ 27(1+2)? — 1
- 2 4 2
(3(1 + x)§) (9(1 FO3+3(1+20)3 4+ 1)

(\/ﬁ(l + x))2 — 12

T (a+0R) (90 + 05130 + 0% 1
(3a+00%)(

(V270 +0) - 1)(V27(1+x) + 1)
(3a+ x)%) (90 + 05 + 301 + 0% + 1)

= Signe(g'(x)) = Signe(\/ﬁ(l +x) — 1)

1-+v27
X - =
1 P=—F +o0
g - 0 +
-1 + o0
9(0) \ /
_2_m
a=gp) = Nexd

D’aprés ce tableau on remarque que ¢
est continue et strictement croissante sur
[B,+[ Donc g réalise une bijection de
[B,+oo[ vers g([B,+[) = [a,+oo]

Ainsi g : [B,+[ — [a,+o[ est une
application bijective. D’ou I'on tire alors:

(Vyela,+o[) @'xe[B,+o[) : glx) =y
(0€[a,+o[) Alxe[B,+o[) : gx) =0

Cest a dire que l'équation g(x) =0

admet une solution dans [B,+x[

Comme (u,),.y €St une suite récurrente
définie par u,,, = f(u,) et f continue
sur R et (u,),y converge vers a alors
ce nombre «a vérifie I'équation suivante :

B fla)=a < a-—-f(@)=0
e gl@)=0
D'ou la seule solution de [I'équation

g(x) =0 est ce méme nombre «a.

Solution N° 33 :

1) la fonction x — 3x3 +1 est continue
sur lintervalle I car c'est une
composition  bien définie de deux
fonctions continues sur I. Donc f est
continue sur I comme étant produit de
deux fonctions continue sur I.

2) Dabord f est dérivable sur I car
produit bien défini de deux fonctions
dérivables sur I. soit xel et on a :

. £ = (xG+13)
= (° + 1)%+xé'(x3 EERIC
= (P13 (L4 PE+ D)
x3
x3 + 1>

x3+1—1>

=(x3+1)%-<1+

(1+

-(1+1—

1
=(x*+1)3-
(x ) x3+1

1
=((x3+1)3 )
&+ 1) x3+1
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=( 34—1)% (2 1 )
= x3+1

=(x3+1)%'<p(x) ; ‘P(x)=2_x3+1

La fonction ¢ est dérivable sur [ et :

Vxel ) =2-x3+1™
=—(-(*+1)72-(3x?)
— L > 0
(x3+1)2
Donc la fonction ¢ garde un méme

sens de variations qui est la croissance
sur l'intervalle 1.

31 31
= Vx=- 5 px) =@l - >

= Vxel ; @x)=0
1
= Vxel ; (3+1)3-¢9x) =0
= Vvxel ; f(x)=0

= f est strictement 7 sur [

3) comme f est continue et étant
strictement monotone (croissante) sur [
alors f réalise une bijection de [ vers
son image f(I).

3|1
m f(D=f l—ﬁ;ﬁo
31
=|f —\/; ;xlirpmf(x)

Ainsi l'application suivante est bijective :

311 311
f: —E;+oo — —Z;+oo

Alors daprés la  définition  dune
application bijective on écrit :
31 311
Vye—z;+oo EI!xe—E;+oo
C f) =y
1
e y=x(x3+1)3
s Pi=x3(3+1)
-1
= y3=t(t+1) ; t=x327

e tP+t—y3=0

—-14+,1+4y3
& t=
2
-1+ 14+4y3 -1
S t= = —
2 2
-1 3
o 53 +y1+4y
2
1
(—1+ 1+4y3>3
& X = 5

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.
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Ainsi f~1 est définie comme suit :

31
—; 400 —

4 2’

1
—1+J1+4y3)°
—>
Y 2

On peut travailler avec la variable x au
lieu de y car toutes les deux sont des
variables muettes peu importe laquelle
est mise comme variable.

f

5) Soit xel et on procéde comme suit:
1
mf(x)—x=x(x3+1)3—x
1
= x((x3 +1)3 — 1)

x ((x3 +1)3— 1) ((x3 134 (P + 13 + 1)

((x3 + 1)§ + (x3 + 1)% + 1)

x (((x3 + 1)%)3 — 13>

= 2 1
(B+1)3+(x3+1)3+1

x(x3+1-1)

- 2 1
xX3+13+ @3 +1)3+1

x4

- 2 1
(B3+1)3+(x3+1)3+1

>0

= Vxel ; f(x)—x=0

vxel ; f(x)=x

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

6) Soit la proposition suivante :

3

Q(n) :

1
ESunSO

L'initialisation : On a d’aprés I'énoncé de

I'exercice : uy <0 et ugel.
Donc : —3/1/2<u,<0.
c-a-d que linstance Q(0) est vraie.

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance Q(n) est vraie.

31
m Q(n) est vraie = — ESunSO
3
= fl|- 3 <flu,)<fO) ; f~I
31
= - Zsf(un)so
31 3(1
= - E<_ ZSf(un)SO
31
= - ESunHSO
= Q(n+1) est vraie
L. Q(0) est vraie
Ainst {Q(n) = Q(n+1) ; VneN

La conclusion :

<0

VneN ;

- n

1<
5 u
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7) Dans le cas ou uy; <0 on a déja vu

que : —31/2<u, <0

On a de plus : Vxel ; x< f(x)
= VvneN ; u, <f(u,)
= VneN ; u, <u,4q

=  (u,)nn €St croissante

(U, )nen €St convergente

Car croissante et étant majorée par O.

8) On suppose maintenant que uy >0
Soit: Yx)=f(x)—x ; VxeR*

E Y= fW-1=G 4+ 17 pk) -1

px) =1

m VxeRt ; 1
x3+1)3=>1

1
= (3+1D3-p(x) =1 ; VxeR*

1
= (3P+1)3-p(x)—1=>0 ; VxeR"

= P x)=0 ; VxeR*

Y est 7 sur RY

m Soit neN et uy;>0
= u, =u, car (u,), est croissante

= YPu,) 2P, car ¢ est 7

= f(u,)—u,=f(u)—uy, ; VneN

= Uy — Uy 2u0<3/u8+1—1>

99 Ona: VvneN ; u,,1—u,=a
U, —U,1 =a

L Up1 — U2 =
Ainsi n-1  "n-2

U —Ug=a

On additionne ces inégalités cote a cote
on obtient, en prenant en considération
les termes qui vont disparaitre dans le
c6té de gauche, on obtient :

U, —Up=na ; VneN
N VneN _ > o+
Yuyg >0 » U =UTnd

10) Comme uy >0 Alors a>0

= lim(u, + na) = +o
noo

Et comme u, > (uy +na) Alors selon le

critere de comparaison on déduit que :
lim(u,) =40 ; uy;>0
noo

La conclusion :

Uy <0 = lggjn(un) =leR™

u >0 = lrilgl(un) = +o0

Solution N° 34 :

1) sur |—,0[ et ]0,4+o[ on a :

-1+ V1 + x?
f&x) =
C'est clair que f est continue car

qguotient de deux fonctions continues et
bien définies sur R*.
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Examinons pour le moment la continuité
de la fonction f en zéro :

_  V1+xZ-1
= Iy =ln
(\/1 +x2—-1)(Vi+xZ+1)

ST (i)

(VIFxZ) —12
= x(VI+xZ+1)

2

lim

0 x(VIT %2 + 1)

lim

x>0 (m+1)_0=f(0)

Donc f est continue en zéro ainsi sur
R tout entier.

2) D’abord la fonction f est impaire car
son domaine de définition est symétrique
C'est-a-dire que VxeDs =R ; —xeDy

1414+ (-1)2
—X

Et encore

f(=x) =

— 2
( 1+\/x1+x >=—f(x)

Donc f est bien évidemment impaire et
par la suite sa courbe représentative
(¢r) est symétrique par rapporta 0(0,0)

v1i+x2-1
m lim f(x) = lim ————
x—+00 x—+00 X

X
= lim < )
" xoteo Vx2+1+1

e x? (1 + x—lz) +1

X
= lirll
xX—+00
VxZ - 1+x—12+1

X——+00
1L 41)
()
= lim
X—+00 1
\X' 1+—2+1/
X
X
B lirll ’ 1 1
X —>100
X'< 1+F+§>
) 1
B hT 1 1
X—>100
1+—2+§
_( ! )_
S WI+0+0/

3) Sur ]—o,0[ et ]0,+[ la fonction f
est dérivable car quotient bien défini
(x # 0) de deux fonctions bien définies
et dérivables sur ]—oo,0[ et sur ]0,+oo]

Examinons la dérivabilité en zéro :

B lim

x—-0

fx) —f(0)
x—0

_ <\/1 + x2 — 1)
= lim 5
x—0 X
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. (Vi+x2-1)(V1+x2+1)

x>0 x2(V1+x%2+1)

_ 1+x%—-1

= lim

x>0 x2(V1+x2 + 1)
. xz

= lim

x>0 x2(V1+x% + 1)
i ()
=lm | ———
-0 \W14+x24+1

== e RETLEVAO

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) =%

4) Soit x e R* et on procede ainsi :

- f’ (x) = <—‘1+xxz_1>

B x-((l +x2)%)’ - (WV1+x2-1)

x2

x-(%(1+x2)_71-(2x)>—\/1+x2+1

x2

1
x> (1+x)7 [(V14+x2-1
B x2 B x2
1 1

CVI+xZ Vitai+1

1 1
= 1—
V1+X2 1+;
V1 + x?

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
m Soit xeR on a —>0
V1+ x2
! +1>1
ﬁ —
VIt 22
1
= <1
L 41
VIt 2
1
= 1- 1 >0
—+1
V1 4+ x?
! 1 1 >0
: —_— —_——
v1+x2 1+;
VIt 2
= f(x)>0 ; VxeR

= [ est strictement 7 sur R

6) (&): y=f(0)(x—0)+f(0)
= (8): y=%x

Voici pour linstant la représentation
graphique de la courbe (C;):

(€Y)

7) Comme f est continue et étant
strictement croissante sur R alors f
réalise une bijection de R sur f(R):
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m f(R) = f(]-oo; +oo[)
=|sim £G) 5 Jim £GO)

| xl_l)r+noo f(x)=1 ; déja vu

] llm flx) = xllr_noo <1++2_1>

2

= lim

o (V1T %2 + 1)

= lim

X °°(\/1+x2+1>

1
e [ — =_1
<—\/O +1+ 0)
D’ou l'application suivante est bijective

f ¢ R +— ]_1!1[
x —  f(x)

Alors daprées la  définition
application bijective on écrit :

(Vyel-1,1[) @'x e R)

—1+V1+x?
= x =y

S —1+J1+x2=xy

= 1+x?2=xy+1

= 1+x%=(xy+1)?
= 1+x?>=x%y?2+1+2xy
= @-Dx*+QQy)x=0

= (O —Dx+2y)x=0

oubien x=0

y? -1

oubien x =

D'ou f~! est définie ainsi :

1;1[ — R
y?—1

F

yl—)

Solution N° 35 :

1) Soient x>0 et x<t<x+1
Ona: f(t)=+t ; vt=>0.
La fonction f est dérivable sur Rf

Et on a pour tout t >0

Fo=5=

x<t<x+1 =
1 1 1

< <
2Vx +1 7 24Vt 2Vx

d’'une

fG) =y

2Vx <2Vt <2Vx + 1
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1
——<fM<—
2vx + 1 2\/_
2) On a f(t)=+t est continue et
dérivable sur Rf Donc On peut
appliquer le TAF a f sur n’importe quel

intervalle de Rf. On prend [x; x + 1]:

f est continue sur [x; x + 1]

Anst f est dérivable sur |x; x + 1]

Jcelx;x+1[ ; (f(x+1)—f(x)> =f(c)

(x+1)—x

= x<c<x+1 et Vx+1—-vVx=Ff(c)

Comme Vte[x;x+1] , Vx>0 On a :
1 1
<f@<—
2Wx +1 24/x

Alors pour tout celx; x + 1[ on ait:

=—Vi+Vn=vn-1

= 2(Vn-1)<uy,
Comme lim 2(\/5— 1) =2(+00—1) =+

Alors d'aprés le critéere de comparaison
dans les suites on en déduit que:

lim(u,) = +o
noo
Autrement-dit :

la suite (u,) diverge.

Solution N° 36 :

1) Soit x e Rt et on procéde comme suit

1
<fl)s—
WrHl \/‘
o _ 2 :
. Soit : <p(t)—1+t2+t -1 ; VteR
=< Vrt VRS o=
2Vx \/E : .
I est clair que Ila fonction ¢ est
continue et dérivable sur R tout entier
3) Zx/_S\/x+ _\/_<ﬁ ;x>0 Donc On peut appliquer le TAF & f sur
nimporte quel intervalle de R on
1 1 considére lintervalle [0,x] avec x > 0:
= ——<Vk+1-Vk<—— ;Vk=>1
2vVk +1 2vVk .
ey {go est continue sur [0,x]
Ainsi -
ke fen @ est dérivable sur ]0,x|[
1
= ViE+1-vVk < Z —
ZZ\/k+ Z — 2k (x) — ¢(0)
k=1 k=1 @ @ :
= 3Jce]0x[ ; T=<P(C)
k=n
] Z\/k+1—\/§ px)—0 ,
— = 0<c<x ; —~—0_ = ¢ (c)
= (VZ—-VI) + (V3= V2) + . A N
—_ —_ —1 = 2
+(Vn—vn—-1) " Gt
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X 1
¢()=2c(1——)
X (14 c?2)?
B cl>0 = 1+4c¢2>1

= (1+c®)?*>1

1
— <1
(14 c?)?
1 1 >0
: —_——_—
(14 c?)?
2 (1 1 )>0
: —_——_—
¢ (1 + c?)2
X
<p()>0
X
= ¢x)>0
= 2-1>0
1+x2+x
Vx >0 ! >1—x? (D
= ; — w>
=V T e *
B Si x<0 = —x=>0
= ———>1—(—x)?
T+ (= 170
: 2
= Vx<0 ; le—x s (2)
(1 et (2) = VxeR ; m21—x2 w (3)

De la méme maniere on prend la fonction :

t)=1—-t>+t* -
2 + 1+ t?

Et soit encore x e R} .

Y est continue sur [0,x]
Y est dérivable sur 10, x|

x) — Y0 )
x—0
PY(x) 1
T =4t +2 (——1)
c’ + 2c (1+cz)2
PY(x) ( 1
= 2c|2c? ——1)
X |\ +(1+CZ)2
=2 @+ 11+ D))
(1+ c?)?
Y(x) 2¢
= 2c®+3cH) >0
x (1+c2)2(c +3¢%)
Car on a lencadremant : 0<c<x
X
= Vx>0 ; l/)()>0
X
= vx>0 ; yYkx)>0
= Vx>0 ; <1—x%+x*
1+ x2
Pour x=0 on a : 1 =1-—02%+ 0%
1 + 02

Donc On obtient ainsi I'inégalité suivante :

<1-—x%+x* w (4)

1+x2~

Vx =0 ;

Si x<0 Alors —x =0 Donc selon (4):

m <1-—(=x)*+ (—x)*

1
<1—x%+x* w» (5)

1+x2~

Vx <0 ;
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D’apres les résultats (3) et (4) on tire:

1
<1-—x%+x*

14+ x2~ > (6)

VxeR ;

De (3) et (6) on obtient que VxeR :

<1-—x%+x*

1—x%< <
1+ x2

— 1+ x?

2) Ona : f(x)=

1+ x2

On a d’apres la question 1) :

1—x2< =< 1-x*+x*
1+x
= 0< —14+x%<x*
1+ x2
1
—14+x%|<x*
1+ x2
= [ f ()] <x*

3) D’abord f est une fonction impaire
car son domaine de définition est
symétrique c-a-d: VxeR ; —xeR

3

f(=x) = Arctan(—x) + x — x

Et
que 3

X3

—Arctan x + x — ?

X3
= — (Arctanx —x +?> = —f(x)

t5
m Soient u(t) = f(t) -z et x>0

{u est continue sur [0, x]
On a :

u est dérivable sur ]0,x[

u(x) —u(0 .
= 3dcel0,x] ; M=u(c)
x—0
u(x ,
= 0<c<x et %=f(c)—c4
m Ona vxeR ; 0<f (x) <x*
= pour ceR ona : f (c) <c*
= fl)-c*<o0
u(x
= QSO ;0 x>0
X
= ux)<0 ; x>0
X5
= f(x)—?so ;o x>0
X5
= f(x)S?<x5 ;o x>0
= |[f)<x>| w (%)
= 0<f(x) <x®
= (Vx>0 ; |[fG)|<Ix°]| » (7)

Soit maintenant x < 0 alors —x > 0:
= f(-x) < (—x)°> ; d'apres (»)
= —f(x)<—x°

=  f(x)=>x°

= 0=>f(x)=x°

Vx <0 ; IfGI< x| = (8)

(M et(8) = VxeR* ; |f(x)| < |x°]
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f(O] =0°

En plus pour x =0 on a :

Alors vxeR ; |f(x)] < |x°]

4) Soit xeR et on procéde comme suit :

m - [x°| < f(x) < |x°| ; =xeR
3

5 X 5
= —|x |SArctanx—x+?S|x |

3 3
51 % 5
:—le—?SArctanx—xslxl—?
— x| x<Arctanx—x |x°] «x
x2 37 x2 - x2 3
3 X Arctan x — x 5 X
= —|x°|—=< 5 < |x°| —=
3 X 3
_J,/—/ | —
0 0
_ Arctan x — x
= 11m< 5 )=0
x—0 X

Solution N° 37 :

1) Soit xeR et on procede comme suit:

sinx + 4
f(x)=T ;. VxeR
= f'(x)=§cosx ;. VxeR
= |cosx| <1 ; VxeR

o 3 1 e
ﬁ — — .

SCOSX| <5 X€

, 1
= If(x)lsz ; VxeR

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) On a gx)=fx)—x ; VxeR

= g@W=f-1 ; VxeR

, 1
B f(x)< 3 <1 ; selon la question1)

= f(x)—1<0 ; VxeR

= g(x) <0 ; VxeR
= g est strictement N sur R
—1<sinx <1

3) m xeR =

= 3<sinx+4<5

=>3 < f(x) <5
> x < f(x XSo—x

4) comme g(x) < (; - x)

5
Et comme lim (— — x) = —o0
X—+00 2

Jm, 90 = -

Alors
3
m comme g(x)= (E — x)

3
Et comme lim (— — x) = 4o
X—>—00 2

Alors lim g(x) =+
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B g(R) =g(]—oo,+0[) ; gest vsurR

=] lim g(x) ; xl_if_noog(x)[

X —+00

5) On a g est une fonction continue et
strictement monotone sur R (décroissante)
Alors g réalise une bijection de R vers
son image g(R) = R.

= (VyeR) 3!xeR) : gx) =y
= (pour0eR)(@'xpeR) : glxy) =0

= (A!x,eR)

f(x0) = xg

. (2T
& 0 . (27-[)_31n(?)+4 21
) Ona s g(z)="73 3
V3
- t4 27T_\/§ 21
2 3 4 3
_3V3+24-8n
Bl 12
a Ona : {1,5<\/§<2
3<m<35

{28,5 <3V3+24<30
—28 < —8m < —24

= 05<3V3+24-81<6

2T
- g<?>>0 w (1)
1
0 . <5n>_§+4 57
m n a encore : g{— )= c

9 57'[_27—1071

4 6 13

m Ona Tt>27 = 10m > 27
27—107r<0
ﬁ —
13
51
- g(z)<0 - (2)

et (2) = g(%)<0<g(2?ﬂ)

= g (%ﬂ) <gx) <g (%n)

= gt <g (%)) <g(g(x)) < g™ (g (?))

Car g et g~! sont \

5T < < 2T
= - -
6 M0 ST3

7) On a f est une fonction continue et
dérivable sur R tout entier Donc on
peut appliquer le TAF a f sur n’importe
quel intervalle inclus dans R. Soit apriori
I'intervalle [x,,u,] éventuellement [u,, x,]

Ainsi - { f est continue sur [xy, u,]
" | f est dérivable sur lxo, u,[
f(uy) = f(x)

U, — Xp

=f(©

= 3dcelxyu,l ;

Up4+1 — Xo _ f'(c)

= xy<c<u, et
U, — Xp

On a d’aprés la question 1):

, 1
vxeR ; |f (x)ISE

Alors pour ce€ |xy,u,[ € R on ait:

F©l<3
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1 1 |un+1_x0| 1
[ | <=- =5 —< =
HGIES s

1
= |un+1_xO|SE|un_xO|

8) Soit neN et on procéde comme suit :

1
B u, — %l < s lu, — Xl

2
<21
= |u,o1—x| <="=|u,_s —x
13
= un+1—xo|S(§> lu,—2 — xo

n

= Up+1 — xOl < (E) |un—n+1 — Xp

1 n+1

= |upp1 — %l < (§> lup — xo

n
= VneN ; |un—xo|S(z> luy — x|

n

1 1
Comme lim(—) lug — x|l =0 car —1<=<1
noo \2 2
Alors lim |u, —x,| =0
noo

& lim(u,) = x,
noo

Solution N° 38 :

1) Soit neN* et on procede ainsi :

k=n+1 k=n
1 1
Sn+1 = Sn Z BB Y
k=1 k=1

= VneN* ; S,.1>S,

=  (S)nen* €St strictement 7

1
2) On a f) = Z VteR*

La fonction f est continue et dérivable
sur R* Alors on peut appliquer le TAF
a f sur n’importe quel intervalle inclus
dans R*. Soit peN ; p>2 et on
considéere lintervalle [p, p + 1].

f est continue sur [p,p + 1]

Ainsi {f est dérivable sur |p,p + 1]

fe+1D)-fp)

3 p+1[ = f
celp,p+1[ . g f ()

= p<c<p+1 et f(p+1)—f(p)=c—3

2
= p<c<p+1 et f(p)—f('p+1)=c—3

mp<c<p+l = pd<ct<(p+1)?

1L _1_1
p+1)3* ¢ p?

2 __2_2
p+1)32 ¢ pd

2 2
= (p-|——1)3<f(p)_f(p+1)<ﬁ

2
3) Ona : fU)~flk+1) <3

(1 1 )<2
:> — — — —
k2 (k+1)2 k3

1 1 2
(F_?)<F
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1 1 2
(2_2_§)<2_3

o (1 1 )<2
n2 (n+1)2 n2

On additionne ces inégalités cbte a cote
et en prenant en considération les
termes qui s’en vont dans le cété de
gauche On obtient :

k=n
1 ! < 2
T (n 4 1)2 E:_3
(n+1) k=1k

1 1
= |z—7=5<S$,

2 o2 (1)

2
(k-|-—1)3<f(k)_f(k+1)

2 <1 1
(k+1)3 k% (k+1)>

k=n-1 k=n-1
> e X @)
:> —_— —_—— —
3 2 2
£ (k+1) ] k? (k+1)
k=n
1 1
= 2) (@)<1-=
=2
k=n
1
= ZZ<E>+2<1——2+2
k=2

k=n
1 1
= 2 ﬁ +1 <3—;
k=2
k=n
1
= 2( ﬁ)<3_ﬁ
k=1
1
= 2'5n<3——2
3 1
= |S<(G5a) |~ @
La conclusion :
d’'aprés (1) et (2) on a : VneN*\{1}:

(1 1)<S <(3 1)

2 2n? " 2 2n?
3 1 3

4) On a : Sn<(———><§

Donc (S,) est une suite majorée par %

et comme (S,) est croissante Alors elle
converge vers une limite réelle S.

Je rajoute que:

(1 1)<S<(3 1)
2 2n? n 2 2n?

N| -«
N| W

Alors par passage aux limites on obtient :

<5<

N =
N W

Remarque : plus tard vous verrez que :

$ = 1,202056903
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Solution N° 39 :

1) D’abord f est dérivable sur R* car
somme de fonctions dérivables et on a:

) 1
Vx =0 ; f(X)=m+x—1

1
p(t) =——+t—1—-1t>

0
n pose 11t

La fonction ¢ est continue et dérivable
sur Rt Donc On peut appliquer le TAF
a ¢ sur lintervalle [0,x] ; x>0.

Ainsi {(p est continue sur [0, x]
' @ est dérivable sur 10,x]|
x)— @0 ,
x—0
@(x) =0 -1

= 1-2
x—0 (1+c)2+ ¢

m Ona : (p,(C):m-Fl—ZC

=1+ =20)1 +c)?
B (1+0¢)?

=1+ (1 -20)1 +2c+c?)
B (1 + ¢)?

—2¢3 — 3¢
(1 + ¢)?

<0

p(x)
X

<0 ; vx>0

=

p(x) <0 ; Vx>0

1
—+x—-1—-x%2<0

;o Vx>0
1+x

=

+x—-1<x% : Vx>0
1+ x
= —+x—-1<x* ; Vx>0
1+x
C 0 1 +0—1=02
ar On a T30 =
= |f(x)<x* ; VxeR*|w (1)

Soit maintenant la fonction y(t) :

1
t)=——+t—-1 ;
Y¥© 1+t+

vt=>0
Soit x > 0 et on procéde comme suit:

{1/} est continue sur [0, x]
Y est dérivable sur 10, x|

x) —Y(0 ,
N ace]o’x[;w=¢(c)
x—0
-0 -1
YpG) -0 _ ‘1
x—0 (1+c)?
mc>0 = c+1>1
= (c+1)?>1
1 <1
(c+1)2
1 ! >0
:> — —
(c + 1)
x
= l/}()>0 ;o Vx>0
x
= Yx)>0 ; vx>0
+x—-—1>0 ; Vx>0
1+ x
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R bx—130 ; Vx>0 On gppllque de nouveau le TAF a la
1+x fonction f(t) sur [0,x] ; x>0 :
Car on a : 1 4 0-1=0 i {f est continue sur [0,x]
1+0 f est dérivable sur 10, x|
= [f()=0 ; vx=0|w (2) x)—f0)
= 3ce]0,x[ ; M:f(c)
x—0
D’aprés (1) et (2) on obtient:
x I
, = 0<c<x ; f()=f(c)20
vxeRY ; 0<f (x) < «x? X
f(x)
3 .
2) Soit x>0 et u(t)=f(t)-% = 0<c<x ;5 ===20
{u est continue sur [0, x] = Vx>0 ; f(x)=0
u est dérivable sur ]0,x[
= |Vx=0 ; f(x)=0]|w (4)
u(x) —u(0 ,
= 3cel0,x[ ; M=u(0)
x—0 Car ona : f(0)=0
u(x)
= 0<c<x ; = — c? x3
c<x 5 o=l @ et @ = |vx=0; 0<f) <
m Comme f (x)<x* ; Vx>0
3) On a d’aprés le résultat 3):
= f()<c* ; car ¢>0 3
X
, VxeRt ; 0<f(x)<—
= f)—-c*<0 3
u(x) & O<ln(1+x)—x+£<x—3
= . <0 ; Vx>0 - 2 3
—x? x3  x?
= ux)<0 ; Vx>0 & —<h(l+x)—x<—-—
2 3 2
53
= f(X)—?SO ;o Vx>0 2 3 22
<y — <
= 5 3_x ln(1+x)_2
53
= f(x)s? ;o Vx>0 o 1 x<x—ln(1+x)<1
yona: s-3s——a =3
T 7
= f(x)<x—3 Vx>0 | = (3) e 1z
~ 3 ’ ~ . <x—ln(1+x)) 1
= lim ==
03 L, 2
Car : f(0)=? 0 x 2
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Solution N° 40 :

sin x

1) ;lclir(% flx) = Ll{)% .

= lim
x—0

(sinx — sin 0)
x—0

= (sin x)'/xzo = (cosx) /y=0 = cos0 =1

NET () = i cosx —1
) lim ) = lim (<)

~ (cosx —cos0
— i (S22 C080)

x—0 x—0
= (cos x)’/xzo = (—sinx)/y—o = —sin0 =0
COS X
3) lim flx) = lim =

COS X — COS (%)

g e R
2 2
- . 7T
= (—sin x)/ng = —sin (E) =-1
sinx — 1
4) lim f(x) = lim (—)
x—1 x>t \ COSX
sinx — sin7 X — %
X X—> x=7 \ COSX — COS >
, 1
= (sinx X ———————
( )/x—’é (cosx) r
[x=%
1
= (cosx), n X
/ (—sin x)/ ™

=COS(E)X;=OX_L1=O

)

Solution N° 41 :

REA Ty

mDr={xeR ; x*+x—-2%#0}

={xeR ; x#+1 et x#+ -2}
= R\{-2;1}

—(x2+x—2)'_ —2x—1
(x2+x—2)2  (x%+x—2)2

mf(x)=
m fo={x62)f ;o (P+x—2)2#0}

= R\{-2;1}

2) fl)=—
m Dy ={xeR ; sinx#0}

={xeR ; x #0[n] }

=R\ {kr ; keZ}

— COS X

I 1 —

= fQ) sin?x
= foz{xel)f : sinzx;tO}
—R\ (ki ; keZ}

3) flo)=

tan x

T
[ | Df={de; tanx # 0 et xs_ti[n]}
T
={xe]R; x £ 0[n] et x:‘EE[n]}

= R\ ({ kr ; keZ}U{g+kn ke })
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—(tanx) (—1) _ 1+ tan’x
"~ tan’x

mf(x)=

tan?x

/i

Dfr={erR ; tanx =0 et xsEE[n]}
/i

={xelR ; x £0[m] et xsEE[n]}

= R\{ kn ; %+kn ; ket )

Remarque : Pour la continuité de f on a
f est continue en chaque point %+ km

Car lim f(x) =0eR (pronlongeable)

x—>7+kn

Pour la continuité de f’, on a f' est

continue en chaque point %+k1‘[
Car lim f'(x) =1eR (pronlongeable)

x —>7+krc

1 1
—1 3x+4

9 00 =4

D ={xeR ; 2x—1#0 et 3x+4+0}
1 —4
={xeR; xiz et xi—}

3
DHE

-2 4 3
(2x —1)2  (3x + 4)?

mf(x)=

m Dy ={xeD; ;2x—1#0;3x+4#0}

5 f(x) =

x2 — x3

m Dy={xeR ; x*—x>#0}
={xeR ; x?(1—x) =0} =R\{0,1}

-3 -3
(x—Dx+2) x2+x-2

6) f(x)=

mD={xeR ; (x—1D(x+2)+#0}

={xeR ; x#1 et x+ —2}

=R\{1; -2}

—Q2x+1)(-3) 3Q2x+1)
2+x—2  x2+x-2

m ()=

Solution N° 42 :

1) f(x) =v3x+2

mD={xeR ; 3x+22=0}

m (%)= ((Sx + 2)%) = %(Sx + 2)%‘1(3)

3
2V3x + 2

m Dy ={xeDy ; 3x+2#0}

[remy s 22T =504
— . il G I
x€Df ; x 3 3

2) f(x) =+/x%—x
m Dy={xeR; x*—x>0}

={xeR ; x¢& ]0,1[} =]—0,0] U [1, 4o

f )= ((x2 — x)%) = %(x2 — 07 2x - 1)
2x—1
2Vx?% —x
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= Dfrz{xel)f poxP—x #

={xeDf ; x#0 et x#1}

0}

x—1

3) f(x)= m

x—1
[} Df={XER ;x—ZO et x+1¢0}

+1

={xeR ; xe]—oo,—1[ U [1,+0oo[ }

!

1

o= (E5)

1

B l(x—l)i_l (x— 1)
T 2\x+1 x+1

-1

’

_1<x—1)7<x+1—x+1)
2\x+1 (x + 1)2

1 x+1 2
T2 dx—1 (x+1)?

1

:\/x—l-\/x+1-(x+1)

m Dy ={xeDy ; x—1>0; x+1>0}

=11, +oo]
4) f(x) =vV2x—1

m D={xeR ; 2x—-1=0

(e s xzl)-]

}

! +
T (00
2 )

. £00=((2x- 1)%)' = @x-DTQ

1
CVZx =1

-zy={mq:;2x—1>oyﬁ%ﬁw[
5) () =x?+x-2
mDr={xeR ; x*+x—-22>0}
= ]—00,—2] U [1,+0o[
m [ (x) = ((xz +x— 2)%)’

-7 Qx4 1) =
==—(x?+x-— - (2x =
2 2Vxt 4+ x -2

m fo={xe7_)f ; x2+x—-2>0}

6) flx)= |Vx-1
mD={xeR ; Vx—1>0}

={xeR ; x=>1}=[1,+o[

!

mf(x)= ((\/E— 1)%)

1 _Tl -1\ 1
=3 (-1 <2ﬁ)_4\/§.m

m Dy ={xeDy ; x>0 et Vx—1>0}

=11, +oo|
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Solution N° 43 :

2 (cosx — %)

To

2cosx —1

1) lim (

) = lim
3 x—3

3

3x—m

sin2x +cosx—1

)

+ lim

lim
x—0

2)

(

(sin 2x —sin 0

=)

= 2 (sin t)l/tzo + (cos x)l/x=0

)

X

lim
x—0

(

x—0

sint —sin 0
t—0

=2 lim
t—0
t=2x

x—0
=2 (cost) ;=o + (—sinx) /-0

=2cos0—sin0=2x1—-0=2

sinx — cosx
3 iy (SLEZC05)

X—>Z

dx — 1

(cos x —cos(

cosx —cosO

)

)

1 1 _
=3 7, (x)/xz% =7 (cos x + sin x)/xz%
_1( 7l'+_7'[)_1 \/E_I_\/E _\/E
T\ TN T\ 2 T2 ) T
N (cosx +sinx)® —1
) lim X
— (0
= limM avec ¢(x) = (cosx + sinx)3
x—0 x—0
= @' (x) x=0
= 3(cos x + sin x)*(cos x — sin x) /-
=3(1+0)2(1—-0) =3
_ sin(2x) - cos x
o g (2o
. <<p(x) = w(n)>
= lim | ——————
x-m X—T

Avec @(x) = sin2x - cos x
= @I(x)/x=n
= (2cos2x - cosx — sinx - sin 2x) /—,

= (2 cos2m - cosm — sin - sin 27)

=2-1-(-1)—0-0=—2

zlim Sinx — cos x . Vl—sinx+x*+x—1
o x — n 6) lim
4 4 x—-0 X

m . [ex) —9(0)

_11. g[)(JC)_QD(Z) —ili%( x—0

4 x=7 x — 7
avec p(x)=V1l—-sinx+x*+x—1
Avec ; ¢@(x) =sinx —cosx
= <P’(x)/x=o
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—COS X

=|——+2x + 1)
<2\/1 —sinx

/x=0

—cos0

2v1 —sin0

+2-0+1

- 0412
2 2

Solution N° 44 :

1) soit x l'abscisse du point de (C;) ol
la courbe (C;) admet une tangente

horizontale. c'est-a-dire paralléle a
des abscisses (0i): y = 0.

axe

Alors ff(x)=0
& 3x2—-10x=0
< x(3x—10)=0
3
3

.
= omts cibles ’ ’ 3’ 27

= xe{O;

2) Soit x l'abscisse du point de (¢;) ou
La courbe (C;) admet une tangente (T)
parallele a la droite (A):y=-3x+1
Alors pente(T) = pente(A)

& f(x)=-3

& 3x%2—-10x = -3

& 3x2—-10x+3=0

= 3(x—3)(x—1)=0

}

Wl =

= xe{S;

_ o 1 40
&  points ciblés = {(3,—16) ; <§ ’ﬁ)}

3) Soit x l'abscisse du point de (¢;) ou
la courbe (¢;) admet une tangente (T)
perpendiculaire a la droite (D) : y = %x —4

Alors pente(T) X pente(D) = —1
c>f%@-;=—1
e fx)=-7

& 3x2—-10x+7=0

= 3(x—§)(x—1)=0
= xeg; 1}

7 —338

& points ciblés = {(§ 'T) ; (1,—2)}

Solution N° 45 :

1) D, ={xeR ; (x—1)?2?=+0}

={xeR ; x#1}=R\{1}
2x% — 3x
<x2—2x+1>

lim ol (22_ %)
e (1-14 )

2) xl—iHloo h(x) = lim

X—+0o0

lim
e\ 2y 1
X X

_2-0 _,
T 1-040
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lim h(x) = i 2x% — 3x
e x%2—2x+1
3
2 _ =
ey
= am 2 1
((1-3+52)
= lim
e P
x ' x
T 1-0+0
lim Ao = 1 2x% — 3x
A R P R A |
_ 2x* —3x -1 _
T —DZ 0t

3) D’abord h est dérivable sur R\{1} car
guotient bien défini de deux fonctions
dérivables sur R\{1} et on a vx#1:

(4x —3)(x — 1)? — (2x — 2)(2x% — 3x)

h'(x) = G

_ (4x —3)(x — 1) — 2(2x* — 3x)
- (x — 1)3

) &)

4) voici le tableau de variations :

S (x—-1)3

x |-oo 1 3 +o0
3—x + + -
x—1 - + +
R’ (x) - + -
2 9
h(x) \ / 4 \
ool % 2

5 On a h est continue et strictement
monotone (croissante) sur ]1,3] Donc h
réalise une bijection de ]1,3] vers son
image h(]1,3]):

n h(11,3]) = |lim A(O) 5 h(3)| = ]‘w'%]

9
Ainsi h: ]1,3] — ]_OO’Z] est bijective

Et d’aprés la définition d’'une application
bijective on peut écrire :

(vye |- 2]) @xelnan « meo =y

9
(pour 0 e]—oo; Z]) F'ae]l,3]) : h(a) =0
C'est-a-dire que I'équation h(x) =0

admet une seule solution dans ]1,3]

Solution N° 46 :

x)—f(1
1 lim (f( ) —f( ))
x>1 x—1
x<1
_ <x+3\/1—x—1>
= lim
x->1 x—1
x<1
1
i x—1 (1-x)3
L N P 1—x
x<1
_ 1
x<1 (1—X)§
=1-— lim -
t—>07t
t=(1—x)2/3
1
=1—0—+=1—00=—oer]R
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Donc f n’est pas dérivable a gauche en
1 et géométriqguement on dira que la
courbe (C;) admet une demi-tangente
(A) verticale a gauche en 1 avec :

x=1

a) :
(f ) —f (1)>

2) i
) lim —

x—1
x<1

= lim
x—1"

x—1

(ﬁ?raiz-o>

Vx?2 —5x +4

1—x

= —lim
x—1
x<1

Vx2 —5x + 4
(1-x)?

= —lim
x—1
x<1

|

= —lim
x—1
x<1

x—4x-1)
1-x)(1-x)

4 —x
1—x

1
= —lim\/4—x>x(lim )
( el eiVl—x

G

= —lim
x—1
x<1

= —vV/3 x lim

t—07t

t=v1—x

1
=—\/§XO—+

Donc f n'est pas dérivable a gauche en
1 et géométriquement on dira que (C)
admet une demi-tangente (A) verticale a
gauche en 1 avec (A): x =1.

x3 _0
3 i f(x) = f(0) _ i x —2
) x—0 ~ 300 x—0
x<0 x<0
i 1 [ x3
T X x—2
x<0
i -1 | x3
B N P
x<0
. 1 | x3
L |x| \Jx — 2
x<0
_ 1 x3
= —lim 2 —2
x<0 X x
x3
=—-lim |———
> 2(y —
¥ =2

= —lim
x—0
x<0

X O—O]R
Nxr—2_ [Jo=—27"¢

Donc f est dérivable a gauche en 0O et
ona : fg'(0)=0. Géométriquement on
dira que la courbe (¢;) admet une
demi-tangente horizontale (A) a gauche
en 0 avec (A): y=f,(0)(x—0)+ f(0)
c-a-d (A): y=0 (I'axe des abscisses)

_ (f(x) = f(=2)
0 1 (557)
| <%FI??_—%
= lim
x=—2 x+2
x<—2
| <%?I?f3
— lim | ———
Yea\ TXx—2
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o oVx?P+x-—2
= - Jim, ——=
fc<—2 (—x — 2)2

L (x—1D(x+2)
- > (x +2)(x + 2)

- i 1—x
- _xLIIIZ —x -2
x<—2
nn — X mm ——-
’iZ‘z 1235\’—’5 -2
1
=—/3x lim =
t-0t ¢
t=v—x—2

1

Donc f n'est pas dérivable a gauche en
—2 et géométriqguement on dira que la
courbe (C;) admet une demi-tangente
(A) verticale a gauche en -2

Avec : (A) : x=-2.

5 lim (f(x)—f(ﬁ)>

x-/3 X — \/§
x</3

_ <\/T[ — 3Arctan x — 0)
im
x—/3

x—+3
x<V3
_ \/n — 3Arctan x
= xw_ >
e (VB-x)

\/3 (Arctan x — Arctan 3)

= lim + lim
£V3 x -3 s /7
x<\3 x<v3

i . 1
— 3. \/(Arctan X) jeyz X lim (_)

t—-0t t

t=V3—x

w(_)_me
1+(3)°) 0

Donc f n’est pas dérivable a gauche en
V3 et géométriquement on dira que (C;)
admet une demi-tangente (A) verticale a
gauche en /3 avec (A): x =+3.

(f(x) —f(1)> _y <V1 —x3 - 0)
x—1

6 im
) x—>1 x—1 x—1
x<1 x<1
. 1—x3
-1 — 2
el J(l x)
_ 14 x4+ x?2
= —lim
x->1 1—x
x<1

1
= — lim\/1+x+x2>x<lim )
<’§Z} ivl-x
1
= —V/3 x lim (—)
t—-0t t

t=v1—x
= —V/3Xx(+x)=—-o ¢ R

Donc f n'est pas dérivable a gauche en
1 et géométriquement on dira que (C’f)

admet une demi-tangente (A) verticale a
gauche en 1 avec (A): x=1.

Solution N° 47 :

| W

D flx) = (x% - xé)z

mf(x)= (xé - x§)7 : (x% _ x%)

—_

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

3 1 g% 1 -2 2 -1
=z("3‘x3) '(5"3 ‘5“)

1 2
x3 — x3

W =

2
3

2x3—4x

2) g0 = Vxt + (x — 1)3
m g ()= (x%) + ((x — 1)%)
=§x%+% (x—l)_T2

3) h(x) = |4x — 23

v

5
((4x—2)§ ;oSioXx

|

k(Z — 4x)% iSi

=
IA
N[ = N =

1 , 5 5
msi x> h(x)=§(4x—2)§_1'(4)
20 2
I?(LI-JC—Z)§

1 , 5 5
B si xSE; h(x)=§(2—4x)§_1-(—4)

—20
3

(2 — 4%)3

h est encore dérivable en

lim (M) = lim (M) =0
1 1 1 1
x_)% X — 7 x—>2 X — 7

x>7 x<7

car :

Dérivable a gauche et a droite en O.

2 1
4) k(x) =x3— (x3+1)2

, 2 2 1 1
mk(x)= §x§_1 - Z(x3 + 1771 (3x2)

2 -1 3 -3
= §xT - sz(x3 + 1)

Solution N° 48 :

Soit :  f(x) = sin(xvx) = @ o P(x)

Avec @ ¢@(x) =sinx et P(x) = xVx

On a 1 est dérivable sur R* car produit
de deux fonctions dérivables sur R* et
la fonction ¢ est dérivable sur ¥ (R*) = R*
et on a encore Y(RT)SR alors la
composition ¢ oy = f est dérivable sur R*.

Soit x e Rt et on procéde ainsi :
mf(x)= (X\/;) - cos(xvx )
= (\/}+x-i>-cos(x\/§)
2Vx

= (\/§+%\/§)-cos(x\/§)

= | 2 V& cos(xv)

2) Soit g(x) = cos (\/xz — x) = @ oP(x)
La fonction ¢ : ]—o0,0]U[1,+o[ — RT
Est dérivable sur ]—oo,0[U]1,+o[ car
cest une composition bien définie de
deux fonctions dérivables.

On aussi ¢: R — R est dérivable sur
R a valeurs dans R* et on a de plus
Y(]-o,0[U]1,+[) CR*cR Donc la
composition ¢ o1 est dérivable et on a:
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pour tout xe€]—,0[U]1,+oo[ on a :

!

mg(x)= (\/xz —x) -(—sin\/x2 —x)
=%(x2 —x)_Tl-(Zx— 1) - (—sin\/x2 —x)

B —(2x—1)-sinVx2 —x
2Vx% —x

Solution N° 49 :

1 lim <g(x)—g(1)>

_ (x—3+\/x2—x+2>
= lim

1
=1++V1x lim (—)
t—-0t \t
t=vx—1

=14+ (+0) =+0 ¢ R

Donc g n’est pas dérivable a droite en 1

2) Comme : lim
x—1
x>1

(g(x) - g(l)) o

x—1

Alors géométriquement on dira que (C,)

Admet une demi-tangente (A) verticale a
droite en 1 avec : (A): x=1

3) D’abord On a le domaine de définition
mD,={xeR ; x*—x>0}
={xeR ; x<0 ou x=>1}
= ]—00,0] U [1, + o[
La fonction g est dérivable sur
]—00,0[ U ]1,+[ car cest une somme

bien définie de fonctions dérivables et on
a pour tout x € ]—o0,0[ U]1,+oo][ :

!

g(x)=1+ ((x2 - x)%>

1 -1
= 1+§(x2—x)7-(2x—1)

2x —1
2Vx?2 — x

=1+

On remarque que Si x € [1,+o[ Alors:

2x —1
B 2x—-1>1>0 = 1+4+——>0

2Vx? —x
= g(x)>0 ; vx>1
= g est strictement 7 sur [1,+oo]

Si maintenant x e ]—o, 0] Alors on aurait :
2
m (2 x? —x) — (1 -2x)?
=4x? —4x—(1—4x+4x*>)=-1<0

- (2 xz—x)z—(l—Zx)2<O

= (Zx/xz —x)z < (1 - 2x)?
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= \/(2 xz—x)2<\/m
= |2\/x2—x|<|1—2x|

= 2Jx2—-x<1-2x ; car x<0
2\/x2—x< 1-—2x
)
2Vx% —x  2Vx? —x
1< 1—2x
: F—
2Vx2 — x
1+
: —_—
2Vx% —x
= g@<0 ; Vxel]-o,0]

= g est strictement N\ sur |—o,0]
4) comme g est continue et eétant
strictement monotone (croissante) sur

[1,+oo[ alors g réalise une bijection de
[1,+oo[ sur son image g([1,+x[) avec:

n g([L+)) = [g(1) ; lim g()|

Donc g : [1,4+o] +— [-2,+c0[ est une
application bijective d’ou I'on déduit que:

(Vyel-2,+oo[) Alx € [1,+00[) : glx) =y
(0e]-2,4o[) Tlae[l,+[) : gla)=0
5) Soit y=g'(x) ; xe[-2 +oof

= gly)=x

& y-3+.Jy’—y=x

2
= (\/yz—y) =(x —y+3)?

= y*—y=x*+y*4+9—-2xy+6x—06y
= yQ2x+6-1)=x*+9 + 6x

_x*+9+6x  (x+3)?

f—t = = >1
Y 2x + 5 (2x+5) —
x%+6x+9
-1 = ) _2;
= g () T E x € [—2,40o[
x*>+6x+9
6) 0 ) =
) na 9~ () 2x +5

Donc g~!(x) est dérivable sur [—2,+oo[
Car c'est un quotient bien définie de
deux fonctions dérivable sur [—2,+oo[ .

(2x +6)(2x +5) — 2(x%? + 6x +9)

(g_l),(x) = (2x + 5)2

B 2x% +10x + 12
 (2x+5)2

2(VZ-1) +10(VZ - 1) + 12

(G (vz-1) (2(v2-1) +5)°

_ 8+6vV2
17+ 12V2

Solution N° 50 :

——0
x)—qg(0 31—
bt (99 =9@\ _ o (TT=x
x=0 x—0 x=0 x—0
x<0 x<0

= lim
x—0
x<0

1
(1-x)3
-2

= —(1 0)% =-2=g,00€eR
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_(g9(x)—g(0) 4x-x—0

B lim|l———— | =lim|————
x>0 x—0 x=0 x—0
x>0 x>0

=}Ci§3(4-i/§)=4-%=0=g;(0)eﬂ%

x>0

Comme g;(o)ig;(o) alors g n’est pas
dérivable en 0 et géométriguement on
dira que (C;) admet une demi-tangente
(A) a gauche en 0 avec :

(D) : y=g,00)(x—0)+g(0)

C’est a dire a): y=-2x

Et encore que (C;) admet une demi-
tangente (D) a droite en 0 avec :

(D): y=g,00)(x—0)+ g(0)

= (D) : y=0 (l'axe des abscisses)

4
2) Six>0o0na: gx)=4x-Yx=4x3

_16 %>0

4
31

fx)=

UJI»-P

Donc f est strictement ~ sur ]0,+oo[

Si x<0; Ona :

—2(1—x)3+2x( )(1—x)3( —x)
(1—x)§

g (x)

T (1-07)

1 —x5-(1—-x)3

1 2
—2(1-x)3 (1 +X

= 1(1+§(1ix)2)<0

(1—x)3

1
Car si x<0 alors (1-x)3>0
Donc g est strictement N sur |—oo,0].
3) On a g est continue et étant
strictement monotone (décroissante) sur
R~ Donc g réalise une bijection on

l'appelle h définie de ]—o,0] a valeurs
dans g(]—,0]) avec :

m g(1-w,00) =[g(0) ; lim g(x)|
= [0, +oo]
—2x

((1 — x)%>

—2x

| llm g(x) = lim

X—>—00

lim |

o \(—x)% (GL+1)

1
3

N

lim 2(—x)% . (;

X —>—00

1
= 2(+0) - ———
(1-0)3

Ainsi  h: ]—o,0] —
application bijective.

[0,4+0[ est une

4 Ona h: ]-»,0] — [0,+0o]

x — gx)
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On a h est continue sur ]—oo,0] car c'est
un quotient de deux fonctions dérivables
et on a de plus pour tout x € |—,0] :

, 2 1, x 2
K = (142
(1-x)3 *-
Car ———3#0 et 14+3(-—=) >0
(1-x)3 X

Récapitulation :

{h est dérivable sur |—,0]
h'#0 sur ]—o,0]

= h est dérivable sur I = h(]—,0])

1 1
Et ) (x) =—— Vxel
7 0 = 1)
E ticuli (k") (7) 1
n particulier =
P 1 (h-1(7))
m soit a=h1(7) & gla=7
—2a
& —=7 5 a<0
(1-a)3
1
S 2a=71—a)3 ; a<0
e (203=7*(1-a) ; a<o0
& -8a®=3431—-a) ; a<0
& 8a®—-343a+323=0 ; a<0
= =—7 € |—00,0]
& Y (7)=-7
1 1

(™)' (7) =

D ou :

W (i) R (=7

—192

! N . 1 —
cest a dire que (b1 (7) = EYTH

Solution N° 51 :

1) On a : 't=—;‘v’t>0

) f@® T
{te[x;x+1] = x<t<x+1
x>0

= Vx<Vt<Vx+1
= 2WJx<2Vt<2Vx+1

1
<
2Vx +1

1 - 1
2Vt T 24/x

<f()<2\1/_

1
2Wx+1
2) On a f est continue et dérivable sur R
Donc on peut appliguer le TAF a la
fonction f sur n’importe quel intervalle
inclus dans R{. Soit l'intervalle [x;x + 1]
avec x >0 On a alors:

{f est continue sur [x ; x + 1]
f est dérivable sur |x ; x+ 1]

fx+1) - fx)

= Fcelx; 2+l 5 ==/ ()
W_ﬁ !

= x<c<x+1 et — =1 (c)
x+1—x

= x<c<x+1 et Vx+1—-+vx=Ff(c)

On a d’apres la question 1) :

Vtelx; x+1]

; \/i—f(t)< \/—
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Donc pour celx; x+1[ on a:
- (©) < —
zﬁT_fC zf
1
5 SW—\/—<W
3) On a : \/_S\/x+ —Vx < 7

Donc pour keN et 1<k <n on ait :

1
L <VETTvEs L
d FS\/_ Vi< — \/T
1 1
o ﬁﬁ@—ﬁﬁﬁ
1 1
S mﬁﬁ—ﬁﬁﬁ
1 1
o 2—,n_+1S n+1—\/ﬁﬁﬁ

On additionne ces inégalités cbte a cote
et en prenant en considération les
termes qui vont disparaitre On obtient :

1
= n+1—1S§un

e 2(Vn+1-1)<u,

Comme lim 2(Vn+1—1) =+ Alors :
noo

D’aprés le critere de comparaison dans
les suites on en déduit que :

lim(u,) = 4+
noo
& (Up)nen €St une suite divergente

Solution N° 52 :

Rappel une courbe symétrique par
rapport a une droite :

(C‘f) est symétrique par rapport a
la courbe : (A) :

X =a

VxeDs ; (2a—x)eDy
fQRa—-x)=f(x)

1) f=VYx?—4x+1 ; D;=R
m Si xeR Alors (“A—-x)eR

B f(4—2)=((4—2) —4(4—x) +1)3

1
=(16+x*>—8x—16+4x + 1)3

= (2 — dx + 1)3 = f(x)

Donc la droite (A) : x=2 est un axe
de symétrie pour la courbe ().

2) f(x) =sin*x—5cos’x+7 ; Df=R

m Si xeR Alors (m—x)eR
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m f(r—x)=sin*(m—x)—5cos’(m—x)+7
=sin*x —5(-cosx)> +7
=sin*x —5cos’x +7 = f(x)

Donc la droite (A) : x=m/2 est un
axe de symétrie pour la courbe (C).

3) f(x) = Arctan+/x? + 4x

mDr={xeR ; x*+4x>0}
={xeR ; x(x+4)=>0}
={xeR ; x<—-4 ou x>0}

m Si xeDf Alors x< -4 ou x>0

= —4-x=20 ou —4—-x<-4

= (—4'—X)EDf

mf(—4—-x)= Arctan\/(—4 —x)2+4(—4—-x)

= Arctany/x? + 8x + 16 — 16 — 4x

= Arctany/x? + 4x = f(x)

Donc la droite (A) : x= -2 est un axe
de symétrie pour la courbe (Cf) .

— ojnt
1 f(x)zz sin“x

cosx + 3
m Dy={xeR ; cosx+3#0}
={xeR ; cosx # —3 toujours vraie}

=R ; car |cosx|<1 toujours

m Si xeR Alors —xeR

2 —sin*(=x) _ 2 —(=sin x)*

" )= cos(—x)+3  cosx+3
2 —sin*x
"~ cosx+3 =f@®

Donc la droite (A) : x=0 est un axe
de symétrie pour la courbe (Cf).

Solution N° 53 :

. . 1
1) }Cl_l’)l’(l) f(x) = chli% (Arctanx—m)
x>0 x>0
— Nt —
=0t - =-o¢R

<3\/1—6x+x—1>

[ }cii% fx) = }cii% .

x<0 x<0

= lim
x—0
x<0

@(x) — ¢(0)
x—0

o) =V1—6x+x

Avec

: 1 -
=9 pma = (30 -697 0 +1)

_ %(1 _0)3(=6)+1=—1=f(0)

comme }CILI(I) flx) #+ }CI_I)% f(x)
x>0 x<0
Alors f n'est pas continue en zéro.

2) lim (f(x) — f(O))

x>0 x—0
x<0
3\/1—6x+x—1+1
T X
_}CIL% x—0
x<0
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= lim
x—0
x<0

<3\/1 —6x + 2x — 1)

xz

(A =6x)3—(1—2%)
= lim

x—0 x2
x<0

(1 - 6x)3 — (1 — 2x)
xZ

= lim
x—0
x<0

((1 603+ (1—2x)(1 — 62)3 + (1 — 2x)2>
X

((1 633 + (1= 220)(1— 6x)3 + (1 — 2x)2>

; ((1 — 6x)%)3 —(1-2x)3
= lim

x—0 2 1
20 %2 ((1 —62)5 + (1 — 2x)(1 — 62)3 + (1 — 2x)2)

(1-6x)—(1—8x3+ 12x% — 6x)

= limy p T
Y20 22 ((1 —6x)3 4 (1—2x0)(1— 6x)3 + (1 — 2x)2)

8x3 — 12x2

= lim 7 T
120 %2 ((1 —620)5 + (1 — 2x)(1 — 6x)3 + (1 — 2x)2)

x%(8x —12)

= lim 7 T
120 %2 ((1 —620)5 + (1 — 2x)(1 — 6x)3 + (1 — 2x)2)

8x — 12

= liny 2 T
x<0(1—6x)34+ (1 —-2x)(1—6x)3+ (1 —2x

0—12

(1= 0)3 4+ (1= 0)(1—0) + (1 — 0)2

2 '
=T=—4=f:q(0) e R

Donc f est évidemment dérivable a
gauche en 0. Et géométrigquement on
dira que (C;) admet une demi-tangente
(A) a gauche en 0 avec :

QA : y=—-4x-1

. . 1 I
3) xLIToo fx) = xl—1>I-|I-loo (Arctan X7 Arctan x)
w2 _nmt-4
2w 2m

T
Donc (4) : y =

est une asymptote

horizontale & la courbe (C;) au voisinage
de plus linfini.

Vi—6x+x—-1
m lim f(x) = lim < >
X—>—00 X —>—00 X
(1—6x)3—1
= lim +1
X—>—00 X
1
_ 1-6x)3-1
=14+ lim +1
X—>—00 X
2
><(1—6x)3+(1—6x)+1
2
1-6x)3+(1—6x)+1
173
((1 — 6x)§) —-13
=14+ lim

T ((1 — 6x)§ +(1-6x)+ 1)

1—-6x—-1
=14+ lim

T ((1 — 6x)§ +(1-6x)+ 1)

—6
=1+ lim

X —>—00

2
(1—-6x)3+(1—-6x)+1
—6

2
(1-(=0))3 +(1—(-)) +1

=1+

—6
=1+—=1+0" =1
+ o0
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Donc la droite (D) : y=1 est une
asymptote  horizontale a (/) au
voisinage de moins linfini.

4) On cherche éventuellement des

solutions de [l'équation f(x) =0 dans
chacun des intervalles ]—o,0[ et ]0,+oo[

m Sur ]0,+o[ On a fx)=0
1
& Arctanx —— =
Arctan x
1
&S Arctanx = ———
Artan x

& (Arctanx)? =1

& (Arctanx)>—-12=0

o  (Arctan x — 1)(Arctanx+1) =0

= |

Oubien Arctanx —1=0
Oubien Arctanx+1 =0

{ Oubien Arctanx =1
Oubien Arctanx = —1

{Oubien x=tan1>0
Oubien x =tan(—1) <0
& x=tanl € ]0,+oof

m Sur |]—o,0[ On a

Vi—6x+x—1
B fx)=0 o " =0
1
& (1-6x)33+x—1=0 car: x+#0

1
S (1-6x)3=1-—x

o ((1 - 6x)%)3 — (1-2)

& 1—-6x=1-—x3+43x%-3x
& —x343x2+43x=0
& x(—x*+3x+3)=0
& —x243x+3=0 ; car x#0
3—v21 3++21
&S xe ; ; A= 21
2 2
3-+21
s x=2T w0

La conclusion : L’équation f(x) = 0 admet

exactement deux solutions dans R :
tan1l et 321
5 Sur ]0,+o la fonction f est

dérivable car c’est une somme de deux
fonctions bien définies et dérivables et
on a:

!

, , 1
>0 5 £ = retan s - ()
X f (x) = (Arctan x) y—

1
_ - (1 + xz)
1+ x?2 (Arctan x)?

_ 1 4 1 ( 1 )
14 x2 1+ x2\(Arctan x)?

= 1+ ) >0
1+ x2 ( (Arctan x)?

Donc f est strictement # sur ]0,+oo[

m Sur |—o,0[ f est dérivable
Car c’est un quotient bien défini (x # 0)
de deux fonctions dérivables et on a:

!

1
1-6x)34+x—1

Vx <0 ; f(x)= "
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% (%(1 — 6x)3(=6) + 1) C(—6x)i—x+1

x2

—2 1
B —2x(1—-6x)3 +x—(1—-6x)3—x+1
= —

—2 1
—2x(1—6x)3 —(1—6x)3+1
= > <0

-2 1
Soit p(x) =2x(1—-6x)3 +(1—6x)3
La fonction ¢ est dérivable sur ]—oo,%[
et on a encore le calcul suivant:

0 () = 2(1— 62)F + 2x (?) (1 = 6x)7(=6)

1 -2
+ 3 (1-6x)3(-6)

-2 —5 -2
=2(1-6x)3 +8x(1—6x)3 —2(1—6x)73

-5
=8x(1—-6x)3

-5
B x<0 = 8x<0 et (1-6x)3>0

-5
= 8x(1-6x)3 <0

= X <0 ; Vx<O0
= @ est N sur ]—oo,0[

car x<0

= o) > ¢(0)
—2 1
= 2x(1—-6x)3 +(1—-6x)3>1

—2 1
= —2x(1-6x)3 —(1—-6x)34+1<0

—2 1
—2x(1—-6x)3 —(1—6x)3+1 <

x2 0

= fx)<0 ; vx<O0
= f est décroissante sur ]—oo,0[

6) La représentation graphique :

y

! (¢r)

_1N 1

7) Comme f est continue et étant
strictement ~ sur ]0,+co[ =1 Alors f
réalise une bijection g de I sur g(I):

m gD =f=f(]0,+oo)

=lim £G 5 tim £

. 7-[2_4 —_—
T 2T =/

Ainsi : g et g~! sont définies ainsi :
10, 400 w2 —4
: ©| +— |—o00;
"9 ’ " 2m
x — gx)
w2 — 4
|-, 0,
mg ] o) o [ — ]0, 400
y — g7

Pour construire (C,-1) il suffit de tracer
le symétrique de (C;) dans ]0,+oo[ par
rapporta (A) : y =x , (la 1 bissectrice )
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(€y)

‘/ ()

8) Soit y=g'(x)>0 ; Vxe

= g =x
Arct L
= _ =
retany Arctan y *

(Arctan y)? — 1 B

Arctan y x
a? -1
= = =x avec a = Arctany
& al—ax—-1=0
x+Vx?+4 )
(=4 a=f ; A=x“+4
x+Vx?+4
& Arctany=#
x +Vx? +4
& tan(Arctan y) = tan —
(xi\/x2+4>
& y=tan —

Pour décider entre ces deux valeurs |l
suffit de prendre un élément trivial a
calculer I'image.

| x —VxT ¥ 4
Si : g '(x)=tan <—>

2

0—-v0+4

Alors g~1(0) = tan< 5

) = tan(—1)

C’est une contradiction car g=1(0) =tan1

Donc on peut en déduire que :

) x+Vx?+4
g (x) =tan — ) Vxe]
n? —4
Ainsi g1 : ]—00; o ['—> 10; +oof
<x+\/m>
x +— tan —

Solution N° 54 :

Rappel : une fonction T-périodique
m [ est T —périodique

VxeD (x+T)eDy
= Xeqr (x+T)eDy

fG+T)=f(x=T) = f(x)

1) On a @(x) = 2 sin’x + 4sinx + 2
Ona @ D,=R

(x +2m)eD,
Donc vxeD, ; (x—2m)eD,

On a de plus :

o(x +2m) = 2 sin®(x + 2m) + 4 sin(x + 2m) + 2

= 2 sin®(x) + 4sin(x) + 2 = |p(x)

o(x —2m) = 2 sin®(x — 2m) + 4 sin(x — 2m) + 2

= 2 sin®(x) + 4sin(x) + 2 = |p(x)
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Donc la fonction ¢ est 2w — périodique
2) Soit xeR On a :
B ¢ (x) =2(sin%x) + 4(sinx)’
= 2(2sinx - cosx) + 4(cos x)
=4 cosx-sinx +4cosx
=4cosx (sinx + 1)

3) Voici le tableau de variations :

- 11.' 3 5T
X —TT > 2 - - 3
P | - + - + -
2 8 8
o) \ / \ / \
0 0 2

4) Soit (T) la tangente a (¢,) en 0.

(T) : y=¢'(0)(x—0)+¢(0)
& (M) : y=4x—-0)+2
& (T): y=4x+2

5) Soit xeR et on procéde comme suit:

m ¢ (x) =((4cosx)(1+ sin x)),
= (4cosx) (1 + sinx) + (4 cosx)(1 + sinx)’
= —4sinx (1 +sinx) + 4 cosx - cosx
= —4sinx — 4 sin®x + 4 cos®x
= —4sinx — 4 sin’x + 4 (1 — sin’x)

= —4sinx — 4 sin’x + 4 — 4 sin’x

= 4(—=2 sin’x —sinx + 1)

Solution N° 55 :

1) f(x)—lx +2x—%

={xeR ; x+1#0}
={xeR ; x+ -1}

= R\{—1} = ]—oo,=1[ U ]—1, 4oo[

1
. _ . T2 _

2) x1—1>r—n00f(x) B xl—l>rpoo (2 X+ 2x x + 1)
_ 5 (1 N 2 4 )
LR DR x%(x + 1)

(+oo)( +0-0)=+
. (1,
| lerglf(x) = lim (Ex + 2x — oy 1)
x<—1 x<—1
1 1
= lim (—x +2x)—4 lim (—)

x—>—=1\2 t—0 t
x<—1 t=x+1

- (-3)-+()-E=

_ _ 1 4
m lim f(x) = lim (Zx +2x—?>

x>—1 x>—1

. 1 . 1
= lim (—xz + Zx) — 4 lim (—)
x->-1\2 t—-0*T \t

x>—1 t=x+1

-(4-2)-1(3)-E=

1 4
] xl_lgloof(x)— llm (Zx +2x—x+1>

_ 2(14_2 4 )
e 27Ty x%(x + 1)
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(+oo)( +0-0)=[F

3) Soit xeD; et on procede comme suit

mf()==-2x+2— 4(ﬁ>

=x+2+

4
(x +1)2

4) Soit (T) la tangente a (C;) en —3

(M : y=f(=3)(x+3)+f(-3)
1
= (1) : y=0(x+3)+§
1
= (1) : y=3

5) Soit xeD; et on procéde comme suit

[ ] f"(x)z(x+2+ﬁ>

4

=l+4 ((x 11)2>

—2(x+1)
= 1 +4<W>

T (x+1)3
_(x+ 1)3 —23
 (x+1)8

e+ 1-2)((x+ 17— 2(x+ 1) +4)
B (x+1)3

(=D +4x+7)
B (x+1)3

6) D’abord, On remarque que la quantité
(x> +4x+7) ne s'annule jamais car
A< 0 et par la suite elle a un signe
constant (+) il suffit de remplacer par
une valeur triviale pour la vérification.

& signe(f (x)) = signe(x —1 et x+ 1)

Ainsi on obtient le tableau suivant :

X —o0 -1 1 +o0
f (% + - +
+o00||+0o0 +oco
f @ / \ /
—% 4

7) D’abord on doit résoudre I'’équation :

f(x)=0
2 4 =0
S x+ +m—
4
—(x+1)2 —(x+2)

& 4+ x+2)X2+2x+1)=0
& xX3+H4x*P4+5x+6=0

division

2 —_
e (+3)E“+x+2)=0 euclidienne

= x+3=0 carx®+x+2+0 car A<O

x=-3

f(=3)=0

La conclusion :

x<—-3 = fx)<f(=3) car fest /7

= f(x)<0 ; Vxe]—-oo,—3[
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m-3<x<-1= f)>f(3);f 7 — lim X
= fx)>0; Vxe]-3,—1] x2 x
B -1<x<1l = x<1 — lim X
x—)—wm. 12_1
= f)>fQ); f vsur]-11] x? x
’ . X
= f(xX)>4>0 =xllIPoo —
3 %
= fXx>0; Vxel-11]
. X
mx>1 = FO)>FQ); f 7 11+ = lim —
XX T x
= ff(x)>4>0
1

D’ou l'on obtient le tableau suivant :

= f,(X)>0 ; VXE]1,+OO[ xX——00 2 1
N T x
1

1
= » o = ===
f @ - +
2) g(x) — g(0)
8) Voici le tableau de variation de f i;g x—0
il - - b 14— 0
x — — —
oo - - - = lim x+1
+oo oo +o0 Y0 x—=0
Je) \ / /
172 l (1 SR )
— =lim|(1—-——-+——=<
i:g x x(x+1)
Solution N° 56 : 1 1
= lim 1 +1; (— - —)
152 xlgé x(x+1) x
D i 9= tim (v 14 —) :
) x—1>I+I-loo g(X) x—1>I-|I-loo x + x+1
L+l <1—(x+1)>
1 1 =1+1im(———"5
= i <1__ —> x x(x+1)
oteo + x(x+1) >0
. —X
= (+0)(1 =0+ 0) = [+o0] 1+}c1£%(x(x+1))
m lim g(x) = 11m -1
xX—>—00 2 — =141 ( ) = R
* G T o =0l
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. (g (x) — 9(0)>
m lim|——————
e\ x=0

-0
= lim 2-x
x>0 x—0
x<0
_ 1 1 V2
= lim )= -7
=0 2—x 2—0
Y gx) —g(0) £ 1i gx) —g(0)
u le% x—0 xl—r>r(1) x—0
x<0 x>0

Alors g n’est pas dérivable en zéro,
mais on peut dire que g est dérivable a
droite en zéro et on écrit : g,(0) =0

Et on a encore g est dérivable a

gauche en zéro et on écrit: g;(O) =‘/2—7

Géométriguement on dira que (¢,)

admet une demi-tangente (A) a gauche
en 0 avec (4) : y=g,(0)(x—0)+ g(0)
V2

s Q) y=—x

Et (¢,) admet une demi-tangente (D) &
droite en zéro avec :
(D) : y=g400)(x—0)+g(0)
& D): y=0 (l'axe des abscisses)

3) Soit xeR* (g n’est pas dérivable en 0)

X
Si x€]—o0,0[ Alors on a : g(x) =
2—x
. \/Z—x—x(\/Z—x)
mg ()= 5
—Xx
Z—x—x(_—1>
_ 2N2 —x
2—x

\/2—x+ X
2-x  22-x-(2—x)

1 X
=\/2—x+2\/2—x-(2—x)

B \/lex(l * 2(2x— x))

Si x€]0,+[ on a : g(x)=x—1+ﬁ

, 1\
. g<x>=1+(m)
-1 (x+1D?-1

=1-I_(x+1)2_ (x + 1)2

B x% +x X
T (x+1D? x+1

4) on étudie pour l'instant le signe de g (x)

’ 1 x
Si XE]—OO;O[ ) g(x)=m<1+2(2—x))

1 <2(2—x)+ X >
T VZ—x\22-x)  22-x)

- \/ZlTx (2(42_—xx))

1 (4—x

2V2 — x Z—X)

' 4—x
Car : signe(g (x)) = signe (2 — x)

Donc g est croissante sur |—oo,0][

X
x+1

Si x€]0,+oo[ ; g (%)=

Vx>0 ; >0

Et on a :
x+1
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Donc g est croissante sur ]0,+o]

5) Voici le tableau de variation de g :

g (x

g(x)

6) voici la représentation graphique :

y (C4)
1
1
Solution N° 57 :
(O -f@\ . (Vx—=2-0
1) lim|(—————— | =lim
X2 x—2 x>2 X —2
x>2 x>2
1
. (e=2)F 1
=lim =5 =lm ——
O x>2 (x —2)%
_ 1 1
= (=gt

3
t=(x—-2)4
Donc f n’est pas dérivable a droite en
2 et géométriguement on dira que (C'f)
admet une demi-tangente (A) verticale a

droite en 2 avec : (A): x =2

. (fG)—f(=1) _ (V1=x*-0
lim = lim | ———
x->—1 x+1 x->=1 x+1
x>—1 >—1

_ <\/1—x-\/1+x>
= lim
2 \WVT+x VT +x

s <\/1—x>
S \WT+x
[t V7)<t )
= m — X m
o1 o1 V1t
_ 1
=2 x lim, =\/§XO—+=
t=vx+1

Donc f n’est pas dérivable a droite en
—1 et géométriquement on dira que (C;)
admet une demi-tangente (D) verticale a

droite en —1 avec : (D): x=-1
_[(fO) = f() CoVx2+x—-2
3) lim|({———— | =lim————
x>l x—1 x>l x—1
x>1 x>1
Vx+2-vVx—1
—
Ve —1-vx -1
(1- \72) <1- ! )
= mvx X 1m
=1 Ve -1
Vx| i V3x—
=+v3 X tllrggr? = 3><0—+:+oo
t=vx—1

Donc f n’est pas dérivable a droite en
1 et géométriquement on dira que (C;)
admet une demi-tangente (A) verticale a

droite en 1 avec : (A): x=1
—f(0 1
4) }cig(]) (M) = }Cil% (3 )
x>0 X = x>0 \/E +5

_1_ !
=g = f2(0)
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Donc f est dérivable a droite en 0 et
géométriquement on dira que (C;)
admet une demi-tangente (A) a droite
en 0 avec: (A): y = f;(0)(x —0) + £(0)

A) : 1x

5

(COS(W) - 1>

)

=4 y =

lim
x—0
x>0

5 (f(x) - f(0)> o

x—0

x—0
x>0

= lim
x—0
x>0

e

Donc f n’est pas dérivable a droite en
0 et géométriguement on dira que (Cf)
admet une demi-tangente (A) verticale a
droite en 0 avec : (A): x=0

La droite (A) estl'axe des ordonnées.

_(fx) = f(3)
6) };1%(—35_3 )

=i
1m x—3

((ArctanVG?:7§)2—-o)

_ (Arctan\/x -3 )2

= lim
x—3
x>3

x—3

. (Arctan\/x -3 )2
= lim
3 Vx —3

=12 =

= lim 1
t—0
t>0

(Arctan t )2
t

Donc f est dérivable a droite en 3 et

géométriquement on dira que (Cf)

admet une demi-tangente (A) a droite

en 3 avec: (A): y=£03)x-3)+fQ?)
& (b)) : y=x-3

Solution N° 58 :

1) fG)=x3+8 ; VxeR

. <f(x) = f(0)> _ <3\/x3 +8— 2)
m liml—————— | =lim|———
x—0 x—0 x—0 X
IR
N x—0 X

2 1
y (x3+8)3+2(x3+8)3+4

2 1
(x3+8)3+2(x3+8)3+4

(@ + 8)%)3 pE

2 1
X ((x3 +8)3 + 2(x3 +8)3 + 4)

= lim

x3+8-8

= lim 5 T
x—0 z =
x ((x3 +8)3+2(x3+8)3+ 4)

= lim
x—0

2 1
(x3+8)3+2(x3+8)3+4

02 0
127 V€

2 1
83+2-83+4

Donc f est dérivable en 0 et £ (0) =0
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2) 'approximation affine de f au voisinage
de O est donnée ainsi:

fG) = f(0)(x —0) + £(0)

& f(x) =2 au voisinage de 0

3) /8,004 = 3/8 + 0,004

3 3
= \/8+ (1/0,004) ~ 2
Car 3/0,004 est au voisinage de O.

Et : 3/7,9995=3/8—-5x 10~*

3
= 3\/8 —(Vsx107*) ~2
Car —3/5x 107 est au voisinage de O.

Solution N° 59 :

1) f(x)=(4x®+8x*—13x+7)
= 20x* + 16x — 13
2)h' (x) = 7(x% 4+ 5x + 4 cos x)® - (x% + 5x + 4 cosx)’
=7(x%+5x +4cosx)® - (2x +5— 4sinx)

3) u'(x) = (x* + x + 2) sin8x
+ (sin8x) (x* + x + 2)

= (4x3 + 1) sin8x + 8cos8x - (x* + x + 2)
, -1y’

4) g (x)z(s(x4+1)z)

—10x3

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

—1 -3
=5 -7(x4 +1)7 - (4x3) =

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

’

&Y 1 () = 2x3 4+ x+ 2
) 00—(W>
_(6x* + D(x? +x) — (2x + 1)(2x° + x + 2)
B (x2 + x)2

_2x4+4x3—x2—4x—2
B (x2% + x)2

6) v(x)= ((x2 +x + 4)%),

1 -2
=§(x2+x+4)7-(2x+1)

_ 2x+1
3-/(x%+x+4)?

Solution N° 60 :

1) f(x) =x*-Arctanx ; Df=R

x4

m f (x)=4x3 Arct +
f (x) x> - Arctan x T2

| Df' :{XED}C ; x2+17‘—'0}
={xeR ; x*#*-1}=R

2) f(x) = VArctanx ; Df =R

!

mf(x)= ((Arctan x)%>

—1(A . )—?2( 1 )
=3 rctan x 1T 22

1
3. S[(Arctan x)? - (1 + x2)

m Dfrz{xeDf ; Arctanx >0 et 14+x2 #0}

={xeR ; x>0}=1]0,+o0
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Arctan x

3) f(x)zT ; Dr =10, +0o[

(Arctan x) - Vx — (\/E) - Arctan x

f(x)=

2
(Vx)
Vx  Arctan x
_14x? 24/x
B X
1 Vx Arctan x
~x\1+x2 x - 24/x
1 Arctan x

TVl ) 2-¥R3

et x>0 }

" fo={xeDf ; |et1+x2¢0

={xeR ; x>0}=]0,+oo[
4) f(x) =x-ArctanVx ; Dy =[0,+oo[

m f(x)=1-ArctanVx + x(Arctan\/E )

-1 1
= ArctanvVx + x( \/}- - (\/})2>

Vx

= Arct -
retanyx 2(1 + x)

m Dy =1xeDf ; x=20 et1+x+#0
= { xeDy }

={xeD; ; x=0 et x#—1}=[0,+oo]

5) f(x) =Vx + Arctan x
m Dr={xeR ; x+Arctanx =0}

={xeR ; ¢@(x) =0}

={xeR ; @(x) = ¢(0)}

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

={xeR ; x>0 ; ¢ /7 bijective}

= [0, +oo]

, 1
mf(x)= ((x + Arctan x)i)

1 -1 I
=5 (x + Arctan x)2 - (x + Arctan x)

1 -1
= E(x + Arctan x)2 - (1 + 1T xz)

_1( © dret )_Tl 2 + x?
= 5 (c + Arctan x o

3 x*+2
2Vx + Arctan x - (x2 + 1)

m Dy ={xeR ; x+Arctanx >0}

=10, +oo[

2x )
1 —x2

m Dr={xeR ; 1-x*#0}

6) f(x) = Arctan (

={xeR ; x#1 et x+ -1}
= R\{1; -1}
Solution N° 61 :

1) lim (xn — an) = lim <—‘p(x) — Ma))

xoa\ X —a N xX—a
@ (x)=x"

= (p,(x)/xza = (Tl xn_l)/xza =n- an—l
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2) lim

xX—a

(vm_%>

X—a

. p(x) — @(a)
= lim _—
x=a xX—a
@ (x)="1x+a

= @' (X) jx=a = (% (x + a)%—l)

/x=a

3) lim (—(1 0" - 1)

x—0 X

. (w(x) - <p(0)>
= 11m B
x=>0 x—0

@ (x)=(1+x)"
= @' () jymo = A+ 0" 1) 10

=n(1+0)"1=n

- (cos"x —1
B i (220
x—0 X

x—0 > = (p,(x)/x=0

= n(cosx)" (= sinx) ;-9

x—0
@ (x)=cos™x

_ <<p(x) — ¢(0)
= 1m —

= —n(cos 0)* 'sin 0 =[0]

5) lim (X 4Ve
)xl—r}z X —aQa
| @ - o@\ |
Ja Ja\ 3va
4ﬁ+ﬁwf@“7%7‘

cosx — 1
6 i (S21)

x—0 X

. @(x) — ¢(0)
= lim _—
x—0 x—0

@ (x)=cos x

= ¢'(x) jy=0 = (—sinx) ;o = —sin 0 =[0]

Solution N° 62 :

1) Soit f(x) =1+

sin x 2’
f,() — COS X v [Tl' [
n x) = : xel|=:m
sin?x 2
Gin = F=x<
B xel—:;n = =<x<n
2 2

T
= cosn<cosx§cos§ ; COS est N

= —-1<cosx<0

= 0 —-cosx<1

— COS X

ey — =
sin°x

= f(x)=0 ; Vxe[g;n[

= f est 7 sur [%;n[

2) comme f est strictement monotone

. T .
( croissante sur [E ; n[) et continue alors
f reéalise une bijection de E ; n[ sur

son image f( E ; n[)

= f([5im [f ; lim £(0)| = [2,+oo]

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Ainsi :  f: E;n[ — [2,+00[ est une

application  bijective et sa
réciproque est définie ainsi :

bijection

fe el o [55]

3) Soit xel = E ; n[ et on procéde :

m (f)-1) '\/(f(x))2 —2f(x)
- (sirllx)\/<1 * sirllx)2 2 (1 + sirllx)
- (sir11x>\/1 +Si112x +sir21x 2 _sir21x

_( 1 ) 1 - 1 1 — sin?x
"~ \sinx/ .|sin?x ~ sinx sin?x

1 ><\/coszx_ 1 (—cosx)

~ sinx sin2x  sinx (sinx)
—CoSsx ,
= = x
sin®x f &)

4) On a f est dérivable sur E ; n[ et:

fx)#0 ; Vxe]g;n[
Donc f~! est dérivable sur f(]% ; n[)
(o) = 12

et que : Vx > 2

—1\/ — 1 .
U=y

5) Soit x€]2,+o[ = f‘l(x)e]%;n[

On a pour tout xe E;n[=l

F = (0 -DJ(F®) ~2 £
Pour f1(x)e E ; n[ c I on ait :

£ 1)
= (@) - DY(F @) - 277 @)

=(x—1x%2—-2x

1 1
f'(f_l(x)) B (x — 1Vx2 — 2x

1
Vx> 2

-1y —
R N

Solution N° 63 :

1) On a la fonction sin est continue et
dérivable sur R tout entier Alors on peut
appliquer le TAF a sin sur n’importe
quel intervalle inclus dans R. Soit pour
le moment lintervalle [x,y] ; (x,y) e R?
. {sin est continue sur [x,y]
Ainsi . -

sin est dérivable sur |x,y|[

siny — sinx

= 3dcelx;yl = cosc
y—Xx
sinx —siny
= |—— | =]cosc| <1
x=y

|sin x — sin y|
lx =yl

= |sinx —siny| < |x — y]|
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2) Soit ¢@(t) =t—Arctant ; VxeR

La fonction ¢ est continue et dérivable
sur R tout entier car c'est la somme de
deux fonctions toutes les deux continues
et dérivables. Donc on peut appliquer le
TAF a ¢ sur n’importe quel intervalle
inclus dans R. Soit pour le moment
lintervalle [0,x] ; x>0 :

Ainsi {(p est co,n?inue sur [0, x]
@ est dérivable sur ]0,x[

x)— @0 ,
= 3Fcelox[ ; %(g()=§0(c)
x — Arctan x
= =1- 5  0<c<x
X 1+c
B c>0 = c24+1>1 = <1
1+ c?
= 1- >0
1+ c?
x — Arctan x
=
X
= x—Arctanx >0
= [x>Arctanx| = (1)
Soit encore Y(x) = Arctant — ;7 ; VteR

La fonction Y est continue et dérivable
sur R Donc On peut appliquer le TAF a
la fonction Y sur nlimporte quel
intervalle inclus dans R. Soit lintervalle
[0,x] ; x>0 :

Ainsi {1/) est continue sur [0, x]
Y est dérivable sur 10, x|

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

P(x) —y(0)
X

— ¥ ©

= 3dcel0,x[ ;

Arctan x — 1 fxz B 2c2

X (14 c?)?

2c2 0 Arctan x — 1 -fxz 0
(14 c?)? > = X >

>0

= Arctan x —
1+ x2

X

= Arctan x > >
1+x

- (2)

D’aprés les résultats (1) et (2) on a:

Vx>0 ; < Arctan x < x

X
1+ x2
3) Soit ¢(t) =t-sint ; VteR
La fonction ¢ est continue et dérivable
sur R tout entier car c’est le produit de
deux fonctions toutes les deux continues
et dérivables. Donc on peut appliquer le
TAF a ¢ sur n’importe quel intervalle
inclus dans R. Soit pour le moment
Iintervalle [x,y] ; 0< x<y

. {go est continue sur [x,y]
Ainsi .
@ est dérivable sur lx,y[
—_ X ,
= 3dcelxyl ; %=(p(6)

ysiny —xsinx
y—Xx

=sinc+c-cosc

et 0<c<10
= et —1<cosc<1
et —1<cosc<1

= —1<sinc+c-cosc<11

= |Isinc+c-cosc| <11

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

ysiny — xsinx

<11
y—x
siny — xsinx
ly siny <11
ly — x|
= |ysiny —xsinx| < 11|y — x|
= |xsinx —ysiny| < 11|x — y|

Quand x =y on aurait |0] =11-]0|

= |xsinx — ysiny|
<11lx —y| ; V(x,y)el0;10]?

4) Soit (p(t)=sint—\/2—7t ; VteR
La fonction ¢ est continue et dérivable
sur R tout entier car cest la somme de

deux fonctions toutes les deux continues
et dérivables. Donc on peut appliquer le

TAF a ¢ sur nlimporte quel intervalle
inclus dans R. Soit pour le moment
intervalle [0,x] ; Vx>0
Ainsi {(p est continue sur [0, x]
@ est dérivable sur 0, x|
x) — @0 ,
= 3Fcelo,x] ; %(g()=<p(0)
. 2
sinx — - V2
= 3Jce]0,x] ; ——==cosc——
x—0 2

/s

| 0<C<Z = cos(4) < cosc < cos0
2< <1

5 < cosc

==

= cosc—7>0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

sinx—sz
= —=—>90

X

= sinx—7x>0

= sinx>£x ; Vxe]OE[
2 ’ "4
Solution N° 64 :
x)— f(1
D lim(f() f( )>
x—1 x—1
2 2
_ x3—(x—1)3-1
= lim
x>1 x—1
x>1
2 2
i x3—1 . (x—1)3
B A TN A Y
x>1 x>1
! g
2 t3
=(x3) — lim | —
/x=1 tt=_;co—+1 t
2 1
=37 CER

Donc f n’est pas dérivable a droite en
1 et géométriquement on dira que (C;)

admet une demi-tangente (A) verticale a
droite en 1 avec : (A): x=1.

2 2
2) Jim fG) = lim (x3 - G- 13)

(x§)3 - ((x = 1)%)3

4 2 4
x3 + (x(x — 1))3 + (x—1)3

lim
X—+0
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_ x? —(x —1)?
= lim

X —+o0
2x —1
r 2 2 1
x34+x3(x—1)3+(x—1)-(x—1)3

= lim (
X—400
X

S P e R,

4 2 4
x3 + (x(x — 1))3 +(x—1)3

2 —

1
x
1 -1 2
x§+xT(x—1)§+( )(x—1)3

= lim
X—+00

B 2-0
404004+ (1—-0)(+o)

+oo_@

3) Soit xe[1,+[ et on procede ainsi :

£ = (x5 - - 13)

2 -1 2 -1

=—x3 ——(x—1)3
3% 3(x )

= %(x%l —(x— 1)_71>

1 1
B x>x—120 = x3>(x—-1)3

1 1
= T < T
x3 (x—1)3
-1 -1
—

x3 <(x—1)3
=1 -1

= x3-(x—-1)3 <0
20 =1

= §(x3—(x—1)3><0

= f(x)<0; Vxe[l,+oof

Professeur Badr Eddine El FATIHI
= f est strictement N\ sur [1,4+oo[

4) Soit x € [1,+[ et on procéde ainsi :

(x31—(x—1)3)

2/—1 -4 4
=3 (G +36-07)

mf(x)=

et -

4 4
B x>x—-1>20 = x3>(x—-1)3

1 1
$—4<
3

- 4
X (x—1)3

—4

= x3 <(x—1)3

2/ =4 -4
= §(x3—(x—1)3>>0
= f (x)>0 ; Vxel[l,+oof
=

(¢¢) est convexe sur [1,+oo]

5) Voici le tableau de variations de f

x 1 +o0
£ -
1
f@ \
0

(¢r)
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You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 65

10 _
n }}1}}) ((x + 1}2 1)

=0 (1) /xe0 = 10(x +1)° ,_; =10

y p(x) —¢ (%) 1
= lnil'[ Vs T
x—»Z X — = (x) - —_
T lim v 17/)1(4)
X7 X 7
@(x) =sinx —cosx
Avec {w(x) = sinx + cosx

= ((smx + cos x)/x:%> X

s

= (#/@0cz) % <¢ (1) 4)

1

(cosx — sin x)/x%

) cosx +sinx — 1
2) lim ( )
x—-0 X
+ [ < z
x) — @0 o Ssi x<-—
=?£%<%> ; @(x) = cosx + sinx =\/§x0ii= i
- Si x>-—
4
=@ (x)/y=0 = (cosx —sinx) ;o =1
Solution N° 66 :
2cosx —1 COSX — 5 . 4
3) lim _ — 2 lim _ Rappel : (Extrémums)
T s
. __ (oubien minimum
B Extrémum = { . .
oubien maximum
[ew-0(3)
= 2lim L ; @(x) = cosx m f admet un extrémum en ae Dy
X—x -5 !
3 3 & f(a)=0
=2¢ (x)/x_g = (—2sin x)/x%
1 feo =t R
X)=— ; XE€
25 (T[) _ —2\/§ _ \/§ X
sin 3 5= |
1
, (x? +1)2
. 0=
B ( sinx — cos x )
im
x—g \sinx + cosx — V2
—1 1
x 2 (2 +1)7 - (2%) — (% + 172
s =
s sinx — cosx ) X—7 x2
=lim| ———5— llrr71r :
x-7 xX—7 x-7 sinx + cosx —/2
1 1
=—2(—— x? + 1) ; xeR”
X“\Wx2 +1
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On remarque que f (x) ne s’annule
jamais sur R* sinon on aurait :

1
——=x2+1 o x*+1=1

x?+1
& x=0eR*
Donc f n‘admet aucun extrémum sur R*
Pour les variations de f on a :
x2>0

m Vx#0 ;

= x(+1>1

= JxZ+1-yx2+1>1

1
x2+1

—\/x2+1)<0

= x2+1>

1( 1

:_—
x2 \WxZ +1
= fx<0 ; Vx#0

= f est strictement N sur R*

2) f(x)=$ ; xe[-1,0[U]0,+oof
n f'(x)=(‘x+1)x_x1(vx+ -3)
X
=2—,m—\/m+3
2

X
Soit : X)=——+Vx+1+3
(p() 2Vx +1

¢ est définie et dérivable sur ]—1,4oo[

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Et on a pour vx > —1 :

1
VEFT - x ()
. L 2vx+1/) 1
2 2vVx + 1

x+1

1/ 1 x 1
=E<\/x+1_2\/x+1-(x+1)_\/x+1>

—X

=4\/x+1-(x+1)

X

_ >0
4yx+1-(x+1)

mSi —1<x<0=

= x>0

= @ est croissante sur ]—1,0]

—X

> = <0
4vx+1-(x+1)

= @ x) <0
= ¢ est décroissante sur [0,+oo[

On a ¢ est continue et strictement 2
sur ]-1,0] Donc ¢ réalise une bijection
de ]-1,0] sur son image f(]-1,0])=
]—,2] dou selon la définition d’une
application bijective on en déduit que :

(0e]-,2]) @t ae]-1,0]) : @la)=0
On a aussi ¢ est continue et dérivable
sur [0,+o[ Donc ¢ réalise une bijection
de [0,+o[ vers son image @([0,4+o[) =
]—,2] Ainsi selon la définition d'une
application bijective on écrit :

(Vye]—o0,2]) @lx € [0,+o0[) : ¢(x) =y

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
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(0€e]-,2]) @B €[0,4+[) : @(B) =0

mSi—1<x<a = p)<gl@); ¢/

px) <0 sur |-1,a]

mSia<x<0 = gp=¢l@) ; @7

[, 0]

p(x) =0 sur

mSi 0<sx<pB = o=@ ; ¢\

= |px) =0 sur [0,pB]
mSi x=2p = e)=<e@B) ; o\
= |p(x) <0 sur [B,+oof
Voici un tableau récapitulatif :
x [-1 a 0 p +o00
@(x) - 0 + + *) -
rolll - 0+ o -
3 +oo B
£ \ / / \
f(@) —o0 0

D’aprés ce tableauona f'(a) =f (B) =0

Donc f présente des extrémums en
a et f. Lextrémum en a«a est un
minimum local car f est N sur]—1,a] et
f est 7 sur [a,0l.

Donc la valeur minimale de f sur ]—1,0[
est . f(a) = f(—0,92) = 2,95

L’extrémum en £ est un maximum local
car f est » sur ]0,B] et encore que
f est N sur [B,+o[. Donc la valeur
maximale de f sur ]0,+oo[ est:

f(B) = £(32,98) ~ 0,085

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1 1
3) f(x)=§x3+§x2—6x ; xeR

mf()=x’+x—6=(x-2)(x+3)

oubien x =2

B f(0)=0 o {

oubien x = -3
x —0 -3 2 +o0
fo| o+ 0 -9 4
f(=3) +oo
% f(2)

La fonction f présente deux extrémums
en —3 et 2 lesquels ?

En —3 c’est un maximum locale car f
est ~ sur ]—o,—3] et N sur [-3,2].
Donc f présente un maximum locale sur
]—,2] et la valeur maximale de la
fonction f sur ]—oo,2] est f(—3) =27/2

En 2 c’est un minimum locale car f est
Nosur [-3,2] et 2 sur [2,4+o[. Donc f
présente un minimum locale sur [—3,+oo[
et la valeur minimale de la fonction f
sur [—3,4o[ est f(2) =-22/3

4) f(x)=x*—4x ; VxeN

m f(x)=4x>—4 ; VxeR
=4(x - D> +x+1)
B f(x)=0 & 4x3—4=0
= x3=1

s xe{l}
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x |- 1 +o0
£ @ - 0 '
+0 +oo
—
-3

On a f(1)=0 Donc f présente un
extrémum et c’est un minimum globale
car f est N sur |—oo,1] et f est » sur
[1,4+c[ et la valeur minimale de f sur
R est sdrement f(1) = —3.

5 f(x)=+x?4+1-—x ; VxeR

lf'(x)=2 —-1<0 ; x*>+1>x?

2x
1

X
= ———-1<0
x4+ 1

= f(x)<0
= f est strictement N sur R

Comme f ne sannule pas sur R Alors
f n‘admet aucun extrémum sur R.

6) f(x)=vVx—x*> ; x>0
) =—=-2
m f(x = ol X
‘x) =0 L,
31
& x2=- & x=(1/4)*3

4

X 0 (1) 400

£ v 0 -

f((z
f) 0/

2

On a f <G)§>=O Donc f présente un

extrémum et c’est un maximum global
2

car f est /7 sur [0(%)1 et N sur

[G)gﬁoo[ et ainsi la valeur maximale
2
de f sur R* est f(G)3>z0,47

Solution N° 67 :

1) 1°°® Méthode : nombre dérivé

_ (Arctan(3x)>
m lim{————

x—0 X

_ (Arctan(Bx) - Arctan(O))
= lim
x—0 x—0

= (Arctan(Sx));xzo

3 3
:(1+9x2) - =3

=0 1+0

2°™  Méthode : Calcul direct

~ (Arctan(3x) ~ Arctan(3x)
m lim|———— =3 lim———
x—0 X x—0 (3x)
Arctant
5 i () 51 -

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about

hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

2) 1°° Méthode : Calcul direct

_ Arctan x
. iy (Ao
x—0 X
) Arctan x 1 1
=i () (@) = 12 =

2°™ Méthode : L’Hépital (Brouillon)

I (Arctan x) .0,
[ lim e ="
~ Arctan(x) (Arctan x)’
= lim ——= -
x—0 x3 x—0 (x3)
_1
o 1+ x?
B }clir(l) 3x2
1 1
_}cli% 3x2(1 + x2) 0_+_
1
3) lim (x%?+ 1) Arctan (—)
X——00 X
) 1
(x* + 1) Arctan (;) 1
= lim (—)
X——00 (1) X
X
Arctan (l) x% +1
= lim ———* | x ( lim ( >>
x—>—00 (1) x—>—00 x
X
~ Arctant _ 1
= (lll’l’l —) X ( lim (x +—>>
t—>0" X——00 X

=1X (-0 +0)=[—x]

1 Arctan (%)
4) lim x - Arctan (—) = lim —————=
x—>+ X x—+00 (l)
x
~ Arctant
=l
p=1
t
1 s
Arctan (=) — 5
5) lim (Zx )=
x—0 X
~ Arctan x? ~ (Arctant
=—11m—2=—11m(—)=—
x—0 X t—-0 t
t=x?2
6) lim (x-Arctanx—E)
X—>+o0 2
_ T Avct (1) TX
=t (g (3)) 73
_ (nx Avct (1 r[)
= dm, (G~ drean(3) =3

)-
)

1
= lim <—x-Arctan( >
X—+00 X
Arctan
= — lim
X—-+00
Arctan t
= - lim (T ) =1
t—

Solution N° 68 :

1) Soient u(x) =+vx ; v(&x)=({1—-x)"
On a v est dérivable sur R donc
dérivable sur ]—oo,1[ et u est dérivable
sur ]0,+ool.

On a encore v(]—oo,1[) €]0, +oo[
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Car Vx<1l ; v(x)=1-x)">0

Donc la composition uov(x) = /(1 —x)"
est dérivable sur ]—o,1[ Dot la somme
uov+ v est dérivable sur |—oo,1] .

. (fx) = f(1)
2) };121% <—x—1 >
_ ((1—x)”+(1—x)"—0>
= lim
2 x—1
= —lim (1—x)”+(1—x)”
2i\Wa-»?2 -0

— lim (w/(1 0"+ (1 - )"
x<1

Ve |- (}Cig} (1- X)"‘1>

x<1

lim
t—0
t=(1—x)" 2

—-0-0=0€eR

Donc f est dérivable a gauche en 1 et
ona: f,(1)=0
3) Soit x € ]—,1[ et on procéde ainsi :

1

f@=(A-07+1-x")

= g(l - x)%_1 +n(1—-x)""1(-1)

=-n (% (1- x)nZ;2 +( - x)”_1>

x <1

>3 = (1-x)>0

n—2

1
5(1—X)T>0

1-x)"1>0

1 n-2
= E(l_x) 2 +(1-x)"1>0

= -—n (%(1 —x)nZ;2 + (1 —x)”_l) <0

= f@x)<0 ; Vxel-oo1[

= f est strictement N\ sur |—oo, 1]

= f: ]-00,1[ — f(]—0,1[) bijective

= f: ]-00,1[ — ]0,+0[ bijective

4) Comme f est dérivable sur ]—oo,1]
et comme f(xX)#0 ; Vxel—-oo,1]
sinon on aurait x=1 . Alors f~! est

dérivable sur J =]0,4+[ et on ait :

Y — 1 .
(f )(x)_f'(f‘l(x)) ;0 Vxe]
5) Soit y un élément de J
Alors Alxel ; fx)=y

e y=yA-x)"+0-x)"
t=+(1—-2x)2

e y=t+t? ;

& tP+t—-y=0 ; A=4y+1
- (1—x)"=_1i 1+4y
2
- (1_x)n=_1+21+4y>0
- (1_x)%=—1+21+4y

2
-1+ 1+4y\"
S 1—x= >
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[\S}

(—1+ 1+4y>5
S o x=1-— >

DU —1+./1+4y\"
fl(y)—1—< 5 >

\S]

6) Soit la fonction ¢ définie par :
p(x)=f(x)—x ; Vxe]-o1]

@ est continue sur ]|—o,1] o [0,1] et ona

B p0)=f(0)—-0=2>0
mo(D)=f1-1=-1<0

Alors p(0)- (1) <0

Donc d’aprés le TVI on déduit:

Jae]0l] ;
< Fae]0l] ;

@(a) =0
fla) =«

Il suffit de montrer que a est unique
comme f: ]—oo,1[ +— ]0,+oo[ bijective
Alors d’aprés la définition d’une
application bijective on obtient :

(Vye]0,+oo[) @!x e ]—o0,1[) : f(x) =y
(a€]0,+o[ )A'x =ae]—o,1]) : f(a) =a
Finalement [I'équation f(x) =x admet
une seule solution a€]0,1].

7) voici la représentation graphique :

(¢

y=x

— ()

Solution N° 69 :

1) f(x) =tan’x —2V/3tanx ; Vxe [Og[
f(x) = 2tanx - (1 + tan®x) — 2V3(1 + tan’x)

= (1 + tan®x)(2tanx — 2v3)

= 2(1 + tan?x)(tanx — V3)

X —00 g 400
f @ - 0 -
0 +oo
fx) \‘ /
-3
2) Voici la représentation graphique :
> (¢)
o T x
2
-3

3) On a f est continue et strictement
monotone (décroissante) sur [O%] Donc
f réalise une bijection On
s e s T T

définie de [O’E] sur f([o,g]) = [-3,0].

la note g

Ainsi g : [0%] — [=3,0] est bijective

4) Comme g: [0%] — [—3,0] bijective
Alors par définition de la bijection :

(Vye[-3,0]) (El!x € [0,%]) gx)=y
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&  tan’x —2V3tanx =y

& t?-2V3t—-y=0 ; t=tanx
2V3+2,/3+

=

t=v3+,y+3
& tanx =V3+./y+3

& x=Arctan(v3 £,y +3)

On a h(0) =0 Donc nécessairement on

aurait X = Arctan(\/§ —Jy+3 )

g l(y) = Arctan(\/§ -y +3); vye[-3,0]

5) On a de méme, f est continue et
strictement monotone (croissante) sur

E ; %[ alors f réalise une bijection h de

E ; %[ sur f( E ; %[) =[-3,+o[. Alors:

n . n 3 b-. .
3 E[ — [—3,4+o[ est bijective
m
6) comme h : [— ; —[ — [—3, +oo[ bijective
32
Alors par définition on conclut que:
T T
(Vye[-3,+o]) (Atxe [3.5]) + h@ =y

& tan’x —2V3tanx—y =0

& x=Arctan(V3 +.[y +3)

Ona : f(Arctan(Z\/?)) =0 alors on a :

h (Arctan(Z\/g)) =0

& | Arctan(2v3) = h71(0)

w (%)

L’'expression de h~!(y) qui vérifie (x) est
h=(y) = Arctan(V3 +,/y + 3)

Car :

£71(0) = Arctan(v3 +V3)

D'ou : |h7l(y) = Arctan(v3 +./y +3)

Voici les graphes (¢,;) ; (¢,1)

y

(€5)

Voici les graphes (C,) ; (Cy-1)

(Cn)

(Ch—l)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Solution N° 70 :

. \ . 1 X
Soit xe[1;3] =1 et on procéde ainsi : Et -<——<3

R fO=x o x@-0i=x Et (4—x) >0

1 = Et 1< - <_1
S x(@G—x)—-x=0 3(4—x) 9
1 1
= x((4—x)§—1>=0 Et (4—x)3>0
- Et 0<1 ad <8
34—x) 9

{oubien x=0
oubien (4—x)1/3-1=0

1

Et (4—x)3>0
oubien x =10 = X
{oubien (4—-x)13=1 bt 1_3(4—x)>0

oubien x =10 1 X
= {oubien 4—x=1 = (4_x)3(1_3(4—x))>0

N {oubien x=0

‘xX)>0 ; V 1;3
oubien x =73 = f® ’ xell;3]

o x=3¢[1;3] car 0 & [1;3] = f est strictement 7 sur [1;3]

2) Pour montrer que f(]) c ] il suffit de Alors on peut montrer maintenant que :

prouver l'implication suivante :
1<x<3 = 1<f(x)<3

xel = f(x)el
m1<x<3 = f(O<fx)<fQB)

D’abord f est dérivable sur R et on a: .
= 33<f(x)<3
! l 1 __2
B F 0= @-07+x(5)@-0T (D 1
= 1<33<f(x)<3

1 x -2
=@ -x)3 -5 -3 = 1<f(x)<3
1 X D’ou l'on déduit finalement : f(I) < I
=(4—x)§<1——>>0 f
3(4 — x)
3) soit la proposition P(n) définie par :
Car 1<x<3 = 1<4-x<3
1 .
Et (4—-x)3>1>0 P(m): 1<u, <3
= 1
Bt s<i—<1 L’initialisation : On a 1<1<3
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c-a-d que : 1<u,<3
Donc linstance P(0) est vraie.

L’hérédité : soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.

P(n) est vraie| = 1<wu, <3

= u, el

= f(u,) e f(D) €1
= f(u,) €1
= Uy €1

— 1Sun+1S3

P(n+ 1) est vraie

Ainsi {P(O) est vraie
P(n) =>P(n+1); VneN

La conclusion: vneN ; 1<u, <3

4) Soit neN et on procéde comme suit:
B Uy — Uy = f(un) — U

1
=u,(4—u,)3 —u,

=u,|d—u %—1
(w7 -1)

m u,el > u,>21 et u,<3
= u,>0 e —-u,=-3
= u,>0 et (“A-u,)=1

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

W| =

1
= u, >0 et (4—-u)3=>1
1
= u,>0 et (4-u,)3—-1=0
1
= un((4—un)3—1)20

= U1 — U, =0 ; VneN

= Uy =UuU, ; VneN

=  (u,),.n est croissante
5) la suite (u,),.ny €st bien évidemment
convergente car croissante et étant
majorée par 3 car (1<u, <3)

6) On a : u,;; =f(u,) ; VneN

La fonction f est continue sur I € R car
c'est un produit bien défini de deux
fonction continues et on a : f(I) S et
u,el et (u,), est convergente vers un
réel | donc f(l) =1. L’équation f(x)=x
admet une seule solution sur [ =[1;3]
et c’est le nombre —3.

Ainsi lim(u,) =3
noo

Solution N° 71 :

1) Soit xeR et on a :

mf (x) =42x3 —1)3(6x?)
=24-x%-(2x3 - 1)3

2) Rappel :
f : I w— f() est dérivale sur I

g : J — g() est dérivale sur f(I)
fi) <]

= |

geof est dérivable sur I

e )=g of(x)-f (x)
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mg (= (f(cos x))’ = —sinx - f (cos x)

= —24sinx - cos’x - (2 cos3x — 1)3

’

mh(x)= (f(m))

!

= ((6x + 1)%) f(Vex+1)

1 -2 2
=§-(6x+1)T-6-24-(6x+1)§
-(2(6x +1) —1)3

_1x6x24

3 ~(6x+1)°-(12x + 1)3

. k'(x)=(f<%)>, =<%)f (\/2_9
:2<x%1>'.24<§>.<2<%)_1)3
=2-(_71x%3>.24

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

m S (x)= <f (tan%)) = (tang)’ -f (tang)

- T (1 + tan? (9) 24-tan? (5)
(2tan® (%) -1)

m v (x) = (f((4rctan x)4))l

1
=4 - Arctan’x - (1

- xz) - 24 Arctan®x

- (2 Arctan?x — 1)3

Solution N° 72 :

(1+x)°>—-1
)

(2900

x—0

1) lim

x—0

= lim
x—0

) ;o) =(+1)°

=@ (%) /xz0 = 5(x + 1)4/)(:0 =5(0+1)*=5

x—6

x—6

2) lim <\/x+3—\/4x+3—0>

_ <<p(x) — ¢(6)
=mm\|\—-—
X

— );(p(x)=\/x+3—i/4x+3

x—6

=¢' (x)/x=6

1 -1 1 -2
= <§ (x+3)2 — §(4x +3)3 (4)>/x=6

1 4 1
“\2vx+3 §<3,/(4x n 3)2>

/x=6
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1 4 1 1 41 T 1
41 14 =2 (=sinD)- ()
29 3 3272 6 39 4) \1+1
14 [T _, 21 [
"6 27 |54 Tt 2 272
3
_ 4 cos’x —1 5) lim VX +8—2
3) lim T x—0 X
x)— @0
. (p(X) - (§) 5 x-0 x—0
= lim T ;o @(x) =4 cos*x
X0 — =
3 3 , 1 -2
= ¢/ Wper = (36487
’ x=0
=@ (x)/ _ = (8 cosx - (— smx))
0+8 32 _ 11 _ 1
=(—8cosx-sinx)/x_g _( +8) 3 4 |12
~3
T\ T - [x+sin’x—m
= —8cos (§) - sin (E) 6) chl_r)r; < o )
1 V3 x) — o
=—-8- ——=—2\/§ = lim M ; @(x) = x + sin’x
2 2 X T X — 71T
4) lim 2cosx =2 = @' (x) jy=n = (1 + 2sinx - COSX) /3=y
x-F \ tanx — 1
=1+0=
COSX ——— n
. 2 4 — si
= lim 2 _ X smx)
T -
x=% X—7 tanx — 1 7 }cl—r% (tanx —X
) sinx —x—20 x—0
-t ( ) )
COSX — - 1 x>0 x—0 tanx —x —0
= 2lim T X T
o\ x—7 tanx — tan 0 1
4 lim | ————4 _ —lim @ (x) — ¢(0) y
x-7 X — Z x—0 x—0 (IIJ(X) l/}(O))
x—>0
' 1 — gin v —
_ p(x) =sinx —x
= CoOS X .
<( )/x%) (tanx), = Avec Y(x) =tanx — x
4
You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
1 understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
= 2 ( Sll’l x)/x_ (1 n tanzx) hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

, 1
— (—(P (x)/x=0) X (Lb’(x—)/x=()>

1
X
(1 +tan?x — 1) /-0

= (—cosx + 1)/,

=0x 0= " forme indéterminée "

Je propose de calculer cette limite a
l'aide de la régle de [I'Hopital qui est
une variante technique de la technique
du nombre dérivé :

(X —sinx
Oon a l=11m< >= FI
x-0\tanx — x
. (x—sinx ~ (x—sinx)
= l=hm<—)= im-——-—
x-0\tanx — x x—0 (tanx—x)

1—cosx
= lim (—2 ) = FI
x—0 tan4x

(1 — cosx) e (1 —cosx)
N x—0

= [ =lim ;
tan®x (tan?x)

x—0

sin x

= ] =|=| FI
20 2tanx - (1 + tan2x)

sin x

= [ =i
X502 tan x - (1 + tan?x)

_ (sinx)’
= lim ,
x>0 (2 tanx - (1 + tanzx))

1 cos x
== lim
2 x>0 (1 + tan?x)? + tanx (2 tanx - (1 + tan?x)

1 cos 0

T2 (1 + tan?0)? +tan0-2tan0 - (1 + tan?0)

_1>< 1 _H
27 @A+024+0 |2

<2 cosx — ﬁ)

8 li
) lim tan’x — 1

x o
4

_r
)
tan?x — 1

COS X — _2
=2 lim 2
X—)Z X —

T

T
Cosx — cosz 1
= 2 lim T X

X
(2 tanx (1 + tanzx)) -
/=3

= —25sin (E) X 1
- 49 (tan %) (1 + tan? %)
=22 1
2 2 1-(1+1)

Solution N° 73 :

1) Voici le tableau de variations de f :

X —0 -1 1 4o
f () T + +
1 Foo
f(x) / \ ‘ /
— 0 -5
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2) Comme f est continue et strictement
croissante sur [1,+o[ alors f réalise
une bijection qu'on note g de [1,+oo]
sur son image f([1,+oo[) =[-5,+0oo]

& g+ [1,400] — [=5,4[ bijective
3) On a g est bijective Donc d’aprés la

définition d’'une application bijective on
écrit :

(Vye[—5,4o[) @'xe[1,4+o[) : glx) =y
(0e[-5+[) A'ae[l,+[) : gla) =0
C'est-a-dire que [I'équation g(x) =0

admet une unique solution a de [1,+oo[
maintenant pourquoi : 2<a<3 ?

C’est trop facile a démontrer. On a:
g@2)=-1 ; g@B)=15
B —-1<0<15 = gR)<gla)<g@)

= g (9)<g(g@®) <9 (g(?)

= [2<a<3]

4) Comme g est dérivable sur ]1,+o[
et comme g’ ne s’annule pas sur |1, +oo[
car : g(x)=3x*-3#0 ; vx>1

Donc g~! est dérivable sur ]—5,+o0[ et:

-1y — 1 . _
1 [T

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 74 :

1) f(x) =sinx — x?

D’abord f est continue sur R car c'est
la somme de deux fonctions continues
sur R. Et on a:

u f(z)—smz—ﬂ—z—_z_”_2
4/~ 4 716 2 16
8V2 —m? /128 — 2
=g =g >0 car 128>n
T . 7'[2 TL'Z
. f(§)=smz—7=1_z
4 — 2 ,
= <0 ; car 4<m
4
T T
f est continue sur [Z ; E]
Ainsi

1) 1) <o

Donc d'aprés le TVI on déduit que:

fla)=0

3 m T
ae |75
4’2

J'ai écrit un intervalle ouvert E ; g[ car:

f(%);to et f(%);to

2) On a: f(a)=f(0)=0

et on considéere lintervalle [0,a] on a:

f est continue sur [0,a] c R
f est dérivable sur 10,a] c R

f(a) = f(0)
Donc d’aprés le théoréeme de ROLLE :

3cel0,al ; f(c)=0
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= 3dce]0,al ; cosc—2c=0
C'est-a-dire que l'équation cosx —2x =0
admet au moins une solution ¢ dans
lintervalle ]0,a[ c R.

3) Pour montrer que c’est unique on
montre gue @(x) = cosx — 2x est
strictement monotone sur ]0,a[ ou

méme sur R tout entier.
m ¢ (x)=—sinx—2

B —1<sinx<1l = —-1<-sinx<1

= —-3<-2-sinx<-1

= ¢ (x)<0

= @ est strictement N sur R

= ¢ : R — R est bijective

= 0 admet un seul antécédent par ¢
=

Alcel0,al ; @()=0

Solution N° 75 :

Rappel : centre de symétrie

{

Q(a,b) est un centre
de symétrie de (C’f)
{VxeDf ; (2a—x) €Dy
fQRRa—x)=2b—-f(x)

3x%2 +8x + 4
1) fix)= P ;o Q(-1;2)
On a : VxeR\{—1}; 2(—1) —x e R\{-1}

Car:
c-a-d

—2—-x#-1
= x=-1

x+-1 =
—2—x=1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

B f(-2-x)+fx)

_3(=2-x)+8(-2-x)+4 3x*+8x+4
B —2—-x+1 x+1

_3x2+4x 3x%2 +8x + 4
B x+1

—1—-x

—(3x% +4x) + (3x*> +8x + 4)
x+1

_4x+4_4(x+1)_
Cox+1 0 (x+1D

= f(=2-x)+fx)=4
= f(-2-x)=4—f(x)

= (—1,2) = centre de symétrie de (Cf)

2) f(x) =V3cos(2x) +sin(2x) ; Q (g, O)

C’est clair que D =R

m Si xeR Alors 2(%)—xe]R

s (5 x4
— Vcos (z (%”_x)> +sin (z (%”_x))

++/3 cos(2x) + sin(2x)

V3 (COS (4% — Zx) + cos(Zx))

+ (sin (4?7-[ = Zx) + sin(2x)>
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41 41
= 23 cos <?> * COS (— — 2x>

6
+2si (4n) (47r 5 )
sin : cos c X
-1 41T
=2 — ——2
V3 5 COS<6 x)
) V3 (47r )
> coS c X

4 a1
= —\/§cos<?—2x) +\/§cos(?—2x> =0

= f(%”—x)”(x) =0

= f(z?n—x)=2-0—f(x)

= (g, 0) = centre de symétrie de (Cf)

3 (x) = sin x Q(n 1)
) flx ~ sinx+cosx 4’2
m Dr={xeR ; sinx+cosx # 0}

Résolvons I'équation sinx +cosx =0:

< 1lcosx+ 1sinx =0

= 11+ 12cos(x—¢) =0

V2

cos¢=ﬁ=cos(—) = ¢=%

= \/Ecos(x—%)zo

& CO0S (x - E) = CoSs (E)

4 2
bi n_n[z]
oublen x -7 = [2n
&
bien x—z=_—n [27]
ou 4= 2

3
{oubien X = - [27]
=
—TT
oubien x = e [27]
D ]R%{3n+2k T o2k kz}
L] = — PR .
f \ 4 T ; ) T ; K€
Montrons maintenant I'implication :

xeDy = 2(%)—x € Dy

bi 21 _3m [27]
. oubien 2 —Xx = 2 T
Si
bi 21 I [27]
oubien 2 x = 2 T
oubien x = _T [27]
Alors

] 3
k oubien x = - [27]

Ainsi par passage a la contraposée :

- 21 3
) - _ -
et x 2 [27] {et 7 X E 2 [27]
3 = 2
T —T
et x #— |2m - — — 2
k 7 [27] ket 7 x # 2 [27]

Co 2n
D ou : VxeDf ; (T—X>6Df

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

o (5 x)+F

. (T _
Sin 7_x Slh X

- sin(%—x) +cos(%—x) sinx + cos x

cos x sin x

cosx + sinx

sinx + cosx

sinx + cosx

=[1]

sinx + cos x

= f(%Tn—x)+f(x)=1

~ 1(E-2)=2()-r0

T 1
= (Z'E) = centre de symétrie de (C’f)

Solution N° 76 :

1 lim fG0

= )1(11)1’11 (\/xz — 1. Arctan x + Arctany/x? — 1 — E)

2
x>1

T [—7
= 0.Arctan 1 + Arctan 0 — ) = -
m limf(x) = lim —2x - Arctan x
x—1 x—1
x<1 x<1
= _2-1-Arctan1=—2 -~ =|—=
= rctan 1 = 23

comme

lim £() = lim £() = £(1)

x>1 x<1

Alors f est continue en 1

2) }Clgr%
x<1

— 1 ,
(0-10) g,

Car f(x) = —2x-Arctan x est un produit
de deux fonctions dérivables sur R donc
dérivables en 1.

= -2 (Arctan X+ 1 _fxz)/
x=1

1
=—2(A tan 1 —)
rctan +1_|_1

=-(G+1) =W

Géométriguement on dira que (Cf)

admet une demi-tangente (A) a gauche
en 1. Avec: () : y=f,(Dx -1+ f(1)

C'est-a-dire: (A) : y=-— (% + 1) x+1

Pour la 2°™ limite on ne peut pas écrire

— 1 ,
lim <L{()) = (f (x))/le

x—1 X
x>1

Car la fonction dans ce cas est
dérivable juste sur ]—oo,—1[U |1, 4|
En 1 On ne dispose d’aucune idée donc
on doit calculer la limite autrement :

. (f x)—f (1)>
B lim(|([————
AR

= lim

x—1 x—1

(\/x2 — 1 Arctan x + ArctanVx? — 1 — % - %)
0+0—-m —m

or o 2R

Donc f n’est pas dérivable a droite en
1 et géométriguement on dira que (C;)
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Admet une demi-tangente (D) verticale a
droite en 1 avec : (D) : x=1

3) Si xe]—o,1] on a:
f(x) = —2x Arctanx

Ainsi f(x)=-2 (Arctan X+

x
1+x2)

= f(0)=-2 (Arctan 0+ L)

=0
1+0

" () ) 1 +1+x2—2x2

= = —

S 1+ x? (14 x2)?
_ T+x2+1-x%\  —4 <0
- (1+x2)?2 | (1+x2)2

m xe]l,+oof Alors:

f(x) =+/x?%—1-Arctan x + Arctany/x? — —%

Ainsi : f (x)

=(\/x2—1) Arctan x
1
21
tx (1+x2>
' 1
Vvxz—1 ><< )
+( X ) 1_|_(x2_1)2
_ X 2 x?—1
—ﬁ rctanx+w
I ( ! )
VaZ =1\ + (x? = 1)?
x Arctan x x2 -1
= +
x2 -1 1+ x2
X

+
Vx2 —1(x* —2x%2 4+ 2)

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= (arce +x2_1+ ! >0
iz \ T T o 2

4) On a d’aprés le calcul réalisé dans la
question3) on a : Vvx>1 ; f (x)>0

Donc f est strictement # sur ]1,4oo[

5) il suffit de montrer que :

_ X B
A, (f ()= (5 - 1)) =
_ X
m Ona xl_l)rpoo (f(x)—7+ 1)
= lirJP (\/xz — 1 Arctan x + Arctan/x% — 1
xX—4o0
T TX N 1)
2 2
T
= lim (Arctam/x2 —1—=+4+ 1)
X—>+00 2
X
: 2 _ 1 . _~
+ xl_l)rpoo ( X 1 - Arctan x > )
X
=(0+1)+ lim ( x2 -1 -Arctanx——)
X—+0o0 2
Y4 1 X
=1+ lim < x2—1 (— — Arctan <—>> ——>
x—+00 2 X 2
1+ li n( ! )
= im = —
x>t 2 \\x2 — 1+ x
1
JVx2 —1 Arctan (—)
— lim . X
X —-+00 X l
X
_ x2—1 ~ Arctant
=14+0—{ lim 5 x| lim ——
x—+00 X t-0+ t
=1+0-vV1x1=[0]
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6) il suffit de montrer que :
xllrzlgi(f(x) — (mx + 2)) =0
m lim (f(x) — (mx + 2))

= lim (—2x Arctan x — wx — 2)

X ——00

= —2—2 lim (x Arctan x + mx)

X——00

=—-2—-2 lim x (Arctan x + g)

X——00

1
=—-2-—2 lim x (—Arctan (—))

X—>—00 X

Arctan (1)

=-2+2 lim | ———*~
X——00 1
X

_ Arctan t

I iy

t—0~ t

=-24+2x1=-2+2=[0]

Solution N° 77 :

fonction x + tan (L) est

1) Ia x+1

dérivable sur [0,1] car cest une
composition  bien définie de deux
fonctions dérivables sur [0,1] et on a

1
encore ¢([0,1]) € Doy ;5 (%) = —

c estadire Vxe[0,1] ;

1 1
Ainsi . _ 2
insi la fonction f(x) 4tan <x+ 1)

Est dérivable sur [0,1]. Soit x € [0,1]

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= IS @l= E((x ;11)2) (co;x)|

_ 1 1 1
T4 (14 x)? lcos?x
1<14+x<?2

B O<x<1l = {
cos1l < cosx < cos0

1<(x+1)?<4
= 2 2 2
cos1 <cos“x<1

1

[1< <1
12" (x + 1)2

1 1

1<
cos?1

cos?x
(1<1( 1 )<1
| 16 S 2\(x + 12/ "1

1
cos?x

1

1<
cos?1

1

1 1
4 (x+1)2

cos’x

1

= <
4 cos?1

' 1
ey < [
f 4 cos?1

2) On a vxel[01] ; f(x)<0

. 1 -1 1
Car : f (x) = Z((x + 1)2) " cosix <0

Donc f est strictement N sur [0,1] et
comme f est continue et étant
strictement monotone sur [0,1] alors f
réalise une bijection de [0,1] vers son
image f([0,1]) = [f(1),f(0)]. Soit la

fonction définie par Y(x) =f(x) —x
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On a Y est continue sur [0,1]

Y(0) =f(0)—-0 =%tan1 >0

Et 1 /1
»(1) = F(1) =1 = ~tan (—) ~1>0
4 2
Ainsi Y est continue sur [0,1]

Y1) -¥(0) <0
Alors d'apres le TVI on écrit:

dae[01] ; yY(a)=0

1
Y(0) = Ztanl # 0

comme : ) .
Y1) = Ztan (E) —1#0
Alors Fael01] ; yYla)=0
& Faelol] ; fl(a)=a

Comme f est une bijection alors le

nombre a est unique dans ]0,1]

A ael0l] ; fla)=a

3) On a f est continue et dérivable sur
[0,1] donc On peut appliquer le TAF a
f sur n’importe quel intervalle inclus
dans [0,1] Soit lintervalle [u,,a] < [0,1]

D’abord on peut facilement montrer que
0 <u, <1 par la méthode récurrence. Je
vous laisse le soin de le vérifier.

Ainsi {f est continue sur [u,,a]
st f est dérivable sur Ju,,al
u,) — f(a ,
= 3Jcelu,al ; /€ u)_i( ):f (¢)

m celu,al c [01]

. 1
= < —7 tion 1
lf (Ol 1co Question 1)

s21
f,) - f(a) 1
<
U, —a 4 cos?1
1
= |f(u,) — f(a)] <m u, — a
= |u,p —al < 1 cos?l lu, —a

2
S upy —al < (—4 coszl) Ju,o —a

3

o u —al < |— “U.,_» — A
N (460521) Ity

1\t

& |un+1—a|<(m) Nug — a
m

= |l —al< (4c0521) ' [uo —al

n

1
4) ona O<|un—a|<(m) luy — a

n

) =0 et lim0=0
noo

lim

noo

0 (
na 4 cos?1

Donc d'aprés le critere de comparaison
on déduit que:
=

lim |u, — «f lim(u,) = «a
noo noo

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 78 :

1) }Ciir(l)f(x)=}ci_)m0(x—1+ x2+1)=@

x<0 x<0

1
m lim fx) = lim (x — Arctan x)3 = [0]

x>0 x>0
Ainsi 1iI(I)l+ flx) = lirgl_ f(x) =f(0)

Donc la fonction f est continue en zéro

2) Soit ¢@(t) =t—Arctant ; VteR

La fonction ¢ est continue et dérivable
sur R tout entier car cest la somme de
deux fonctions continues et dérivables
sur R. On peut donc appliquer le TAF a
la fonction ¢ sur n’importe quel
intervalle inclus dans R. Soit lintervalle
[0,x] avec x > 0:

Ainsi { @ est continue sur [0,x]
" ¢ est dérivable sur 10,x[
x) — @0 )
= 3Jcel0,x[ ; %mp(d
x —Arctan x — 0 1
= =1-—
x—0 1+c?
B 1+c?>1 = <1
1+ c?
-1
1+ c?
= 1- >0
1+ c?
x — Arctan x
= >0 ; Vx>0

X

= x—Arctanx >0 ; Vx>0
= x> Arctanx ; Vx>0
= x=Arctanx ; Vx=0

Car on a aussi : 02> Arctan 0

£3
3) soient @(t) = 3 t+ Arctant et x >0

@ est continue sur [0,x]
@ est dérivable sur 10,x[

x) — (0 )
= 3dcel0,x[ ; %(g()=<p(6)
x3
?—x+Arctanx
= =ct-1+
X 1+ c?
B c'>0 = —c*<0 = 1-c*<1
= (1-c)A+cH)<1
= 1-c?<
1+ c?
= cl-1+ >0
¢ 1+ ¢?
x3
?—x+Arctanx
= . >0 ;x>0
3
= ?—x+Arctanx>0 o x>0
3
= ?—x+Arctanx20 ;o x=20
3
Car ?—O+Arctan0=0
3
= Vx>0 ; ?Zx—Arctanx w (1)
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t3 t°
Soit : ¢(t)=t—Arctant—§+§
Y est continue sur [0,x]
on {w est dérivable sur 10,x[ ’ x>0
x) — (0 ,
= 3dcelox[ ; M=¢(0)
x—0
3 5
x—Arctanx—%+% 1
= =1- s—ct+ct
X 1+c
On a : 1—1_|_Cz—cz+c4

_1+c2—1—cz(1+cz)+c4(1+cz)

1+ c?
_cz—cz—c4+c4+c6_ c® >0
1+ c?2 1+ 2
3 5
x—Arctanx—%+%
- >0
X
x3  x°
= x—Arctanx——+—>0
3 5
Arct >X3 XS
= x-—-Arctanx > —— —
3 5
x3  x°
= Vx>0 ; x—Arctaan?—? (2)
03 0°
Car : 0—Arctan 0 = — — —
3 5

D’aprés (1) et (2) on déduit que Vx =0

5 x3

x3 x - Aret -
— ——<x-—-Arctan x < —
3 5 3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

3 5 3

X X X
On a ?—€Sx—ArctanxS?

2

X x — Arctan x

=

W

<1
x3 — 3
[ond]
)
1
3

wlr—u—[

= lim =
x—-0t

5) lim (f (X)—f(0)>

x — Arctan x 1
( x3 )

x—0~ x—0

= lim
x—0"

<x—1+\/m>

X

= lim 1+ lim

x—0" x—0~ X

<m—1>
2
=1+ lim

X
o0 (Ve F 14 1)

=1+ lim

X
xao—(mu)
—1+0—1 R
= 2_ €

Donc f est dérivable a gauche en 0 et
encore que f,(0) = 1.

3

_ Vx — Arctan x

m lim
x—0
x>0

(f(x) - f(0)> L
—— ) =lim

x—0 x—0 X

x>0

1
(x — Arctan x)3

X

= lim
x—-0
x>0

1
_ x — Arctan x\3 1\3
- (A (3 e

x3
x>0

Donc f est dérivable a droite en 0
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1

@ =(3)

Et encore

Comme f;(0) # f,(0) alors on déduit
que f n’est pas dérivable en 0.

6) sur lintervalle ]—o,0[ on a :

B f(x)=x—-1+x*+1

, 2x X
B f()=1+——=1+——
2Vx2 + 1 Vx2 +1
x
=1+ -
2 =
X (1+x2)
X
=1+
VxZ - 1+x—12
X
=1+ -
IXI 1+F
X
=1+ -
—X 1+F
1
=1+ -
1+x—2
1 1
[ | —2>0 = —2+1>1
X X

’ 1
= 1+—2>1
X
1
= —< 1
1
1+x—2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
- 1-—— >0
1
1+F
= f(x)>0 ; Vxe]-o,0[

= f est strictement 7 sur ]—oo,0[

Sur lintervalle [0,+o[ on a :

1
m f(x)= Vx = Arctan x = (x — Arctan x)3

B (%)= %(x — Arctan x)_TZ (1 1 +1x2)

1 1 < 2 >>0
3 /(x — Arctan x)? 1+ x?

Donc f est strictement ~ sur [0, +oo[

7) lim f(x) = lim Vx — Arctan x
X—+00 X —+00

3 Arctan x
= lim |x (1 — —)
X—+00 X

1
3

= lim x3-
X—+00

1 (1 Arctan x)
X

= (4+) - (1 - 0)3 = [£o]

o f) _ Vx — Arctan x
m lim — = lim
x—>+o0 X x—+0o0 X
1
) x — Arctan x\3
= lim ( 3 )
x—+00 X

1
_ 1 1 Arctan x\3
= lim (— - — —)

x2 x2 X
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1
=(0—-0x0)3=[0]
lir+n f(x) =+
Ainsi
lim ]Lx) =0
x—+0oo X

C'est-a-dire que (C;) admet une branche
parabolique suivant I'axe (Ox).

m lim f(x) = lim (x—1+ x2+1)

=—1+4+ lim (x+ x2+1)

X —>—00

oy G VEFD)(x = VD)
T TN (x—VxZ +1)

X ——00

_ x?—(x?>+1)
= -1+ lim
x—vVx2+1

-1
= —1+ lim (—)
x-o—o \x —+/x2 + 1
-1
=—-1+—=-1+0"=|—1]
—00
Donc la droite (A): y=—-1 est une

asymptote horizontale a la courbe (Cf)
au voisinage de —oo.

8) Voici la représentation graphique :

y

(4

-1 ) : y=-1

9) On a f est continue et strictement 2
sur l'intervalle ]—o, 0[ Donc f réalise une
bijection qu'on note g de [ =]-,0]
vers son image f(I).

m () = f(1-e0,0D) = | lim £ ; £O)

=1-1,0[

Ainsi l'application: g: ]—o,0[ — ]—1,0[
est une application bijective.

10) comme g est une bijection Alors
par définition d’'une application bijective
on écrit :
(Vye])@lxel) : glx)=y
S x—1+Yx2+1=y
= x*+1=y—x+1
= (x?+1)=(>@H-—x+1)*
= x’+1=y24+x24+1-2xy—2x+2y
= y2—Q2y+2)x+2y=0

= (?+2y)=xQ2y+2)

2
_ ye+2y
= gly)=x= 2+ 2

Donc [l'application réciproque g~! est

définie comme suit :

g_l : ]_110[ — ]—O0,0[
y:+2y
2y + 2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

X3
x — Arctan x < —

11) on a ; VxeR" ; 3

3
X
= x—ArctanxS?<x3

1
= (x—Arctanx)3 <x

VxeR*

flo)<x ;

On remarque que VneN ; u, >0 cCest
trop facile de prouver cette assertion en
utilisant la machine récurrence.

Donc pour x =u, e Rt on ait :

fu,) <u, ; VneR
= Uy <u, ; VneN
=4

(Up)pen €St Strictement N

Voici pourquoi u, >0 ; VneN ?

Soit la proposition P(n) : u, >0

L’initialisation : on a Uuy=1>0
Donc linstance P(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé tel

'instance P(n) soit vraie.

que

m P(n) est vraie = uy;>0
= Arctan(u,) <u, ; selon Quest[2]

= u, —Arctan(u,) >0

1
= (u, — Arctan(u,))? >0

= f(u,) >0

= P(n+1) est vraie

{

La conclusion :

P(0) est vraie

Ainst P(n) = P(n+1)

VneN

vneN ; u, >0

12) la suite (u,) est bien entendu
convergente car décroissante et étant
minorée par zéro (c-a-d u, > 0)

Solution N° 79 :

x%+5
xX—2

1) fx) = ; VxeR

2x(x —2) — (x* +5)

= W=y

_x*P—4x—-5 (x-5x+1)
 x-2? (x-2)?

f )

f)

Comme est continue et étant
strictement monotone (2) sur [5,+4oo|
Alors f réalise une bijection de [5,+oo]
vers son image f([5,+oo[) =[10,+oo]
ainsi I'application suivante est bijective :

f

f: [5+0] — [10,+oo]
& (Vye[10,+o[) (A x € [5,+]) : f(x) =y

x*+5

=

5 =
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& x2+5=y(x-2)

& x2—yx+(G+2y)=0

_yFy* —8y—20
2

=

X

avec A,=y*—8y—20
Pour savoir laquelle des deux expressions
de x qu’'on devrait retenir on choisit un
point trivial comme f(11) =14. On
remplace y par 14 dans chacune des
T 2_Qy—
expressions w
celui qui donnera la valeur 11.
y ++/y? —8y 20
2

puis on détermine

c est

Donc on retrouve les définitions suivantes

[5,+o[ = [10,+oo]
x2+5
X—2

f:

—>

X

f~t [10,400[ +— [5,400]
y++/y2—8y—20

—>
2
2) fO0)=— vxeR
X) =—— ; Vxe
N
YT
reoN X
" f)= x?+1
B x2+1<1 x )
x?+1 2(x%+1)
N

2x2 42 —x -0
2(x%2+1)

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

x2+1

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Car 2x*42—-x>0 ; et A<O

Donc f est strictement croissante sur R
et comme f est continue et étant
strictement » sur [0,4+oo[ Alors f réalise

une bijection de [0,+o[ sur f([0,+oo[)

£C10,+e0[) = [£(0) ; lim f(o)|

- — - x
- x1—1>1:|1-]oo f(x) - xl—1>I-iI-loo 1/x2 + 1
X X
= lim = lim ——
X—400 1 X —+00 1
lx| [1+ 2 X ’1 + 2
1 1
= lim = =
xotoo T+0
I

Ainsi I'application suivante est bijective :
f i 10,40 +— [0,1]

& (Vye[0,1D) Alx € [0,4o]) : f(x) =y

X
& ———=y
xZ2+1
= i = y2
x2+1_y
o x2=yx? 4y

e x1-y) =y

= xi = Y
1—y2

2

S x=+ 4
1—y2

Professeur Badr Eddine EL FATIHI 154

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

Donc on obtient les définitions suivantes

f + [0,+o] — [0,1]
X

X — —

x2+1

3) f(x)=x—+/x%2—x

2x—1

2Vx? —x

mf(x)=1-

_2\/x2—x—(2x—1)

2Vx? —x
Pour x>1ona : f(x)<0
B car 0<1 = —4x<1-4x

=  4x% —4x <1 —4x + 4x?

= 4(x%?—-x) < (2x—1)?
=  2Vx?—x<|2x—1]|

= 2Jxi—x<2x-—1

=

2Vxt —x—(2x - 1)
<0

2Vx?% —x
= fx)<0 ; vx=>1

Donc f est strictement décroissante sur
[1,4[ et comme elle est continue sur
[1,+oo[ alors elle réalise une bijection de

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

[1,+0oo[ sur son image f([1,4+oo[):
n f([L4e)) = | lim £GO) 5 FOD)]
(] xl_i)rlloof(x) = xl_l)rlloo (x —\x?% - x)

(x —VaT—x) (x + Va2 —x)
(x+\/m)

lim
X——+00

lim
X—+00

w2 — (VaT=x )
x+VxZ —x

lim
X—+00

=)

()
e FeD)

X

lim
X—+0o0

X——+00 1

X+\/F' 1-;

lim
X—+00

x
x + |x] - /1—%

_ X
lim

X—+00 1
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(i)
)

- (=)~

lim
X —+0co

Donc l'application suivante est bijective :
1
f o+ [1,400] — ]E;l]

o (WEEJ]) @lxe[L+o00]) ¢ f(x) =y

& x—Jx2—-x=y

& x—y=+x%—x

& x2-2xy+y*=x*—x

& (1-2y)x=-y

Ainsi on obtient les définitions suivantes

(et o

X — x—+x%—x

ro ] - e

Y
Yy 1y
4) f(x)=x++x*+1 ; I=R
, 2x
[] x)=1+
f 2Vx% +1

_\/x2+1+x

>0 ;
x2+1

car on a :

1
x<0 = Jxi24+14+x= x2(1+F)+x

Jx?

= |x| -

/ 1
—x' |[1+—=+x
X
/ 1
=x|1- 1+—2 >0
X

de

’ 1
. 1+—2+x
X
/ 1
1+—2+x
X

C'est trop facile démontrer

I'implication suivante :

/ 1
x<0 = 1- [1+=<0
X

Si maintenant x > 0 alors vx2+1+x>0
= VxeR ; f(x)>0

= [ est strictement 7 sur R

= f: R = f(R) est bijective
f@R) = fl=eo,+e0[ = | lim f(x), lim f(x)|

B lim f(x) = lim (x+ x2+1)
xX——00 X——00

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

x2— (Va2 F1)

= lim
xo—w oy —4/x2 4+ 1
—1
= lim( )
x-—w \xy —+/x2 +1
-1 -1
_ _ —_ 0+ —
_—oo—oo_—oo_o _@
m lim f(x) = lim (x+/x2+1)=[Fx]
X —+00 X—-+00

Donc l'application suivante est bijective :
f: R +— ]0,+o0]
& (vyel0,+o[) @lxeR) : f(x) =y
& x+Jxi+1=y
& JxP+l=y—x
= x2+1=(y—x)?
= x2+1=y?—-2xy+x?

= y2—1=2xy

yr—1
2y

Ainsi on obtient les définitions suivantes

fi: R = ]0,+0]

X — x++Jx2+1

£t 10,400 — R
y -1

2y

yl—)

Solution N° 80 :

1) D’abord D =R Donc son domaine
de définition est symétrique c'est-a-dire :
VxeR ; —xelR

On a de plus:

J1+(—x)?2 -1

—X

m f(—x) =

X

2 _
_ <_V1+xl> PV

Donc f est bien entendu impaire

2) Sur R*=]—o,0[ U ]0,4+[

Sur chacun de ces deux intervalles f
est dérivable car c’est un quotient bien
défini de deux fonctions bien définies et
dérivables sur R*
Examinons pour [linstant la dérivabilité
en zéro de la fonction f :

. (f (x) — f(O)) _ <\/1 +xZ— 1)
m lim|l—————— | =lim|———
x—0 x—0 x—0 xZ

y (Vi+x2) —12
= 11m
x-0 xz(m +1)

2

X
= lim
x>0 x2(V1+x2+1)
iy ()
=im |\ ——
=0 \W14+x2+1
( 1 ) 1 £(0) eR
=l :]| = — = €
vi+0+1/ 2

Donc f est dérivable en zéro c'est-a-dire
que f est dérivable sur R.
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W —(V1+x2-1)

x2

3) f(x)=

1
V1 + x2

xz

(W—l)
_xz—\/1+x2 (Vi+x2-1)
B x2+1

x2

—14+ V1 +x?
= >0
x?+1

x2

Car = VxZ+1>1

x2+1>1

= 1+x2>0

~1+

—1+\/1+x2>0
N

= f(x)>0; VxeR
= [ est strictement 7 sur R
Et comme f est continue sur R et étant

strictement monotone Alors f réalise une
bijection de R — f(R).

f@®) = f(l=w0,+o[) = | lim f(x), lim f(x)|

IT7-1
B lim f(x) = lim <—>
X—>—00 X—>—00 X
(Vi+xZ) —12
= lim

e (VI F R +1)

X2
= lim

oo x(VI+ a2 + 1)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

X
= lim -
X——00
2 _—
X (1+x2)+1
. X
= lim
X —>—00
VxZ- [1+ 12+1
. X
= lim
X —>—00 1
|x]| - ’1+F+1
X
= lim
X—>—00 1
—X* ’1+x—2+1
1
= lim
X——00
R
X X
1
= ———=[1
v I Iy
VITaZ -1
B lim f(x) = lim <—>
X—+oo X—>+o0 X
X
= lim
X —+o0 1
|X|' ’1+x—2+1
X
= lim
X—-+00 1
X - 1+—2+1
\J X
1
= lirIl
Xx—+00
R
X X
1
=———=[+1
v1i+0+0 1]

Donc I'application suivante est bijective :

f: R — ]-1;1]
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4) On sait tres bien daprés le cours
que f et f~! conservent les mémes
variations. Pour la parité on se donne
un yel]—1;1[ Donc 3IlxeR ; f(x)=y

m =) = (-f) = (D)
=flof)=x=f"1)

Donc f~! est une fonction paire.

5) On a f'(0)=% et pourque f~! soit
dérivable en zéro il suffit que f soit
dérivable en f(0) et que f' ne s’annule
pas en f(0). Bien entendu f(0)=0 et
encore que f (0)=1/2 Donc f ne
s'annule pas en zéro. Dou f~! est
dérivable en f(0) et on a :

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

v 1 _ 11
= o NIGEONION % :
Ainsi (FH'0)=2

Solution N° 81
1) f(x) =x%—-2x
B f(x)=2x—-2=2(x—-1)
X —00 1 +oo
£ - 0 ¥

@) \

Comme f est continue et étant
strictement croissante sur [1,+oo[ alors f
réalise une bijection de [1,+oco[ sur son
image f([1,+o[) =[-1,+0][.

2) En A(2,0) la courbe (C;) admet une

tangente (T): y=f (2)(x —2)+ f(2)
= (T): y=2x—4

3) En A'(2,0) la courbe (C;-1) admet une
tangente(T") y = (1) (0)(x — 0) + £ ~*(0)

n . — 1 -1
= Oy (f'(f‘l(O))>x+f ©

1
s (T =(, )x+2
=
1
s (T) y=§x+2

4) les courbes (C) et (C1) sont
symétriques par rapport a la 1°°
bissectrice (y=x) il suffirait de

construire  (G;) et de tracer le
symétrique de (C;) par rapport a (y = x)

pour retrouver la courbe (Cq-1) .

y

(¢r)
(¢)

Solution N° 82 :

1) f(x) =cos(2x) ; I= [0,%]

m f(x)=-2sin(2x) ; VxeR

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

T

B xel = OSxSE

= 0<2x<nm
= 0<sin(2x) <1
= —-2<-2sin(2x) <0
= f(x)<0 ; Vxel

= [ est strictement N sur |
c—a—d garde le méme sens sur |

= f: 1 — f() bijective
0 0= (P2) =1 @) o)

=[-1;1]=]J

2) la fonction f~! est dérivable sur ]-1,1[
Car f est dérivable sur ]Og[ et en plus

f ne s’annule pas sur ]0%[ et ona :

, 1
m (fH) (x)zf'(f‘—l(x)) ; Vxe]-1,1[
1 1
3) (FH() == =
N IO
__ 1 _|t
—Zsin(%) 2

4) Soit xe]-1,1[ et on a :

-1\ — 1
VOB =)

On a l'application suivante est bijective :

f: ]O,g[ — |-1,1]

(vyel-1.10) (3txe ]ogD C f) =y
&y = cos(2x)
& Arccos(y) = 2x

Arccos(y)
— =

s
[ -1l - Jog]

Ainsi 1
y = EArctany

m Vxel-1,1[ ; (f_l),(x)zf'(f_—ll(x))
_ 1 _ 1
B f (%Arctan x) ~ —2sin(Arctan x)
1 -1

- —24/1 — cos?(Arccos x) 21— 2

5) Voici la représentation graphique :

(¢r)

y=x

Solution N° 83 :

1) On pose f(x)=¢e°y (x)

Avec + o(x) =3x ; l,li(x)=x3+x—13

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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On a y(x) est dérivable sur I car c'est
la somme de deux fonctions dérivables
sur I. Et on a ¢ est dérivable sur
I'intervalle ]0,+oo[ et en plus ona :

YD) € [0, +oof
Car : Vx>0 ; lp(x)=x3+i>0
; 2

Donc la composition ¢ oy est dérivable
sur I et on pour tout xel :

(o) =F ) =9 () ¢ Q&)

W[ =

2) Ona : f(x)= <x3+x—13>

= fx)=0 ; VxeE

Donc f est strictement » sur E.
L’adverbe strictement signifie que la
fonction garde le méme sens de
variations tout au long de E.

Et comme f est continue alors f réalise
une bijection qu'on note g de E sur f(E)

fB) = F(IL+00]) = [F(D) ; lim (D)
= [V2,+oo[ =J
D’ou l'application suivante est bijective :
g [1,40] — [V2,+0]
3) comme g est une bijection alors:

(Vye[V2,+oo[ ) @l x e [1,4+00[) : g(x) =y

W[ =

x3
1
3,3 4
=y X +x3
, x°+1
S oyl = 3
t* +1
= y3= ; t=x3

t
= tr+l=t-y°

&S tP—y3t+1=0

Y4
B 2

= t

=

x3:y3i“y6_4
2

— X =

1
<y3 +/y° -4 )3
2

Pour savoir laquelle des deux expressions
de x est valable on examine un point

L. 1/3
trivial comme f(2) :% On remplace vy

1/3

par dans chacune des expressions
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De x pour décider laquelle est vraie :

c est

1
o (Y
2

Donc pour tout y de [V2,+[ on a :

1
o [P
gl(}/)—( = )

4) la fonction g~! est dérivable sur
lensemble J\{V2}=1]32,+o[ car g est
dérivable sur ]1,+o[ et g’ ne s’annule
pas sur |1,+o[ et en plus on a :

1
32. S -1y ==
vxelVZ, 4o 5 (gD () HPE®)

Mais g~! n'est pas dérivable sur J car
g sannule en g71(V2)=1.

o= & (25

= gm=(1+ 113>T'<161: 1>:0

5) Soit : ¢@(t) =f()—t3
Cette fonction est continue sur |1, 32|

mo)=3V2-1=V2-V1>0

31 3|5 3’16
m p(3V2) = 2+5_2:f§_ — <0

= ¢(1) X <p(i/§) <0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Donc d'aprés le TVI on déduit que:

Jae|l, V2| p@)=0

= Elae]l,i/z[ fla) =a®

Et comme f reéalise une bijection de
[1,+co[ vers [V2,+o| Alors pour tout
élément de [3v2,+o| il existe un seul
antécédent par f.

Pour  l'élément  a®e[V2,+o[  son
antécédent par f est a . Il est unique
dans [1,+oo[ en particulier dans |1, V2|

N El!ae]l,i/f[ fla) =ad
Solution N° 84 :
1) lim fG) = lim
im x) = lim ———
X——00 X——00 m
) x+1
= llrp >
Xz (2 + F)
) x+1
= llr_n
VxZ - |2 +27 2
_ x+1
= lim

\|x. JT /

/ x+1
= lim

= (¢

= lim x(1+%)

X——00
—x< /2+%>
X
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X ——00 2

1+0 )
V2+0

=(_

x+1

’ 2
|X|' 2+F

[ees
\ Jsz/

B lim f(x) = lim
xX—+o0 xX—+o0

lim
x—>+oo

\/2 2+2

4x(x + 1)
S 2(2x% + 2))

X%+ x
x2+1

1—x>
x2+1

_ 1 (
2x% + 2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about

hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Comme +V2x2+2 et

x2+1>0

Alors : signe(f' (x)) = signe(1 — x)
X —00 1 400
f
f(x) / \
vz

3) Comme f est continue et strictement
décroissante sur [1,+oo[ Alors f réalise
une bijection qu'on note g définie de

1]

Ainsi l'application suivante est bijective :

[1,4+[ vers g([1,+o0[) = [=

g [1,+of — ]§1

4) comme g est une bijection alors:

(Vye]?,l]) @Alxe[1,40o[) : glx) =

x+1

& y=—0
Y 2x%2 + 2
o 2_x2+2x+1
Y T Tt 12

& y*(2x2+2)=x*+2x+1

& 2y —1x*-2x+2y*-1)=0

_2+.,/16(1 - y?)y?
B 2(2y? — 1)
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142y /1—y?

2y% —1

= X

Pour savoir laguelle des deux expressions
de x est celui quon va retenir, il
suffirait de prendre un point trivial par

exemple f(2) =3/v¥10 puis on remplace
y par 3/4¥10 et on examine laquelle des
expressions de x donnera la valeur x =2

_142y/1—y?

’ £ —
ces X 2y2—1

1+ 2y1—y?

2y —1

= Vye ]gll ;97 () =

5) Voici la représentation graphique :

(c,)

L &)

y=x

6) Soit la proposition P(n): 0<u, <1

L’initialisation : On a 0<0<1
Donc 0<u; <1 = P(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.

m P(n) est vraie = 0<u,<1

= fO)<flw)<fQA) ; fest 7

V2
= 7Sun+1S1

= 0<u,,, <1
= P+ 1) est vraie

Ainsi {P(O) est vraie

P(n) =>P(n+1) ; VneN

La conclusion: vneN ; 0<u, <1

7) On peut le faire a laide de la
machine récurrence mais je propose
cette fois ci le TAF.

On a f est une fonction continue et
dérivable sur R tout entier Donc on
peut appliquer le TAF a f sur n’importe
quel intervalle inclus dans R. Soit pour
le moment lintervalle [u,,1].

f est continue sur [u,,1]
f est dérivable sur Ju,,1[

fu) — f(1)

u, —1

=f(c)

= dcelu, 1] ;

[ /@ __1_(1-cy
u,—1  2c2+2\c2+1

On pose Y(x) = 1;963 ; VxeR
(x2+1)2
A D2 -3 + D201 - %)
x =

(x2+1)3

i rega o)
—(x*+D2(x*+1+5(1-x)

(x241)3

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

—(?+1)2
T (x24+1)3

3x+5
2 2

A<O sur [0,1]

2 <0

= Y est N sur [0,1]

B c>0 = 0<y(c)<y(0)

1—c

= 0<

<1

)<

1 (1—C)<
cZ+1 \c+1

3
(c2+1)2

1
ct+1

(1—6
c2+1

= 0<

1
= 0<—-

V2

1

V2

= 0<f(c)<

V2

1

If (O] < 7

=

1

V2

. ‘f(un) —f

u, —1

1
V2

|un+1 - 1|
|un - 1|

1
= |up — 1] <—2Iun — 1

\/_

8) Ona : |uq—1<—=lu, —1|

NP

[N

V2 N2 V2

lu,41 — 1] < lu,_p — 1]

4

1
S up — 1< (ﬁ) lu,—3 — 1]

1 n+1
© un+1_1|<(ﬁ) |un—n_1|
1 n+1
o un+1—1|<(ﬁ) g — 1]
1 n
= i =11<(5) -1
1 n
= |u,—1 S(—) i VneN
I n | \/E
10
car U —1=[—
0 (ﬁ)

1
=0 car —1<—<1

9) On a lrllgl (L) 7

V2
Donc d’aprés la question 8) on déduit :

lim (u, —1)=0 & lim (u,) =1

Solution N° 85 :

1) u =V4—-1~0587
2) Soit la proposition P(n): 0<u, <1

L’initialisation : On a : ypy=1et 0<1<1
Donc linstance P(0) est vraie.

L’hérédité . soit neN fixé et on suppose

que linstance P(n) soit vraie.

m P(n) est vraie = 0<u,<1
= 0<3u,<3

= 1<3u,+1<4
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= 1SWSW
= 0<3Bu, +1-1<V4-1
= 0<u,,<Vi—-1<1
= 0<u,;; <1
= P(n+1) est vraie
Voici pourquoi V4—-1<1 :

m 4<8 = W<§/§ = i/Z<2

= |V4-1<1

Ainsi {P(O) est vraie

P(n) = P(n+1) ; VneN

La conclusion: VvneN ; 0<u, <1

3) Soit x€[0,1] et on procede ainsi :
mf(x)—x= (3\/3x+ —1)—x
((Bx + 1)% —(x+ 1)>

1
((3x F 1T+ e+ DG+ DI + (x + 1)2)
( )

X

G+ 13 + (x + DGx + 1T + (x + 1)?

((3x + 1)%)3 — (e +1)°

Gr+1)3 + (x + DGx+ D3 + (x + 1)2

3x+1—(3+3x2+3x+1)

Gr+1)3 + (x + DGx+ D3 + (x + 1)2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

_ (3 32
B (x® 4+ 3x°) <0

Br+ 1P+ DG DI+ (D2

= f(x)—x<0 ; Vxel01]

= fxX)<x ; Vxel01]
= f(u,) <u, ; car u,e€l0,1]
= Uy <Uu, ; VneN
= (U, )nen €St une suite N
4) la suite (u,), est bien évidemment

convergente car décroissante et étant
minorée par 0 cest a dire 0 <u, <1.

5 upr=f(w,) ; f)=V3x+1-1

La fonction f est continue sur [0,1] c R
On a aussi f(I) <.
Car xel = 0<x<1

= 1<3x+1<4

= 0<Vx+1-1<Va-1<1
= 0<fx)<1
= f(x)el
On a aussi (u,) est convergente et sa
limite appartient a I car 0 <u, <1 Donc
par passage aux limites on se rend
compte que la limite £ est bien dans I.

S fE)=+¢

—(£3 + 3¢%)
L—

=0
(3¢ + 1)§ +(+1)3BL+ 1)% + (£ + 1)

& 2(E+3)=0
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s Le{0; -3}

S =0 car —3 €1

lim(u,) =0

Solution N° 86 :

1) Soit x€]0,2[ et on procéde ainsi :
1
f) =Y2x —x2 = (2x — x2)3
’ 1 —2
m f(x)= §(2x —x2)3 (2 - 2x)

(1-x)
3[(2x — x2)2

2) Le tableau de variations de f :

2
3

X —0 0 1
1 S
fx) / \
0 0 sttt
oubien x €[0,1]
3) xel02] {oubien x €[1,2]
{oubien x<1
oubien x > 1
{oubien fx)<f@) ; f »1[01]
oubien f(x) < f(1) ; f N [1,2]
= f()<f1) ; Vxel02]
= | Vxe[02] ; f(x)<1]| w» (1)
B xe[02] > 0<x<2
= x>0 et 2—-x)=0

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

= x(2—-x)=0

2x —x2 >0

-

= [Vxel02] ; fX) =0 | (2)
De (1) et (2) on en déduit que :
vxel02] ; 0<f()<1

4) Pour [limplication directe c’est clair
que si (u,) est constante alors on
déduit que vneN ; u,.1 =1u, .

= vneN ; Y2u,—-u2=u,
= VvneN ; 2u, —u?=ul
= vneN ; u,(ui+u,—2)=0
= vneN ; u,(u,—1w,+2)=0
= vneN ; u,e{0;1; -2}
= VvneN ; wu,e{0;1} car —2 ¢ [0,2]

= uy,=ae{0;1}

Pour l'implication réciproque on a:

mSi a=0 = u, =32a—-a2=0
u, =3/2:0-02=0

u; =1/2:0-02=0

u, =/2:0-02=0
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= w=42-1-12=0
= w,=42-1-02=1
= u;=42-1-12=1

m Si a=1

= u,=42-1-12=1

u, =cte < aef{0;1}

La conclusion :

5) Soit la proposition définie ainsi :
P(n): Vael0l] ; 0<u,<1

Linitialisation : On a : uy; =a€[0,1]
Donc: 0<u;<1 = P(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.

m P(n) est vraie = 0<u, <1
= fO<fw)=<fQ ; f7[01]
= 05u,1 =1
= P(n+1) est vraie

{P(O) est vraie

Atnst P(n) = P(n+1) ; VneN

La conclusion :

vneN ; Vae[01] ; 0<u,<1

6) c’'est clair que si a € {0;1} alors u, = cte
Si ae]0,1] Soit xe[0,1] et on a :

fx)—x= V2x —x2—x

B (2x —x?) — x3

2 1
(2x — x2)3 + x(2x — x2)3 + x2

—x(x* +x—2)

= 2 1
(2x — x2)3 + x(2x — x%)3 + x?

_ —x(x+2)(x—-1) -0

2 T =
(2x — x2)3 + x(2x — x2)3 + x2

—x<0
x—1<0
x+2=20

Car 0<x<1 =

- —x(x+2)(x—-1) -0

2 T =
(2x — x2)3 + x(2x — x2)3 + x2

= f(x)—x=0 ; Vxel0,1]

= f(x)=x ; Vxel01]

= f(u,)=>u, ; car u,e[0,1]

= Upy =U, ; VneN

=  (U,)pen €St une suite 7

=  (U,)neny €St une suite convergente
car majorée par 1 : (0<u, <1)

7) On a : u,y =f(u,) et on a f est
une fonction continue sur [0,1]c R et
encore que f([0,1]) < [0,1]. On a de
plus u, =ae[0,1] et la suite (u,) est
convergente et sa limite ¢ appartient a
l'intervalle [0,1]. Alors on déduit que :

f)=¢

L +2)(£-1)
= =0

2 1
(2¢ —£2)3 + £(2¢ — £2)3 + ¢2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

s fef{0;1; -2}
& £e{0;1}; car —2 ¢ [0,1]
S =1

car (u,) est 7

Solution N° 87 :

1) On a P est continue sur ]14[c R
car c’est un polyndbme de R[X].

P(1)=-4<0
P(4)=5>0

Et on a :
= P(1)xP4)<O0
Donc d’'aprés le TVI on déduit que :
Jael[l4] ; P(a)=0
Et comme: P(1) # 0 et P(4) # 0 alors
Jae]14] ; P(a)=0
Et comme P est strictement croissante
sur |1,4[ alors P est une bijection
définie de ]1,4[ vers son image et par
la suite l'élément 0 admet un seul
antécédent ¢ Donc on écrit finalement :
N ae]ld] ; Pla)=0

Voici pour linstant pourquoi P est une
fonction croissante sur ]1,4]:

m P (x)=3x%2—-12x+ 12
=3(x%—4x+4)

=3(x—-2)>>0 ; Vxel]l4]

2) Soit x e R et on procéde ainsi :

mg)=x & 2{/6x2—12x+11—x=0

(6x% —12x +11) — x3 _ 0

2 T
(6x2 —12x + 11)3 + x(6x2 — 12x + 11)3 + x?

—P(x) Y

(6x2 —12x + 11)% + x(6x2 — 12x + 11)% + x2
S P(x)=0
S x=ae]l4]
Donc a est la seule solution de g(x) =x

3) Soit xe R et on procede comme suit

I

mg(x)= ((6x2 —12x + 11)%)

1 -2
= §(6x2 —12x+11)73 - (12x — 12)

3 4(x — 1)
 3[(6x% — 12x + 11)2

= g(x)=0 ; vx>1

= g est 7 sur [1,+o]
) g([1L,+0[) = [g1) ; lim g(o)|
= [i/g, +00[
5) Soit la proposition définie ainsi :
Q) :

1<y, <a

L’initialisation : On a 1<1<a

Donc 1<u;<a = Q(0) est vraie
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L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance Q(n) soit vraie.

m Q(n) est vraie = 1<u,<a
= g <gw) <gla) ; g » [1,+]
= i/T<?i/§Sun+1Sa
= 1<y, <a

= Q(n+1) est vraie

Ainst {ggg e;t v(gc(lrlle+ 1) ; VneN
La conclusion: vneN ; 1<u,<a
6) On a glx) —x =
—P(x)

(6x2 —12x + 11)% + x(6x% — 12x + 11)% + x?2
ml<x<a = P(1)<P(x)<P(a); Pest 7
= —4<Px)<0
= 0<-Px)<4

—P(x)

(6x2 —12x + 11)3 + x(6x2 — 12x + 11)3 + x2

= gx)—x=0 ; Vxella]

= gu,)—u,=20 ; car u,€ll,al

= Uy — U, =20 ; VneN

= Upy1 =U, ; VneN

=  (U,)nen €St une suite /7

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

7) La suite (u,),.y €St bien évidemment
convergente car croissante et étant
minorée par « vu que 1<u,<a.
= f(@)=¢ ; avec £ =Ilim(u,)
noo

—P(?)

=0
2 1
(602 —12¢ 4+ 11)3 + £(64%2 — 120 + 11)3 + £2

s PA)=0

S f=a

& | lim(u,) =«
noo

Solution N° 88 :

1) Soit xe€ [O%] et on procede ainsi :

Flx) = 2 _( 2 )%

1+sinx \1+sinx

!

= f00= %(1 +Zsinx)T (1 +iinx)

-1

_1( 2 )2 ( —2cosx )
- 2\1 +sinx (1 + sin x)?
_2 1 —COS X

=3 NG —

(1+sinx)2 - (1+ sinx)?

— COS X

3
V2(1 + sinx)2

2) xe[O,%] = OSxS%

T
= COoS (E) < cosx <cos0

= 0<cosx<1
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= —cosx <0

= 0<cosx<1

—Ccos Xx
= <0

3
V2(1 + sinx)2

= fx<0 ; Vxe[O,%]

= f(x)<0 ; Vxe]O,g[

= f est strivtement N sur ]O,g[
= f: ]O,%[ Hf(]O,%[) bijective
Soit @(x) =fG)—x ; Vxe|of]

On a ¢ est une fonction continue sur
lintervalle [0%] et on a encore :

9(0)=f(0)-0=v2>0

o(5)=r(p)-5=1-5
= <p(0)-<p(§)<0

Donc d’aprés le TVI on en déduit que :

J e [O,g] (1) =0

< 3FJle [O,E]

S| o =2

Et comme ¢(0) #0 et go(%) + 0 Alors:

c>aaqag F) =2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Comme f réalise une bijection sur ]0%[

Alors l'élément A1 admet un seul
antécédent par f et cest 1 lui-méme.

o madaﬂ FQ) =2

T
3) xe€ [O'E] = sinx >0
= 1+4+sinx=>1

3
= (1+sinx)z2>1

1
= ——5 =1
(1 + sinx)z

1

= <1

3
(1+ sinx)2

1
<1-1

= |—cosx]|-

3
(1 + sinx)2

—CosX
<1

=

3
(14 sinx)2

1
V2

— COS X

= <

Nl =

3
(1 + sinx)2

|

= |f )<
T
4) xe€ [O’E] = sinx >0

= 14sinx=>1

= (1 +sinx)V?>1
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1

= 0< r<1
2

- (1 + sinx)

V2
0<

= 1
(1 + sinx)2

' 2
= 0 |—
1+ sinx

= Osf(x)sg

T
= S\/§<E

IA

1
2

= f()e [og]

Ainsi on a pu montrer [I'implication

suivante: xe[0,r] = f(x)e [OE]
(o)) = o3

2°™ Méthode : (trés facile)

F([03])=lr @) sr@] car s~ fo3]

= [1V2] < [0.3]

Donc

5) Soit la proposition P(n) définie par :
P(n) : 0<u, <

L’initialisation : On a :

0<0<Z
2

Donc 0 <u, S% = P(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.

m P(n) est vraie = 0<u, <

NI

= U, € [0,%]

= f(u,) € f([Og]) < [Og]

= f(u,) € [Og]

2

0 SUpypq S

= Up4p € [0»

=i

NS

= P(n+1) est vraie

Ainsi {P(O) est vraie
P(n) = P(n+1) ; VneN

La conclusion: vneN ; 0<u, S%

6) On a f est une fonction continue sur
lintervalle [O,E] et dérivable sur ]O,E[

2 2
Donc on peut appliquer le TAF a f sur

n'importe quelle portion de [0%] Soit

lintervalle [u,,A] c [0%]

{ f est continue sur [u,,A]

Ainsi f est dérivable sur lu, ,A[

Fu) = f)
=

= 3dcelu,, Al ;

Comme If ()l Sg ;o VXxe [O’g]
Alors : |f,(C)|§gi Ce]un'l[c[ﬂ’g]
D, f(un)_f(/l) SE

u, — A 2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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|un+1 _Al

<
|un _ﬂ-l

V2
2

2
[Upi1 — Al < > lu, — 4l

=

V2
7) On a Upp1 — Al S7Iun -2
V2 2
AN

Uny1 — A < 7X7|un—1 — A

2\
S Jupy — Al S (7) U, — Al

n+1

© Upy1 — Al < (7) |un—n - Al

n+1

2
= Jupy — Al < (7) lug — Al

\/En
= MrMS<?>W

ﬁn

2
Comme lim<7> =0 car _1<§<1

Alors lim(u, —1) =0 < lim(u,) =41

Solution N° 89 :

1) Soit x > 0 et on considére [0,x] ona

sint est continue sur [0, x]
sint est dérivable sur 10, x|
—1<cosx<1

sinx —sin0

x—0 -
sin x
= 1< <1
X
= —x<sinx<x ; Vx>0
= —x<sinx<x ; Vx=0

car —0<sin0<0

2) Soit 1 @(t) = f(t) — g(t) + g(0) — f(0)
Et soit [lintervalle [0,x] avec x>0
comme f et g sont dérivables sur R
alors ¢ l'est donc on peut appliquer le
TAF a ¢ sur n’importe quel intervalle
inclus dans R en particulier sur [0,x] :

{ @ est continue sur [0,x]
@ est dérivable sur ]0,x[

0@ —0©® _

10,x[ " ¢ (c)

mVx>0; f(x)<g®)
= f)<g ) ; car ¢>0
= 9 @A=f()-g()<0

0
x—0

(f(x) —g(x) + g(0) — f(0) —0> <0
x—0

f(x) —gx)+g(0) - £(0) <0

X

=  fx)—g) +g(0)—-f(0)<0

Alors d'aprés 'inégalité des

: . . = x)—f(0)< gx)—g0) ; Vx>0
accroissements finis on écrit : f( ) f( ) g( ) g( )
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= fx)—f(0)< glx)—g0) ; Vx=0

car

f(0) = f(0) = g(0) — g(0)

2
—X
3) On pose : g(x) =cosx et f(x) =—"

Les fonctions f et g sont évidemment
dérivables sur R et on a :

g (x)=—sinx et f(x)=—-x
] Question = x =sinx

= VxeR"

—x < —sinx ;
= fx)<g @ ; vxeR*

= f(x)-f(0)<gkx)—g(0)

2

= T—OSCOSX—COSO ; VxeR*T
2
X
= TScosx—l : VxeR*
2
X
= 1—73cosx : VxeR*
2
X
= I—EScosxS1 i VxeR*

3

4) On pose f(x) = x — e

et g(x) =sinx

Les fonctions f et g sont trivialement
dérivables sur R et on a de plus:

2

Fl)=1-=

t
2 e

g (x) = cosx

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

On a d’aprés la question 3):

x2

VxeRt ; 1—?Scosx

= VxeR* ; f(x) <g (%)

= f(x) = f0) <gkx)—g(0)

3
= x—Z—OSsinx—sinO

x3

= x—ZSsinx

x3

= x—ZSsinxSx; selon 1)

Solution N° 90 :

1) fx) = Vxel

1 —sin(2x) ’

D’abord f est dérivable sur I car cest
un quotient bien définie de deux
fonctions dérivables et on a:

2 cos(2x)
(1 — sin 2x)?

fx)=

T

m xel = Z<x£

4

n<2 <37r
2 S4Y=7

cos(2x) <0

cos(2x)
<0
(1 — sin 2x)?

= f(xX)<0 ; Vxel

= [ est strictement N sur |
Strictement = garde le méme sens
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Et comme f est continue sur I et étant
strictement monotone (\) alors f réalise
une bijection de I sur f(I):

7T_37T)
4’ 4

= =1

1 1
i (7=)

t=sin x

o]

Ainsi l'application suivante est bijective :

o]
— |—, 400
4)

2) Soit @(t) = f1(t) -t

m 3w
4’ 4

On a ¢ est continue sur [1,2] E,-I—oo[
et on a :

" f(3)=1 = =3

T
= [TD)-1=5-1>0

(1) >0

S5t : _5m
" f()=2 = r@=2
= f—l(z)—zzs—”—2<o

12

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= |[p(2)<0

Donc on déduit que : ¢(1) X @(2) <0

D’ou d’aprés le TVI on écrit:

Jael1,2] ; @(a)=0
& 3Fael1,2] ; fla)=a
& Faell2] ; gla)=a

Comme f est une bijection alors tout
élément de E,+oo[ admet un seul

antécédent. En particulier pour I'élément

aell2] c E,+oo[ il existe un seul et
unique antécédent et c'est ae ]%,37”.

Je rajoute que ae]1,2] car f1(1) =1
Et f~1(2) # 2 Donc on déduit que:

NaeK ; gla)=a

On a est continue et

4) g=r"
dérivable  sur E,+oo[ > [1,2] Donc on
peut appliquer le TAF a g sur n’importe

quelle portion de [1,2] en particulier sur
un intervalle [x,t] €[1,2]:

{ g est continue sur [x,t]
g est dérivable sur |x,t[

gx) —g(t) _
—t

g (©)

= 3Jcelx,t] :

m celx t] c [1,2]

= 1<c<?2

= Q<)< ; flest N
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5w T 5w T
< f1 < — —< <-—
= =/ (C)_Z = 12_g(un)_2
= (5_7r)< (F o) < (z) = 1<57T< ( )<7T<2
I \1z)=/ V- @)=11{5 12 =9 =5
= —-4V3<f(f () <-2 = 1<uy <2
= —-4V3<f(f () <-2 = Upp €K
_1 1 1 1 = P(n+1) est vraie
= —< < <=
2 ()~ 2
f (f (c)) e 6) On a daprés la question 4):
= _1< 1 <1 1
2 T (fe) ~ 2 Vixek® ;5 1900 —-g®l<5lx—tl
=>‘ <> (@u)ek? ;5 lglu) — g(@)] <= |
7 =5 a,u,) € ; u,) — g <=lu, —«a
F@) "2 Sl =2
, 1 1
= g (C)ISE vneN ; Iun+1—aIS§Iun—aI
gx) —g(t) 1 7) On d'aprés la question 6):
x—t 2
1
vneN ; |un+1—alszlun—a|

1
= gt —g@Ol < lx -t

1
5) Soit la proposition définie ainsi : o T —al < (E) Ity —a

Pn): u,ekK 1,3
© |un+1 - al < (E) |un—2 -—a

Linitialisation : uy, =1€[1,2] =K
Donc uy,e K = P(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose 1\"*?
i i ; © Unt1 — (ll < (_) |un—n a
que linstance P(n) soit vraie. 2
m P(n) est vraie = u,ekK 1\t
= |upy —al < (E) lug —a

= 1<u,<?2

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just

- f_l(Z) S f_l(un) S f—l(l) : f_1 est \ understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

1 n

= |u, —«al S(E) |1 —a|l ; VneN

Rt 1
Comme 11m<—) =0 car —1<=<1

noo 2 2

1 n
Alors lim |1 — «af (—) =0
0 2

D’ou d’aprés le critére de comparaison :

lim (u, —a)=0 < lim(u,) =«a
noo noo

Solution N° 91 :

1
1) h(x)=;—2Arctanx ;o x#0

2 —
14 x2

1
—(—2+ )<0
X

Donc h est strictement décroissante sur
R* = ]—00,0[ U ]0,4+[ et comme h est
continue et étant strictement monotone
sur ]0,+oo[ alors h réalise une bijection
de ]0,+o[ sur son image h(]0,+o[)

1+ x2

h(]0, +oo[) =] lim h(x) ; lim h(x)[
x—400 x—-07t

lim h(x) = lim
X—+o0 X—-+00

1
<— — 2 arctan x) = —7
X

1
Jlci_)m0 h(x) = }Ciz)% (— — 2 Arctan x)

|
X
x>0 x>0
1 2 Arctan x
= lim —'<1 —'——————————>
x-0 x X
x>0

=(+0)(1-2x%x1) =+

Ainsi l'application suivante est bijective :

h : 10,4 — ]J—m, +oof

Donc daprés la  définition d'une

application bijective on écrit :
(Vyel—m, +oo[) (3!x €]0,+o[) ; h(x) =y

(0e]—m, +oo[)(A'ae]0,+0[) ; h(a) =0

3
Pourquoi maintenant 3 <a<l1l?

On a h est une fonction continue sur

Iintervalle [gl] c ]0,+[ et on aussi:

m h <§> = /3 — 2 Arctan <§>

T
V3i—-=>0

=‘/__2(%) 3

m h(1) =1-2Arctan(1)

T /s
=1_2(Z)=1_E<0
Alors on en déduit que :
3
h(1)xh<§> <0

Alors d'aprés le TVI on écrit:
3
3 <§<a<1> ; h(a) =0

Et comme h est une bijection alors O
admet un seul antécédent et c’est «:

V3

3! <?<a<1> ; h(a)=0
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Si  vous aimeriez étre typique vous
appliquez directement le TVI et vous
rajoutez que h est continue et étant
strictement monotone.

2) Soit x un élément de ]0,+oo[ :

m Si x=>a Alors h(x)<h(a) ; h\

h(x) <0 ; Vxela, +oof

m Si x<a Alors h(x)=>h(a) ; h\

h(x) >0 ; Vxe]0,a

Arctan x

3 -
) 1+ x2

Soit f(x) = ; Vx>0

2
, i I iz — 2x(Arctan x)
m f(x)=

(1+ x2)2

_ 1— 2x-Arctan x
(1 +x2)?

X 1
= m (;— 2 Arctan X)

h(x) +

£ @) : 0 -

f)

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

1
4)O0na: h(e) =0 E—ZArctanazO

1
S Arctana = —
2a

Arctan 1

= fla)= 1+ a? =2a(1+a2)

5) On a d’'aprés le tableau de f(x):

Vx>0 ; 0<f(x)<f(a)
Vx >0 0<f(x)< !
[—1 ) a4 o\
x= ’ s flx ~ 2a(1+ a?)
3
(Et §<a<1
R —<a<l1l = {
12 5
tEt ?<a +1<2

83
T<2a(a2+1)<4

1 1 9

= =< <
4 2a(a’?+1) 83

1 1 9

_< < .
= 4 2a(a?+1) 83

@l S

1 1 3v3

= —< <
4 2a(a?+1) 8

1 - 3v3
2a(a® + 1) 8

Osf(x)<£

Vx>0 ;
x 8
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6) Soit p(t) = (Arctan t)? ; VteR
On a ¢ est trivialement continue et
dérivable sur R tout entier Donc on

peut appliquer le TAF a ¢ sur n’importe
quel intervalle inclus dans R.

Soit l'intervalle [x,,x] ; x>x,=0

L est continue sur [xp,x
Ainsi { ¢ [ 0 ]

@ est dérivable sur ]x,, x|

() - <p(xo)> O

= dcelxy, x| ; ( —x
— X

(Arctan x)* — (Arctan x,)?

=2
R f(©)
. . 2 Arctan c
= (Arctan®t),,. = ——
= ¢ (c) = (Arctan®t) ;,—, 11 o2
3V3
[ | f(X) < T ; Vx>0
3V3
= f(c)<—8 ; car c=0
3V3
= 2f(c) <—
4
(Arctan x)? — (Arctan x,)? - 3V3
X — X 4

3v/3

= (Arctan x)?> — (Arctan x;)? < e (x — xp)

3v3

= (Arctan x)? — (Arctan x;)? < e (x — xp)
3V3
Car (Arctanxy)? — (Arctanx,)? = - (x0 — %o)
Donc pour tout x = x, on a :
()
3V3

(Arctan x)? — (Arctan x)? < e (x — xp)

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

7) On prend dans la formule (x):

X
x—»z—k>0 i keN ; 1<k<n
xXo » 0=0

On obtient ainsi:
2
LA , 3V3(x
(Arctan(zk)> (Arctan 0)* < 2 (2" 0)
2
X 3v3 «x
= <Arctan (2_k)> ST Z_k
k= k=
(rean () <2523 ()
- — _
rctan o =— 5
k=0 k=0
1n+1
3vV3 x 1_(7)
= u,(x) < y T
1=3
= u,(x) < 2 -2 <1—(§) )
3\/§x 1 n+1
= u,(x) < 2 <1_(§) >
3V3 x
= u,(x) < 2 ; VneN
1 n+1
car o 1-(3) <1
ar 5
3vV3x

= (un(x))n est majorée par >
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8) On prend dans la formule (x):

keN ; 1<k<n

keN ; 1<k<n

Z_k = ’

k=n

= 0< <<Arctan (;{))2 <Arctan (;—2))2)
k=0

k=n k
<y ()
k=0
k=n 2 2
= Z ((Arctan (Zx—k)> - (Arctan (2_k)> >
k=0
k=n k
< 34£ |x — xo G)
k=0

()

k=n k

= w5 -l Y (3)

k=0
k=n 1
1,\* 1“(7)
9) hm( > >=hm
i hxg noo _%

Donc d'aprés le critere de comparaison
dans les suites on en déduit que:

3v3

lrllgl |un(x) - un(xo)l < Tlx - xOl

3v3

< —lx = xl

= |limu,(x) —limu, (Xo)l

3vV3
|C(x) — C(xo)l ST|x_x0|
3v3
On a encore lim —|[x —x,| =0
x-xy 2

Donc d’aprés le critere de comparaison
dans les fonctions on déduit que :

xh—glo IC(x) —C(xp)|=0 ; VxpeR"
= xh_)r)rclo (C(x)—C(xO)) =0 ; VxyeR?

= xli_)r)rcloC(x) =C(xy) ; Vx,eRt
= la fonction C est continue sur R*

Solution N° 92 :

Remarque : la régle de [I'Hopital est
clairement hors programme car elle
facilite et rend trop facile beaucoup de
calculs de limites. Les décideurs
détestent toute simplicité dans la matiere
Mathématiques. Vous devez quand-méme
apprendre a appliquer cette regle pour
sauver vos calculs dans le brouillon aux

examens et aux concours.

tanx — sinx
(o) e
X+ sinx

(tan x — sinx)’

1) [ =lim

x—0

= [ =lim

x>0 (x +sinx)’
{1+ tan®x —cosx
= lim
x—0 1+ cosx

_1+0—1_0_@
o1+1 2

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just COS X — ,/1 + sinx
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about 4) [l = lim = Fl
x—0

hard work. It's about the amount of work per day dudes. X

2) l=1im<w>= FI B (cosx—\/1+smx)
x—0 x3 = [ =Ilim
x=0 (x)'
.y (tanx — sinx)’ _ COS X
= [ =lim ; —sinx - ——
x>0 (x3) — lim 2vV1 + sinx
x—-0 1
~ [(1+tan®’x — cosx
= lim 5 = FI
x—0 3x —sin0 — cos 0
, _ 2Y1+sin0 | _ |71
o (1 + tan’x — cos x) - 1 -
B xlir(ll (3x2)'
2 : xvVx —1
=lim2tanx(1+tan x)+smx= o 5) l—11m< Vx >—FI
X0 6x -1\y/3x+1—+x+3
~ (2tanx + tan3x + sinx)’ (xvx —1 )
= [ =Ilim ; = [ =Ilim
x=0 (6x) =1 (V3x+1—vx +3)
(2 + 2tan®x + 3tan®x(1 + tan®x) + cos x
im 31 3
x—0 6 . 73{2 5
sim|—s——71 |=3 1~
2+0+0+1 |1 2v3x+1 2Vx+3 4 4
B 6 2
6) L= li (W - x) FI
= lim|—— ] =
sin(m+v/cos x x—07 X
3) l—11m< ( )>=F1
x—0 X
= =1l (\/_ x)
' = lim
_ (sin(n\/cos x)) x=-07 (X)
= [ =Ilim ;
x=0 (x)
—1
_ %xT -1
—msinx = li 3 | =
| chm - cos(m/cos x) lim, 1
= lim
x—0 1
Arctan 3x
7y 1= (s [0,
= 0 X cos(m) =[0] *

~ (Arctan 3x)’
= [ =Ilim

U
You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just x—-0 (x)
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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3 121+ x2)2 =201+ x*)(2x)
2 = -
= lim [ -1 | = 0 6 (1 +x2)*
x—0 1
_ 1 (2 — O) 1
1—cosx 6 E]
8) l=11m<—2)=F1 61 1 3
x> X
, Arctan x — %
(1 —=cosx) 11) [ =lim = FI
= [|=lim ————— x—1 x—1
x=0  (x?)
sin x m
— lim — FI _ (Arctan X — Z)
x-0 2Xx = [ =lim 7
x-1 (x—1)
- (sinx)'_ _ cosx_l 1
R e = R Y. (T [T
=lim | —— | =|=
x—-1 1 2
inx
o) 1= tim(2%) =2
x—0 X
Arctan x
12) [ =lim (—) = FI
(sinx)’ COS X 0 x
= [ = 11r% T = II'% 1 =
g X ¥ (Arctan x)'

= [ =lim

x>0 (x)
x — Arctan x
10) 1= iy (XA )=F1
x—0 X 1

T3 2
= lim 1+1x =[1]

~ (x—Arctan x)’ x—0
= [ =Ilim ;
x—0 (x3)
1 ~ (tanx
1-—— 13) l=}cl_r)r(1)( . )= FI
= lim _ 14Xt ) F]
x—0 3x2
~ (tanx) (14 tan®x
= [=lim ———=1 _
( 1 )’ x—0 (x) x—0 1
1 —_
. 1+ x?2
= [ =Ilim
N 2y’ 140

2x

. (1+x%)? E x — sinx
=1 —_— | = FlI R P _
lim x 14) | = }Cl_r)r(l)( 3 ) = E FI

5 , Iy (x —sinx) (1 — cos x) 0
X et = _— = _ | = -
() S AT
= i ey
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- l=}cli%w—

(1 —cosx) e (—sinx) 0
x—0 6x

Solution N° 93 :

T
1) f(x) =+sinx+x ; xe¢ [O'E]
La fonction f est continue et dérivable
sur [O%] car cest une somme bien
définie de deux fonctions continues et

dérivables. Et on pour tout x e ]0%[

CoS X

2v/sin x

f(x) = +1>0

T
Car si xe]O,E[ Alors cosx >0

1
2vsin x

>0

Ainsi

Donc f est strictement croissante sur

I'intervalle [0%] en plus f est continue
donc f réalise une bijection de [0%]

vers son image f( [0%] ) = [0 ;§+ 1] :

Ainsi l'application suivante est bijective :
s w
f : [O,E] — [0, E-l' 1]

2) comme f est bijective et comme f
est continue sur [0%] alors la fonction

réciproque f~! est continue sur [0; §+ 1].

Examinons maintenant la dérivabilité de
la fonction f~1:

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Comme f est dérivable sur ]0;%] et

! H s
comme f' ne s’annule pas sur ]0,5]
Alors f~! est dérivable sur [lintervalle

]0; §+ 1] = J\{0} et on ait par la suite:

vxe/\{0} ; (F D))=

1
1)
Pourquoi f ne s’annule pas sur ]0%] ?

cosc

Car f (x) =1+
f() 2+/sin ¢

=0 ; Vxe]O,g]

T
f est continue sur [O’E]
3) On a : T
f est dérivable sur ]O,E[

T
o f(z)-fO
= EICE]O,E[ ; — = f (0)
=—0
2
T
(1+7)_0 |, _cos¢
- —_—
%—0 2v/sin ¢
+1=1+ o8¢
- —_ =
T 2vsinc
2 cosc
el —_ =
T 2+v/sinc
_ 4_ cosc
ﬂ_Z\/sinc

Solution N° 94 :

1) Ona f(x)=%(%+x)
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2x?
mxe[V3,40] = x>V3 = x?>3

= x?>3 = x?-32>0

x% -3

— >0 ; Vx=>+3
2x2

= fx)=0 ; vx=>+3

= f est strictement 7 sur [V3,+o0|
c'estadire garde le méme sens

2) xel = x=>+3
= f(x)=f(V3) car fest 7[V3, +oof
= f(x)=V3

3) Soit xel , On a pu montrer que :

f)=0 |~ (1)
x2—3 1 2x%—-6-—2x2
Broma s — @ 737 22
=__<0
2x2
x% -3 1<0
: —_— —
2x2 2
x2—3<1
2 —
2x2 2

= [ f()<0 |~ (2)

D’aprés les résultats (1) et (2) on tire:

) 1
Vxel ; 0Sf(x)<§

4) Soit x >+/3 et on procéde ainsi:

{ f est continue sur [V3,x|
f est dérivables sur ]\/g,x[

Alors d’aprés le TAF on écrit:

Jce|V3,x[ ; f(xi__]:/(g\/g)=f’(6)
Comme : Vxel ; Osf'(x)<%

Alors : OSf'(c)<% ; car cel

f@-f(¥3) 1
0< Y-

f&-f(V3)| _1
x =3 2

= |f) - (V3] <5 | —3]

= | Vxel ; |f(x)—\/§|<%|x—\/§|

5) Soit la proposition définie ainsi :
P(n) : u, >3

L’initialisation : On a : u, =4 =3
Donc linstance P(0) est vraie.

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance P(n) soit vraie.
m P(n) est vraie = u,=>+V3

= U, 6[\/§;+00[=I

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

= f(u,) =V3 ; daprés Quest
= Upy1 = \/§
= P(n+1) est vraie

Ainsi {P(O) est vraie
" Pn) = Pn+1); VneN

La conclusion VneN ;

u, = V3
6) On a d’aprés la question 4) :
1
Vxel ; |f(x)—\/§| <§|x—\/§|
Donc pour u,el ; VneN on ait :

|f(un)—\/§| <%- |un —\/§|

1
= fines V3| < 3+ |, ~ V3]

7) Soit la proposition définie ainsi :

n

0 ¢ fu,—V3| = (3) fua 3

L'initialisation : |4 — V3| < G)O |4 — V3|

Donc linstance Q(0) est vraie

L’hérédité : Soit neN fixé et on suppose
que linstance Q(n) soit vraie.

n

Q(n) est vraie = |u, —\/§| < (%) - uo —\/§|

171

1 1
= |1 = V3| < 5 |un = V3| = 5(3) o= V3]

n+1

1
= |un+1 - \/§| < (E) |u0 - \/§|

= Q(n+1) est vraie

Q(0) est vraie

Ainst {Q(n) = Q(n+1) ; VneN

La conclusion :

n

1
vneN ; fu, = V3| < (5) |uo = 3|

n n

1 1
8) Comme lim (i) |u0 — \/3| =0 car (E)
noo

1
-1<=<1

Est gémétrique et : 5

Donc d’aprés le critere de comparaison
dans les suites on déduit que:

lim |un —\/§| =0
noo

< lim (un—\/§)=0

= lim (u,) =3

Solution N° 95 :

1) h(x) = 2 Arctan (%) — (x — 1)

x2+1
, -2 1 x*+1-2x(x—1)
e N TCAN =N )t
1+ (5)
-2 x? 2 — x?

_7.x2+1_(x2+1)2

=2 2 —x?
Tx24+1 (%2 +1)2
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2kt + 1) - (2-x%)
B (x2 + 1)2

—(x? + 4) .
=W<O 0 VxeR
Ce qui nous intéresse c’est lintervalle
]—o,0[ Donc h est strictement
décroissante  sur ]—o0,0[ calculons
maintenant les limites aux bornes de
lintervalle ]—o,0] :

lim h(x) = li (ZA ¢ (1) x_l)
Jim 0G0 = tim (2 arecan (2) - 5

1
= 2 Arctan(07) — lim (;)

xX—>—00

1
=0_$=@

1 x—1

lim h(x) = lim (2 Arctan (;) T 1)

-:()-(5)-=s

Reste a dresser le tableau de variation :

X —00 0
f @ -
0
f \
1-m

2) Comme h est continue et étant
strictement monotone sur ]—oo,0[ alors h
réalise une bijection de ]—o,0[ vers son
image h(]—o,0[)=]1—m;0[ :
h(]=e,00) = | lim hG) ; lim hGo)|
=]1-m; 0f

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Donc l'application suivante est bijective :
h: ]J-0,0[ — J1—m; 0

D’ou d’aprés la définition d’une bijection :

(Vyell —m;0[) @'x€e]—o,0[) : h(x) =y

Ou encore on peut écrire :

(Vxe€]—-o,0[) @lye]l —m;0D : h(x) =y

= Vxe]-o,0] ; h(x)e]l—-m;0]

= | Vxe]-o0,0[ ; h(x)<O0

— Arctan x

X
3) On pose : @(x) = T2
On a ¢ est une fonction continue et
dérivable sur R Donc on peut appliquer
le TAF sur n’importe quel intervalle
inclus dans R. Soit pour [linstant
l'intervalle [t,0] avec t <0 :

@ est continue sur [t,0]

Ainsi
nst @ est dérivable sur ]t,0[

t)— @0 )
= 3dcelt0f ; MZ(P(C)
t—0
‘ Arctan t 2c2
1x¢2° —2c
., 1+t _ <0
t (1 4 c?)?
L Arctan t
- —
— 14t <0
t
= —Arctant >0 ; t<0
1+ t?
= |Vt<0 ; 1+t2>Arctant ws (1)
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De la méme maniére on pose:
Y(x) = Arctan x — x

La fonction @ est dérivable sur R Donc
on peut appliquer le TAF a y sur
n'importe quel intervalle inclus dans R.
Soit l'intervalle [t,0] ; avec t<O0
. Y est continue sur [t,0]
A
st {lp est dérivable sur |t 0

t 0
= acelor; KOOy
- Arctant —t—0 _ —c? <0
t—0 14 c?
Arctant —t
= Arctant—t>0 ; Vt<O0

= | Vt<0 ; Arctant>t | = (2)

D’aprés les résultats (1) et (2) on déduit

VE<0 ; t<Arctant< *
14 t? ()
4) On a d'apres lI'encadrement (x) :
Vi<0 ; O<Arctant—t< —t
1+ t2
Arctant —t
Vi<0 ; - I<—x<0

1+t t

comme lim( — 1) =1lim0=0
t>0\1 + t2 t—0
t<0 t<0

Donc d’aprés le critere de comparaison
dans les fonctions on peut en déduire :
Arctant —t

()0

lim
t—-0*t

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Solution N° 96 :

1
1 X)) = ——
) S =
Df={x61R ;x+220 et Vx + —1;&0}

={xeR ; x=>-2 et x+# -1}

=[-2,-1[ U ]-1, +oo[

. F() = ~(Vx+2- 12
(Vx+2-1)
-1 1

T2k t2 (virz-1)

= |VxeDs f(x)<0

Voici les limites aux bornes :

m lim f(x) = f(-2) =

x>—2

[ llm f(x) = lim

im (=5)

x<—1 x<—1
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Voici le tableau de variations de f :

X -2 -1 +00
f @ - -
—~ =
£ \ \
—00 0+
2 fly = 3x2
x“+2x+1

m Dp={xeR ; x*+2x+1#0}
={xeR ; (x+1)?#0}
={xeR ;

x#* -1}

= R\(-1}

=00, —1[ U ]-1,+0o[

m ()

CQx =3 +2x+1) - 2x +2)(x* —3x +2)
B (x + 1)*

~Qx—=3)(x+1)* —2(x + D(x* - 3x +2)
B (x +1)*

e+ D((x —3)(x + 1) — 2(x* — 3x + 2))
B (x + 1)*

B x+1)GBx—7)
B (x+1)4

= signe(f'(x)) = signe((x + 1)(5x — 7))

Calculons les limites aux bornes:

. x?—3x+2
ok x2+2x+1

m lim f(x) =

e(1-3+2)

F+57)

lim
X——00

x2(1+

2

A

m \ 2.1
X——00

Itxtw

(1—0+0
1+0+4+0

x? —3x+2
< (x +1)? )

1
=( lim (x? — 3x + 2)) X < lim —2>
( ret D

)=

" }Hylf(x):zxggh

x<—1 x<—1

lim
t—0t
t=(x+1)?

=6 X

1
= | =6x (+oo) =[F=]

lim, £GO = I <x2—3x+2>
| 1m X) = 11m —_—
—-— —_— 2
N SO\ G+ D

=1 li 2_3 2 li 1

= (fim G =3x42) o (Jimy (

x>—1 x>—1
1
=6X }i%l 'Z =6 X C+CO) ::IEE!I
t=(x+1)2

x%—3x+2
x24+2x+1

m lim f(x) = lim
X —+o0 X—+o0
x2(1—§+£2)
= lim X X
X—+00 2 2 1
x2(145+57)
3 2
1-2+=32\ 1-0+4+0
= i x x = =
S\ 2 1T 1v 050
1+x+x2
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it's not about intelligence it's about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

Voici le tableau de variations de f :

X —00 -1 7/5 +o0

f (%) + - + +

+o0
f@) / \
1

Voici la représentation graphique :

-

\ (€)

(CQi\\\\\\\\\\\
b 0=

m D={xeR ; x=0 et x—1+#0}
={xeR ; x>0 et x+1}

= R*"\{1} = [0,1[ U]1, +oo[

x—1
—x
mf(x)= vx

- (x — 1)2 2x

VX —x—
- (x —xl)z( xe 1)

x-12 (x-1? (xz_x1 - 1)

Vx (x—l—Zx)

—x  (x+1)
: <0

“x-1)? 2
Donc la fonction f est
décroissante sur chacun des

du domaine de définition.

Voici les limites aux bornes :

VO
u %i;r}g)f(x) =f(0)=0_—1=@
Vx
gy -1n(:5)

1
= <lim \/§> X <lim
x—1 x->1yxy —1
x<1 x<1

strictement
intervalles

Vx
] hmf(x) = l_>1 <x— 7
x>1 x>1
_ Vx 1
= 11£r11 x| X hiqx—l
x>1 x>1

x 1
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] 11m f(x) = lim

X —+00

Vx
=
Vx

—(1' 1)>< li 1
o x—1>r-|l:loo \/E x—1>r-il:lool_1

X

=(0+)X(110)=@

Voici le tableau de variations de f:

400

f ) - -

f)

Voici la représentation graphique :

)

(¢r)

Solution N° 97 :

1) On a f est une fonction continue sur
I'intervalle ]0,1] car c’est un produit bien
défini de deux fonctions continues sur
10,1] et encore f est dérivable sur ]0,1]
comme étant quotient bien défini de

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Deux fonctions dérivables. Et on a:

1
: 1 _
f(n+1) n+151n((n+ )n) 0
( .
f est continue sur [n

— sm(mr) =0

1 1

+1 ;E] < 101]

H

L 1 1
f est dérivable sur ] T 'E[ c 10,1[

()= ()

Donc d’aprés le théoreme de Rolle:

i
"n

2) On a pu montrer daprés la
question que I'équation f'(x)=0 admet

[ n+0

Elcne] f(c,)=0

n+1

1 ere

une infinité de solution ¢ e]

!

mf(x)=0 < (xsin(g)) =0

!

T T
<  sin (—) + x- (sin —)
X X

sint

T T
=t ; avec t=—%#—|m]
cost x 2

< tant=t
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Cette derniere équation admet une
infinité de solutions dans R puisqu’elle
est équivalente a f (x)=0 qui & son
tour admet aussi une infinité de
solutions dans lI'ensemble R.

Solution N° 98 :

1) f(x) =cos(2x) ; Vxe [Og]

La fonction f est dérivable sur [0%] car

c’est une composition bien définie de
deux fonctions dérivables :

f(x)=-2sin(2x) ; Vxe [O,g]

= 0<sin(2x) <1
= —2<-2sin(2x) <0

= f(x)<0

T
= f est strictement N sur [O'E]

strictement = garde le méme sens
- f: [o,g] — f([O,g]) bijective
[f (g) ,f(O)] bijective
- f: [0,%] — [=1;1] bijective

2) Comme f est dérivable sur ]0%[ et
comme f ne s‘annule pas sur ]0%[

car —2sin(2x) #0 ; Vxe ]0,%[

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

la fonction f~! est dérivable sur

T

Alors
—[)=]—1;1[ et on a

f(Jo3

' 1
m (fFHO=

1
GO

-1

__
—2sin (%Tﬂ)

3) Soit xe]|—1;1[ et on procede ainsi:

iy 1
" YW= o)

Vs
Comme f: ]O'E[ — |—1;1[ bijective
Alors d’aprés la définition d’'une bijection
s
(Vyel—-1;1[) (EI!xe ]O’ED  fx) =y

&y =cos(2x)

& y=2cos’x—1

+1
o YT o5ty
2
+1
& cosx = yz e 10,1[
_ y+1 T
& x = Arccos > E]O,E[
+1
o fY(y) = Arccos ’yz ; Vyel-1;1]
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I 1
R YW=
£ (1)
_ 1
f (Arccos ; 1)
_ 1
—2sin (2 Arccos X -ZF 1)
B 1
—2 - 2sin <Arccos /xZL1> * COS (Arccos a ; 1
B 1
—4 |1 — cos? Arccos\/x+ 1 _\/x +1
2 2
1

Voici une 2°M Méthode :

x+1
On a Vxe]-1,1[; f1(x) = Arccos
Donc on dérive directement cette
fonction en <s’aidant des formules

classiques de dérivation on trouve :

)

Professeur Badr Eddine El FATIHI
x+1

()

2
1-(3)

m (YW=

Solution N° 99 :

1) fx)=Vv2—x—x

; Vxe]—oo,2]

2-x )
2V2 —x

-1

=——1
2V2 — x

mf(x)=

_—(1+2\/2—x)<0
22 —x

= fx)<0 ; Vx<2
C'est-a-dire que f est strictement N\ sur
I'intervalle ]—o,2] et comme f est
continue sur ]—o,2] alors f réalise une
bijection de ]—o,2] sur son image :

f=e0,21) = [f(2); lim f()| = [~2 +eo]
m lim f(x) = lim (VZ-x-x)

1
t—
t

im (V2+t+t)=[+x]
=—x

= [ : ]-00,2] +— [-2,4+[ bijective

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

2) Comme f est dérivable sur ]—oo,2[
car cest la somme de deux fonctions
toutes les deux dérivables sur ]—oo,2].

Et comme f' ne s’annule pas sur
]—o0,2[ car :
B 2V2—x=>20 = 14+2v2—x=21>0
—(1+2\/2—x)¢0
2NV2 —x

= f(xX)#0 ; Vx<2

Alors la fonction f~1! est dérivable sur
f(]1=,2[) =]-2,+[ et en pluson a :

1
Vx > 2 ) (f 1) (X) - fr(f_l(x))
P S
DO W
_ 1 _|=2
_<1+2\/2—1> E
V2 -1

4) comme f est une bijection Alors :

(Vye]—-2,+o[) A!lxe]—0,2[) : flx) =y

S V2—-x—x=Yy
S V2—-x=y+x

& 2—x=y*+x*+2xy

& xX+Qy+Dx+(2-2)=0

-Qy+1)+./4y+9
X =
2

=

Pour savoir laquelle des expressions de
x est vraie on prend un point trivial par
exemple f(1) =0 On remplace y par O
dans chacune des expressions de x et
on se rend compte de [I'expression
exacte de x en fonction de y.

_—Qy+1)+/4y+9
- 2

cest : Xx

Donc on déduit les définition suivantes :

]=00,2[ — ]-2,+0of

X — V2—x—xXx

f :

]—2,+OO[ = ]—00,2[
_ —2x+ 1) +V4x+9
2

f—l

X

5) voici la représentation graphique :

(¢r)

y

N

y=x

Solution N° 100 :

1) f)=x*—4x ; Df=R
mf(x)=4x>—4=4x%*-1)
=4(x - D*+x+1)
= Signe(f' (x)) = signe(x — 1)

f @)

fx)
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2) f(x)=+yx*+1-x ; Df=R
. ()= 2x _1_x—\/x2+1
PN RN |

= signe(f (x)) = signe (x —/x% + 1)

mOna: x*+1>x*> ; VxeR
= \/T-l—l > x| ; VxeR
= Jx2+1>|x|=>x ; VxeR
= Jx?2+1>x ; VxeR
= x-— \/T-I-l <0 ; VxeR
= f(x)<0 ; VxeR

= f est strictement N sur R

Voici les limites aux bornes —oo et + o
. im0 = tim (7 T-3)

= (+00) = (—o0) =[+0]
= Jlim 700 = Jim (V241 )

2
. (\/x2+1) — x?
= lim

xot0 N xZ 414 x

o x24+1—x?
= lim

x>+ y[x2 + 1 + x

1 1
x=oto \\x2 + 1+ x +00 [o]

Voici le tableau de variations de f :

X —00 + oo

f(x) -

400

f® \

0+

3) f(x) =Arctan(x—2vx) ; Vx>0

, ' 1
" SRl '<1+(x—2\/%)2>

-l

= Signe(f (x)) = Signe (1 - \/—2)

Voici les limites aux bornes 0" et 4+ o«

n )}Lr(r)1+f(x) = f(0) = Arctan 0 = @

m lim f(x) = lirll Arctan(x — 2/x)

X—-400

_ 1
= xl_1>rpoo Arctan (x (1 - \/_E))

T
= lim Arctant =
t—>+o0 2

(1)

Voici le tableau de variations de f :

£ @ - 0 +

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It’s about the amount of work per day dudes.

fx)

f

Professeur Badr Eddine EL FATIHI

WhatsApp : 0660344136



Séries d'exercices corrigés détaillés

2¢me Année Bac - SM

Professeur Badr Eddine El FATIHI

4) f(x) = Vx3—3x2+8 ; vxeR
) 1 —2
mf(x)= §(x3 —3x%+8)3 - (3x% —6x)

B x(x —2)
B 3{/(x3 — 3x2 + 8)2

= Signe(f' (x)) = Signe(x(x — 2))

Voici les limites aux bornes :

m lim f(x) = lim {/x3 —3x%+8 =[=%]
X—>—00 X——00

m lim f(x) = lirll i/x3—3x2+8=

X —+00

Voici le tableau de variations de f :

Solution N° 101 :

1) f(x) = ArctanVvx + 1
mD={xeR ; x+1=0}
={xeR ; x=>—-1}=[-1,4]

1 1
X
2Vx+1 1+ (x+1)

mf(x)=

1
= >
2Vx+1-(x+1)

0 ; vVx>-1

Voici les limites aux bornes :

m lim f(x) = f(=1) = Arctan 0 = [0]

x>—1

[] lir+n flx) = lirp Arctanvx + 1
X —>100 X—>100

T

= lim Arctant =

t—>+oo 2
t=vx+1

You’re not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Voici le tableau de variation de f :

X -1 +0o0
f @ |
/2
) ///////////”//a
0

Voici la représentation graphique :

y

’ (¢r)
//’/’

2)f@)=ﬁ1—x—1=(1—@%—1
m Dr={xeR ; (1-x)eR}=R

-1

0
a7

= f(x)<0 ; VxeR

: 1 =2
@ =30-03CD =

= f est strictement N sur R

Voici les limites aux bornes :
B lim f(x) = lim (V1—x—1) =[]
X —>—00 X—>—00

B lim f(x) =xgrpw(3v1—x— 1) = [—o0]

X —+o0
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Voici le tableau de variation de f:

X —0o0 400
£ (0 -

400
f@) \

Voici la représentation graphique :

y

(¢r) 1

3) f(x) =Arctan(2x) —x ; Df=R
@)= @0 () 1
") =2 1+ 4x?
2 1_1—4x2
1+ 4x? 14 4x2

B (1-2x)(1+ 2x)
B 1+ 4x2

= Signe(f' (x)) = Signe((l -2x)(1+ 2x))
Voici les limites aux bornes :
m lim f(x) = lim (Arctan(2x) — x)

X —>—00 X—>—00

= (ﬁr_noo Arctan t> — (xl_i>r_noo x)

t=2x

—TT

- () = i)

(] liIP flx) = lirJP (Arctan(2x) — x)

= (tl_i)grnoo Arctan t> — (xlﬁir_noo X)

t=2x
Vs
=5~ (+) =[]

Voici le tableau de variations de f :

X —00 —_

f ) - + -

f()

Voici la représentation graphique de f :

y

(¢r) 4

N| =

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.
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Radio - SM
Vous avez changé l'icdne de ce grou...

Groupe WhatsApp pour discussions
2BAC SM : Biof 2022/2023

legon support Durée Prix

Limites et continuité Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Suites numériques Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Dérivation, étude de fonctions Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Logarithme népérien Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
L’exponentielle Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Le calcul d’intégrales Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Nombres complexes Carte mémoire 64Go 14h cours et exercices 300 DH
Arithmétiques Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Structures algébriques Carte mémoire 64Go 14h cours et exercices 300 DH
Equations différentielles Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
Calcul de probabilités Carte mémoire 32Go 12h cours et exercices 300 DH
12 Examens Blancs Corrigés Carte mémoire 64Go 20h Examens corrigés 500 DH

(Porall ) cldia S0 AMANA 4atd Gk o8 ol g Juaa 5l
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ROYAUME DU MAROC

SERIES D’EXERCICES

« 2eme Année Bac - SM »

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just
understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about

hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Projet de livre 2022-2023

Tome & . Fonctions Logardthmes

e Calculs de base sur les logarithmes

e Limites des fonctions logarithmes

o Dérivation des fonctions logarithmes

e Détermination de primitives des logarithmes
e Etude des fonctions logarithmes

e Fonction logarithme de base a

e La représentation graphique des logarithmes
e Les limites usuelles des logarithmes

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
Ouarzazate 2023
Pour le 2™ Semestre
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SERIES D’EXERCICES

« 2eme Année Bac - SM »

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it's about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Projet de livre 2022-2023

Tome S . Fonctions Exponentielles

e Calculs de base sur des exponentielles

e Limites des fonctions exponentielles

e Dérivation des fonctions exponentielles

e Détermination de primitives

o Etude des fonctions exponentielles

e Liens entres logarithmes et exponentielles

e La représentation graphique des exponentielles
e Les limites usuelles des exponentielles

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
Ouarzazate 2023
Pour le 4 Semestre

{

/

Professeur Badr Eddine EL FATIHI 199 WhatsApp : 0660344136



SERIES D’EXERCICES

« 2eme Année Bac - SM »

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Projet de livre 2022-2023

Tome 6 : Coleal Intégral

e Intégrale d’une fonction continue

e Propriétés fondamentales de lintégrale

o Passages intégration - dérivation

e L’interprétation géométrique de Pintégrale
e Intégration par parties

e Intégration par changement de variable

e Intégration et ordre - valeur moyenne

e Sommes de Riemann

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
Ouarzazate 2023
Pour le 2™ Semestre
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SERIES D’EXERCICES

« 2eme Année Bac - SM »

You're not supposed to create new methods or new techniques. Just

understand those that already exist. it’s not about intelligence it’s about
hard work. It's about the amount of work per day dudes.

Projet de livre 2022-2023

Jome T : Eguations Différentiolles

e Equations Différentielles du premier ordre
e Equations Différentielles du second ordre
e Technique et astuces de résolution

Professeur Badr Eddine EL FATIHI
Ouarzazate 2022
Pour le 2™ Semestre
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