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EPREUVE DE MATHEMATIQUES BTS GBAT 2013

EXERCICE 1
I- Soit I'équation différentielle (E) : (x + 1)y’ +y = x + 5+ ——olix > —1
1) a) Intégrer 1’équation différentielle homogene associée a (E).
b) Déterminer une solution particuliere de (E) en utilisant la méthode

de la variation de la constante.
¢) En déduire les solutions de I’équation différentielle (E).

2) Déterminer la fonction h solution de (E) telle que h(0) = 1.

[1- Soit la fonction g de R vers R définie par g(x) = %(x + 1)% — In(x + 1).
1) Déterminer D, I’ensemble de définition de g.

2) Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.
3) En déduire le signe de g sur |—1; +ool.
I11- Soit la fonction f de R vers R définie par f(x) = %x + %

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonorme

(O, 1, J) d’unité graphique : 2 cm

1) a) Déterminer Dy I’ensemble de définition de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de Dy.
c) Montrer que la droite (D) : y = %x est asymptote oblique a (C) en 400
d) Etudier la position relative de (C) et (D).

2) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

3) a) Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «
b) Vérifier que —0,6 < a < —0,5.

4) a) Donner le développement limité de f a I’ordre 2 au voisinage de 0
b) En déduire une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point
d’abscisse 0 puis la position de (C) par rapport a (T) au voisinage de ce point.

5) a) Représenter (C), (D) et (T) dans un méme repere orthonormé
d’unité graphique : 2 cm
b) Soit A I’aire de la partie du plan limitée par (C), (D), les droites
d’équations x = —1 +§ etx = 0.
Calculer A.



EXERCICE 2
L’espace euclidien ¢ est rapporté au repére orthonormé (0,7,7, k).
On donne les points A(—1; 2; 1), B(—3;4;5) et C(1;2;0).

1) Soit (P) le plan médiateur du segment [AB].
((P) est ’ensemble des points de 1’espace équidistants des points A et B).
Démontrer qu’une équation du plan (P) est: x —y —2z+ 11 = 0.

2) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.
b) Ecrire un systéme d’équations paramétriques de la droite (A) passant par le
point C et perpendiculaire au plan (P).
c) Soit H le projeté orthogonal de C sur (P).
Calculer la distance du point C au plan (P).
d) Montrer que le triangle ABH est isocéle.

3) a) Déterminer (I") I’ensemble des points M de 1’espace vérifiant :
MA A MB = MA A MC.
b) Soit G le centre de gravité du triangle ABC.
Déterminer le produit scalaire (MA 4+ MB + MC). MH en fonction de G.
c) On désigne par (E) I’ensemble des points M de I’espace vérifiant :
(MA + MB + MC).MH = 0.
Déterminer (E).

EXERCICE 3

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1,]) (Unité : 2 cm).
On considere la famille de courbes (C,,,) d’équation :

(1 —m)x?+2my? —8my +2m — 2 = 0.

1) Discuter suivant les valeurs de m la nature de la courbe (C,,).
2) Tracer les courbes (C,), (C;) et (C_,) sur laméme figure.
2

3) a) Existe-t-il une valeur de m pour laquelle (C,,) est un cercle ? Justifier.
b) Existe-t-il une valeur de m pour laquelle (C,,) est une hyperbole équilatére ?
Justifier.
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EXERCICE 1

PARTIE A
On considére la fonction numérique de la variable réelle x, définie sur [0; 4+ oo par
fx)=x+el™=x+ eix (e désigne la base du logarithme népérien)
On appelle (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormal (O; 7,7)
1) a) Montrer qu’au voisinage de +oo, (C) admet une asymptote (A) dont on
donnera une équation.
b) Préciser la position de la courbe (C) par rapporta (A) sur [0; +ool.

2) a) Résoudre sur [0; +oo[, I’inéquation d’inconnue x définie par: 1 —el™ > 0
b) En déduire le signe de ' (f' désigne la dérivée de f) sur [0; +oo[
c) Dresser le tableau de variation de f

3) Représenter graphiquement la courbe (C) et ’asymptote (A) dans un
repere orthonormal d’unité graphique 2 cm

4) Soit & un nombre réel positif
a) Exprimer en cm?, en fonction de a, I’aire S(a) de la partie du plan comprise
entre I’asymptote (A), la courbe (C) et les droites d’équations x = 0 etx = «
b) Déterminer la limite de S(a) lorsque a tend vers +oo

PARTIE B
Soit ’équation différentielle (E) définie par (E) : y"' + 2y' + 5y = x + e~ ol y est
une fonction de la variable réelle, définie et deux fois dérivable sur R.
1) Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la fonction ¢ définie par
p(x) =ax+ b+ cel™
Soit une solution particuliere de 1’équation différentielle (E)

2) a) Intégrer 1’équation différentielle homogene associée a (E)
b) Intégrer 1’équation différentielle (E).

EXERCICE 2

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, 1,]) d’unité graphique 2 cm.
On considére les courbes (C,,) d’équation :

(C,) : mx*—y?2—(2m+ 1ax—3(m—1)a?=0.

(a étant un réel non nul donné et m un paramétre réel)

1) Construire (C,) et (C_,) lorsque a = 1.

2) Dans la suite de 1’exercice, on considére que a € R*".
Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par trois fixes A, B et C dont
on déterminera les coordonnées en fonction de a.



3) a) Montrer que pour m # 0, I’on peut écrire 1’équation de (C,,) sous la forme :
(v - 2220)" — 32 = £ (4m - 1)2
mil\x o a y- = m m

b) En déduire la nature de la courbe (C,,) suivant les valeurs de m € R*.
[On distinguera les quatre cas : (im < 0 et m = —1); m = —1;

m==; (m>0 et m;tl)]
4 4

4)a)Pourm <0 et m # —1,
préciser I’axe focal et I’excentricité de la conique (C,,).

b) Pourm > 0 etm;&%,

calculer I’excentricité de la conique (C,,) et donner une équation de chacune
de ses asymptotes.

EXERCICE 3
L’espace est rapporté au repére orthonormal direct (0,7, 7, k).

2 0 1
On considere les points A (2) ; B (2) et C (0)
0 2 1

1) a) Ecrire le vecteur U en fonction des vecteurs 1] et kol U=CAACB
(le symbole A désigne le produit vectoriel).
b) Déterminer une équation cartésienne du plan P contenant les points A, B et C.

2) D est le point d’intersection du plan P et de I’axe (O, 7).
E est le point d’intersection du plan P et de I’axe (O, I—c))

a) Calculer les coordonnées des vecteurs DE et AB.
b) Donner la nature du quadrilatere ABED.

3) a) Montrer que le triangle ABC est isocéle et calculer son aire.
b) Calculer une mesure en radian de I’angle ACB puis des angles ABC et BAC.
c) Calculer les coordonnées du centre de gravité G du triangle ABC.

4) a) I est le point de I’espace de coordonnées (0; 2; 0).
Calculer la distance de ce point I au plan P noté d(1, P).
b) Calculer le volume du tétraedre IBCA.
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EXERCICE 1
n est un nombre entier naturel non nul.

fu(x) = x?(nx)™ six € ]0;1]
fn(o) =0

On note (C,,) la courbe représentative de f,, dans le plan muni d’un repére orthonormé
(O, 1,J)  (unité graphique : 10 cm)

On considére la fonction f,, définie sur [0; 1] par : {

PARTIE A
1) Démontrer que f;, est dérivable a droite en 0.

2) a) Démontrerque: 0 <e 2<1, VvneN"
b) Résoudre dans ]0; 1] I’inéquation : In x + g <0, VneN*

3) a) Démontrer que V x € 10;1], f,, (x) = 2x(Inx)""? (lnx + g)
b) Etudier suivant les valeurs de n, les variations de f,, et dresser son tableau

de variation.
(On distinguera 3 cas: n = 1, n est pair, n estimpairetn # 1).

4) a) Démontrer que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes que
I’on déterminera.
b) Construire (C,) et (C,).

PARTIE B
t désigne un réel appartenant a [0; 1].

Onpose I, (t) = [ f(x) dx et L, = [, fu(x) dx
On suppose que L, = %m(} 1,(t)
1) Soit F la fonction dérivable et définie sur [0; 1] par :
3 3
{F(x) = %lnx —% six €]0;1]

F(0)=0
a) Démontrer que F est une primitive de f; sur [0; 1]
b) Calculer L,

2) Soit ¢,, la fonction définie sur ]0; 1] par ¢,,(t) = — % t3(Int)"
a) Calculer la limite de ¢,, en 0.
b) A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que :
1
V£ €05 1], L1 (D) = @nas () == (0)

c) En déduire que : L., = —"TH L,

n!
3n+1'

d) Démontrer par récurrenceque : Vn = 1,L, = (—1)"

3) Calculer en fonction de n, I’aire A(n) en cm? de la partie du plan délimitée
par (C,,) et I’axe des abscisses.



EXERCICE 2
Le plan P est rapporté a un rapporté a un repére (0,7,7), (unité graphique : 1 cm).
9

Soit (D) la droite d’équation x = "

(¢) est la conique de foyer O, de directrice (D) et d’excentricité %

On rappelle que (¢) est I’ensemble des points M de P tels que x—ﬁ = % ou H est le

projeté orthogonal de M sur (D).
1) a) Déterminer la nature et I’équation réduite de (&) dans le repére (O, 1,)).
b) Déterminer le centre, les sommets, les foyers et les directrices de () dans
le repere (O, 1,)).

2) Tracer (¢) dans le repere (0,7, ).

3) Soit M un point quelconque du plan P, distinct de O et t une mesure de

I’angle (i’,/—O\T/I))

a) Démontrer que si M appartient au demi-plan défini par x < % alors la distance
de M a (D) est égale a Z— OM cos t.
On distinguera les 2 cas suivants :
1ercas:M6£(O,?)et0<x<z 2¢casM ¢ (0,70) etx < 0.

b) Démontrer que M appartient a (&) si et seulement si OM(4 cost + 5) = 9.

c) En déduire que (&) est I’ensemble des points d’affixe et olt€R.

4 cost+5

EXERCICE 3
On donne 1’équation différentielle (E) définie sur R par :
(E):y"—4y"+3y=6
(v est une fonction de la variable x).
1) a) Intégrer I’équation différentielle homogéne (H) associée a (E).
b) Déterminer la constante K solution particuliére de (E).
c) En déduire la solution générale de 1’équation différentielle (E).
d) Déterminer la solution g de (E) dont la représentation graphique dans un
repéere orthogonal (O, 7,7), passe par le point A(0, 4) et admet en un point
une tangente paralléle a (0, 7).

2) Soit f la fonction numérique définie sur R par f(x) = 3e* — e3* + 2.
On appelle (C) la courbe représentative de f dans le repere orthogonal (0,7, ).
a) Dresser le tableau de variation de la fonction f sur R.
b) Résoudre dans R, I’équation U3 — 3U — 2 = 0 sachant que le réel —1 est
solution de cette équation.
¢) En déduire 1’abscisse du point B d’intersection de la courbe (C) et de I’axe
des abscisses.
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Exercice n® 1

Partie A
19/ On considére I’équation différentielle (Eo) définie par

. 2
(Eo) : —‘){-r-zg)—'w:o
dx* dx '
Déterminer toutes les solutions de I’équation différentielle (Eo).

79/ On considére 1’équation différentielles (E) définie par
d? d _X
(E): —):+2—X+y=2 e
dx* dx
a) Déterminer les réels a B ety tels que f(x) = (ax* + Bx+y)e™
soit une solution particulicre de (E).

b) En déduire toutes les solutions de I’équation différentielle (E).

¢) Déterminer la fonction g de E satisfaisant les conditions initiales définies par

g’(0)=0ct g(0)=4.

Partie B

Soit f, la fonction numérique de la variable réelle x définie sur IR
par f(x) = (x+2)*e™" ;
on désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere (O, 1, J) orthonormé

d’unité graphique 1 cm.

: . 1 - ] .
[°/ a) Calculerlimf(x) et hm—(—x—)- lim f(x) et llm@, puis interpréter graphiquement
R ¢ X —»=0 ooy

les résultats.
b) Calculer lim f(x) et interpréter graphiquement le résultat.
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2°/ On désigne par f ' la dérivée de f.

a) Démontrer que VxelR, f'(x)=-x(x+2)e™.

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.
3°/ Construire la courbe (C).

Partie C

1°/
a) Justifier que VxelR, f(x) = - f"(x)-2f'(x) +2e™*

b) En déduire une primitive F de f sur IR.

2°/  Pour tout naturel n, on pose I, = J;l f(t)dt.

a) Exprimer [, en fonction de n.

b) Calculer lim I,.

X—>+00

Exercice n° 2

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O, I, J) d’unité graphique 1 cm.
Soit A un nombre réel.
On considere I’ensemble Ca des points M(x, y) du plan tels que :

Ax?-y*+2x + % =0

1°/ Discuter suivant les valeurs de A, la nature de Ci (on distinguera les cas
particuliers ou Ae {—\/5 ,O,\/g } h '

2°/ On suppose que A =3

a) Déterminer la nature et les €léments caractéristiques (centre, sommets et
asymptotes) de Cs.

“b) Construire C;.

3°/ Soit A, M, M' trois points du plan d’affixes respectives 1, Z et Z*, ol Z désigne un
nombre complexe. _ '
a) Déterminer I’ensemble (E) des points M d’affixe Z tels que les points A, M et
M’ soient alignés. '
b) Construire I’ensemble (E).
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Exercice n° 3

Soit S la similitude directe d’écriture complexe z' = (1 +1i) z - i.
1°/ Déterminer les éléments caractéristiques de S.

2°/ " On désigne par A le centre de S,
Soit M un point distinct de A, d’image M’ par S.

a) Construire M.
b) Déterminer la nature du triangle A M M.

3°/  Déterminer le lieu géométrique de M’ lorsque M décrit le cercle de centre O et de -
rayon 1.

Fhkk bbbk b bkt
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EXERCICE 1
Soit f la fonction numérique définie sur ]—1; +oo[ par

{f(x) =2 i x €]-1; 0[U]0; +oof

f(0)=0
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (O, 1,])
d’unité graphique 1 cm.

PARTIE A

On considére la fonction numérique g définie sur ]—1; +oo| par
gx)=—x+ 1+ x)In(1+ x).

1) Etudier les variations de g.

2) Calculer g(0) et en déduire que V x € |—1; +o[, g(x) = 0.

PARTIE B
1) Calculer les limites de f a droite en —1 et en 400 puis interpréter graphiquement
les resultats.

2) a) Ecrire le développement limité d’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction
x +— In(1 + x).
b) En déduire que f est continue et dérivable en 0 et déterminer f'(0).
c) Déterminer une équation de la tangente (T') de (C) au point O.
(O étant I’origine du repére)
d) Etudier la position de (T) par rapport a (C) au voisinage du point O.

g(x)
x2(1+x)

3) a) Démontrer que pour tout nombre réel non nul x > —1,ona f'(x) =
b) En déduire la variation de f et dresser son tableau.

4) Tracer la tangente (T) et la courbe (C).

EXERCICE 2

On se propose de résoudre le systeme différentiel (S) défini comme ci-dessous
x'(t) + 2y(t) = —2sint (E))

() ey
2x(t) + y'(t) = —2cost (E,)

ou x et y sont deux fonctions de la variable réelle t deux fois dérivable sur R.

1) a) Montrer en utilisant les équations différentielles (E,) et (E,), que la
fonction t +— x(t) vérifie I’équation différentielle (E) définie par
(E) : x"(t) + 4x(t) = —6 costt.
b) Intégrer 1’équation différentielle homogeéne associée a (E).
¢) Déterminer une solution particuliére de 1’équation différentielle (E).

2) a) Intégrer 1’équation différentielle (E).
b) En déduire la solution du systeme (S).



3) a) En utilisant les équations différentielles (E;) et (E,), donner
I’équation différentielle du second ordre (E") vérifiée par y.
b) Intégrer (E').
c) Déterminer la solution du systeme (S) qui vérifie les conditions initiales
x(0) =—1 et y(0) =0.

EXERCICE 3

L’espace est muni d’un repére orthogonal (O, [ E) On considere les points
2 4

A(%; -3;2) et B(-2; 0,-4).

On note I le milieu du segment [AB] et (S) la sphére de diametre [AB].

1) Soit E le barycentre des points pondérés (4; 2) et (B; 1).
a) Calculer les coordonnées de E.
b) Démontrer que I’ensemble (P) des points M de 1’espace tels que

|2MA + MB|| = 3||[MO|| est le plan médiateur du segment [OE].
¢) Démontrer qu’une équation du plan (P) esty = —1.

2) a) Calculer le rayon de la sphére (S) et la distance du centre I de la sphére au
plan (P).
b) En déduire que I’intersection (C) du plan (P) et de la sphére (S) n’est pas vide.
¢) Démontrer qu’une équation de (C) dans le plan (P) est :

(x+§)2+(z+1)2 =12

3) Soit D le point de coordonnées (—g; —%; 443 — 1).

a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D).
b) En déduire que la droite (D) est sécante a la conique (C) en un point
notée F dont on donnera les coordonnées.
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EXERCICE 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, ]).
1) On donne I’équation différentielle (E) : (1 + x)y' — xy = e* sur |—1; +oo.
a) Intégrer 1’équation différentielle homogene associée a (E).
b) Montrer que la fonction ¢ définie par : ¢ (x) = e* est une solution particuliere de (E).
¢) Intégrer I’équation différentielle (E).
d) Déterminer la solution h de (E) dont la courbe représentative passe par ’origine
du repere du plan.

2) Soit la fonction f définie sur ]—1; +oo[ par f(x) = % de courbe représentative (Cf).
a) Calculer la limite de f a droite au point d’abscisse —1.
b) Interpréter graphiquement le résultat.
c) Calculer la limite de f en 4oco.

3) On admet que f est dérivable sur |—1; +oo.
a) Calculer f'(x) pour tout x € ]—1; +ool.
b) Dresser le tableau de variation de f.

4) a) Déterminer le développement limité a I’ordre 3 au voisinage de 0 de f.
b) Déduire de la question précédente une équation de la tangente (T') a (Cf) au
point d’abscisse 0.
c) Déterminer la position de (C;) par rapport a (T).

5) Construire (Cy) et (T) dans le repére orthonormé (0O, 1,]) d’unité graphique 1 cm.

EXERCICE 2

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, I, ]).

A tout point M d’affixe z, on donne le point M’ d’affixe z’ telle que z’ = z? — az

(a € R).

1) Calculer les coordonnées (x',y") de M’ en fonction des coordonnées (x, y) de M.

2) Déterminer suivant les valeurs de a, I’ensemble H, des points M du plan tels que z’ soit
un nombre imaginaire pur.

3) Dans cette question, on pose a = 4.
a) Préciser les éléments caractéristiques de H,.
(Centre, sommets, asymptotes, foyers)
b) Construire H,.
¢) Soit N le point d’affixe —g — 2i.
Déterminer les points M du plan tels que le quadrilatere OMM'N soit un parallélogramme.

EXERCICE 3

Dans le plan (P), on donne un trapéze convexe isocéle ABCD tel que (AB) soit paralléle a (CD). Soit
[AH] sa hauteur relativement aux bases [AB] et [CD]. On pose AB = a; CD = 3a; AH = 2a

(a étant un réel strictement positif)

1) a) Représenter graphiquement le trapéze convexe.




b) Rapportons le plan (P) au repére (H,7,7) avec 7 = % et j = 1;_2.
Montrer que les sommets du trapéze sont alors les points A(0; 2a) ; B(—a; 2a) ;

C(—2a;0) et D(a; 0).

c) Déterminer les réels a et B pour que H soit le barycentre des points A,B,C et D
affectés respectivement des coefficients «, 1, 1 et £5.

2) Soit G, I’isobarycentre, ou milieu du segment [BC].
Soit G, le barycentre des points A et D affectés respectivement des coefficients —1 et 3.
a) Placer les points G, et G, sur la figure et dire comment les obtient-on.
b) Montrer que H est le milieu du segment [G;G,].

3) Déterminer ’ensemble (E) des points M du plan (P) tels que : |[MB + MC|| = ||3MD — MA]|.
4) Déterminer ’ensemble (F) des points M du plan tels que : —MA? + MB2 + MC? + 3MD? < 24 a?
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EXERCICE 1

Soit (E) I’équation différentielle (1 — x)y’ - xy = € dans laquelle y est une fonction de la
variable réelle x et dérivable sur]- o ; 1[et ou y’ est la fonction dérivée de y.

1 — Déterminer les nombres réels a et b tels que

X b
= +—
-x  Ix
2 —Résoudre I’équation différentielle homogene associée a (E).

xe™

3 — Justifier que la fonction g définie sur]-co, + 1[ par g(x) = 1

est une solution

particuliere de (E).

4 — a) Donner I’ensemble des solutions de (E).
b) Déterminer la solution fde (E) qui vérifie f{0) = -1

EXERCICE 2 g K

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct
(O,H,V). (unité graphique 1 cm).

PARTIE A

Dans le repére (O,E,V) on considére la courbe (H) d’équation y* — x> = 16
1 — Justifier que H est la réunion de deux courbes (C) et (C') ou (C) est la courbe

représentative de la fonction f définie sur IR par f{x) = \/x2>+16 et ou (C’) est I'image
de (C) par une transformation simple que I’on précisera.

2 — a) Etudier la parité de f
b) Calculer les limites aux bornes de I’ensemble de définition de'f.
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¢) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

d) Démontrer que la droite d’équation y = X est asymptote a (C) en +

3 — Tracer H dans le repére (O, U, V).

4 — On nomme A et B les points de la courbe (C) d’abscisses respectives -3 et 3. On

considére le domairie D du plan constitué des points M(x, ¥) vérifiant -3 < x < 3 et

Jx2+16 <y < 5.

Exprimer ’aire de D & ’aide d’une intégrale (on ne cherchera pas a la calculer).

PARTIE B

On appelle r la rotation de centre O et d’angle - %

1- a) Donner I’écriture complexe der
b) On désigne par x’ ety’ les coordonnées du point M’ image par r du point M(x ; y)
du plan.
X'=-/1=(x+y)
Justifier que 2
| y'=—=(x+y)
2

¢) Déterminer les coordonnées des points A’ et B’, images respectives de A et B parr.

2- Soit (H') I’hyperbole d’équation y = 8
X
a) Démontrer que (H') est I’image de (H) par la rotation r.
b) Construire (H').
3 —Soit D’ I’image du §lomaine D parr. On admet que D’ est I’ensemble des points
M(x, y) du plan vérifiant /2 < x <42 et L] <y<S5V2-x
X

a) Hachurer D’

b) Calculer I’aire de D’ exprimée en cm>.
¢) En déduire une valeur approchée 3 107 pres de ’aire de D.

EXERCICE 3

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal ( O,U,V) direct.

Soit A le point d’affixe a=1+i3 et B le point d’affixe b = | - V3 +i(1 + 43)



: -a -
| —a) Exprimer e sous forme algébrique
-a

b) En déduire que OAB est un triangle rectangle isocéle en A.

2 - Soit 0 un nombre réel appartenant a I’intervalle] 0 ; 27 [.
On consideére la rotation de centre O et d’angle 0.
On note A’ le point d’affixe a’, image du point A par la rotation r ei' B’ le point d’affixe

b’, image du point B par la rotation r.
L’objectif est de démontrer que la droite (A A’) coupe le segment [B B’] en son milieu.

a) Faire une figure.
b) Exprimer a’ en fonction de a et § puis b’ en fonction de b et 0.

3 — Soit P le point d’affixe p milieu de [A A’] et Q le point d’affixe q milieu de [B B'].
a) Exprimer pen fonction de aet 0 puis g en fOIlCthI‘l debet®

b) Démontr P2
) Démontrer que = b =

c) En déduire que la droite (OP) est perpendiculaire a la droite (PQ)
d) Démontrer que le point Q appartient a la droite (A A”).

sk 3k sk sk sk ok sk ok sk sk skok sk okosk ok
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EXERCICE 1

I) On considére I’équation différentielle
(E):y"+2y' +y = (x + 2)¢n (—x) +24+2; Vr<0
Ou y’ est la fonction inconnue de la variable réelle, y' ladérivéede y ety" la
dérivée de y', £n désigne le logarithme népérien.
1. Résoudre I’équation différentielle homogeéne associée a (E).

2. Démontrer que la fonction : x — x£n (—x) est une solution particuliére de (E).
3. Donner la fonction h solution de (E) telle que h (—1) = 0 et K'(—1) = 1

II) f estla fonction numérique définie sur R
f(x) =xtn(—x) six <0
Par { f (x) =x(2-—e_71) six >0
f@=0

(C) est la courbe représentative de f dans le repére orthonormé direct (0;7; ) d’unité
graphique 2 cm. On note g la fonction numérique définie sur ] 0 ; +oo [ par

iy =2
gx)= (1 -} ;)ex
1. Etudier les variations de la fonction g

2. Endéduirequevx >0,0< g (x) <1
3. Démontrer que :

Vx <0, f'(x) =1+ ¢n(—x) et¥x >0, f'(x) =2—g(x)

. . R
. le tableau de variation de f sur ‘ o
] aD rIfhiszlt.ilisant le développement limité au voisinage de 0 & I’ordre 3 de la fonction :

inage de +00 & I’ordre 3, la fonction f peut s’écrire :

Lh

X +— e*, montrer qu’au Vvois

1 | 1 1 =0
f(x)=x+1—%+£:7+}78( /X) avec. xl_l)InM 8( /X)

Al



b. Trouver I’asymptote oblique (A) a la courbe (C)au voisinage de +co

6. Tracer dans le méme repére la courbe (C), la droite (A) et la courbe (C") symétrique de
(C) sur [0; 1] par rapport a I’axe des abscisses.

IIT) Soit @ un élément de ]-1, O] et A (@) I’aire en centimétre carré de la partie du plan
limitée par les courbes (C) , (C') et les droites d’équations x = ¢ et x = —1

1. A I’aide d’une intégration par parties,
- 1 1
justifier que f_al flx)dx = z—azl’n (—a) — i - +41

2. En déduire, en centimétre carré , I’aire A (a)
3. Déterminer la limite de A () quand «a tend vers 0.

EXERCICE 2

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O ;1;7) d’unité graphique 2 cm, on
consideére la famille des courbes (C,,) définie par :

(Cir) £ 4y2=% ma?(m+1)—m (x + g) ? ou a est un réel strictement positif et m un

réel quelconque.

I) On suppose que m €] 0; 4 ] et on note (&) 1a courbe obtenue.

1. Démontrer que (€) peut s’écrire
& D oot _
'(—\/: m+1)2 (%,/m(m+1))2

2. Montrer que (€) est une ellipse d’excentricité e = ,1 a ?

3. Donner les coordonnées des sommets situés sur 1’axe non focal de (E).

4. En déduire la valeur de m pour laquelle (.5’) est un cercle

IT) On suppose que a = % etm = —4, On note (H") la courbe obtenue

) 2
1. Démontrer qu’une équation cartésienne de (H) est : — (x + ?) + y2 =]
2. En déduire que (H) est une hyperbole équilatére o
3. Préciser le centre, excentricitg, Jes sommets, les foyers et les asymptotes de (H)
4. Construire la courbe (H) dans le repére (0O;7; 7

-

</2
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EXERCICE 1

- 1) On considére I'équation différenticlle (E) : y' =¥ = 1—e* ol yestla fonction

inconnue dérivable sur B et y' est la dérivée y.
1) Intégrer 1'équation différentielle homogéne associée a(E).
2) Démontrer que la fonction x +— (2 = x)e* — 1 estune solution particuli¢re de (£).
3) Imégrer I'équation différentielle (E).
4) En déduire la fonction h solution générale de (E) telle que h(o)=1

11) On considére la fonction g définie sur R par g (x)=(@2—-x)e*—1
1) Calculer les limites de g aux bomes de R .
2) Etudicr les variations de g et dresser son tableau de variation.
3) a) Montrer que |'équation g(x) = 0 admet uniquement deux solutions @ et [f telles
queae]—m;1[ et fe]li+m]
b) En déduire que =1,2<a <-l,letque 1,§ < p<19

¢) Donner le signe de la fonction g sur R

ef=1
-

I11) f est la fonction numérique définie par f(x) =~

- 4

(C)est la représentation graphique de f dans le plan muni du repere orthonorme
(O, 1, J), d'unité graphique 2¢m.
1) Calculer les limites de f aux bornes de B et conclure
— _4(x)
2) Démontrer que : VX € R, f(X) =i
3) a) Dresser le tableau de variation e f
= ._1— ' fUi'} g
b) Montrer que : f(@) = 777¢ =
4) Montrer que le développement limite de f au voisinage de 04 Mordre 3 est

W 1.3 .3 r) avee | - —
f(x):x-}-:z-x"-g.f + X E(*t) v t'[fj'l”f.(l’] 0 B

il'.‘t{iF, | sur?2
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5) a) Don 'datiats
) ner |'équation de la tangente (T) 3 1a courbe (C) au voisinage de 0.
isinage de ce point

b) En déduire la position relative de (T) ¢! (O) au voi

méme repere (O:1:))

6) Construire la courbe (C) et la droite (1) dans le

On prendra a = -1,2 et p=18.

EXERCICE2
dére pour toul nombre réel

lan est rapporté au repére orthonormé
équation : y* + mx

tes les courbes (C,n) passent

courbe obtenue.

.On consi
2y +(2m— 1)x.

par un point fixe D dont on

Lep ©;77)
Zems=

m. les courbes (Cm) @
préciserd

{. Démontrer que tou
les coordonnées

5. On suppose que m = 0 et on note (P) 12
a. Démontrer qQue (P) est une parabole de sommet D donton précisera ses
coordonnécs.
b. Préciser I'axe focal et le foyer de (P)
3. On suppose que 0 <m <1
a. Montrer queé les courbes (Cyn) peuvent g'écrire :
() :4m?[x= (1 —2—:;)] +amly-1)=1
b. Expliquer pourgquoi (Cp) €St unce ellipse 7
nées des sommets et des foyers de (Cm)

e. Préciser

c. Donner les coordon
lie (Cn) €St UN cercl

d. Déterminer Ja valeur
|"excentricité de (Cy)

e. Déterminer Je vecteur
au point E (15 1).

4. On suppose que m <0
a. Ecrire I'équation réduite de (Cm)

b. En déduire que les asymptotes de (C,) sont:
B AF ==-J-— - _“j_ -
@) V8 m [ (1 L)]ew &)y =17

e est la nature de (C) lorsque (—/=m) (v=m) = -17?
té de (Cpn) b

de m pour laque

directeur de la droite (T) tangente a la courbe (Cm)

/7 e~ (1=

c. Quell
d. Préciser |'excentrici

aad®
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