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UFR DES SCIENCES ECONOMIQUES ET GESTION - LICENCE 2 -
STATISTIQUES ET PROBABILITES / Année Universitaire 2021-2022
UE 2. ECUE 3. ESTIMATIONS - 2h00 min TD 6- ECHANTILLONNAGE - ESTIMATION
PONCTUELLE- METHODES DES MOMENTS ET MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

CORRIGES
Exercice 1 - Soit un échantillon de taille n variables X; : (X;; X,; X5; ... ; X;,) indépendamment et
identiqguement distribuées selon la loi d’une variable aléatoire X dont la densité de probabilité est :
i x € [0;
FOx) = {Gsx six € [0; 6] 950
0 si x[0; 6]

a) Veérifier que f est une densité de probabilité ;
Montrer que S = i .1 X; est un estimateur sans biais de 6 et calculer sa variance.

[NB -on ne demande pas de déterminer 1’Estimateur du Maximum de Vraisemblance]
SOLUTION

3
2 .
f(x)={93x six € [0; 0];9>0
0 si x[0; 6]

a) Vérifions que f est une densite de probabilité

; ddo si - f(x) =0
est une pst: {fjozof(x)dx 1

o Vx€ER,f()estdéfinie - Vx € R, f(.) est continue
3x?
. 9>O,VXE[O;9],x20$FZO=>Vx€[0;9],f(x)20

vx € [0; 6], f(x) =0
SVxeER f(x)=0

o [DF@dx =]’ fx)dx+ [) feOdx+ ;7 f(x)dx
0 0

oo 0
o [T2f()dx =f9 (i 2) dx = i[§x3]0 = Zz = 1 Conclusion : f est une ddp

b) Montrons que § = —Y[-, X; est un estimateur sans biais de 6
S est un estimateur sans bIaIS de 9 SIE(S) =20

E(S)=E(%Zn:xi)=3iE<z ) ZE(X)

or E(X;)) =E(X) = f_ xf (x)dx —=f (;3x2) dx = %[lx“]z = 59—4 =39

4 403 4

—>E(S)_3 24 §Zn9=9

E(S) = 6 donc S est un estlmateur sans biais de 6.
Calcul de la variance
V(X) = E(X?) - (E(X))?
+ oo 3
E(X) = f xf (x)dx :ZH

oo 6 3 30° 3
2y — 2 — 2 — — 2 p2
E(X)_f_mxf(x)dx fox (93 )dx 93[5 ] 595 5¢
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v =262-(36) =262-202 =

4 5

192

80

Exercice 2 Dans une population P, on définit la variable aléatoire X dont la loi de probabilité est
donnée par la densité de probabilité suivante :

2x %2 )
f(x,0) = ?69 51x20;9>0
0 six <0 _ _ o
On préleve un échantillon (X1, X2, X3, . . ., Xn) indépendamment et identiquement distribué

selon la loi de X.

1°) Vérifier que f est une densité de probabilité ;

2°) Estimer par la méthode du Maximum de vraisemblance le paramétre 8. On notera 8 (X,,)
cet estimateur.

3°) Estimer le parameétre 6 par la méthode des moments.

4°) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire Y = X2.

5°) Déduire de la question précédente que I'estimateur 8 est sans biais et convergent.

SOLUTION
2x _x2 )
f(X,9)= 769 S1X20;9>0
0 six <0

1) Vérifions que f est une densité de probabilité

_ fx)= 0
festune ddp si : {fj;of(x)dx _1

e Vx€ER,f(.)estdéfinie » Vx € R, f(.) est continue
2

e 9>0,Vx=0 :%e'? >0 = Vx=>0,f(x)=0

vx<0,f(x)=0
>VxeER f(x) =0

. [ F@dr = f)dx+ [ e = [T ¢ dx=|—cF
o 9 0

x2

o JOJf(dx = lim (-e'?)+1=0+1=1
X—+00
Conclusion : f est une ddp

2) Estimateur par la méthode du Maximum de vraisemblance de 6

L(x;,0) = ﬁf(xl-,e) = ﬁ(% e-xQ—iz> _ (g)” <ﬁxi e%lzx?

i+1 i+1 i=1
2 n n __12x2 r 1
log L =log (5) nxi eo =7t =nlog2—nlog9+logr X; — ] x?
= 1

.OlogL _ n inz_ A_lez
CPO 0 = 9+922_O = 0 ==

.0%logL _ n 2¥xf _n 2nd n
CDO: ==z~ ~a2 oo~ 2 <0
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= Estimateur par MV: 8 = "

3) Estimateur par la méthode des moments de @ : On calcule E(X?)

0

E(X?) = f+oox2.f(x)dx =f x2. f(x)dx

— 00

+ 00 +o0 2X ﬁ +002x3 ﬁ +o00
+J. xz.f(x)dxzf xz.—e'edxzf —e'edxzef ue
0 0 6 o 0 0

=6.I(2) =06

0
Avecu = = et dx=—du
0 2x

2
in

- 0=EX>)=m, - 0= ”

n
4°) Loi de Probabilit¢ de Y= X*- soit G et F les fonctions de répartition de Y et X
respectivement. Et g et fles d.d.p. de celles-ci respecti\ ement. Ona:

G(y)=P(Y<y)=P my HHJ' ﬁ<k( =F(fy)-F(y)
y ¥ 1 _X
—+f )—=f —+0 2—e8—=
5
Et'Y suit une lo1 exponentielle de parametre 6.: E(Y) =6.

MM T s p()=E[) = E(Y) =8, Ca

n

c.1::.||—1

5°) Or lestimateur de © est : A=

estimateur est sans biais de 0.

. PN 92 o
Par ailleurs V(6)=V(Y) = % == 0. Et 'estimateur est convergent.
N—=w
Exercice2- Corrigé
f(x)=0
X est une variable continue dont f est la d. d. p. si e et
Jo f(x)dx =1
2x x*
f(x;6) _{—e 9 six=> 0 .0 >0
0 six <0
1°) f est une densité de probabilité. En effet :
2
2X o
. 6?>O,x>0:>?e 0 >0etf(x)>0;vxelIR
x? too

o [Tfeyde=[" odx+ [ Z—Xe-"edx—o+[ e-v] _1

2°) Estimateur du Maximum de vraisemblance de ©.
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@
2Xi -

L=[Tf0,0) =11 e 0 =(§]nn(xi>e'

0

Y x}
InL(X,;0) = nln2 —ninb + In (1_[ xi) ~%
2
X
InL(X,;0) = nln2 — ninb + Z Inx; — 29 :
2 2 2
Xi  —né+).Xj Xj
olLogL n ; ! ? ! A ? !
R Lt N PR —0=>6="1—
00 0 g2 92 n
23 x? n X?
0 LogL n Zi:' n 2néd n A Z,: !
00 0-0 0 0 0 0 o n
0=0

Donc I’estimateur par la méthode du maximum de vraisemblance (EMV) est :
~ 1
f== Z X?
n .
l

3°) Estimer par la méthode des moments.

La méthode des moments consiste a égaliser les moments simples théoriques E(X™) et les moments
_Ix

simples empiriques X, = -

On calcule E(X?) et égalisons a X, = Zn"

E(X»)= -fo +Oox2f(x)dx = J;) v

x x? +0o0
x2 (—e O)dx = f ue'fdu=60I(2)=01'=90
0

fonction gamma drEuler
Y X7

n

=0 =EX)=m,;etl =

Remarque : méthode d’intégration débouchant sur la fonction gamma d’Euler pour calculer

400 zx _iz x2
E(Xz)zj xz(—e B)dx et posons u = —
o 0 0
( x% =6u
et
du = 2xdx dx = 6du
> U=—p 78 =7
et
2 X2
klirn—= O0=>limu=0et lim — =400 = lim u=+w
x—-0 @ x—0 x—+c0 O x—>+00

On remplace u dans le calcul de E (X?)

te 2x _x* to o 2x 0du +oo +oo
E(X2)=.[ x2(—e @ dx=f fu—e™ (—) :f Hue'“duzej ueldu
0 0 0 0 2x 0 0
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pourn >0

Rappel : la fonction gamma d’Euler est: {F (n) = f0+oo u"=ledy = (n— 1)!

+ 00
ﬁf uedu=Tr2)=Q2-N'=1=1
0

400
= E(X?) =6’f ue'du=0 x 1! =0 soit E(X?) =6
0

4°) Loi de Probabilité de Y= X2

Soient F et f respectivement la fonction de répartition et la densité de probabilité (ddp) de X.
Soient G et g respectivement la fonction de répartition et la densité de probabilité (ddp) de Y.
Ona:

GO)=P(Ysy)=PX<y)=P(IX| <\fy) = P(=/y <X=\/y) = F(,/y) = F(=/9)
= 90=6'0) = [F(y) - F(={y)] = [F(}¥)] = [F(=VY)]
on sait que: (gof)(x)' = f' x g'(f ()
g = () < F(yy)] = [(=/) < F (={y)]
900 = [(y7) * fF(P] = [(=y) % F (=]

= o= B| % L0 [5x4+
f(x) 0 si x<0 2

f(x)=% e 0, six=0

2 ¢ o1
Q(Y)_Txi =ge

1

Y
: —eT0 six>
smtg(y)={ee stx=0
0 si x<0

Y
6

Et Y suit une loi exponentielle de paramétre 0, avec E(Y) = 0 et V(Y) = 02,
~ Y. X2 . .
5°) Or I'estimateur de O est : 8 = E‘% = E;y‘ Y= E@®) = E(Zlyl) = % X n@ = 6. Cet estimateur
est sans biais de 6.
: A ZiYi) _ _
Par ailleurs V(9)=V (%) = ZV(3;¥) = > xno? = Zet lim v(9) = 11113307 =0
Et I'estimateur est convergent.

Exercice 3 — Soit une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par la fonction
suivante :
0 st x< 1

f&x) = { 1. ;a >0

X a six=>1

a
1°) Vérifier que f est une densité de probabilité. Calculer I'espérance mathématique de X.
2°) Estimer a par la méthode du maximum de vraisemblance puis par la méthode des moments.
3°) Montrer que cet estimateur est sans biais et Convergent.
SOLUTION
0 si x<1

f&x) = { 1. ;a >0
a

X a six=>1

1) Vérifions que f est une densité de probabilité
e Vx€ER, f(.)estdéfinie — Vx € R, f(.)est continue
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¢ Va>0¥x=12-xa 1202 Vx=1f(x)20

Vx<1,f(x)=0
-VxeER f(x)=0
o [ pedx =, feodx+ [ fodx =[x dx =1

1

Conclusion : f est une ddp

2) Estimateur par la méthode du Maximum de vraisemblance de a

n

L= lli[f(xi» a) = 1_[ (% Xé_l) - (%)n (ﬁ xi_l/“_1>

+1

i=1
logL =1 [(1)n< . —%—1)] 1 L)Y
ogL =log||— l_[xi =-n oga—(— )z nx;
a i1 a
CPO'alOgL=—2+Zlnzxi=O N &=Zlnxi
62(110gL r?, Z%Inx- n 2na n "
D0 =" ~w @ a <0
Zlnxi

= Estimateur par MV: & = -
3)
e PosonsY =Inx;

E(&) = E<Zlnxi> = E(Zn_Y> =EV)=EX¥)=Y= XInx;

n

=» [’estimateur est sans biais

—_—=— =>» ’estimateur est convergent
n n n—->+oo
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