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INTRODUCTION

Ce recueil d’exercices corrigés compléte le livre Probabilité de Ph. Barbe et
M. Ledoux édité dans la méme collection. Il regroupe 'ensemble des énoncés des
chapitres 1 & VIII (excepté 'un d’eux du chapitre VIII); les références au cours
sont notées en caractéres gras et gardent la méme numérotation.
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accepté et accompagné la publication de cet ouvrage.
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Cauterets, juillet 2007
Hervé Carrieu






I
THEORIE DE LA MESURE

Enoncés

I.1  Soit £ une partie (fixée) d’'un ensemble (2, et soit
E={AeP(Q): ACE}.

Déterminer I'algébre de Boole engendrée par £.

1.2 Si Ay et A; sont des tribus sur €2, on pose

T={A1NAy: Ay e A1, Ay € Ay }
Z/{:{AluAQ : A1€A1,A2€A2}.

Démontrer que o(7) = o(A; U Ag) = o(U).

I[.3 Soit (2 = 27 x Q2,4 = A; ® Az) un espace mesuré produit. Si A € A,
montrer que pour tout wy € O, la section A, = {we € Qs @ (wy,w2) € A} est
mesurable.

I.4  Soit (fn),cn une suite de fonctions mesurables de (£2,.4) dans un espace
métrique (F,d) muni de sa tribu borélienne. On suppose que f, converge ponc-
tuellement vers f (i.e. pour tout w € Q, lim, .o fr(w) = f(w)). Montrer que f
est mesurable.

Indication : pour tout ouvert U de E et rr € N considérer U, = {a € U d(a. E\

U) > 1/r}. Vérifier que f~Y(U) =, Mo N,
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1.5 Siz = (z1,...,2,) € R", on note ¢(x) le vecteur = ordonné par ordre
croissant, i.e. dans le cas ol tous les z; sont distincts, on a ¢(z) = (Z14,...,Tnn),
ou Tin = minlgisn x; et

Tip=min({z; : 1<i<n}\{z;n : 1<j<i-1}), 2<i<n.

Montrer que ¢ est mesurable.

Indication : on pourra commencer par montrer que x v— Xy, est mesurable pour
tout 1 < i < n en considérant les ensembles { x;,, < a }oa€R.

1.6 Un exemple d’ensemble non mesurable.

Sur R on définit la relation d’équivalence x ~ y si x —y € Q. En utilisant
Paxiome du choix (si A est une fonction sur un ensemble I telle que A(x) # 0
pour tout x de I, il existe une fonction f telle que f(x) € A(z) pour tout z € I),
construire un ensemble A C [0,1] qui contient exactement un point de chaqgue
classe d’équivalence. Supposons A mesurable, et soit & = A(A4) sa mesure de
Lebesgue. Montrer que si 7,8 € Q et » # s, alors (A+s)N(A+7r) = 8, ou
A+z={y+z:yc A}, et que A\(A+s)=A(A). Remarquer que

1=2(01) <A U (a+n) <A(-1,2) =3.
reQn] -1,1]
En utilisant la o-additivité de A, montrer que cette inégalité conduit d’'une part

4 a =0, d’autre part & o > 0. Conclure.

1.7 Théoréme d’Egorov.
Soit (2,.4, 1) un espace mesuré tel que p(£2) < oo ; on considére des applications
fy fn, n €N, de Q dans R, telles que f, — f p-p.p., c’est-a-dire, telles que

p({w @ falw) A fw)}) =0.

a) Pour n € Net e > 0, s0it Gpe = {w € Q : |fp(w) — f(w)] > €} et
E, .= UmZn Gm . Démontrer que pour tout € > 0,

N(ﬂ U Gm,e) =0
n m>n
et en déduire que limp, o u(Ey, ) = 0.

b) Déduire de la question précédente que pour tous €, > 0, il existe ng € N
et B, 5 € A tels que (B, 5) < ¢ et pour tout w € 2\ B, 5 et tout n > ny,

[fn(w) = flw)l <e.
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¢) Soit @ > 0; pour tout entier p > 1, on pose £, = 1/p, 6, = a/2P, A, = B 5,
et A= Upzl A,. Démontrer que (A) < « et que f, — f uniformément sur
Q\ A

1.8 Soit (2,.A, 1) un espace mesuré. Une partie N C Q est dite y-négligeable si
elle est contenue dans un ensemble mesurable A tel que p(A4) = 0. La tribu B est
dite compléte pour p si elle contient tous les ensembles négligeables.

Si NV désigne 'ensemble des parties p-négligeables, soit

A,={AUN;Ac A, NeN}.

Montrer que A, est une tribu, appelée la tribu p-complétée de A.

1.9 Soient X et Y deux espaces topologiques munis respectivement des tribus
boréliennes Bx et By, p une mesure sur By, et f : X — Y une fonction continue
{-p.p., c’est-a-dire telle que l'ensemble N = {z € X : f discontinue en z } soit
p-négligeable. Démontrer que f est mesurable de (X, Bx) dans (Y, By ) ott Bx est
la tribu complétée de Bx par rapport a pu.
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Solutions

I.1 Notons A Palgebre de Boole engendrée par £. 1l est clair que A contient
toutes les parties de E et toutes les parties de ) contenant E, c’est-a-dire :

{AeP(Q), ACEouADE}.
Et ce dernier ensemble de parties est une algébre de Boole. Ainsi
A={AeP(Q), ACEouADE}
Remarque : c’est aussi 'ensemble de toutes les parties A de §2 vérifiant

ANE=E ou ANE=0.

I.2 Remarquons que les complémentaires d’ensemble de 7, c’est-a-dire les
ensembles de la forme (A; N Ay) = A; U Ay, sont dans U. Cela implique que
o(J) C o(Ud). Par le méme argument on a 'inclusion réciproque et donc l'éga-
lité de ces deux tribus.

De plus, puisque J contient A; et Ao (car A = ANQ), onac(4A1UA) C o(J).
Enfin, une tribu étant stable par union, I'inclusion de A; et A3 dans (A1 UA3)
montre que o(U) C 0(A41 U Az). Ainsi

a(J) =a(A1 U A) = a(ld). |

1.3 Soit M 1’ensemble
M= {A S A, Ywi € Ay, Aw1 € A2}

11 est clair que M contient tous les pavés de A; ® As.
Vérifions que M est une tribu.

— Qe M car 2y € As.
— Pour tout A € M et tout w; € (3, 0n a (Z)w1 = (Ay,) € As.
— Pour toute suite (Ay), de parties de M et tout w; € 23, on a

(U An> ), € 4e

n

Par définition de la tribu A; ® Ag, on en déduit que M = A. |



SOLUTIONS

I.4 Onsuppose donc que Vw € Q, fp(w) — f(w). Par la Proposition 1.1.14,
il suffit de vérifier que, quel que soit 'ouvert U C E, f~}(U) € A. Or pour
tout w € 0 :
we fYU) = flweU
< lim f(w) €U

<= Jr € N, fo(w) € U, & partir d’un certain rang m

= weE Uﬂf;l(Ur)

rm n

Or quels que soient n et r, f,(U,) € A, donc f~1(U) € A. O

1.5 Pour tout a € R,

{zin < a} = (ﬂ{xk < a}> ,

I \kel

ou I parcourt 'ensemble des parties & i éléments de 'ensemble {1,2,...,n}.
La fonction x — z;,, est alors mesurable (voir Exemples 1.1.8 et Proposi-
tion 1.1.14).

Enfin, par la Proposition 1.2.1, ¢ est mesurable. O

I.6 S’il existe z,y € A, distincts, tels que z +r = y + s, alors z et y sont
dans la méme classe d’équivalence, ce qui contredit la définition de A. D’ou
(A+7)N(A+s)=0. On en déduit que la réunion

U @+n

reQni-1,1]

est une réunion de parties disjointes deux a deux.
D’autre part, la mesure de Lebesgue étant invariante par translation, quel que
soit 7, A(A+71)=AA) =a. D'od

)\( U (A—H')): Y o= Y o« (L1)

reQn}—1,1] reQni—1,1] reQn}—1,1]

Etant donné que

U “+rnci-12]

reQn]—1,1]

[
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on a nécessairement

AU | (4+7)) <3,

reQnj—1,1]

et la somme dans (I.1) est donc bornée, d’ott a = 0.
Enfin, par construction de A,

U @+r>i01]

reQn]—1,1]

)\( U (A+r)) > 1.

reQn)-1,1]

Ce qui contredit l'assertion a = 0. Donc la partie A n’est pas mesurable.

.7

a) Notons F 'ensemble mesurable sur lequel la suite d’applications converge
et soit ¢ strictement positif. Par définition, on a

Ywe E, IneN, Vm > n, |fm(w) — f(w)] < e.

Autrement dit

Or u(E) =1 donc

Prenant 'événement contraire, on a

U Gme | =0 O

n m>n

Remarquons que cet événement de mesure nulle est décrit comme 'inter-
section d’une suite décroissante d’événements, car la suite (U, >, Gm.c)n
est décroissante, et la mesure p étant finie, on a (voir Proposition
1.4.3.(iv)) :

p (VU Cme | =limp | [ Gme | =limp(Ene)=0. O

n mz2n m>n
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b) Soit § > 0 et ng € N vérifiant :
Vn > ng, w(Ene) < 0.
On pose B. 5 = Ey, . et donc pu(B; ) < 6.
D’autre part si w € 2\ B, s alors, quel que soit n > ng, w € Gy ¢ et donc

Vw € Q\ Beg, Y > ng, |fulw) — flw)| <e. O

¢) L’ensemble mesurable A vérifie :

A) <D u(4,

p>1

l\DlQ
H

Montrons alors que la suite (f,)) converge uniformément sur 2 \ A.

Soit € > 0 et soit pg € N vérifiant 1/pg < e. On a
wg A==Vp, weA,

En particulier w € A, et donc par construction de A, il existe un ng € N

tel que :
1
Yw e Q\ A, Vn > ng, |folw) — flw)| < ’ <e.
Donc la suite (f,) converge uniformément vers f sur 2\ A. O

1.8 Soit (Ap)nen une suite de parties de A,. On pose alors
A, =ALUN}, avec AL€ A N)CN:eA et p(N2)=0.

U (U)oU),

cA eN

ott UpyNL € N car

UnscUnN: et u(UNg)gZu(Ng)=

On en déduit que UA, € A,,.
Concernant le passage au complémentaire, pour A élément de A,,, on pose

A=A]UN; avec A1 €A Ny CNy et u(Nz)=0.
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On a
Z=A1UN1 :?Hﬂﬁl.

11 est clair que A; € A et d’autre part
M =MU (M \N).
Or Ny \ Ny = Na \ Ny € NV car inclus dans N2. On obtient donc

A= (@ N5 U (@1 (V1 \ W) € A,

- v N —

€A eN
Enfin, il est évident que 2 € A, donc A, est une tribu. O

1.9 On rappelle que f est continue en z si quel que soit W, voisinage de f(x)
dans Y, f~}(W) est un voisinage de = dans X.
Pour tout ouvert O de Y, on a

F7HO) = (FHO)N(X\N)) U (fH(O)NN). (L.2)

Si f continue en z avec, de plus f(z) € O, alors O étant un voisinage de f(z),
f~1(O) est un voisinage de x. Donc f~1(0O) N (X \ N) est un ouvert.

D’autre part f~1(0) N N est u-négligeable car inclus dans N.

Par (1.2), f71(O) est la réunion d’un ouvert et d’un u-négligeable, donc est
mesurable. 0



I1
INTEGRATION

Enoncés

II.1 Un exemple de fonction Lebesgue intégrable qui n’est pas Riemann inté-
grable : f(z) = Ignpj(z), = € [0,1]. Montrer que [ fdx =0 mais que f n’est
pas Riemann intégrable sur [0,1].

I1.2  Soit (2,4, ) un espace mesuré, et soient A et B deux éléments de A.
Examiner le lemme de Fatou sur 'exemple suivant : fa, = 14, fon+1 = 1.

I1.3 Soit g une mesure de probabilité sur I = [0,1]. On note

m = [;xdu(zx), UZII(m—WQ)Zd/L(l‘)7
a= [;z?du(z) —m? b= (% —m) + [; (1 — z) dp(z).

Exprimer v et b en fonction de a. En déduire que a < 1/4 et que a = 1/4 pour
une unique mesure g que ’on déterminera.

I1.4  Soit (Q, A, ) un espace mesuré, f, f,, n € N, des fonctions mesurables
positives intégrables. On suppose que

fn—Ff ppp et nhl{lo/f" dp = /fdu-

En utilisant inégalité (f — f,,)* < f, démontrer que lim, oo [(f — fn)T du = 0.
En déduire que f, — f dans L!(p).
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I1.5 Soit CF(R) 'ensemble des fonctions sur R, infiniment différentiables, a
support compact. Montrer que si A est intervalle ouvert, alors 1 4 est limite simple
de fonctions dans C¥(R), majorées par 1.

Indication : on pourra d’abord considérer Uintervalle [0,1] et les fonctions
xp(—¢/x{l — = L8t el
o exp(—s/a(l —a)) , siwel0 1]
0 st 10,11

En déduire que o(C¥(R)) = B(R) et qu'une mesure p est caractérisée par la
donnée de [ fdu pour toute fonction f € C32(R).

d du d
I1.6  Sip < pg < p3, montrer que Sl R ol e , 43 p.p. Side plus po < p1,
dus — dps dps’
dyio dpy \
alors — = | — , 41 D-p- et p2 p.p.
dp dpe

I1.7 Cet exercice montre que le dual topologique de L>([0,1],B([0,1]), )
L n'est pas L1([0,1],B([0,1]),A) = L. En effet, C[0,1] c L>® C (L)* ou *
désigne le dual. La masse de Dirac §y est dans le dual de C[0,1] par la dualité
(60, f) = [ f ddp = f(0). De plus la norme de 6y € C[0,1]* est 1. Par le théoréme
de Hahn-Banach, montrer que 'on peut prolonger dy en une forme linéaire A sur
L2°, de norme 1. Prouver que A n’est pas dans L1

I1.8 Soit L*([0,1],A) I'espace des fonctions réelles intégrables pour la mesure
de Lebesgue A sur [0,1]. On considére la suite de fonctions
an(t) = 2 +sin(nt) , teR, neN.

a) Démontrer que pour toute fonction f de L([0,1],)), on a

lim ft)an(t)dA(t) =2 F&)dA(®).
e o] [0,1]
Indication : utiliser la densité des fonctions de classe C' dans L'([0,1], )
et inlégrer par parties.
b) Démontrer que pour toute fonction f de L'([0,1], ), on a
lim f(t)

n=o0 Jl0,1] an(t)

dA(t) = g/ F(£)dA()

ou § = fo (2 + sinu) "L du.
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Indication : utiliser la densité des fonctions en escalier dans L'([0.1].0).
¢) Prouver que 8 # 1/2.
II.9 Sur un espace mesuré (2, A, u), soient f et g deux fonctions intégrables
positives ou nulles telles que [ fdu = [gdp = 1. On définit les mesures (de

probabilité) P et @ de densités f et g par rapport & u. Si [|[P — Q| désigne la
distance en variation totale définie par

IP — Q| = sup |P(A) — Q(4)]|,
AcA

démontrer que

1
IP=all = [17 - sldu.

11
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Solutions

12

II.1  L’ensemble QN|0, 1] est dénombrable, donc de mesure de Lebesgue nulle.
La fonction f est nulle A-presque partout donc son intégrale de Lebesgue est
nulle.

En revanche si £ désigne 'ensemble des fonctions en escaliers sur [0, 1], on a

1 1
sup{/ u(w)daz,ueg,ugf}:o et inf{/ v(x)dw,veg,vzf}zl.
0 0
Ce qui prouve que la fonction f n’est Riemann intégrable sur [0, 1]. O

11.2 Pour la suite (f,) définie par fo, = 14 et fopt1 = 1p,0n a
hmlnffn = ]lAmB.

Le lemme de Fatou :
/lim inf f,(t) dt <lim inf/ fn(t) dt,
n n

donne donc ici :
P(AN B) <inf{ P(A), P(B) }.

I11.3 Par des calculs élémentaires, on obtient :

v=ag et b=-—a.

4

D’autre part [, z(1 — ) du(x) > 0 car la mesure p est portée par [0, 1]. Donc
b est positif et a < %.
Sip=24(8 +6)alorsm=1/2etona

b=(%—m)z+/lm(1—m)du(ﬂc)=0.

Pour prouver 'unicité de p, il suffit de remarquer que a = 1/4 implique b =0
et par suite

m=1/2 et /Ix(1 — 2)dp(z) = 0.

Ainsi, la mesure y est portée par I'ensemble { 0,1 }. D’autre part [, zdx = 1/2,
donc p(0) = p(1), d'ott pu = 3(8o + 61). O
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II.4 On applique ici le théoréme de la convergence dominée a la suite

(f - fn)+ :
(f = f)* 2250 et |(f ~ fa) "I = (f — fa)* < f intégrable
d’on
[ = du o,

Le méme raisonnement vaut aussi pour (f — f,)” et donc
J16=siau= [(r-prdus [(¢= g au —0. O
IL.5 On pose € = 1/n et on définit la suite de fonctions (fy) par :

fulz) = {e"p (~msd=s) sizel]

0 , sinon.
Pour tout n, f, € CE(R) et, de plus,

0S fa<l et VEER, falt) — Ljoy(t).

Toute limite simple de fonctions mesurables est mesurable, donc ]0,1[€
o(CE(R)). On en déduit que tout intervalle ]a, b[ est dans o(C5 (R)) car :

VteR, fala+t(b—a)) — Ljgu()-
Donc o(C% (R)) contient tous les intervalles ouverts. De plus tout ouvert est
réunion dénombrable de ses composantes connexes qui sont des intervalles ou-
verts donc o(CP(R)) D B(R). Le caractére minimal de o(CZ (R)) implique que
7(C2(R) = B(R). O
Par convergence dominée, on a

/ fula+ (b — a))) du — p(la,b]).

La connaissance de [ fdu pour toute fonction f € C¥(R) nous donne p(I)
pour tout intervalle ouvert et donc pour tout intervalle. On connait ainsi la
mesure pu sur lalgébre de Boole des réunions finies d’intervalles : y est alors
fixée sur la tribu des boréliens. (voir Proposition 1.4.7) O

13
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I1.6 Notons g = et f =32, On peut écrire :

p1 <5§ 2 <f< 3. (IL.1)
Pour tout événement A, on a

mmzAwmmom mm=AmMMw

D’aprés la Proposition 1.2.7, la fonction ¢ est limite d’une suite croissante
de fonctions étagées qu’on note (gp)n. Pour n fixé, g, s’écrit >, a1 4, on la
somme est finie. On a :

[ ot 5@t = | (et (0 duale)

=;%ANMMO
- Zai LLQ(A N Az)

=/%wwm>
A

—— [ g(t) dpa(t) = p1(A4).
A

n—0oQ

D’autre part, toujours par convergence monotone, on a

[ 9ntt) O a0 — [ F®a0dus(0
A A

Donc

p(4) = / t) dua(t) / f(t) g(t) dus (). O

Dans le cas ol ug est elle-méme absolument continue par rapport & pq, 'as-
sertion (II.1) devient

p1 <K pg L .
g f

-1

Et le résultat précédent donne f(t)-g(t) = 1. On a donc bien — dpez (dm) .
dpy dpz

il
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I1.7 La forme linéaire &y : C[0,1] — R, f — f(0) est continue de norme 1
et, d’aprés le théoréme Hahn-Banach, elle se prolonge en une forme linéaire
continue sur L°°, que 'on note A. On va montrer par 'absurde qu’il n’existe
pas de fonction h € L! telle que

VfeL®, A(f)z/0 f@)h(t)dt

On suppose donc existence d’une telle fonction et on considére la suite de
fonctions (fy,) définies par

fn(t) =

1-nt ,0<t<1/n
0 , t>1/n.

Quel que soit n, la fonction f,, est continue et donc pour tout n € N, A(f,) =
fn(0) = 1. Or la fonction f, h converge simplement vers 0 sur ]0,1] et

VneN, |fnh| < ||

D’ou, par convergence dominée,

/ L b (Oh() dt — 0,
0 n

ce qui contredit A(f,) = 1.
On en déduit que A ne peut étre identifiée 4 un élément de L! et donc que

Ll c (L>®)~. O
76( )

I1.8
a) Pour f € C1(]0,1)), on a

1 1 1
/0 F(tan(t) dt = 2 /0 £(6) dt + /O £(£) sin(nt) dt

et par une intégration par parties, on obtient

/ f(t)sin(nt) dt = [ cos(n } / f'(t) cos(nt) d

/f ) cos(nt) dt‘ /|f ) dt ——— 0.

n—=4oo

On obtient donc
/ f(t)sin(nt) dt —— 0,

n—4+oo

15
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b)

et finalement :

1 1 )
/Of(t)an(t)dtm2/0 f(t)dt pour f € CL(0,1]).

Soit maintenant f € L!([0,1],)\) et une suite (fi)r > 0 d’éléments
de C'([0,1]) vérifiant ||f — fellh < % (par denmsité de C'([0,1]) dans
L1([0, 1], A)).

En remarquant que Ilan“oo < 3, on écrit :

1

Dan(®)dt] <  lonllo < 2,

/01 f()an(t) dt — /Olfk(t)an(t) dt' < %

Soit € strictement positif. On considére 'inégalité

‘/01 f(t) an(t)dt - 2/01f(t) dt} < (t)an(t)dt — /01 fe(t)an(t) dt‘

0
+ '/1 fe(t)an(t) dt—2/1 fr(t) dt| + ‘/01 25 (1) dt—zfolf(t) dt"

kol

d’ot

et, observant que fo fi(t)dt — fo t) dt, on peut écrire :
3
V F)an(t) dt—2/ £(t) dt‘ Cete (I1.2)

pour k et n suffisamment grands. On déduit de (I1.2) que

1 1
/ f)an(t)dt — 2 / f(t)dt. 0
0 n 0

Etudions au préalable Pintégrale fa =0 dt. Par le changement de va-

riable u = nt et utilisant la périodicité de la fonction ¢ — 1/a,(t), on

a:
b nb n{b—a)
1 1 1 1 1
/ dt:—/ ——,—du:—/ —du
e an(t) N Jna 2+sinu n Jo 2+ sinu

du > 0 car 2+Smu > (),

et, observant que fo 2+smu

n(b—a) 1 _ 2
/ —du ~ n(b a) / —1— du,
0 2+sinuy  n—oo 27 0o 2+sinu




SOLUTIONS

n(b—a)

ou |.] désigne ici la partie entiére. Or [—27?‘ "—(g—;a—), donc

J n—00

b 27
1 b— 1
/ dt a4 / —— du
o Gp(t)  n—ooo 27 Jy 24sinu

Pour f en escalier sur [0, 1], c’est-a-dire constante égale & o sur |a;, a;41],
olagg=0<a; <---<an41=1,0ona

N it 1
= Z Q; / du
i=1 a; Qan (U)
Z a;(@iy1 — a4) /27T 1 d
U
n—oo 4 27r 0 2+sinu

1 27!‘
e Ny
27r 0 2 +sinu + sinu

Pour f € L([0,1]) on utilise la densité des fonctions en escaliers dans
L1([0,1]) et on procéde comme dans la question a).

¢) La premiére des égalités suivantes vient des propriétés élémentaires de la
fonction sin : 27-périodicité, imparité et sin(m — t) = sin(¢)

1 (> a8 (" dt 4/”/2@_1
0

— = — — > = =-. O
21 Jo 2+sint 27 Jy 4-—sin?(t) " 7 4 2

I1.9 Soit A € A vérifiant P(A) > Q(A). On a alors :
IHM—QMN=H&—QM%jLﬂﬂ—

Observant que [ f(t) — g(t) dt = 0, on obtient

P(4) - (/f e+ [ U—f@ﬁ)
s§(/uw wlae+ [ 1o - s(01at)
=5 [ Irey—gto)ae

Le cas ot P(A) < Q(A) se traite évidemment de maniére analogue. On a ainsi
montré que

VA€ A, |P(A) - /[f ()] dt,

17
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d’ou
P-qQl<? /|f o(t) dt.

Pour montrer I'inégalité inverse, on considére les parties mesurables

E*={f2g} et E ={f<g}=FE*%

J1£0 - g(0)dt = |, 10w+ / o) — f(t) dt

=P(ET) - Q(E") + Q(E™) - P(E™)
=2(P(ET) - Q(EY)).

On a

On en déduit
/ £(8) - g()] dt = P(E*) — QEY) < |P - QI

d'oir Végalité 1 [ |f(t) — g(t)|dt = |P - Q|.

18



111
MESURE DE PROBABILITE

Enoncés

111.1  Un tiroir contient n paires de chaussures. On choisit au hasard 2r chaus-
sures (2r < n). Quelle est la probabilité qu’il n’y ait parmi ces 2r chaussures
aucune paire compléte 7 Quelle est la probabilité qu’il y ait exactement & paire(s)
compléte(s) (1 <k <r)?

II1.2 Soit X une variable aléatoire & valeurs dans un ensemble M muni de la
tribu de ses parties, telle que P{X = z} > 0 pour tout z € M. Montrer que M
est fini ou dénombrable.

Indication : pour tout n > 1, soit M,, = {x € M : P{X =2} > 1/n}. Montrer
que M, est fini.

II1.3 (Paradoxe de Bertrand). Soit C le cercle de centre O et de rayon 1 dans
R2. On cherche & déterminer la probabilité pour que la corde AB de ce cercle,
choisie « au hasard », soit plus grande que le c6té du triangle équilatéral inscrit
dans le cercle. Faire le calcul dans les différents cas suivants :

a) On fixe un point I du cercle ; on choisit un point M sur le segment OI selon
la probabilité uniforme ; on lui associe la corde AB perpendiculaire & OI et
passant par M.

b) On fixe A sur le cercle et on choisit B selon la probabilité uniforme sur le
cercle.



CHAPITRE III. MESURE DE PROBABILITE

20

¢) On choisit M dans le disque selon la probabilité uniforme; AB est alors la
corde passant par M et perpendiculaire & OM.

I11.4 La plupart des ordinateurs disposent d’un algorithme permettant de simu-
ler des variables aléatoires uniformes sur [0, 1]. Supposons donc savoir tirer une
variable aléatoire de loi Uy 1). Utiliser la Proposition I11.2.7 pour simuler une
variable aléatoire de loi

a) exponentielle de paramétre 1,

b) de fonction de répartition F(z) =1 —x @ siz > 1, et F(z) =0siz <1
(loi de Paréto),

¢) de Cauchy de densité 1/m(1 + 2?) .

IIL.5 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que

e~ 22k
4k!

P{X =k} = (1+ak), keN,
oll & > (). Déterminer la valeur de «. Calculer 'espérance et la variance de X en
remarquant que

P{X = k) = %p{y — k)t %P{T — k)

pour tout k, ou T = Z + 1 et Y et Z sont deux variables de loi de Poisson de
parameétre 2.

IIT1.6 Soit 2 'ensemble des n! permutations ¢ des entiers de 1 & n muni de la
probabilité uniforme. Soient {ci,...,cn} et {uy,...,un} des nombres réels. On
définit S(0) = 31 cpcp CkUg(k)- Posons

-1 — 1
c= 521gk§n Ck u = ;Zxkgn Uk,
2 _ 2
C

Sc = % Zlgkgn(ck - E)Qa Su = n—1 Zl§k§n<uk — H)Q .

Ol
&l

a) Montrer que I'espérance de S est égale a n

b) Calculer la variance de u, k), puis la covariance de u, () et uyqy (k # 1).

Indication : noter que Y1 cpcp Uo(k) = 21<h<n Uk-

¢) Déterminer la variance de S en fonction de s2 et s2.
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II1.7 Soit X une variable aléatoire de loi A'(0,1). Montrer que Z = eX est de
densité fZ(z) = (2r) V227 1e=(1082)*/2 gi 2 > 0 et fZ(2) =0 si 2z < 0. La loi de
Z s’appelle la loi log-normale.

Pour a € [—1,1], soit f,(z) = f%(z)(1 + asin(2rlogz)), = > 0. Montrer que
si Z, est de densité f,, alors Z, et Z ont les mémes moments, et donc que les
moments ne caractérisent pas une loi de probabilité (comparer avec I11.5.7 et le
Théoréme II1.5.8).

IT1.8 On dit qu'un vecteur aléatoire X = (Xi,..., X ) est échangeable si la loi
de X est invariante par permutation des coordonnées, i.e. pour toute permutation
7 de {1,2,...d}, X a méme loi que (Xr(1),- .-, Xr(q))- Soit donc X un tel vecteur
aléatoire, échangeable, de carré intégrable, tel que de plus X3 4+ --- + Xy = 1.
Montrer qu’alors E(X;) =1/d et

_VarX1
d—1"

COV()(Z'7 Xj) =

Indication : ctudier E(X1 4+ -+ Xg) et E(X(X) 4+ -+ Xy)).

III.9 Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q2, A, P).

a) On suppose que X est de carré intégrable. Démontrer qu’il existe un unique
réel zg tel que la fonction g(z) = E((X — x)?) soit minimum en ce point.
Déterminer zg et g(xo).

b) On appelle médiane de X un réel m tel que
P{X>m}>1/2 et P{X <m}>1/2.

Démontrer qu’un tel réel existe toujours, mais qu’il n’est pas nécessairement
unique. Prouver que si X est intégrable et m est une médiane de X,

E(IX —m|) =inf{ E(|X —a|) : a€R}.

Indication : établir que sia < b,
b
E(IX b)) - E(|X —al|) = / Y(x)dr

Ja

ot () = P{X <a} — P{X > a} et ¢tudier le signe de la fonction 4.

21
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IT1.10 Soit X une variable aléatoire positive de carré intégrable sur (2, A, P)
et soit A €]0,1[. Démontrer que

(1-=XNE(X) < E(X1pgx)e(X))

et en déduire, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que

2
P{X>XE(X)} > (- ,\)2582) :

II1.11 Si P est une mesure de probabilité sur {1,2,...,n}, on définit 'entro-
pie de P par H(P) = =) | <p<n Pklogpr ot py = P({k}), avec la convention
0log0 = 0.

Montrer que H est a valeurs dans R™ et trouver P telle que H(P) = 0. Démontrer
que la mesure uniforme sur {1,2,...,n} réalise le maximum de H.

Si P est une mesure de probabilité sur N, on définit de méme son entropie par
H(P) ==Y, cxnPnlogpn. Montrer que H est a valeurs dans R™ U { oo }. Quand
s’annule-t-elle 7 Démontrer que la loi géométrique de paramétre p, 0 < p < 1,
réalise le maximum d’entropie sur ’ensemble des mesures de probabilité sur N de
moyenne inférieure ou égale a (1 — p)/p.

Si P est une mesure de probablhte sur (R, B(R)) de densité f par rapport a la
mesure de Lebesgue, on note H(P) = [ f(x)log f(z)dxz lorsque cette intégrale a
un sens, H(P) = oo sinon. Calculer 1 entropie de la loi normale A(0, 1). Démontrer
qu’elle minimise l'entropie de toute mesure de densité f vérifiant fR zf(z)dx =0
et fpz?f(z)de = 1.

Indication : on pourra commencer par montrer que pour toute densité g

/ log(f(x)/g(x))f(x) di > 0.

puis prendre pour ¢ la densité gaussienne.

II1.12 Montrer que la fonction p(t) = (2r) /2 Jr eite=2*/2 4y t € R, est solu-
tion d’une équation différentielle du premier ordre. En déduire la fonction carac-
téristique de la loi A(0,1) ainsi que tous les moments de la loi N(0,1).

IT1.13 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit X une variable aléatoire réelle, de
densité f. Montrer que lim;_. X (t) = 0.

Indication : on pourra considérer d’abord une densité uniforme, de la forme
) "

1 b — a), puis une densité en escalier, et approcher dans L' une densité

[a,b] , ,

quelconque par une fonction en escalier.



ENONCES

En déduire que si f admet des dérivées (V... ) intégrables, alors | X (t)| =
o(|t|=*) lorsque t — oco.

IT1.14 Soit P la mesure de probabilité sur Z définie par

C
P=3%" m((sn +0-n)

n>2

ou ¢ est la constante de normalisation faisant de P une probabilité. Cette mesure
admet-elle un moment d’ordre 17 Soit ¢ la transformée de Fourier de la mesure
P. Pour tout entier N > 2, on définit

sin(n sin?(n
iy =Y 5__(._t/_2)’ gN(t):ZM~

2 2
Ny tn<logn = tn“logn

Démontrer que fy(t) < tN et que gy(t) < 1/tNlog N. Trouver une fonction
t — N(t) de [0,00( dans N telle que lims .o fy((t) = limg o gn((t) = 0. En
déduire que ¢ est dérivable en 0.

ITI1.15 Soit f une densité sur R, paire (i.e. f(z) = f(—z)), de fonction caracté-
ristique . Pour x > 0, soit g(z) = [° ¢! f(t) dt et poser g(—z) = g(x). Montrer
que ¢ est une densité dont la fonction caractéristique est ¢+ fJ w(s)ds.

23
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ITI.1 On peut supposer que toutes les parties & 2r éléments de ’ensemble
des chaussures ont la méme probabilité d’étre choisies. Cette hypothése
nous conduit & modéliser cette expérience aléatoire par ’espace probabilisé
(2,P(Q2), P), ou 2 désigne I'ensemble de toutes les parties & 2r éléments d’un
ensemble a 2n éléments et ot P est la probabilité uniforme (équiprobabilité).
Si A C (2 représente 'événement { il n’y a aucune paire compléte parmi les 2r
chaussures choisies } alors

_eand(4) _ ()2

P4) = card(Q) @:f)

(Dans la formule précédente, le (2”7,) exprime le fait de choisir 2r paires et le
227 celui de choisir, dans chaque paire, une chaussure).
Si B représente I’événement { il y a exactement k paires complétes parmi les
2r chaussures choisies }, alors
n\ ( n—k \o2r-2k
P(B) —_ card(B) — (k) (2r—2k)2 "

card () @:})

(Ici, le (}) exprime le fait de choisir les paires complétes, (,'~%,) celui de choi-

227‘—2k

sir les paires non complétes et enfin celui de choisir une seule chaussure

parmi ces derniéres).

IT1.2 Le cardinal de M, est nécessairement strictement inférieur & n. En effet
si my,...,my sont k éléments distincts de M,

P{X € {my,...,my}} > g

Donc k < n, en particulier M,, est fini. Par hypothése
M= M,
n>1

I’ensemble M est donc une réunion dénombrable d’ensembles finis. 11 est donc
au plus dénombrable. ]

IT1.3 Tout triangle équilatéral inscrit dans le cercle unité est de coté /3.

a) On note I; le milieu du segment OI. Pour que la corde soit plus grande
que v/3, il faut et il suffit que le point M soit sur le segment OI;. On
trouve donc une probabilité de 1/2.
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b) On fixe A sur le cercle et, partant de A, on « coupe » le cercle en 3 arcs
d’égales longueurs. On note les deux autres points A; et As. On choisit
un point B au hasard sur le cercle. Pour que la corde AB soit plus grande
que v/3, il faut et il suffit que le point B soit sur I’arc de cercle (A;As).
On trouve donc une probabilité de 1/3.

¢) Lors de cette construction, pour que la corde AB soit plus grande que
V3, il faut et il suffit que le point M soit dans le disque centré en I’origine

. . . iz 7(1/2)% _
et de rayon 1/2. On trouve ici une probabilité de ===~ = 1/4.
IIT1.4 Pour les exemples qui suivent, la fonction F~ se calcule facilement.
On rappelle que si U désigne une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
10,1, alors F*~(U) suit la loi ayant F' pour fonction de répartition.

a) Pour F, fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre 1,
1—e™® siz>0
F(z) = ¢ S? v ,on a F=(y) = —In(1 — y) pour y €]0,1].
0 siz <0
Si U suit la loi uniforme sur |0,1[, —In(1 — U) suit la loi exponentielle
de paramétre 1. (On peut mentionner que — In(U) suit alors aussi la loi

exponentielle de paramétre 1.)

b) Pour F, fonction de répartition d’une loi de Paréto,
1-z% siz>1
F(z) = T S?$> ,ona F=(y) = (1—y)~'/* pour y €]0,1].
0 siz <1
Si U suit la loi uniforme sur ]0,1[, (1 —U)~"* suit la loi de Paréto.

c) Pour F, fonction de répartition d'une loi de Cauchy, F(z) =
L (arctanz + Z), on a F*~(y) = tan(my — §) pour y €]0,1[. Si U suit la

loi uniforme sur )0, 1[, tan(7U — ) suit la loi de Cauchy.

II1.5 La variable X est a valeurs dans N et donc >, .y P{X =k} =1. Or

e 22k e ?, , 9y 142a

4
k>0
Donc oo =3/2 et

1e 22k 3e 22k 1
PAX=k}= 1+

On peut écrire
1
P{X =k} = PV = K} + S P(T =k},

25
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ol on a posé

e—22k e—-22k—1k.
X et P{T=k}= —

Autrement dit T = 1+ Z et Z suit une loi de Poisson de paramétre 2, tout
comme Y. On sait alors

E(T)=1+E(Z)=3, EY)=2 et Var(T)= Var(Z) = Var(Y) = 2.
On en déduit E(X) et E(X?) :

E(X) = %ZkP{sz}—!»-ZZkP{T:k}

P{Y =k} =

£>0 k>0
1 3 19 11
—_ - Y —_ - — P —
EO + 3B =5+ 7=,
1 3 1 3
E(X?) =) KP{Y =k} +7 Y _KP{T =k} = SE(Y?) + JE(T?).
k>0 k>0

Or E(Y?) = E(Y)? + Var(Y) = 6 et E(T?) = E(T)% + Var(T) = 11.

3 11)°
Donc E(X2)=§+Z3=3Tf et Var(X)=3749~<Z> ———%g.

I11.6 Signalons 'abus de notation utilisé ici pour désigner la variable aléa-
toire u,(x). On pourrait noter celle-ci X}, définie sur 2, I’ensemble des permu-
tations de {1,...,n}, en posant Xi(0) = Ue(k)-
a) 8= 3" chen Ch Uo(k) e donc E(S) =31 o, ok E(Uq(r)) avec
1 1
E(ur(k)) = Z —’rﬁ ur(k) = ;J (TL - 1)' (U1 + -+ Un)

T

La derniére égalité se justifiant par le fait que l’ensemble E’,’c =
{r tels que 7(k) = i} est de cardinal (n — 1)!. On obtient donc

u+---+u _
E(S) = Z ek E(ug(ry) = Z Ck 1——;—” =ncu. O
1<k<n 1<k<n

b) Remarquons que quel que soient i et j distincts, uq(;) et us(;) suivent la
méme loi. En outre, il est clair que la loi du couple (uq(;), Uy(j)) avec i # j
ne dépend pas du couple (i,7). D’autre part, la somme ) <x<,, Uo(k) D€
dépend pas de o; elle est égale & ) ; <, Uk, C'est-a-dire & n%. On en

déduit que
Var ( Z Ug(ky) = 0.
1<k<n

26
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D’ou

> Var(ue) + 2 > Cov(taryUow) =0,

1<k<n k<l

ou encore, en vertu de la remarque préliminaire,

nVar(uq(1)) + (n® — n)Cov(Uy(1), Uo(2))- (I1L.1)
Via le théoréme du transport
Yichen(r —8)°  n-1
Var(uq(1)) = nn = -
En utilisant (I11.1), on obtient alors
Va‘r(uo(l)) —3%
Cov(torytow) = ———7 = "

On peut désormais calculer la variance de S. On a

Var(S) = Var( Z Ckua(k))
k=1

= ZVar(ckua(k)) +2 Z Cov(CrUo(k), ClUo(l))
k=1 k<l

= ( Z ci)Var(uU(l)) + 2 Z cxcCov(Ug(1)s UU(Q))
=1 k<l

=ns

(Zk 1 Ck >k cg)? ) .

Or la derniére expression entre parenthéses n’est autre que la variance
d’une variable aléatoire uniforme sur les c, qui est égale a s2(n —1)/n.
On a donc
2 .2
Var(S) = (n — 1) s, s;.
II1.7 La variable aléatoire Z ne prend que des valeurs positives et pour ¢ > 0,
on a

P{Z <t} = P{X <Int} = ®(Int),

27
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ou ¢ désigne ici la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite. La
fonction de répartition de Z est donc

PZ() = {@(mt) sit>0

0 sinon.

Elle est continue sur R, dérivable sur R*. La variable Z admet donc une densité,
obtenue en dérivant FZ. On obtient

e~ (nt)2/2 )
fZ(t):{-—ﬁt— sit>0

0 sinon.

Pour a € [~1,1], la fonction f, définit bien une densité de probabilité sur R*
car elle est positive et f0+°° fa(t) dt = 1. Pour vérifier cette derniére égalité, il
suffit d’écrire

= fZ(t)sin(2r Int) dt (:) E(sin(2r1ln Z)) = E(sin(2r X)) = 0.
Q *

L’égalité (*) étant la formule de transport (voir Théoréme 11.4.1) et la der-
niére espérance est nulle car la densité de X est paire.

Soit alors une variable Z, ayant f, pour densité. On vérifie sans difficulté que,
quel que soit Pentier k, Z, et Z admettent un moment d’ordre k. De plus

“+00
E(Z% :/ t*£2(t)(1 4 asin(2r Int)) dt
0
+oo
= E(Z%) —l—a/ tF £2(t) sin(2r In t) dt.
0
Or cette derniére intégrale vaut zéro :

/ " thf2(t)sin(2r Int) dt = E(Z*sin(2r In Z)) = E(eFX sin(2n X))
0

1 oo ku_—u?/2 ( )
= — e e sin(27u) du
2T /_oo

_ 1 /+ooe—1/2((u——k)2—k2)
Vo J o

sin(27u) du

ek;2/2 +oo (k)22
= e M sin(27u) du
e ). (2mu)
ek?/2  too

= Nors e V"2 sin(2rv)dv =0 (u—k = ).
T J—00
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Les deux variables Z et Z, ont donc les méme moments mais ne suivent pas la
méme loi car leur densités respectives sont distinctes. Cet exemple illustre le
fait que les moments ne caractérisent pas la loi dans le cas o la variable n’est
pas bornée,

ITI1.8 On note m la projection sur la premiére composante du d-uplet
(1,...,2q). 1l est clair que w1 (X1, X2, X3,...,Xq) suit la méme loi que
m1(Xo, X1, X3,...,Xq) et donc que X; et X5 suivent la méme loi. On montre-
rait de la méme fagon que quels que soient ¢, j, X; et X; suivent la méme loi
et donc E(X;) = E(Xj;).

De l'identité X7 + --- + X4 = 1, on déduit que

1
E(X1)+ -+ E(Xy) =1=dE(Xy), donc E(X;)= =
De méme X1(X; + -+ + Xg) = X; et donc, en prenant 'espérance,

% = E(X}))+E(X1X2)+- -+ E(X1X,) = E(X?)+(d-1) B(X;X;). (I11.2)

La derniére égalité se justifiant par le fait que X7 X> suit la méme loi que X;X;
quel que soit 7 # j. (Il suffit de considérer 'application

mig : R” = R, (z1,...,7,) — 2122,
et de remarquer que
71'12(X1, s 7Xn) et 7712(Xo(1)a - 7X0'(n))

suivent la méme loi pour toute permutation o.)
On obtient alors

Cov(X;, X;) = E(X;X;) — E(X3)E(X;)
1 E(X?) 1
= T d(— 11) — 5 bpar (I11.2)
d—d?E(X?)~(d-1)
d?(d—-1)

_1-dEX?) 1 (1
B d2(d—1)1 ’d-l(ﬁ_E(X%))

= —— (B(X}) - E(X1)?) = q%ifXTl). O

29



CHAPITRE III. MESURE DE PROBABILITE

30

I11.9

a)

b)

La fonction g définie par g(z) = E((X — z)?) = 22 — 2E(X)z + E(X?)
atteint son minimum en z¢p = E(X). Le minimum de g vaut alors
9(z0) = E((X — E(X))?) = Var(X).

Notons F' la fonction de répartition de X. La fonction F est croissante,
continue & droite, lim¢_, o F(t) = 0 et limy_, 1o, F(t) = 1. Observant
alors que {¢t : F(t) > 1/2} est non vide et minoré, on déduit Pexis-
tence de inf{t, F(t) > 1/2} := m. Par continuité & droite, on obtient
F(m)=P{X <m}>1/2.

D’autre part P{X >m} =1—-P{X <m} =1~ F(m™). On peut alors
distinguer les cas F' continue en m et F' discontinue en m pour conclure
que P{X > m} > 1/2. 1l suffit d’observer que dans le cas F' continue en
m, F(m) = F(m~) = 1/2 et que dans le cas F discontinue en m, on a
nécessairement Fi(m™) < 1/2.

Pour se convaincre de la non unicité en général, il suffit de considérer X
suivant la loi uniforme sur {0,1} et observer que tout réel de ]0, 1] est
une médiane.

Montrons maintenant que si a < b :

b b
E(IX -b))-E(|X —a]) = / P{X <z}—-P{X >z}dzx = / Y(z) dz.
a a
Pour cela, on considére les applications
Lt 1o (X (w)) et 1)_oo (X (w)) définies pour (¢,w) € [a,b] x ©2

auxquelles on appliquera plus bas le théoréme de Fubini-Tonelli. Aupa-
ravant, on observe que :

b b—a , 81 X(w) > b
[ bl @) de = { [X(@) =l 5 X @) Elatl
a 0 i X(w)<a
b b—a , 81 X(w) <a
[ 1 saX@)ar = 1xX(@) bl 51 X(@) ot
a 0 ,si X(w)>b
puis que
| X — b —|X —a|,si X €]a,b]
| X —bl =X —a|={ —|a—1}] ,81 X > b

|a — b ,81 X <a.
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On obtient alors :

E(|X —b]) — E(|X — a]) = E((|X —b| - [X — a])L)5,5(X))
~Ja—b|P{X > b} +|a — }P{X < a},

b
/Q ( / ll_oo,t](X(w))dt) dP(w) = (b— a)P{X < a}
+ E(|X — 5|14 51(X))

_ / ’ ( /Q ﬂ]_oo7t](X(w))dP(w)) dt

b
- / P{X < 1} dt,

et

b
/Q ( / Il[t7+oo[(X(w))dt> dP(w) = (b— a)P{X > b}
+ E(|X — a|1),5(X))

_ / ’ < /Q Il[t,.,,oo[(X(w))dP(w)) dt

b
_ / PIX >t} dt.
On soustrait et on obtient
b b
E(|X—b|)—E(|X—a|):/ P{th}—P{th}dt:/ w(t)dt. O

Pour conclure, on remarque :

- La fonction ¢ est évidemment croissante avec im_o, 9(t) = —1 et
lim o ¥(t) = 1.
— Si m est une médiane de X et, si £ > m en supposant de plus que

x n'est pas une médiane, alors ¥(z) > 0. Il est en effet clair que
P{X >z} <1/2 et donc P{X <z} > 1/2 et donc ¢(z) > 0.

— Si x < m, en supposant de plus que z n’est pas une médiane, alors

Y(z) <0.
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~ Si m < m’ sont deux médianes, alors ¥(t) = 0,Ym <t < m'. En
effet les événements {X < m} et {X > m'} étant disjoints, on a
P{X <m} =1/2 et P{X > m'} = 1/2 et donc P{m < X <
m'} =0,doncsim<t<m/,onaP{X <t} —P{X >t}=0.

Par conséquent si m et m’ sont deux médianes
m/
B(X —ml) - B(X =) = [ w(t)dt =0,
m
et si m # a, (m < a, par exemple) avec m médiane, alors
a
E(X - al) - E(X —m) = [ b(t)dt 2 0.
m

Finalement
E(]X —m|) =inf{E(X — a|); a € R}. O

IT1.10  Quel que soit « €]0, 1{, on peut écrire

X = Xlixsapc)) + Xlix<arx)) e E(Xlix<arx)) < aB(X),
d’ou
E(X) = E(X1ix>arx)}) + E(X1{x<capx)}) £ E(XLx>apx)}) + oE(X),

soit
(1 - Oc)E(X) < E(X:“-{XZaE(X)})' (1113)

a

En écrivant X1(x>opx)} = X Lix>ar(x)} L{x>aE(X)} €t en appliquant lin-
égalité de Cauchy-Schwarz, on a :

E*(X1ixzar(x)) < B(X*Lix>ap(0)) P(X 2 0B(X)).
On obtient alors

E*(X1ixap(x)}) S (1= a)’B*(X)
E(X?L{xzapx))) ~ E(X?L{x>an(x)})

P(X > aE(X)) > d’aprés (II1.3).

Or il est clair que E(XQH{XZaE(X)}) < E(X?), donc

(1 - a)?E*(X)

P(X > aE(X)) > B
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II1.11 L’expression H est une somme de termes positifs donc elle est a va-
leurs dans R*. D’autre part

H(P) = Z (—prlnpg) =0 ssi l'un des pg vaut 1.
1<k<n
Si P est la loi uniforme sur {1,...,n}, alors H(P) = In(n). On vérifie main-
tenant que si ) est une mesure de probabilité sur {1,...,n} alors H(Q) =

Y 1<k<n @k Ingr < In(n). Pour cela, en utilisant la concavité de la fonction In,
on remarque que, quelles que soient les distributions (pg) et (gx) sur {1,...,n},

¥ kln(p><l w2 =mn1=0, (111.4)
1<k<n Ik 1<k<n Ik

c’est-a-dire

D aln(g) > Y grin(pr),

1<k<n 1<k<n
qui donne pour py = 1/n
HQ) =- > gqln(g) <In(n).
1<k<n

On considére maintenant une mesure de probabilité sur N, notée P. L’expres-
sion H(P) est encore a valeurs positives (éventuellement oo si la série diverge)
et
P) = Zpk Inpr, =0 ssi l'un des pg vaut 1.
k>0
Si P est la loi géométrique de paramétre p, alors (en posant ¢ = 1 — p)

—> prlnpy

k>0
== p¢*In(pg*) = = > pg*In(p) - Y pg*In(¢")
k>0 k>0 k>0
= —lnp—planqu
k>0
q g
=—Inp—-plhng——= =~1lnp— =Ing.
(1-gq)? p

On observe maintenant que l'inégalité (III.4) est valable pour des sommes infi-
nies. Plus précisément, si pour tout k entier, P(k) = pg et Q(k) = g définissent
des mesures de probabilité sur N, alors

> grln (p’“> <0. (IIL5)

k>0
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Pour montrer ceci on utilise I'inégalité In(1+z) < x, valable pour tout z > —1.

quln (]qlk—) :quln (1+p—k———q—k>
k

k>0 k>0 Uk
Pk — gk
<Y (m) = (pr— ) =0.
k>0 U k>0

(En remarquant que, quel que soit k, l’ﬁ& > —1.) On considére maintenant
P loi géométrique de paramétre p et donc d’espérance ¢/p et @ mesure de
probabilité quelconque sur N. On a alors, d’aprés I'inégalité précédente

0< ) arln(g) — D grln(py)

k>0 k20
=-H(Q) - Y axIn(p)— Y qxkn(g)
k>0 k>0
= -H(Q) - In(p) - Y _ qx kIn(g)
k>0

< —H(Q) - In(p) — ]% In(q).

D’ou
H(Q) < —In(p) — glnm) — H(P). O

Concernant la loi normale, rappelons que si X ~» N(0,1) alors E(X) = 0 et
E(X?) = 1. On en déduit que si P est une mesure de probabilité de loi normale

N(0,1), on a
S S Y P R o n(van) - L
H(P)_MAe 2] (\/27 2) dt = —In(V/27) 5 (IL6)
Soient f et g deux densités de probabilité. En s’inspirant de la preuve de
(IIL.5) :
(o) (1 IR I@Y
Jn (56 rerae = fm (1 1) sty
avec g—(z‘)T(—:vfﬁz > —1ps.
< [HO2IE ey a0 = [ (g(o) - (@) o =0,
D’ou

[ 1) f@)ds < [ 10 (f@) f(@) o
R R
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En particulier si g est la densité de P suivant une loi N(0,1) et si
Jg#? f(z)dz = 1, on obtient par (IIL6) :

H(P)=—In (\/57?) - % < /R In (f(z)) f(z) dz. 0

I11.12 On pose pour (z,t) € R?,

itz—x2/2

Y(z,t) = “%6

Cette fonction 1 est de classe C! sur R? avec de plus
oy 1
ot V2m

Dot par dérivation sous le signe intégral, on obtient

! 1 / . dte—x2/2
t)= —— [ ixe dz.
14 ( ) Vor Jr

A Taide d’une intégration par parties (en dérivant ie
ze~*/2), on obtient

(z,1)

iz eite—=*/2| < 7;_— e/ € LL(R).
s

U ot en intégrant

1 , 2
(1) = — | te™ 2 dz = —tp(t).
d=-—= 0
On en déduit que p(t) = K e~t*/2 pour une certaine constante K. Or (0) = 1
2
(car ¢ est une fonction caractéristique), donc p(t) = e~ /2,
En utilisant le développement en série entiére de ¢ au voisinage de zéro,
on obtient la valeur de ¢'*)(0) = i* E(X*) quel que soit k, (cf. Proposi-
tion II1.5.6).
_1Yk2k @) .
(p(t) — e—-t2/2 — § :( ) _ ¥ ( )tl.

k L1 - !
= 2% k! e~

On en déduit donc

_ ¢ _ (2k)!

E(X*N =0 et E(X)= S

II1.13 Ce résultat est le théoréme Riemann-Lebesgue. A savoir :
pour toute fonction f € L'(R), on a

+oo
/ e'® f(z)dz — 0.

N
0 t—o0
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Si est f est l'indicatrice 1j4p), d’'un segment (ou de tout intervalle borné), on
obtient le calcul :

+oo b 1 . .
/ " fz)de = / e dx = = (eltb - elta) — 0.

—0C 1 t—00

On peut étendre ce cas particulier & toute combinaison linéaire finie d’indica-
trices d’intervalles bornés (appellée fonction en escalier).

Dans le cas général, pour f € L'(R), on considére une fonction en escalier qui
approche f dans L!. (Par densité des fonctions en escaliers dans (L!(R), ||.]l1).)

(On remarquera qu’une indicatrice d’un ensemble mesurable ou qu’une fonc-
tion étagée intégrable est un objet a priori beaucoup plus compliqué qu’une
fonction en escalier et que le cas de telles fonctions rentre dans le cas général
des fonctions £1.)

Solent alors £ > 0, g en escalier vérifiant [, |f(z) — g(z)|dz < e/2 et 1y tel que
| [z €™ g(z) dz| < €/2 pour tout ¢ > to.
On a

‘/_:)O e f(z)dzx

40 +o0

/ (@) - g(e) o+ [ e g

-0

< [ 1) - gtas+| [ e gto)as

o0 —00

<e/2+4+¢€/2=¢ pourt>ip.

Le réel € étant arbitraire, on en déduit que pour toute fonction intégrable f -
/ et f(x)de — 0.
R t—o0

En particulier lim;_, o, ¢X (¢) = 0. O
On suppose désormais que la densité f admet une dérivée f’ intégrable. Ceci
implique que, nécessairement, f(z) 2 0. En effet la fonction

—00

xH/Ozf'(t)dt

admet une limite quand x tend vers +00, donc f admet une limite en +00 et né-
cessairement cette limite est nulle pour que f soit intégrable. Le méme raison-
nement est valable pour —oo. Une intégration par parties dans fIR e f(x)dx
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donne
1., 1 [t .
) == ["f@) 2 -= | fla)"de
it o gt f
1 +o0 )
== f'(x)e"™® dx = o(t™!) par Riemann-Lebesgue.
i
Ces calculs se généralisent sans difficulté si les dérivees f(U, ..., ) sont in-
tégrables pour obtenir le résultat

©X(t) = o(|t|™*) quand t — oco. O

111.14 Notons X une variable aléatoire dont la loi est donnée par la me-
sure P. La série (de Bertrand) ) nllnn est divergente et donc X n’est pas
intégrable :

cn
BUXD= > o=

nez, |nj>2

Donc X n’admet pas de moment d’ordre 1. Néanmoins, sa fonction caractéris-
tique  est dérivable en 0 comme le prouvent les calculs suivants :
itn

o(t) = B(eX) = Z anelnn _ 22 ccos(tn),

n?lnn
nez, |n|>2 n>2

par conséquent

cp(t (cos(tn) ¢ sin? nt/2
-4
Z: tn?lnn Z tn?lnn

—4e(fNn(t) + gn (D)),

ol N est un entier quelconque. Utilisant I'inégalité |sin z| < |z|, on obtient

N
t
< ——— < ¢N. 1I.
In() < Zazzm? Inn — tN (ITL7)
D’autre part
1 oo
INOESD D s/ 1
nZNth Inn = Jy tu?ln(u)
+00 1 1
—_—. 1.8
t N/ tNln(N) (11L.8)

On pose alors ¢¥(t) = t\/_l_ et N(t) = [9¥(t)] (partie entiére de 1(t)). Il est
clair que limy_,g () = 400 et qu’on a donc aussi () ol N(t).
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Utilisant les inégalités (II1.7) et (I11.8), on obtient

1
< - -
I () SEN() et g () < tN(t) In(N(t))
De plus
t
NG ~ g 0 dome fvo®) 2,0
et

1 1 —v/—In(¥) 1

tN(t) In(N(t)) t- Nar In(; 7 ln(t)) In(tv—Int) +/—Int t=0
donc gy (2) o 0.
Finalement ) (0)
- ¥
FL—P2 = —te(fvp®) + avo®) =0,
et donc ¢ est dérivable en 0 avec ¢'(0) = 0. O

I11.15 On remarque que g est bien définie et positive sur RT™*. En effet :

VYa > 0, VtZa,Og—fggf—(Q,
a

donc t — f—(tﬂ est intégrable sur [a, +00[ et ainsi, g est définie en a et g(a) > 0.
La fonction ¢ étant paire, pour vérifier qu’elle est une densité de probabilité,
il faut vérifier que f0+°° g(z)dzr = 1/2. D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli
(voir Théoréme I1.5.1)

[ o= [ D= [ ([ 100 -

en désignant par A l'ensemble {(z,t), 0 <z <t}

La fonction g est donc une densité de probabilité et si Y est une variable aléa-
toire admettant ¢ pour densité, sa fonction caractéristique, qu’on notera 1, est
définie par

. . +oo
W(t) = B(etY) = /}R €9 g(y) dy = 2 /0 cos(ty) gly) d,

car g est paire. On a

P(t) = 2/0+oo (/y-f—oo fix) cos(ty) dm) dy,

+00
f(t)dt =1/2,




SOLUTIONS

et & nouveau par le théoréme de Fubini-Tonelli :

o0) = 2/O+oo (/Ow cos(ty) f(:z:)dy) i = :ftz_/oJroo sin(tx)f(x)dm.

X X

1l reste a vérifier que
+0o0 3 4
21/ §5§f%%11520u:::j/ o(s) ds. (I11.9)
0 0

En invoquant le théoréme de dérivation sous le signe [, on remarque que la
fonction de t définie dans le premier membre de équation (II1.9) est dérivable
et sa dérivée vaut

+o0
t— 2/0 cos(tx) f(z) dz = ¢(t).

D’autre part, o étant continue, la dérivée du second membre vaut ¢(t). L’iden-
tité (I11.9) étant valable pour ¢t = 0, on en déduit que

4
WER,wwzi/w@ﬁ. 0
0
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IV
INDEPENDANCE

Enoncés

IV.1 Une urne contient r boules rouges et b boules blanches. On tire ces boules
une A une, sans remise, jusqu’a épuisement. Pour 0 < k& < b, quelle est la proba-
bilité pour qu'exactement k boules blanches soient tirées avant la premiére boule
rouge 7

IV.2 Deux joueurs A et B jouent une suite de parties indépendantes. Lors de
chacune d’elles, ils ont respectivement les probabilités p pour A et ¢ = 1 —p pour
B de gagner. Le vainqueur final est celui des deux joueurs qui le premier obtient
2 victoires de plus que son adversaire. Quelle est la probabilité pour que A soit
vainqueur ?

IV.3 Soit © = [0,1] muni de sa tribu borélienne et P la mesure de Lebesgue
sur [0,1]. Soit, pour tout n > 1,

20k—-1) 2k-1
A, = U ]( ), .

2n 2n
1<k<on—1

Montrer que la famille (A4,),,~; est mutuellement indépendante.

IV.4 Soient X et Y deux variables définies sur (2, .4, P), ne pouvant prendre que
deux valeurs distinctes. Montrer que X et Y sont indépendantes si et seulement
si B(XY) = E(X)B(Y).
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Indication : st X prend les valeurs xp.xo et Y les valeurs yy . yo, déduire de [hy-
pothése que

E((X =) (Y —y) = E(X —a)E(Y —y). ij=1.2.

IV.5 Soit X une variable aléatoire réelle et soient f et ¢ deux fonctions crois-
santes de R dans R. On suppose que E(f(X)?) < co et E(g(X)?) < co. Démontrer
que

B(f(X)g(X)) > E(f(X))E(9(X)) -

Indication : remarquer que (f(r) — f(y))(gle) —gly)) > 0 pour tous r.y € R et
utiliser le théoreme de Fubini aprés avoir introduit une variable Y indépendante
de X et de méme loi que X.

En déduire que si | X| < 1 ps.,

5(rxa) < (=) (i)

IV.6 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi ex-
ponentielle de densité fo(x) = fe 0% Lio,00((), & > 0. Déterminer les densités des
lois de X2, |X — Y|, min(X,Y3). Méme question lorsque X et Y suivent la loi
uniforme sur [—1,1].

IV.7 Soient F et G deux fonctions de répartition et U une variable aléatoire de
loi uniforme sur |0,1[. Montrer que V(z,y) = min(F(z), G(y)) est la fonction de
répartition du vecteur aléatoire (F~(U), G (U)). En particulier, V est de marges
FetdG.
Montrer que si H est une fonction de répartition sur R? de marges F et G, alors
H<V.

IV.8 Soient X;, 1 < i < n, des variables aléatoires indépendantes, X; étant
de fonction de répartition Fj. Soit m, = minj<i<, X; et M, = maxj<i<n Xi,
Montrer que la fonction de répartition de M, en z est [ ] <,<, Fi(x), que celle de
my est 1 — ] ;<,(1 — Fi(z)) et que

P{lzy<mu, <M, <z} = H (Fi(z2) — Fi(z1)).

1<i<n

Indication - { M, <} =)o, { Xi<a}
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IV.9 Soient Xq,...,X, des variables indépendantes de méme loi exponentielle
de paramétre 1. Montrer que P{34,j : X; = X; } = 0. On pose

Z=min X; e N=min{l<i<n:X,=2Z}.
1<i<n

Déterminer la loi de Z. Etablir que
P{N=k,Z>t}=e™/n, k=1,...,n, t>0.

En déduire que Z et N sont des variables aléatoires indépendantes et préciser la
loi de M.

IV.10 Soit P une loi sur R dont on suppose qu’elle admet une transformée de
Laplace L{t) = [e®dP(z) pour |t| petit. Soit P*" la n-iéme convoluée de P
avec elle-méme, définie par P*1 = P et P** = p*-1 4 p (i.e. P est la loi

d’une somme de n variables aléatoires indépendantes de loi P). Soit t tel que

. ... dP, et®
L(t) existe et soit P; la loi définie par sa densité =L — —_ Montrer que P
dP L(t)
dPt*n etz
admet une densité par rapport a P*" donnée par = ——. Montrer que
par rapp Par The = T q

P([z,00[) < e L))" P ([x,00[) pour t > 0 (comparer cette inégalité avec
celle de Chernoff, Exemples 111.4.10.iii).

IV.11 On appelle loi gamma de parametre p > 0 et on note 7, la loi de densité
Yp(z) = (I'(p)) " tzP~le™ sur RT, ot I'(p) assure que [ v,(z) dz = 1. Montrer que
I'(p) = (p—1I'(p—1) et que pour p entier, I'(p) = (p — 1)L.

Montrer que 'y, * I'y = T'p 4. En déduire la loi de Ay + -+ + A, ou les A; sont des
variables aléatoires indépendantes et de loi exponentielle de parameétre 1.
Montrer que la fonction caractéristique de la loi ', est (1 — it)™P.

Soit maintenant (X;),., une suite de variables aléatoires indépendantes et de
méme loi exponentielle. Soit S, = X; + --- + X, leur somme. Pour t > 0, soit
N(t) =card{i : S; < t}. En évaluant P{ N(¢) > k }, montrer que N (¢) suit une
loi de Poisson de parameétre ¢.

IV.12 Soient Xy,..., X,, X,+1 des variables aléatoires indépendantes de loi ex-
ponentielle de paramétre 1. Calculer la loi de la somme S; = X; + -+ + Xg,
1 < k < n+ 1. Démontrer que la loi du vecteur (Uy,...,U,) défini par
Ui = Si/Sn+1, © = 1,...,n, a une densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R™ donnée par n!1p, ou

D={z=(z1,...,2,) ER";0<0; <+ <z <1},
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IV.13 Soient Xi,...,X, des variables aléatoires réelles, indépendantes, de
méme loi de fonction de répartition F ayant une densité f. Ces variables, or-
données par ordre croissant, sont notées Xi, < Xo, < --- < X, ,. Claire-

ment les X;,, 1 < ¢ < n, ne sont pas indépendantes puisque par construction
Xi,n < Xi—H,n-

a) Montrer que la probabilité que k des variables X1,..., X, soient inférieures
a z et n — k solent supérieures & x est CXF(z)*(1 — F(x))"~*. En déduire
que P{X;p <2} =301, CEF(2)*(1 - F(2))" %, et que X;,, admet une
densité o

finlz) =iCl f(z)F(z) " (1 - F(z))"™", ze€R.
b) Montrer par un argument analogue que pour z,y € R

P{Xin <2 Xip1p >y} =CoF() (1 F(y))" .

¢) En déduire la fonction de répartition du couple (X n, Xit1n).

d) Montrer que le couple (X, p, Xit1,,) admet une densité

Fiirim(@y) = i(n — )T f (@) fw)F(2) 11— Fy))" ™,
— <<y <.

¢) Soit Siy1,n = Xit1,n— Xi.n- Montrer que le couple (X; n, Si+1.n) admet pour
densité

g(z,s) =iln — Z)(CZf(a:)f(m 4 S)F(x)i_l(l —Flz+ 8))n_i_1 ’
r€ER,s>0.

f) Supposons les X; de loi exponentielle de paramétre 1. Montrer qu’alors
Si+1,n est de loi exponentielle de paramétre n — i.

IV.14  Soit (X,),cy une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme
loi de Bernoulli de paramétre p. Pour tout n > 1, on définit par récurence,
T, =inf{k > T, 1; Xy =1} si cet infimum est fini, 7}, = oo sinon, et Ty = 0.
Démontrer que les variables aléatoires 17, To — 11,..., 1y, — Th—1, ... sont indé-
pendantes et de méme loi. Calculer la loi de Tj et sa fonction caractéristique. En
déduire la loi de T,,.
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IV.15 Versions du lemme de Borel-Cantelli.

(T1cien P(A4))°
D i<i<n 2u1<j<n P(Ai O Aj)

a) Si 3,51 P(An) = oo et liminfy oo = 1 alors
P(A, is. ) =1 (Rényi).

Indication : appliquer Uinégalité de cxercice 1I1.6.10 & X = > ;- 1a
pour tout n > 1 pour démontrer que Y.~ 14, = o p.s.

i

bh) Si Y51 P(An) = oo et P(A; N A;j) < cP(A;)P(A;) pour un ¢ > 0 et tous
i # j, alors P(A, is.) > 0 (Kotska).

IV.16 Inégalité de Kolmogorov. Soient Xi,...,X, des variables aléatoires in-
dépendantes d’espérance 0 et de variance finie. Soit S, = X1 + - -+ X,,. Montrer
I'inégalité de Kolmogorov,

P{ max |Sg| > t} <¢7? E Var(X;)

1<k<n
== 1<i<n

pour tout t > 0.
Indication : considérer les événements disjoints

Av=[N

J<k

Sh

>t} 1<k<n,

Sl <tin{

et commencer par montrer la minoration

BS2) = Y /x SZdP.
-/A.

1<k<n
Puis utiliser Uinégalité de Markow,
P(A) <t 2| SEdP.

J A

IV.17 Trouver une fonction h de R dans R et un réel ¢ > 0 tel que la fonction

2
floy) = 5 L h@h),  (ey) € B2,

soit la densité de la loi d’un vecteur non gaussien de R?, dont les lois marginales
sont gaussiennes.
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IV.18 Soit (X,Y) un vecteur gaussien, centré, a valeurs dans R?, de matrice de

covariance ¥ = (} % ). Démontrer que X et Y sont proportionnelles.

IV.19 Soit X une variable aléatoire suivant une loi N'(0, 1), et soit € une variable
de Bernoulli telle que P{¢ = 1} = P{e = -1} = 1/2, indépendante de X.
Démontrer que X et €| X| ont méme loi que X. Le couple (X, eX) est-il gaussien ?

IV.20 Soit X un vecteur gaussien centré, 4 valeurs dans R?, et soit Y une copie
indépendante de X. On pose Xy = X cosf + Ysinf et Xy = —Xsinf + Y cos b,
6 € [0,27]. Démontrer que pour tout 8, Xg et X sont indépendantes, de méme
loi que X.

IV.21 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires de R?, indépendants et de méme
loi, tels que X +Y et X — Y sont indépendants. On désigne par ¢ la fonction
caractéristique de la loi de X.

a) Montrer que pour tous s,t € R?,

(s + (s —t) = p(s)*[p ().
En déduire 'existence d’une fonction continue 1 sur R¢ telle que ¢ = e¥.

b) On pose ¢p(t) = (¥(t) + ¢(=1)) et ¥i(t) = 5(¥(t) — Y(-1)), t € RE
Démontrer qu'il existe m € R? tel que ;(t) = i, t), t € R%.

¢) Soit Q(s,t) = p(s +t) — Yp(s) — ¥p(t), s,t € R Démontrer que Q est
réelle, symétrique négative. Etablir que @ est bilinéaire.

d) Déduire de ce qui précéde que la loi de X est gaussienne.

IV.22 (Lois infiniment divisibles) Soit X une variable aléatoire réelle sur un
espace probabilisé (2, A4, P), de loi p; on dit que p est infiniment divisible si,
pour chaque entier n > 1, il existe des variables aléatoires réelles X1 ,,,..., X,
indépendantes et de méme loi v, telles que la loi de la somme Xy, + -+ + X,
soit .

a) Démontrer qu’'une loi g est infiniment divisible si et seulement si sa fonction
caractéristique ¢ est, pour tout entier n > 1, la puissance n-iéme d’une
fonction caractéristique.

b) p est-elle infiniment divisible dans les cas suivants ?
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d)

(i) p =104, a€R.

)
(i1) p est la loi gaussienne de moyenne m et de variance o2,
)
)

(iii} w est la loi de Poisson de paramétre A.

(iv) p est la loi de Cauchy (on rappelle que la fonction caractéristique de
la loi de Cauchy est donnée par e~!).

Soit X de loi u de Bernoulli sur {0,1} de paramétre 0 < p < 1; soient
également Y et Z des variables aléatoires indépendantes de loi commune v
telles que la somme Y + Z soit de loi p.

(i) Si B est un intervalle ne contenant pas 0 et 1/2, démontrer que
u(B+B)=0 (ot B+ B ={z+y : z,y € B}). En déduire que
v@v(B x B)=0.

(ii) Déduire de la question précédente que Y ne peut prendre que les valeurs
Oet 1/2.

(i) Conclure que p n’est pas infiniment divisible.
Soit ¢ une fonction caractéristique et soit A > 0. On définit
®(t) = PO-D 1 eR.

Sur (©, A, P), on considére une suite (X, ),y de variables aléatoires indé-
pendantes de méme loi de fonction caractéristique ¢, ainsi qu'un variable
aléatoire NV suivant une loi de Poisson de paramétre A, indépendante de la
suite (Xy), cn- Pour chaque w € €2, on pose

Y(w = Y X

1<k<N(w)

(avec la convention ) ;. po = 0). Démontrer que Y est une variable aléa-
toire de fonction caractéristique ®. Montrer que la loi de Y est infiniment

divisible.
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IV.1 On note B; I'événement {la i® boule tirée est blanche }. L’événement
considéré s'écrit alors By N By M --- N Bg N Bygyi. Les tirages se faisant sans
remise, les événements B; ne sont pas indépendants. Néanmoins, on a :

P(BlﬂBgﬂ' . -ﬂBkHEk_H) = P(Bl) P(Bg I BlﬂBz) ce P(§k+1 I Bin-- -ﬂBk).
La probabilité cherchée est donc

b b—1 N b—k+1 r
b+rb+r—1 b+r—k+1b+r—Fk

a

IV.2 Le vainqueur ne peut étre désigné qu’aprés un nombre pair de parties.
On considére les événements G = { A gagne }, Gon, = { A gagne aprés 2n par-
ties }, puis

Eor = { aprés 2k parties aucun vainqueur n’est encore désigné }.

On a alors

G = U Gon = U (Eax, N { A gagne les parties 2k + L et 2k +21}).
n>1 k>0
On en déduit que P(G) = ) y5oP(Eax) p?. D’autre part, on a facilement
P(Eya) = P(E)2pq, donc quel que soit k& > 0, P(Ex) = (2pg)* et
finalement

2
PG) =S (2pg)fp? = L . O
(4 kzzo(pq)p T~ 2%q

IV.3 Pour n € N*, on pose

Y }2(/@_1)’2;6_1]

2n 2n
1<k<on—1

Par définition, la famille des événements A, est indépendante si pour toute
partie finie J de N, on a

P(()4;) =[] P4y
jeJ JjeJ
11 suffit alors de remarquer que, quel que soit 1 € N*, P(A;) = 1/2 et que,
pour tout k£ et quel que soit le k-uplet j; < --- < jg, on a
1
P4, 0 A N NAg) =5 P(A N Ap NN 4y ,).

En effet, une partie du type A;, NA4;,N---NA;,_, est une réunion d’intervalles
deux & deux disjoints de longueur 1/2%+-1 et construire son intersection avec
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Aj, consiste & « couper » chacun de ces intervalles en son milieu et a éliminer
le « morceau » de droite.
On obtient alors, par récurrence,

1

P(AjlﬂAjzﬂ'“ﬂAjk)=§7;=P(Aj ) P(Aj,) - P(Aj,). O

IV.4 Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si, pour tout
couple (2, 7) :
P{X=uz;;Y = yj}.z P{X =uz;} P{Y = y;}.
De I'hypothése E(XY) = E(X)E(Y), on déduit, par linéarité de I'espérance :
E(X —z:)(Y —y;)) = B(X —z) E(Y — ;).
Et cette derniére égalité s’écrit
(@j—z)(Yi—y)P{X = 2;; Y = yi} = (zj—2:) P{X = x5} (yi—y;) P{Y = v}

d’oit
P{X =2;;Y =y} = P{X = z;} P{Y =y},

et les variables X et Y sont bien indépendantes. O

IV.5 Les fonctions f et g étant toutes les deux croissantes, quels que soient x
et y, f(z)— f(y) et g{x) — g(y) sont de méme signe et donc, pour tous z,y € R

(f(z) — f(y)) (g{z) — g(y)) = 0.

Soient alors X et Y indépendantes et de méme loi. Aprés avoir remarqué que
F(X)g(X) € £ (car f(X) et g(X) sont dans £2), on utilise le fait que

(F(X) = f(¥)) (9(X) —g(Y)) 2 0.

On a donc :

E((f(X) = f(Y)) (9(X) —g(Y))) 2 0. (Iv.1)
On rappelle que f(X) et g(Y) sont indépendantes et qu'on peut alors écrire
que E (f(X)g(Y)) = E(f(X)) E(g9(Y)). Il en est de méme des variables f(X)

et f(Y), g(X) et g(Y) et f(V) et g(X).
On rappelle aussi que E(f(X)) = E(f(Y)) et E(g(X)) = E(¢(Y)). L'inéga-
lite (IV.1) devient

E(f(X)g9(X)) > E(f(X)) E (9(X)) - o
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On applique ce résultat a la variable X vérifiant |[X| < 1 et aux fonctions
f(z) = 1/(1 — x) et g(x) = —1/(1 + x) qui sont croissantes sur |—1,1{. On
obtient

o( ) =2 () (F5)) 22 () 2 (55

¢’est-a-dire ) . )
E|l —=}<FEF|——|E|——).
(==) <2 (%) 2 (%) =

IV.6 Les différentes variables aléatoires considérées ont une fonction de ré-
partition continue et dérivable sauf en un nombre fini de points (ici au point 0).
On vérifie, de plus, que cette fonction de répartition est de classe C' sur les
intervalles sur lesquels elle est dérivable (ici R*™* et R™*). Dérivant cette fonc-
tion de répartition, on obtient une densité de la variable aléatoire par rapport
& la mesure de Lebesgue, (i.e. F(z) = (% F'(t)dt).

Dans le cas ou X suit la loi exponentielle de paramétre 8, X prend, presque
stirement, des valeurs positives, et donc X3 aussi. D’autre part pour tout ¢ > 0,

P{X3<t}=P{X < ¥t} =1-eVC

1—e 0Vt sit >0,

La fontion de répartition de la variable X2 est donc ]
sinon.

Elle est continue et de classe C! sur R** donc X3 admet la densité (obtenue
en dérivant sa fonction de répartition) :

; %75‘2/36'0‘3/Z sit >0,
—
sinomn.

On pose Z = min(X,Y3). Les variables X et Y3 étant indépendantes, on a
pour t >0 :

P{Z >t} = PUX > ) N {Y? > 1}) = PX > ) P{Y* >t} = e 0¥,
On en déduit la densité de 7 :
1,-2/3\ ,~0(t+ &%) .
tH{9(1+3t )e sit>0,

sinon.
On pose W = |X —Y|. Pour t > 0, {W <t} ={(X,Y) € A} ou

At: {(:E,y) €R27 Im'—yl ft}
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Les variables X et Y étant indépendantes, on connait la loi du couple (X,Y) :
il admet la densité

92 ety i (x,y) € R?,

0 sinon.

(z,y) = p(z,y) = {

Pour le calcul de P{(X,Y) € A} = [f,, w(x,y)dzdy, il convient de « par-
titionner » A¢ en posant A; = Ay U Ag, o0 A1 = A;N{0 < z < t} et
Ag = AN {t <z} On a alors :

P{W <t} = // ,y)da:dy-l—// (z,y)dzdy
+o00 z+1
= / ( / 2 e~ 0@ +y) dy) dz + / ( / g2 e~ 0=+y) dy) dz
0 0 t x—t

t 400
— / 96—01 _ 06—24% 6—6t dz + / 06—20:0 e@t _ 96—2097: e—Gt dr
0 t

=1-—¢e?,

Donc | X — Y| suit la loi exponentielle de paramétre 6.

La méthode est identique dans la cas ot X suit une loi uniforme sur [—1,1] :

3
1
P{X?’St}:P{XS\%}:\/i; , —l<t<l.

Ainsi X3 admet la densité

: 723 & —1<t<],
>
sinon.

Si Z :=min(X3,Y), on a pour —1 <t <1,

s

P{Z>t}=P({X>t}ﬂ{Y3>t})=P{X>t}P{Y3>t}:¥1_2

On en déduit la densité de Z :
{LQ( —AYE+3 41723 s —1<t <],

sinon.

t—

La variable W := | X — Y|, prend ses valeurs dans [0, 2] et le couple (X,Y) suit
une loi uniforme sur le carré [—1,1] x [—1, 1], c’est-a-dire & densité constante
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sur [-1,1] x [-1,1]. Pour 0 < ¢ < 2, on a (avec, pour A¢, la méme définition
que précédemment) :

2
P{Wgt}:// Yagdy—¢- L.
An[-1,1]x[~1,1] 4 4

D’ou la densité de | X — Y| définie par :

‘s J@2-1) sio<t<2,
0 sinon.

IV.7 Pour tout v € R, on a F(F(u)) > u. En effet si v = F7(u),
v = inf{a, F(a) > u} donc F(v) > u car F est continue & droite. On en
déduit

{F~(U) <z} c{F(F~(U)) < F(z)} c{U < F(a)}.
On peut bien sir écrire les mémes inclusions pour les événements concernant
la fonction G et on obtient

P{F—(U) <z, GT(U) <y} < min(F(z),G(y))-
D’autre part, par définition de la fonction quantile F*~, pour tout réel x,
F~(F(z)) < z. (IV.2)
On a alors
{UL F(z)} c{F~(U) L F~(F(z))} car F~ est croissante,
puis
{U<S F@)} c{F(U) <z} par(IV.2).
Utilisant les mémes inégalités pour la fonction G, on a
{U < F(x)} n{U < Gy)} = {U < min(F(z), G(y))}
C{F(U) <z} n{G"(U) <y},
et, passant aux probabilités, on obtient 'inégalité
min(F(z),G(y)) < P{F~(U) <z, G"(U) <y} a

Donc V est bien la fonction de répartition du couple (F(U),G(U)). Ses
marges ont F' et G pour fonction de répartition (voir Proposition I11.2.7).
O
Soit H la fonction de répartition d’un couple (X,Y’), avec F et G fonction de
répartition respectives de X et Y. On a {X <z} N{Y <y} C {X <z} donc
H(z,y) < F(z). On a la méme inégalité pour la fonction G et ainsi H < V.
O
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IV.8 Pour tout réels z,z1,...,T,, on a équivalence

max ¢; <z < Vi, x; <.
1<i<n

On en déduit 1’égalité des événements
{M, <z}= () {X; <=},
1<i<n
et, les variables X; étant indépendantes, on obtient
P{M, <z} = [] P{Xi<z}= ][] F). O
1<i<n 1<i<n

Pour le min des X, ’équivalence

min x; > <= Vi, ; > %
1<i<n

donne I’égalité des événements
{mn > SL'} = ﬂ {XZ > Z’},
1<i<n

puis

P{m, <z}=1- [] PiXi>z}=1- ] (1= F()). 0

1<i<n 1<i<n
De méme pour I'événement {z1 < m,, < M, <x2},o0n a:
{z1 <mp <M, <z} = {11 <mp}N{M, <z} = ﬂ {z1 < X; < z2}.
1<i<n

D’ou, par I'indépendance des X;,

P{z; <my < M, <z} = H (Fi(z2) — Fi(z1)). O

1<i<n

IV.9 Le vecteur (Xy,Xo,...,X,) admet, par rapport & la mesure de Le-
besgue sur R”, la densité f, ou f(x1,...,2,) =€ *'...e %, donc pour ¢ # j

P{XZ=XJ}=/A f(ml,...,xn)d:cl...d:cn:()
.5

car A;; := {(21,...,2%n), z; = x;} est un hyperplan, donc de mesure de
Lebesgue nulle. Ainsi P{34,5 : X; = X;} = 0 car

P{3i,j: Xi = X;} = P{ Uixi = Xj}} <Y P{Xi=X;}=0. O
i7#] i
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D’autre part Z ~ Exp(n) car P{Z >t} = P{N,{Xi > t}} = e ™ et N suit
une loi uniforme sur {1,...,n}. En effet

P{N =1} = P{X; < Xs,..., Xn}

:// F(@1ye . an)dzy ... day
{ZISxZV"?wn}

:// fxyy. .. zp)dey ... dzy
{xiﬁxl,...,ii,...,wn}
= P{N =i}, quel que soit 1.

Enfin
{N=1,Z>t}={X1 >t,X2 ZXI,...,Xn ZXl}Z{(Xl,...,Xn) EAt}

o Ay = {(21,.-.,%n), t <1 < T2,...,Tn}. Done

P{N=1,Z>t}=/~-/ F@ns . an) dai .. dz
Ay

+o00
B ~/t' </ o /zlgwg,...
—+o0 —+co
= / (/ e Y du) e Tl dx
t x1

+o0 e——nt
= e Wldr = .
t n

De méme, pour tout 1 < k < n, on a

e T2 eI dry ... d:vn) e " dxy
7ZTL
n—1

P{N =k,Z >t}

+o0
:/ (// e‘”...e—w”dxg...,dwk,...,dxn>e“wkd:ck
t L <T1yyThy &
+00 e
=/ e "k dx), =
t

=P{N =k} P{Z > t}, Vt.

—nt

Donc N et Z sont indépendantes. O
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IV.10 Pour toute fonction borélienne bornée ¢, on a

/¢ () AP (u) / (z +y) dP(z) ® dP'(y)

= [[ o+ (£54P@ @ 15aP))

_// wdp(x)@)dp(y)
R2

L(t)
/ bu

. dp;? t . s . .
On obtient donc EF% = f(?% Ce résultat se prolonge aisément par récurrence
jtoutn > 2:

P*(u).

dpP" _ et® 0
dpP*n  L(t)™
Pour tout ¢ > 0, suffisamment petit,
1 oo t n
*7 _ U *
P ([z, +oo]) = T t)"/x e dP*™(u)
etac +o0 etz
> dP*"(u) = P ([z, +o0]) .
e (1) = Fo P (lz. 0]
On en déduit 'inégalité
P*([z,+oo) < L(t)" e Py ([, +00]). (IV.3)
0

D’autre part, P*"([z, +00[) peut étre majoré par I'inégalité de Chernoff (voir
Exemple 111.4.10.(iii)) :

on considére (X;); une suite de v.a. indépendantes de méme loi P. Pour ¢ > 0,
suffisamment petit :

P {‘Z:X, > x} = P{etZLlX" > em}
i=1

(eE) '
S —— S =E(fN) e =L

On obtient alors
P ([x,4+o00]) < L(t)"e -t (IV.4)

L’inégalité (IV.3) est donc plus fine que inégalité (IV.4).
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IV.11 La relation de récurrence I'(p) = (p — 1)['(p — 1) vient d’une intégra-
tion par parties dans l'intégrale f0+°° zP~le % dz. Pour p entier, en réitérant
cette relation jusqu’a p = 1, on obtient I'(p) = (p — !IT(1) = (p — ).
Pour montrer que I', * I'y = I' 14, on peut procéder de deux fagons :

— La premiére utilise les fonctions caractéristiques : la fonction caractéris-

tique de la loi I'y, que I'on calculera plus bas, étant ¢p(t) = rlit);, on
vérifie que
Pp(t)0g(t) = p+q(t)-

On déduit de cette relation et des propriétés des fonctions caractéris-
tiques que I', * I'y = T'pyq.

— La deuxieme est calculatoire : il suffit de calculer le produit de convolu-
tion des deux densités 7y, et v,. Pour £ > 0, on a

400 e~ % T ool 1
* xr) = wys(r—u)du = ——- w? ™ z—u)T " du.
(pr)@) = [ )= gt [0 )
(IV.5)
En posant © = zv dans la derniére intégrale fox uP~Hx — u)9 " du, on

obtient

T 1
/ WPz —u)T du = xp+q_1/ P11 —v)4 du.
0 0
L’intégrale fol vP~1(1—v)9"1 dv est la fonction Béta, notée B(p, q). L’éga-
lité (IV.5) devient alors
)(z) = B
Y * Yg)(2) = ===~ B(P, 9).
00 = 1

Utilisant lidentité classique™ B(p,q) = Fl%l, on obtient

('Yp * 'Yq) = Yp+q- u

On déduit alors de ce résultat que si Aq,...,\, sont des variables aléa-
toires indépendantes suivant la méme loi exponentielle de paramétre 1, alors
MAo+ A, suitlaloi I,

La fonction caractéristique de la loi I'y, notée ¢, (t), vaut

(t) _ _1_ oo up—leitu—u du
P () 0 '

Pour p réel strictement positif, le calcul de cette intégrale peut se faire par la
méthode des résidus?.

(Voir par exemple « Principles of Mathematical Analysis », W. Rudin, McGRAW-HILL.

“'Voir par exemple « Intégration et probabilités, Analyse de Fourier », G. Letac, MASSON.
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Remarquons néanmoins que, pour p entier, une intégration par parties donne

oot) = 5 =g ()

Et réitérant ce calcul jusqu’a ¢1(t) = ==, on obtient le résultat
¥ 1—it

Sop(t) = (—1' g

1—at)P
La suite (S,), étant croissante, on a {Sk11 < t} C {Sk < t} et remarquant
que
{N(t) =k} ={Sk <t < Spn1},

P{N(t) =k} = P{S, <t} - P{Sy11 <t}

D’autre part

1 i
P{Sk S t} == m/ﬂ uk'“e_“ du

1 t
== (—tk"le_t + (k- 1)/ ub=2e7v du). par intégr. par part.
(k) 0
___tk-—le—t tk—-26-t
- ( k-1 (k-2

cee—e by 1> en réitérant.

Et par conséquent

k
P{N(t) = k} = P{S <1} = P{Ska €} = e,

soit N(t) ~ P(t). O

IV.12 Laloi de S, = X; + --- + X a été calculée dans l'exercice 11 du
chapitre IV. La variable S suit la loi 'y et admet donc la densité :

tk—le—t
% sit>o,
fr(t) = (B—1)!
0 sinon.
Pour calculer la loi du vecteur (Ui,...,U,), calculons d’abord la loi de

(S1,...,8,). On vérifie que le vecteur (Si,...,S,) admet pour densité la
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fonction e sur E, := {s1,...,8,), 81 < ... < sp}. On peut procéder de
deux fagons :

— Par récurrence sur n, en utilisant le fait que la loi de S, sachant
(S1,...,Sn-1) = (s1,...,5r—1) est la loi de s,_1 + X, (voir Exemple
VI1.6.5.(ii)). La densité de (Si,...,Sp—1,5n) est donc donnée par :

fn(sh oo 73n) = fn—1(317 s 7Sn—l)e—sn+snu1
= e Sn-leTSnTSn-1 — o785 par hyp. de réc. d

— En considérant une fonction borélienne bornée ¢ définie sur R”, ou plutot
sur E,, et en calculant E(¢(S1,...,5)).

E(¢(S1,...,50)) =

/ . d(x1, 21+ T2, ..., 21+ T2+ +ap)e e dry - day,.
R n

s1 =T

So =11+ 2
Par le changement de variable . , dont la valeur ab-

Sp =1+ + Iy
solue du jacobien vaut 1, on obtient

E(ng(Sl,...,Sn))==/---/Eqﬁ(sl,...,sn)e_s"dsl---dsn. O

S1 Sn
Sn+1 Y Sn+1

La densité du vecteur aléatoire (Uy,...,Up,Upt1) := (
est
k¢ —U
(u17""un7un+1) = Uy € it

sur Bl ={0<uy Sup<...<u, <1 et upyy; >0}
En effet pour tout fonction borélienne bornée ® définie sur E ., on a

S1 Sn _
E(@(Ul,...,Un+1)):/ ¢I>( gy ,Sn+1) e ntl d81"'d8n+1.
Eny1 Sn+1 Sn+1
La transformation
/
En+1 - E’n-{-l) (ula ceey Up, un+1) = (un+1u17 <oy Unt1Un, un+1)

. -
de jacobien uy_ ; donne

S1 Sn —
E(Q)(Ul,...,Un.{.l)) = / ‘I)( yeeey ,sn+1)e Snt1 d31~~-dsn+1
En41 Sn41 Sn+1
= / <I>(u1, e ,un+1) e‘“"“uﬁﬂ dug - - dun+1. O
’
En+1
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Pour obtenir la densité du vecteur (ﬁslﬁ, ceey y‘zi), on intégre par rapport a
la derniére variable :

+o0
/ uZHe““"“dunH =nl.
0

Donc la densité de (Sf-lf—l’”" Sf:l) est constante, égale & n! sur {0 < u; <
o<u, <1} d
1V.13

a) La probabilité que « Xi,--- , Xj solent inférieures & z et X411, - , X,

soient supérieures & x » est, par indépendance des variables X;, égale
a F(x)*(1 — F(z))"*. On en déduit que la probabilité que « k va-
riables soient inférieures & x et n — k soient supérieures & x » est égale a
(o) F(2)*(1 = F(z)"*.
On peut alors écrire
{Xin<z}= U { k variables sont inférieures a z }
k>i

= U { k variables sont inférieures a x
k>i

et n — k sont supérieures a x }

pour en déduire

Plin<at= 3 (1)F@ra -y,

i<k<n

On dérive par rapport & x cette derniére expression :

i) =3 (o0 - s
~(}) @i - 0 - F@r - o)
= /(@) nkZ:: ( (Z: D FF i ()(1 - F(2)" ™ f(2)
("3 ) F@m - na - Fer)

= f@n) (ar-1 — ax),
k=1
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ou ay, désigne le réel ("‘k‘l)Fk(x)(n— k)(1—F(x))*~*~1. On obtient ainsi

fi,n(I) = f(I) n(ai-—l - an)

= f(z) n(?__ f >F(x)"*1(1 — F(z))"

4

= z("> F(z)= f(z)(1 — F(z))". O

Ce résultat peut aussi s’interpréter physiquement de la fagon suivante :

on choisit une variable au hasard (n choix possibles) qui soit dans
[z, z+dx] (ce qui arrive avec une probabilité de f(x) dz), parmi les autres
variables on en choisit au hasard i — 1 ((7;:11) choix possibles) au plus
égales a x (avec donc une probabilité de F'(z)*~!), puis on veut les (n—1)
autres variables plus grandes que x (avec une probabilité (1 — F(z))"%).

On obtient :

n-—1

fin(z) = n(Z 3 1>F(:U)i“l(1 — F(z))"" f(z)dz.

b) L’événement {X;, <z, X;+1, > y} n’est autre que ’événement {i va-

riables sont inférieures & z et n — ¢ sont supérieures & y }. Sa probabilité
se calcule par un raisonnement analogue 4 la question précédente et vaut

(DF@) Q- Fy)

¢) En notant F' la fonction de répartition du couple (Xi,n,XHlm), on a

pour z < y,

F(z,y) = P{Xin <2, Xit10n <y}
= P{Xz,n < 37} - P{Xz,n < z,Xi+1,n > y}

- k}; (3)F@ra-rey - (1) rwia - re).

1

d) 1l suffit de vérifier que, quels que soient —oo < z < y < +o0, on a

P{Xin <z, Xip1n>y}= / fiit1.n(u, v) dudv.
{u<z, y<v}
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Or

/ {u<z, y<v} fz',i+1,n(u, v) du dv

_ /_ 9; ( /y T i — i) (’Z) F@)f )P (w)(1 — F(u)) dv) du

= i(n — i) (T;) /_ ; FW)F=1(w) du = F@)(1 = F(v))" 1 dy

Y

_ (n> Fi(z)(1 - F(y))"™ = P{Xin < 7, Xis1p > 4} -

e) Le couple (X;n,Sit1,n) prend ses valeurs dans R x R, et pour (x,y) €
R X R+ :

= P{(X'L’n’X’L+1,n) E szy}’

P{Xin <2,8i410 <y} =P{Xipn <2, Xiz10 — Xin <y}

ot Ayy = {(u,v) € R:u <z, v <u+y}. Ainsi

P{Xin <z,Si410 <y} = // fiiv1,n(u,v) dudv
Ay

= /j; (/—1:?1 fiji+1,n(u, v) dv) du
= /_zo (/_yoo Jiirr,n(u, w +u) dw) du.

(avec le changement de variable w = v — u dans la 2éme intégrale).

De cette derniére expression, on déduit que le couple (X; 5, Sit1,n) admet
pour densité la fonction f définie par

flu,w) = fiip1n(u, w+u)

= z(n — Z) (?)f(u)f(w + U)Fi—l(u)(l _ F(w + u))n—i—l' 0

f) Si les X; suivent une loi exponentielle de paramétre 1, le couple
(Xin, Si+1,n) prend ses valeurs dans Ry x Ry et la variable S; 11 , admet
pour densité la fonction h définie par h(s) = fj:oo g(z,s)dz. Pour s > 0,
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on a donc
h( _ oo Y Y _oz—s _ o xyi—1l/ —x—8\n—i—1
8) = i(n—1){ . Je (1—-e™) " (e ) )dx
0 (3
oo ’L( Y L R, P _ —x\i—=1l/ —z—s\n—i~1
n—1) ;e (1—e*)" (e ) )dx
0
. A\ sty [T o —zyi—1 —z(n—i—1
=z(nfz)(i>e s(n ’)/ e™2®(1 — e7®)imlgmo(n—i71) gy
0

= i(n—1) ( ,)e‘s(n_’) / (1 —w)tu" " du.
(u=e=7) v 0

En notant I; cette derniére intégrale et en intégrant par parties, on ob-
tient facilement la relation I; = n—z__llﬁ I,_1. Réitérant cette identité jus-
qu'a I = %, il vient

(i — 1) (n — i) 11
I I = !
(-1 T () n

puis

. . n! (=l -1 _ oy

Ms) =i =) i i CEN TS

=(n—1) e~ s(n=1)

et finalement Sj 1 ~ Exp(n — 7). O

IV.14 Pour (il,ig, ces ,in) € N” I’événement {Tl =141, 15~T1 =id9,..., T —
Tho1 =in} s’écrit

X1=0,X0=0,..., %, =1,X;,,,=0,..., X topiy—1 =0, Xi 4ooqiy = 1}
Les variables X; étant indépendantes,

P{T1=i1, Ty = T1 = t,..., Tn — To1 = in} = (6" 'p)(¢®7'p) -+~ (¢ 'p).
D’autre part, pour tout k entier,

{Ty — Th—y =i}
U mi=ia,T-T=iy...,Teey - Toeg = ig-1, T — Th1 = ix},

11, tk—1
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et donc

P{T,— Thr=ix}= Y, P{Ti=i,Ta—Ti=ig,...,Tk — Te1 = ix}

i1yeeslh—1

i1— if—1—1 i —1 i—1
={> || D e p=g"""p.
i1>1 121
On déduit de ce dernier calcul que les variables 11,7 — Th, ..., T, — T
sont indépendantes et de méme loi. La variable T suit la loi géométrique de
paramétre p et sa fonction caractéristique vaut

it

X ti itk k 1 pe
ot (t) = e T oot
; qezt

Remarquant que T, = Ty + (T — T1) + - - + (T, — T—1) et utilisant Pindé-
pendance des T; — T;_1, on a

~ o peit n
T (t) = @1 (1) T2 TTI(E) - T T () = (1 _qeit) :

La variable T;, suit la loi binomiale négative de paramétre (n,p).

1V.15
a) On pose X, =>4 <i<n 14, et on lui applique l'inégalité démontrée dans
'exercice I11.10
(1- a)QEQ(Xn)
E(X?)

Va €]0,1], P{X, > aE(X,)} >

On rappelle que E(Xp) = 3 ;<;<, P(4i) — oco. Soit alors M un réel
positif et soit N € N vérifiant pour tout n entier > N, aE(X,,) > M.
Dés que n > N, {X,, > M} D {X, > aE(X,)} et donc

(1 - 0)?E%(Xy,)

P{X, > M} > P{Xn > aE(Xn)} >

T E(XD)
D’autre part
(1- a)2E2(Xn) —(1- )2 Zl<z<n P(4; ))
E(X,%) B Zl<z]<n A NA4; )

Soit € strictement positif fixé. Pour n suffisamment grand, on a alors :
P{X,>M}>(1-a)*(1-e),
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et par conséquent
P(Un{Xn > M}) 2 (1~ )*(1 —¢).

Cette inégalité est valable quels que soient 0 < a < 1 et € > 0. En fai-
sant tendre « et € vers 0, on en déduit P(U,{X,, > M}) =1, M étant
arbitraire.

En particulier pour tout entier N, P(U,{X,, > N}) =1 et donc
PNy Up {X, > N}) =1.

La suite (X,), étant croissante, on en déduit que X,, converge presque
stirement vers I'infini. Donc P(4, is. ) = 1. O

On peut supposer que quel que soit i, P(A4;) # 0 et donc, quitte &
remplacer ¢ par

max{ P~ (A1), P~} (42),--- , P"}(4n),c},
on peut supposer que
Vi, j, P(A;i N Aj) < cP(A;)P(A;).
On reprend les notations et le raisonnement précédents, on a

(X1<i<n P(A;))? S (1-a)?
Pi<ijean PAINA) — ¢

Il s’ensuit que pour tout entier N, 'inégalité

(1 - a)?E%(X,)
E(X3)

= (1 - a)?

(1-a)?

P{X,>N}> .

est vérifiée si n est suffisamment grand.
On note alors Oy l'événement Up>n{X, > N}. La suite (On)y est
décroissante, donc

P(NyOn) = lim P(Oy) 2 (i:ca—)z

On en déduit P(A4, is. ) > (i—-c—oﬁ > 0. O
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IV.16 Remarquons que les événements Ax sont bien disjoints deux & deux
et qu'on a :

{ max S| >z} = |J Ak (IV.6)

1<k<n
1<k<n

Notons A = {maxj<k<n |Sk| > z},
E(S2) > / S2dP=>Y [ S2dP. (IV.7)
A Ag

Or, pour tout 1 <k <n,ona

S2dP = E(S: 14,) = E((Sk + Sn — Sk)* 14,)
Ag,

((S2 + 2(S,, — Sk)Sk + (Sn — Sk)?) 14,)
(SI% ]]‘Ak) + 2E((Sn —~ Sk)Sk]lAk)
E(SI% ]I'Ak) + 2E((Sn - Sk)) E(Sk]lAk)
= E(S; 14,). (IV.8)

E
> E

Les deux derniéres égalités reposent sur l'indépendance de S, — Sy et de
o(X1,...,Xx) et sur le fait que les X; sont centrées, d’ou E(S, — Si) = 0.
De plus,

E(S214,) = /A S2dP > 2% P(Ay). (IV.9)
k

En utilisant alors (IV.6),(IV.7),(IV.8) et (IV.9), on obtient
n n n
E$) > / S2dP >3 E(SE1a) > > a2P(Ar) = 2°P(A).
k=1 Ak k=1 k=1

Etant donné que E(S2) = Var(S,,) = > 1<i<n Var(X;), on a
P{ max |Sk| >z} < 1 Z Var(X;).

2
1<k< x
SRS 1<i<n

IV.17 On prend ¢ =1, on pose

1 _ T
flzy) =3¢ @40/ 4 h(@)h(y),

et on cherche alors & pour que les conditions requises soient réalisées.
L’hypothése [g h(t) dt = 0 impliquera que

- ffmz flz,y)dzedy = 1;

— les lois marginales seront gaussiennes, centrées, réduites.

65



CHAPITRE IV. INDEPENDANCE

66

On pose alors

0 sinon

i <
B(t) = {t silt| < a,

et on choisit a pour que f ainsi définie soit positive. La fonction f est donc
la densité de probabilité d’un couple qui coincide avec la densité N(0,Id) en
dehors du carré [—a, a]?, mais distincte de celle-ci dans [—a, a]?. Il est clair que
ce couple ne peut étre gaussien. |
A noter que d’autres fonctions h conviennent.

IV.18 Le vecteur (X,Y’) prend ses valeurs sur une droite (presque stirement)
car sa matrice de covariance X est non inversible. Elle admet pour noyau la
droite R+ (2,—1). On a :

Var2X — Y) = (2 1) (2 162> (_21) —0.

La variance de la variable 2X — Y est donc nulle. Par conséquent 2X — Y est
constante presque sirement et elle vaut zéro car son espérance est nulle. [

IV.19 Pour tout borélien de R, noté A, on a
PleX e A} =1)2P{X € A} +1/2P{X € —A} = P{X € A}

car X est symétrique. Donc £X suit la méme loi que X. On procéderait de
méme pour prouver que €|X| suit la méme loi que X.

Le couple (X,eX) ne peut étre gaussien car sa loi est portée par la réunion
des deux droites y =z et y = —x.

IV.20 Soit T la matrice de covariance de X et X = ¢ sa fonction caracté-
ristique :
(,O(U) - E(ei(u,X)) — 6—1/2tu1"u7 uE Rd.

On peut calculer la fonction caractéristique de Xy, notée g :
SOO(U) — E(ei(u,cos{)X—i—sinGY)) — E(ei(coseu,X)) . E(ei(sineu,Y)) — <p(u)

Le calcul de la fonction caractéristique de X/ donne le méme résultat, donc
X; et Xp suivent la méme loi que celle de X.

D’autre part, il est clair que le couple (Xg, Xj) est un couple gaussien en tant
que transformation linéaire du couple gaussien (X,Y). On va montrer que
X et Xj sont indépendantes en montrant que la matrice de covariance de
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(Xy, Xj) est diagonale par blocs. Plus précisément, la matrice de covariance C
de (Xp, X)) étant une matrice de Myy(R), Xy et X} sont indépendantes si et
seulement si C s’écrit sous la forme :

_(¢G 0 5 O
C—(O C2> ot C; € My(R).

Soit A € My(R) vérifiant A*A = T'. Les vecteurs X et Y suivent alors la méme
loi que le vecteur AG, ot G ~» N(0, I).

Notant M = (cosH.Id sin 6.1y

. . / .
—sinf.I; cos . Id)’ il est clair que le couple (Xg, Xj) suit la

0A Go
des vecteurs indépendants suivant la loi N'(0, I).
La matrice de covariance de (Xy, X)) est donc

w-(02) (o (53) =2 (or) = (o)

Donc Xy et Xj sont indépendantes. O

méme loi que le vecteur aléatoire de R?¢, M - (A O) . (Gl), ot les G; sont

Iv.21

a) On va résoudre cette premiére question pour des variables aléatoires
réelles. Le cas de variables aléatoires a valeurs dans R? se traite de ma-
niére analogue sans difficulté supplémentaire.

(s +t)p(s — t) = E(eEHDX) p(eils=bX,)
= B REY)  car X et Y ont méme loi
=F (ei(SH)X ei(“’_t)y) car X et Y sont indépendantes
- E(eiS(X—f—Y)ez‘t(X—Y))
= B(e* XN EeX-Y)) car X +Y et X — Y sont indépendantes
= E(®X)EB(*Y)E(e®)E(e™™) car X et Y sont indépendantes
= P (s)p(t)p(—t) = *(s)lp(t)]. O
En prenant ¢ = s dans la relation précédente, on obtient
v, (2t) = o(t)?|e(t)?,
puis, en remplagant ¢ par t/2 et en réitérant Popération n fois, il vient :
?\an

£\ 2
VteR, Vn €N, <p(t):<p<2—n)
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On déduit de cette relation que quel que soit t, ¢(t) # 0. En effet, si ¢
s’annule en un certain a, alors p(a) = 0 et donc :

o
VneN, ¢ (5) ~ 0. (IV.10)
En rappelant que ¢ est continue en 0 et que ¢(0) = 1, un passage a la
limite dans (IV.10) donne la contradiction.

L’application

t
R —_ U, t— _M_
o (t)]
est continue (ot U désigne I'ensemble des complexes de module 1). Par
un argument topologique (théoréme de relévement), on obtient I’exis-
tence d’'une application continue f : R — R telle que o(t)/|¢(t)| = ¢f®,
On a
o(t) = |p(t)] - ) = enle®I+if(t),

D’oil l'existence d’une application ¥ continue de R dans C telle que
o(t) = e, 0

Soient 1, et v; les parties paire et impaire de v, c’est-a-dire

Y =1Pp+1p; avec Y, paire et ¢; impaire.

Utilisant le fait que ¢(—t) = (), la relation établie & la question a)
donne

Y(s+t)+ (s —t) = 2¢(s) + P(t) + Y(—t). (IvV.11)
En identifiant les parties impaires, il vient
Yi(s + 1) + ¥ils — t) = 245(s). (IV.12)

Pour t = s, on obtient quel que soit s, 1;(2s) = 2¢;(s). Pour ¢ et s
quelconques dans R, en posant t = sy —t; et s = s1 + ¢1, on obtient par
(IV.12)

Yi(s1) + ¥i(t) = (st + ).
La fonction v étant continue, on en déduit par un raisonnement classique
(pour tout s € R% et I € R, ¥;(Is) = I;(s), via une décomposition du
réel [ en base 2) que 1); est linéaire. Et v; étant a valeurs dans C, il existe
alors m et m’ € R? tels que

vt e RY, o;(t) = (t,m') +i (&, m).
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La relation ¢(—t) = ¢(t) donne

Pp(t) — ¥i(t) = ¥p(t) + vi(t) (Iv.13)
et donc ¥;(t) = S(¥(t)) et 1;(t) est un complexe imaginaire pur. Par
conséquent m’ = 0 et pour tout ¢t € RY, w;(t) =4 {t, m). O

c) On utilise & nouveau la relation (IV.11) et, identifiant les parties paires :

Yp(s +1) + p(s — t) = 2(¢p(s) + ¥p(t)). (Iv.14)

Remplagant dans cette relation le couple (s,t) par les deux couples
(s +t1 + to, s) puis (s +t1,s + t2), il vient

2wp(5)+2¢p(5+t1+t2)_wp(tl +t2) = 2wp(3+t1)+2¢p(3+t2)—wp(tl_t2)'
Utilisant & nouveau la relation (IV.14), on peut remplacer 9, (t1 —t2) par
Up(ts — t2) = 20p(t1) + 2p(ta) — Yp(ts + t2)

et obtenir la linéarité par rapport a la deuxiéme variable de Q(s,t). Fina-
lement @ est bien symétrique et bilinéaire. Par (IV.13), v, est & valeurs

réelles.
Enfin, pour tout ¢t € R?, |o(t)] < 1 et |p(t)] = e¥*®) donc 9,(t) < 0 et
donc () est bilinéaire, symétrique et négative. |

d) D’aprés la question précédente, v, est une forme quadratique négative.
La fonction caractéristique de X s’écrit :

C’est la fonction caractéristique d’une loi gaussienne. |
Iv.22
a) Soient Xin,Xon,...,Xnn n variables aléatoires indépendantes, de

méme loi v, et de fonction caractéristique 9. Si la loi de X, + Xop +
4+ Xy, 5, est celle de X, notée u, alors

p¥(t) = pFomtHanttXun () = pRin(t) - ot () = 9" (1)

(voir Proposition 1V.2.3).

Réciproquement, si ¢X (t) = 2 (t), et si Z11...,Z,, sont n variables
indépendantes de méme loi et de fonction caractéristique ,, alors la
loi de Zy1 4+ -+ + Zpp est p (voir Théoréme I11.5.2) et donc p est
infiniment divisible.
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b)

(i)

(i)

(iii)

Dans le cas ol g = 8,, ¢~ (t) = e*®. Remarquant que

; 3
ezta — enzt;

et utilisant (a), on déduit que &, est infiniment divisible : si
X1,..., Xy, sont indépendantes et de méme loi d,/,, alors Xy +
-+« 4 X, suit la loi 4,.

On peut aussi remarquer y = 4, signifie que X est presque stire-
ment constante égale a a. On peut alors écrire X = X7 +---+ X,
avec X; presque sirement constante égale a a/n.

Si X ~ N(m,o?) alors
2,2\ "
X (t) =™ T = (ei""/”t e‘u@—ﬁ*) .

Donc X suit la méme loi que X3 +-- -+ X,,, ol les v.a. X; sont indé-
pendantes et de méme loi N'(m/n, (¢/y/n)?). Donc X est infiniment
divisible.

Si X ~» P(\) alors

PX(t) = N = (ene )"

Donc X suit la méme loi que X7 + --- + X,,, o les v.a. X; sont
indépendantes et de méme loi P(A/n). Donc X est infiniment divi-
sible.

Si X suit une loi de Cauchy,

oX(t) = el = (e—|t/n|)"_

Donc X suit la méme loi que X7 + --- + X, ol les v.a. X; sont in-
dépedantes et suivent la méme loi que X/n. Donc X est infiniment
divisible.

Si B est un intervalle ne contenant ni 0 ni 1/2, alors, pour tout
z € B et y € B, on a nécessairement x +y # 0 et  + y # 1. Donc

PY+ZeB+B)=uB+B)=0.
D’autre part

YeB)n(ZeB)c(Y+Ze B+ B)
donc v@uv(B x B) < u(B+ B)=0.
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(ii) Si B est l'un des intervalles | — 00,0[, ]0,1/2[ ou |1/2, +0[, d’aprés
c) (i) et l'indépendance de Y et Z,

P((Y e B)N(Z € B))=P(Y € B)2=0.

On en déduit P(Y € {0,1/2}) = 1.

(i) En posant P(Y = 0) = a et P(Y = 1/2) = b, et toujours sous
I’hypothése « Y et Z suivent la méme loi et sont indépendantes »,
ona P(Y +Z =1/2) = 2ab. Donc Y + Z ne suit pas la méme loi
que X et p n’est pas infiniment divisible.

On pose Z = e et donc @Y (t) = E(Z). Dautre part Z =

> k20 21 N=rk) et

E(Z]]'{N:k}) = E(eitXl s eitX’C . ]].{N:k})
E(e™ ). E(e"*)E(L{n=k})
p(t)* P{N = k}.

Par convergence dominée, on obtient alors

0 o0 ~ )\k ~
E(Z) =) E(Zlnoiy) = Y o(t)f e 5 =00 =0(r). O

Observant que
n
B(1) = (ex/nw)—l)) :

on conclut que Y est infiniment divisible. Plus précisément, soient

une suite de variables aléatoires indépendantes, ou les X; et les Xij
suivent la méme loi, oit N suit la loi de Poisson P(\) et ot N1, N2 .. .N™
suivent la méme loi de Poisson P(\/n). On pose

Y=Y Xp et Yi= > X, 1<i<n
1<k<N 1<k<N;

alors Y7 + -+ + Y, suit la méme loi que Y.
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v

CONVERGENCE DE SUITES DE VARIABLES
ALEATOIRES

Enoncés

V.1 Soit (X,),cy une suite de variables aléatoires réelles sur un espace proba-
bilisé (€2, .4, P); on suppose qu'il existe une suite de réels (a,),cy telle que les

séries
Zan et ZP{Xn#an}
n

n

soient convergentes. Démontrer que la série ) X, est p.s. convergente.

V.2 Soit (Xy),en une famille de variables aléatoires gaussiennes, centrées, de
variance (02), .y convergeant en loi vers une variable aléatoire X.

a) Montrer que la suite (U%)HGN est convergente et en déduire que X suit une
loi gaussienne. Etudier le cas oli les X, ne sont pas centrées.

b) On suppose que X, — X en probabilité. Démontrer que X, converge vers
X dans tous les espaces LP.

V.3 Montrer que pour z > 0,

+
GAIZ/ZG - %> < / Tt < el
x T z T

Indication : intégrer par parties e t/2,
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Soit maintenant (X;),.y une suite de variables aléatoires indépendantes, toutes
de méme loi N(0,1). Montrer que

lim sup

Xn
_n -
n—oo V2logn

p.s.

Montrer également que
maxi<i<np X; P

1.
v2logn -

V.4  Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires réelles sur (§2,.A4, P); on sup-
pose qu’il existe une fonction G : [0,00 [— [0,00[ vérifiant lim; o G(t)/t = o0
telle que sup;c; E(G(|X;])) est fini. Démontrer que la famille (X;),.; est unifor-
mément intégrable.

V.5 Soient (X,),cy et (Yn),cy deux suites de variables aléatoires réelles sur
(Q, A, P) convergeant en loi respectivement vers X et Y.

a) On suppose que pour tout n, X, et Y,, sont indépendantes et que X et Y sont
indépendantes. Démontrer que X, +Y,, converge en loi vers X + Y. Donner
un exemple montrant que ’hypothése d’indépendance est indispensable.

) On suppose que Y = 0. Prouver que X,, + Y, converge en loi vers X et
XnY, converge en loi vers 0.

V.6 Soit (ap),cy une suite de nombres appartenant a [0,1]; on lui associe
une suite (X, ), oy de variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé
(Q, A, P) dont les lois vérifient

0 sit <0,
P{X,<t}=(a,+ (1 —a,)t" site[0,1],
1 sit>1.

A quelles conditions sur (n)pens la suite (Xy,), .y converge-t-elle en loi, en pro-
babilité, presque strement ?

V.7 Montrer que la probabilité P, converge étroitement vers la probabilité P
si et seulement si lim,, f ¢ dP, = f ¢ dP pour toute fonction ¢ infiniment
différentiable, & support compact.
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V.8 Une formule d’inversion de la transformée de Laplace.
1) Soit P(A) = > en e_’\%dn la loi de Poisson de paramétre A. Montrer que si
X est de loi P(\0) alors (X, — @)/ converge en probabilité vers 0 lorsque
A — oo. En déduire que
AF 0 sif >
lim e Z s { i 6>z,
A—00 o 1 sifd<z.

h) Soit L(t) = [;° e ™ dP(z) la transformée de Laplace d’une loi P sur R*.
Montrer que L(t) est dérivable. Montrer que si P est de fonction de répar-
tition F', alors

: D" e
lim ~—NLYW(A) = F(x)
A—00 k!

k<Az

en tout point de continuité de F'.

V.9 Une formule d’inversion de la transformée de Fourier.
Soient X, Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Notons f* la densité
de X.

a) Montrer que E(e™Y X (Y)) = E(p¥ (X — 1)), t € R.

1) Prendre Y de loi N(0,02) et supposer ¢~ intégrable par rapport a la me-
sure de Lebesgue. En considérant ¢ — oo, montrer la formule donnée au
Théoréme 111.5.4 :

X __1_ e—it:c X
M) =g | e o

¢) Montrer que pour tous z,y et m > 0,

1 m e—itw _ e—ity
X(t)dt

o ), it -

:/: (%/Om“ﬂf—_x_)dt—%/omﬁ’i;_—@dt) dPX(2).

On rappelle que [ sint) gt = signe(a)m/2.

En déduire que si z et y sont des points de continuité de FX, alors

FX " ) m e—ztr__ —ity X
() - F¥(@) = lm o= [ =¥ @),

ce qui donne une formule d’inversion de Fourier, et montre que o~ caracté-
rise FX et donc PX.
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V.10 Soit (X;),-; une suite de variables aléatoires, de loi uniforme sur [0,1].
Soit N,, une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p) et indépendante des X;.
Montrer que nminj<;<n, X; converge en loi, lorsque n — oo, vers une variable
aléatoire exponentielle de moyenne 1/p.

V.11 Appliquer le théoréme limite central a une suite (X,), .y de variables
aléatoires indépendantes de méme loi de Poisson de paramétre 1 pour trouver la

limite de la suite
k

_ n
un:enz—k—', n € N.

0<k<n

V.12 Soit (X;),-, une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes et de
méme loi P. On appelle mesure empirique de X7,..., X, la loi de probabilité
P =n"1Y" .c, 0x, (cette mesure est aléatoire puisque les X; le sont). Montrer
que presque slirement P, converge étroitement vers P.

Indication : utiliser la définition 4.1.7 et la loi forte des grands nombres. Si F,
(resp. F) est la fonction de répartition de P, (resp. P), on prendra garde au fait
que U’ensemble de mesure nulle sur lequel lim,, .. F,,(t) # F(t) doit pouvoir étre
pris indépendant de t; & cette fin, on peut utiliser la monotonie et la bornitude

de I

V.13 Notons U® la variable aléatoire réelle 2121 27X, ou les X; sont in-

dépendantes, de loi B(1,p) et soit £®) la loi de U®). Soit z € [0,1]. Notons
T =Y ,5; 2 'z; son développement en base 2.

a) En utilisant la loi forte des grands nombres, montrer que sous £®), pour
presque tout z, la proportion de 1 dans le développement en base 2 (i.e.
n~1S ;e xi) tend vers p. En déduire que les lois £(P) sont étrangéres les
unes par rapport aux autres.

b) Montrer que £1/2) est la mesure de Lebesgue sur [0,1] (loi uniforme sur
(0,1]).

Indication : déterminer les mesures sous L2 des intervalles dyadiques.
Montrer que les lois £®) n'ont pas de parties discrétes. Donc si

p#{0,1/2,1} la fonction de répartition de L£P) est continue, mais pas
absolument continue.
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V.14 Au Théoréme I'V.3.1 nous avons vu comment construire une suite infinie
de variables aléatoires indépendantes. Donnons ici une construction plus explicite
sur R. Soient X,,, n > 1, les variables aléatoires de loi B(1,1/2) construites &
I'Exemple IV.1.7.ii. En utilisant I'exercice V.13 et 'Exemple V.1.3.i, montrer
qu’on peut construire une suite (Up),~, de variables aléatoires uniformes sur
[0,1], indépendantes. -

Indication : considérer la construction en triangle

Up=27'X1 + 272X 42 X+ 27 X7 + -
Uy =2 Xy 4+272X, + 273 X3 4 -
Usg=2""Xg+27Xg+ -
Up=2"Xjp+--

Montrer alors que si 'on se donne une famille de loi F;, i € N, sur R, on peut
construire une suite de variables aléatoires réelles (Zi)z'eNv indépendantes, telles
que Z; est de loi P;. Nous avons donc dans ce cas une preuve constructive du
Théoréme de Kolmogorov IV.3.1.

V.15 On considére une marche aléatoire sur Z, partant de ['origine, représentée
par une suite (X,), -, de variables aléatoires sur un espace probabilisé¢ (€2, A, P),
mutuellement indépendantes, et de méme loi de Bernoulli sur { —1,1} de para-
métre 0 < p < 1 (autrement dit P{X,, =1} =1- P{X,, = -1} = p pour tout
n). On pose S, = X7 + -+ + X, n > 1, et par convention Sy = 0. La variable
aléatoire S, représente donc la position au temps n du marcheur parti de 0. On
s'intéresse & la probabilité de revenir une infinité de fois & son point de départ,
c’est-a-dire & la probabilité de 1'événement

A = {8, =0 pour une infinité de n }.

a) Démontrer que S,/n converge presque srement vers une limite que l'on
précisera.

b) Déduire de la question précédente que P(A) = 0 si p # 1/2.
¢) On suppose a présent que p = 1/2.

(i) Pour tout k > 0, soit Zx = (Sqr+1 — Sor)/V2F. Prouver que Zy a
méme loi que Syx /V 2F. En déduire, en faisant usage du théoréme limite
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central, que pour tout réel M,

k>0

(i1) Conclure de la question précédente que P{sup, Zy > M } = 1 pour
tout M, puis que P{sup;|Zx| = oo} = 1. En déduire que

Pl il =) =1

(iii) Démontrer avec la loi du 0-1 que I'événement Bt = { sup,~; Sp/v/n =
400} est de probabilité 0 ou 1. Soit B~ = {inf,>; S, /v/n = —o0 }.
Démontrer que P(BY) = P(B™). Conclure, & I'aide de la question
précédente, que P(B1) = P(B™) =1.

(iv) Déduire de ce qui précéde que P(A) = 1.

V.16 Soient u et v deux mesures de probabilité sur un espace mesurable (E, B).
On appelle distance en variation totale la quantité

| = v|| = sup |u(B) —v(B)].
BeB

Soient X et Y deux variables aléatoires sur (2, A, P) de lois respectives PX et

PY.
a)
b)

d)

Montrer I'inégalité [|[PX — PY|| < P{X #Y }.

Soient Y et ¢ deux variables aléatoires indépendantes sur (2, 4, P), Y de
loi de Poisson de paramétre O < p < 1 et € de loi de Bernoulli de paramétre
1—(1—p)eP. Soit X =1~ L.—y—gy. Caleuler la loi de X et démontrer que
lona P{X #Y} <p?

Soit S une variable aléatoire de méme loi qu'une somme de n variables
aléatoires indépendantes de lois de Bernoulli de parameétre p;, 0 < p; < 1,
i =1,...,n. Démontrer qu’il existe une variable aléatoire Z suivant une loi
de Poisson de paramétre A =Y, ... p; telle que

1PS =P < > bt
1<i<n

Retrouver le Théoréme V.5.6 pour p; =A/n, A >0,1<i<n (n>\).
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Solutions

V.1 On considére les événements {X, # an} que I'on note A,. Etant donné
que Y., P(A,) converge, d’aprés le lemme de Borel-cantelli, P(Ay is) = 0.
Donc pour presque tout w € 2, X,(w) = a, a partir d’'un certain rang (dé-
pendant de w). Pour un tel w, la série >, X,(w) converge car par hypothése

>, Gn converge.
Donc ), X, est presque slirement convergente. O

V.2

a) Soit (X,) une suite de variables aléatoires de loi A(0,02) avec
X, 5 X

La suite des fonctions caractéristiques (goX" (t))n converge simplement
sur R vers X (t), donc

vt e T2 X (1), (V.1)
n

On en déduit que la suite (0,), est convergente vers un réel o positif.
Dans le cas ou 0 > 0, pX(t) = e=9"1/2 et la variable X suit donc la loi
gaussienne A(0,02). En revanche, le cas ¢ = 0 donne une convergence
en loi vers la variable constante égale 4 0 qui n’est pas gaussienne.

On suppose désormais que X, suit la loi N'(my,c2). On a

itmp—0o2t?/2 X
Vt, e = (t),

et donc, en prenant les modules,
Wt e 2 X (1)),

Comme précédemment, on en déduit que la suite (o), est convergente
vers un réel o.

La suite (X,), étant convergente en loi, elle est uniformément tendue
(voir par exemple la suite du Théoréme V.4.4 page 128). Par consé-
quent, en considérant les événements { X, € [m, — o,m, + o]}, on
obtient que la suite (my,)n est nécessairement bornée.
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Si (my)n admet deux points d’accumulation distincts, alors la suite
(e®*™n),, ne peut converger pour toute valeur de ¢. En conclusion (my, ),
converge vers un réel m et

itmp, —02t2 /2 — itm—o?t? /2

€ e

n

La suite (X,,) converge en loi vers la loi de Gauss A (m,o?), dans le cas
ot ¢ # 0, ou bien vers la constante m si ¢ = 0.

b) Par le résultat du a), X est gaussienne centrée et de variance o2. D’aprés
le Corollaire V.3.6, il suffit de montrer que la suite <E ([anp)) est
majorée. On pose X,, = 0,.Y, et Y, suit donc une loi normale ceﬁtrée
réduite. De plus

E(|X,[P) = o2 E(|Ya?) = o2 E(IYoP) < K,

ou K, est une constante indépendante de n dont I'existence est assurée
par la convergence de la suite (0y),. La suite (X,) converge donc dans
L? pour tout p. O

V.3 Montrons que pour tout x > 0,

Pour la premiére des inégalités, une intégration par parties donne

:1:2 t

+00 2 +oo 2 -5 +00 L~
/ e"?dt:/ tlte~ T dt = & —/ e

On écrit

et on en déduit :

22 (1 1 +oo 2
e 27 (— — ——3—) < / e~ 7 dt.
T T "
Pour la deuxiéme :

400 2 +o0 2 1 +o00 2 1 22
/ e‘%dt=/ t—lte’%dtg—/ teTdi=-e%. 0O

De ces deux inégalités, il vient

+co t2 1
/ eGdt ~ e % (V.2)
z T—+00 I

o,
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Soit alors 0 < ¢ < 1. On pose

Anz{\/;r_l_ﬁ>(l—s)}={Xn2\/2_ln~n(1—e)}.

On a alors

Py = [ et
n) = T Zat
27 v2Inn(l— 5)

1 e~ Inn(1- —&)? 1 1
~ ~ K .
V2n v2Inn(l —¢) Vinn nlt-?
On reconnait le terme général d’une série de Bertrand divergente. Les éve-
nements A, étant indépendants, par le lemme de Borel-Cantelli, on obtient
P(Apis) =1
Pour ¢ strictement positif, on considére maintenant les événements

2<1+s)} = {anm(l—i—s)},

B -—{ Xn
" v2lnn

pour lesquels

t2
P(Bn) 7 dt

\/2_7F /\/2 ln'n,(l—l—s)

1 e~ Inn (1+¢)? K 1 1
V27 V/2Inn(l + ¢) Vinn n+e)?’

On reconnait ici le terme général d’une série de Bertrand convergente. A 1'aide
du lemme de Borel-Cantelli on obtient P(B,i.s) = 0.
De ces deux résultats on déduit que :

lim sup =1 ps. O

Xn
vV2Ilnn
Montrons maintenant que

maxi<ij<n X; P

v2lnn ’

c’est-a-dire

maxj<i<n Xz

1 1.
Vv2lnn < +8}7

Ve > 0, P{l-—a<

Pour cela on montrera

P{ma"X <1l+¢} — 1, puis
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Tout d’abord

maxi<j<pn X; =
— <14} = X;<(1+e)v2inn
{ v2Ilnn } Q{ i <( ) }

et les variables X; étant indépendantes

max X; n
P L <1+4¢ PIX, <(1+¢e)V2nn
{\/QInn } 1;[1 { = ) }

(P X < (1+ )\/m})”

=<1 e(1+e)21nn((1+€)1\/m+0(\/;_n>))n

par I'équivalent (V.2)

£y

1 1 n
=(1-
( (14 &)nl+e?\/2Inn e ( lnnn(1+5)2)>

B ( ( )n(liE) *V2Inn

( In n(1+6 )))

D’autre part

1 1
nin(1- +o
( (1+¢e)n(+9*\/2Inn (\/ln nn(1+€)2>)

-1

~ — 0
n nZte*(1 4 ¢)y/2lnn »

d’ott

ce qui prouve a).
Pour montrer b), on montre que P{@—‘ﬂL <l-¢}—0.
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En effet :

p{maxx <1_5} {ﬂx <\/z—1m1_e>}

vV2lnn

i=1

f[ P{X; < V2Inn(1-2)}
1
(1-P{x;> Voln(i-o)})"

Il

(1 (1- e2lnn( 1 1 ))>n
1—¢) \/2—ln_ﬁ \/l—rm

par I’équivalent (V.2)

e ngte)

(1—-¢e)v2Innn-o? V2Innn-e?

— 0.
n—-+o0o

Hl

Ce qui prouve b).
En remarquant que P(A4, N B,) — 1 dés que P(A,) — 1 et P(B,) — 1 on
obtient le résultat. O

V.4 Sans perte de généralité on suppose les X; positives et on
note que pour tout réel a, f{Xi>a} X;dP = fa+°°thXi(t). On pose
M = sup;c; E(G(X;)) < o0.

Soit A > 0 arbitraire et ag tel que t > ag = -Gﬁ—t) > A.
Sia>ag, ona

wier, [waros [T apn < 3 mom) < Y,

On en déduit
sup / X;dP — 0.
{X;>a}

iel a—+00

La famille (X;);er est donc uniformément intégrable. O

V.5
a) On utilise les fonctions caractéristiques :
E (eit(X""'Y") ) = E(e"*»)E(e"™) car X et Y indépendants
itX ity
— E(e"7)E(e")
= E(e®™+Y)) car X et Y indépendants.
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Donc X, +Y,, converge en loi vers X + Y.

Pour se convaincre de Yimportance de I'hypothése d’indépendance, il suf-
fit de considérer une variable aléatoire X suivant une loi normale A/(0, 1)
et poser :

X=X, Y,=-X

On a ainsi
X, 5 X, V,5X e X,+Y,=0.
n n
Pour tout z € R et tout € > 0,
{(Xn <z =} N{|Va] <&} C {Xn+ Yo <a}.

En considérant les événements contraires, puis les probabilités respec-
tives, on obtient :

FXn(z — ) < FXHYn(2) 4 P{|Y,] > ¢}.

De méme :
{Xn>z+en{|Yy| >e} c{Xn+Y, >z},

puis

FXnt¥n(g) < FXn (g 4 €) + P{|Y,| > €}.
De ces deux inégalités, on obtient
FXn(c —¢) = P{[Y] > ¢} < FX"P(a) < FX(z + ) + P{[Y,] > e},
La fonction FX» étant croissante, on déduit 'encadrement :

|FXntYn(g) — F¥(2)| < FX"(z + £) = F¥"(z — ) + P{|Yy| > ¢}

On considére alors z point de continuité de FX. On peut choisir & aussi
petit que 'on veut avec de plus z — € et & + £ points de continuité de
FX et FX(z +¢) — FX(x — ¢) arbitrairement petit. Pour de tels z et ¢,
on a:

lim sup [FX"+Y"(:E) - FX(:r)l <FX(z+¢) - FX(z—e).

On en déduit FXnt¥n(z) — FX(2) et X, + Yn £ X O

On va montrer que le produit X, Y,, converge en probabilité vers 0. Pour
tout entier &

{IXn| <k} N {[Ya] < g2} C {|Xn Yal < £}
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et donc
{1 Xa Yol > 1} € {|Xn] > B} U{|Ya] > 5}

Il s’en suit
P{|Xn Y| > 1} < P{|Xn| > k} + P{|Ys| > %}

Soit € > 0. La suite (X,), étant convergente en loi, elle est tendue.
Donc quel que soit n, P{|X,| > k} < € si est k est suffisamment grand.
D’autre part la suite (Y,,) convergente en loi vers une constante converge
en probabilité vers cette constante (voir Exemples V.4.2 (iv)), donc
P{|Y,| > Elg} < ¢ si n suffisamment grand. Finalement

Vk €N, P{X,Ys| > 1} — 0.
n—oo

La variable (X, Y,,) converge en probabilité, et donc en loi, vers 0. [

V.6 Pour que la suite (X,,), converge en loi il faut qu’il existe un t €]0, 1]
pour lequel la suite (P{X,, < t}), soit convergente.

I*" cas. Si la suite (o) ne tend pas vers 0, alors quel que soit ¢ €]0, 1]
P{X, <t}l=oap+t"+ant" ~ ay,.

Dans ce cas, il est nécessaire que (a,) soit convergente. Si ap, — @, la
suite (X,,) converge en loi vers la loi de Bernoulli ady + (1 — a)d;.

2 cas. Si la suite (o) tend vers 0, alors la suite (X,,) converge en loi
vers X = 1.

En conclusion, pour que (X,) converge en loi, il faut et il suffit que o, soit
convergente vers un réel a, et (X,) converge alors en loi vers adp + (1 — a)d;.
Pour pouvoir affirmer que la convergence soit une convergence en probabilité,
il faut et il suffit que la limite X soit constante presque sfirement, ¢’est-a-dire
a, — 0 ou a, — 1.

De méme pour pouvoir affirmer que x X, — 0 (resp. 1) presque sirement,
il faut et il suffit que > P{X, > €} < oo (resp. >, P{l1 — X, > €} < o0)
pour tout ¢ (voir Proposition V.1.2, Lemme de Borel-Cantelli), c’est-a-dire
si (1 — ap) < oo (resp.y. oy < 00).

V.7 L’ensemble des fonctions infiniment différentiables & support compact,
noté C%, est dense dans Cy(R), muni de la norme uniforme. On va montrer,
dans un premier temps, que

voe Co®), [va)dPuOh e [v0dPE. (V)
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Soit (1/,), une suite d’éléments de C3 convergente vers ¢ dans (Co(R), ||.]|).
On a:

'/¢dPn—/¢dP|
< ]/w—wdeIJr\/wde—/wden

< 24—yl + {/wpdpn—/wde

+l/wpdpn—/¢pdpi

Ces deux derniers termes sont aussi petits que 'on veut, pourvu que p soit
suffisamment grand pour le premier, et que n soit suffisamment grand pour le
second. On a ainsi montré (V.3).

Soit désormais ¢ € Cp(R) (espaces des fonctions continues bornées) et (fi)k
une suite croissante de fonctions positives dans Cg® vérifiant

0< fr <1 et VreR, fk(:lj)-k—>1

Quel que soit ¢ € Cp(R), on a

i/(den—/godP‘

< [/(so—somdPn

+|/S0fden~/<,0fde'+'/@fk*@dpl
< nsou/u—fk)dPnJr‘/sofde—/wfden

+ gl / (1— fi)dP.

le dernier terme est aussi petit que on veut pourvu que k soit suffisamment
grand et le deuxiéme terme, pour k alors fixé, est aussi petit que 'on veut
pourvu que n soit suffisamment grand. Enfin, concernant le premier terme, on
remarque

Il (= fydr =lel@ = [ feaPs) —=llel @ - P,

Il est donc aussi petit que 'on veut si n suffisamment grand. O

V.8

a) Soit € strictement positif.
V(Xy) A0
{ \—E} PAIXN =201 2 2e} < A2e2 A2 A—too

X\— M
A




SOLUTIONS

La majoration utilisée étant l'inégalité de Tchebitchef appliquée & X,.
On en déduit que &\/\l& converge en probabilité vers 0 et donc converge
en loi vers 0.

Pour 2 > 0, on a

{XAS)\OC}:{X,\—)\O—FAO—)\:USO}:{XL—_AQ<$_0}.

A

Or P{X)\ < /\iE} — N Zkﬁ)\m ()\]f!)k et

_ 1 si 0
P{X)\)\)\ng_a} { sz >0, (par la cv en loi),

A—too [0 siz <@
donc
k .
-y Z (AG) 1 s% r >0, 0
= Bl doto |0 siz< 6.

b) Par utilisation des théorémes de dérivation sous le signe intégrall), la
fonction L est dérivable sur R . En effet :

(i) t > e~ est dérivable sur RT pour tout = > 0.
(ii) Si @ > 0, pour tout = > 0 et tout ¢t > a, |re ™| < |ze™**| €
LY(P), car bornée.
Donc L est dérivable sur [a, +o0o] avec L'(t) = 0+°°(—w) e ¥ dP(z). Le
réel a > 0 étant quelconque, on en déduit que L est dérivable sur RY.

On peut réitérer ce raisonnement pour prouver que quel quesoit k € N, L
est k fois dérivable sur RY avec

LW (f) = /O T o) et 4P (),

Pour prouver I'égalité demandée, on utilise le résuitat montré en a). On
remarque

k o] k
VA2 0, V820, e Y (L:')_ <eMY (M')
' k=0

qo=1l€ £Y(P)
k<\z

et donc par convergence dominée

k
/ e (—)‘]g)—dP(ﬁ) = / Ly [ dP(8).

k<Az

V' Voir par exemple « Calcul intégral », J. Faraut, EDP Scicnces.
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V.9

38

Si z est un point de continuité F' alors [ Ly, dP(6) = F(z). D’autre
part pour tout z > 0 :

/ —Ad Z dP(H > / ~a6 ’\0 L dP(6)

k<\z k<Az

-y (—_le)—k—)\kL(k)()\).

k<Ax

On obtient donc pour tout z > 0, point de continuité de F’

Z( D ML k>()\)———->/ 0.2 dP(8) = F(x). O

k<)x

Concernant le cas particulier z = 0, la somme précédente vaut L(\) et &
nouveau par convergence dominée

lim L(\) = / 10y dP(8) = F(0).

A—+o00

On utilise le théoréme de Fubini (voir Théoréme 11.5.1)
E(e™™ oX(v)) = E(e—itY/einfX(x) dx)

_ E(/ei(Yz—-tYfX(x) dac)

/ E(eY@ ) fX(z)dz, par le thm. de Fubini

~t)). O

On rappelle que si Y suit une loi normale (0, 02), on a @Y (t) = e~o#/2,
L’identité montrée précédemment devient alors
. o2

vt, E(e™™ oX(Y)) = E(e-7X~Y) (V.4)

et cette derniére expression n’est autre que 'expression au facteur
\/2

prés, de la densité d’une variable X + Z, avec Z indépendante de X et
suivant la loi N'(0,1/02). (voir Exemples IV.2.4.(iv)).
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D’autre part, lorsque ¢ — 400, la variable aléatoire Z converge en loi
vers 0 (regarder par exemple la convergence des fonctions caractéris-
tiques), et d’aprés le résultat établi & 'exercice V.5.b), X+ 7 — X,

o—+00
en loi. On a donc pour toute fonction continue & support compact v :

m/d} e‘aTXt dtm/?ﬂ )X ()

En utilisant (V.4), on obtient

o [0 [t ez a)a— [oasX@ i

D’autre part, sous ’hypothése « ¢X intégrable », et par convergence do-
minée :

. 2 .
v, / e WX (y)e 207 dy —— [ e WX (y) dy

o—+00

A nouveau par un argument de convergence dominée, on a

/1/) / ~W X (y) 6_% dy) dt
— / wm(% / eWpX (y) dy) dt.

Et de l'identité
[e@<@an= [w(5 [ @ ay)

valable pour toute fonction continue a support compact, on déduit que

O g%/e_imywx(y) dy ps. O

On suppose ici que z < y. On applique le théoréme de Fubini (voir
Théoréme 11.5.1) pour intégrer la fonction

—itz —ity
[ — € ;
(t, z) : 6ztz
it
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sur Pespace ([~m, m] X R,A® dPX). 11 vient

1 m e-—it:t _ ——ity
w | T ©X (t) dt

1 —zt:c _ ity
_ _/ ¢ i gt dPX(2)
2m Ji- ,m]x]R it

1 +oo zt(z —z) _ pit(z—y) X
+00 m it(z—zx) m it(z—y)
( / it / £ dt) dPX (2)
T o oo —m i —m i
0 /1 Mg _ m o _
___/ (_/ sint(z — x) dt—l/ sint(z — y) dt) iPX(2)
—00 \7T Jo t ™ Jo t

L’expression entre parenthéses tend vers 1y, ,1(2)+1/2(1iz}(2)+ 1) (2))
lorsque m tend vers +o00 et peut étre majorée par une constante indé-
pendante de m et de z. Par convergence dominée, on a :

[LGL g [ )

= [ Leat(x) +3 (l{w}( 2) + 1y (2)) dP* (2).

m—0o0

Pour z et y points de continuité de FX, cette derniére intégrale vaut
FX(y) — FX(x) et on obtient bien la relation demandée qui caratérise
donc FX et donc la loi PX. O

V.10 Soit t € [0,1]. On a

{nlgnn X, >t} = LJO{nlgnilsullani >t} N{N, =k}

= L—J{nlrsnilélkXi >t} N{N, =k}

n
. t _
= L;Jo{lrélilélkX, > ﬁ} NA{N, = k}.
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Les X; et N, étant indépendantes, il s’en suit :

P Xi>t 1—— bgnk
{n1<r£11n } = Z () q

t
=((1—-—Jp+q)"
(1_“) e
n n—+00

Pour t ¢ [0, 1], le calcul est trivial, et finalement :

i ; < < U ~ .
Vit e R, P(n  Join X; <t) — P(Y <t)ouY ~ Exp(p) O

V.11 Si (Xy)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant
la méme loi de Poisson P(A), on sait que X1 + Xa + -+ + X, ~ P(nA) avec,
en particulier, (X7 +---+ Xp) = nX et Var(X; +--- + X,,) = nA. On prend
alors A = 1 et on applique le théoréme limite central

— 0 2
P{X1+...+Xn nSO}—> 1 @4%dt:}‘.
\/ﬁ n 2T J—eo 2

Or
B k
P{X1+...+Xn ”50}=P{X1+...+Xn§n}=6'” 2 %
n 0<k<n
D’ou le résultat :
- n* L =
e H notoo 27

0<k<n

V.12 Soit F la fonction de répartition de X7 et ¢t € R. On pose

1 s X; <t

La suite (X});>1 est alors une suite de variables aléatoires indépendantes, de
méme loi et d’aprés la loi forte des grands nombres

Xi+--+ X}, P
mn

sinon.

P2, B(X}) = P(X1 <#) = F().

On note alors
Q= {w € Q, pour lesquels la convergence a lieu}

ocn MOEENEO )
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Soit (t,) une suite de rationnels « surjective sur Q@ ». (On pourrait consi-
dérer toute autre suite vérifiant {t,, n € N} dense dans R). On considére
V' =0n,9,.0naP(Q)=1

On prend w € §¥ et on note Fy la fonction de répartition de P, =

k1 2 1<i<k 0xi(w)-
Soient ¢t € R un point de continuité de F' et € > 0. Il existe alors ¢; et ¢; tels
que

t; <t<t; et 0<F(tj)—F(ti)<8.

Pour tout k € N, Fi(t;) < Fi(t) < Fi(t;) et pour tout n, Fi(ty) - F(tyn),

donc par passage 4 la limite quand k tend vers +o00

F(t;) < limkinf Fi(t) < limsup Fx(t) < F(t;).
2

Le réel ¢ étant arbitraire, (F(t)) converge vers F'(t). Donc presque strement,
P,, converge étroitement vers P. O

V.13

a) On considére les variables X; définies sur (£2,.4, P). D’aprés la loi forte
des grands nombres

n
X; p
Zln F 2 E(X) =p.

n—o0
— 211 Xi(w) -
On note ' = {w € Q, =22 — p} et E = UP(Q). On a
P(Q) =1 et done PU”(E) =1 et ainsi
V:c=zx—?€E,ona—E—iﬂ———>p. 1
=12 noonme

Soient p, g €]0, 1] avec p # g. On pose

efa=Y Scp, &5y

n n—oo
i>1

On a évidemment EP N E? = () et donc
PV”(EPy=1 et PU"(E%)=0.
Ainsi les lois £ sont étrangéres les unes par rapport aux autres. O

b) On considére l'intervalle dyadique [k/2",(k + 1)/2"[ de [0,1], o n est
un entier quelconque et 0 < k < 2™ — 1.
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Si X désigne la mesure de Lebesgue, A([k/2", (k+1)/2"[) = 1/2™. D’autre
part, la réalisation ou non de I'événement {U(}/? ¢ [k/2", (k + 1)/2"[}
ne dépend que des valeurs prises par X, ..., X,,. Plus précisément, on a

{UWD e [k/2", (k+1)/2")} = {X1 =i} N N{X, =in}

pour des ip, -+ , i, déterminés dans {0,1} de maniére unique. Utilisant
I'indépendance des variables X; :

P{UYD g [k/2", (k+1)/2"]} = P{X1 =01} x - x P{Xp = in} = 51?
Donc £(/2) coincide avec la mesure de Lebesgue sur les intervalles dya-
diques. Observant qu'une union d’intervalles dyadiques se décompose en
une union disjointe d’intervalles dyadiques (puisque I'intersection de deux
intervalles dyadiques est un intervalle dyadique), £(1/2) et la mesure de
Lebesgue coincident sur 'algébre de Boole engendrée par les intervalles
dyadiques. Par la Proposition 1.4.7, elles coincident sur la tribu engen-
drée, qui n’est autre que la tribu engendrée par les intervalles, c’est-a-dire
la tribu des boréliens. Donc £(1/2) est la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

0

Remarque : on peut aussi prouver que £L1/2) est la mesure de Lebesgue sur
[0,1] en wtilisant les fonctions caractéristiques. Si U désigne la variable
aléatoire Y ;< %%, ona:

Xg

¢V(t) = BE(e) = E(eitz’“21 ¢ ) = E(lim et Xk=1 )E(Eh)

; it Spoy of iné
= lim(E(e” ~*=1 2& ), par convergence dominée.
n

SR L ik ik e t t
E(e 2 =e22e2B ... 271 cos 92 .- COS il )

et on peut facilement montrer que

cos (%) - cos (z—tn-> sin (%) = (5" sin (%) .

On en déduit alors

Lxm X i i _
E(elt2k=1 Ek&) _— eit % sin (-t—) = € 1

n—00 2

Dou ¢Y(t) = eitit’l. C’est la fonction caractéristique de la mesure de

Lebesgue sur [0,1], donc les mesures coincident.
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D’autre part, pour = >, 3+ €[0,1]
P{U(p) = l‘} = P{mz’Zl[Xi = 371]} = 0, pour tout p ¢ {0, 1}

Pour p # 0 et p # 1, la mesure £P) n’admet donc pas de partie discréte
et si de plus p # 1/2, elle n’est pas absolument continue (par rapport &
la mesure de Lebesgue) car étrangére a celle-ci. O

V.14 D’aprés Pexercice V.13, les variables U; suivent la méme loi uniforme
sur [0, 1]. D’autre part, il est clair que la construction en triangle & partir des
X, indépendantes, permet d’assurer que les U; sont indépendantes.

Enfin si F; désigne la fonction de répartition de P;, et F;~ sa fonction de quan-
tile (voir Proposition II1.2.7), alors la suite (Z;); = (F;~(U;)); est une suite
de variables aléatoires indépendantes avec Z; de loi F;. J

V.15

a) D’aprés la loi forte des grands nombres

S.
== — s E(X1)=p—q presque sirement (ot q:=1—p).

n n—ooo

b) Supposons p > q et soit « vérifiant 0 < a < p — ¢. On note ' événe-
ment :

S
O={weQq, —";if—) —p—q}
Ainsi P(2') =1 et pour tout w € ', il existe N € N vérifiant

Vn > N, O<a<—5i?.

11 est clair que quel que soit n > N, S, (w) # 0 donc w ¢ A. Par consé-
quent ANQ =0 et done P(A) =0. |

¢) (i) La variable Zj = (Sgi+1 — S )/V2F = (Xokyq+--+ Xor1)/V2E
suit la méme loi que (X1 +-- - + Xor)/V2F car les X; ont méme loi
et sont indépendantes.

D’autre part, I'écart-type de X; valant 1, le théoréme limite central
donne

+00
pdXit Xl L T dt £0,
\/ﬁ n—oo /271 Jur
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2
Donc P{Z, > M} PR J—-;:fgooe’%dt # 0 et
—> 00 a

la série ), P{Zy > M} diverge grossiérement et
ZkEOP{ZkEM}ZOO' O

Les événements {Z;, > M}, k = 0,1,... sont indépendants car les
variables Zj, sont indépendantes. Du lemme de Borel-Cantelli (voir
Théoréme IV.3.5), on déduit P{Z; > M, is.} = 1. En particu-
lier :

VM, P{supZ; > M} = 1.
k

D’autre part

[ o]
{suka = —l—oo} = ﬂ {suka > n} ,
k

n=1 k

donc P{supy Zy = 400} = 1 puis P{supy, | Zx [= +o0} =1 car
{suka = +oo} - {sup | Zk |= +oo} . O
k k

On note & nouveau Q' = {w € ) tel que supy, | Zy(w) |= +oo}. On
a:

Sok+1 . Xi+ o+ X+ + Xorn
Vok+1| VoR+L
_~l~ X1+"'+X2k+X2k+1+"'+X2k+1
il v T |
Pour w €
S2k+1 (W) 1 S2k (QJ) {
—— = —= + Zp(w)!. V.5
f——2k+1 \/-2- \/2_k k( ) ( )

D’apreés l'identité (V.5), la suite Snlw) o peut étre bornée et donc
V2

Szn (LLJ) ' .. { Szn }
Vwe, s = +00, ainsi P{sup|——| =400 = 1.
w up |~ ain sup | =

O
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(iii) L’événement B s’écrit

Bt = {supén— = +oo}

n>1 V71
—{sup-—————Xl+m+Xn*+oo}
n>1 \/ﬁ
Xp+- o+ Xn
=4¢sup ——mm———— = +00 ,Vk
{nzg ﬁ }

Donc B* appartient & la tribu terminale des tribus o(X,) et,
d’apreés la loi du 0-1, P(BT) =0 ou 1. O
En considérant la suite —X,,, on montre que P(B%) = P(B™) et

on a
{sup
n
et par (V.6), on a P(BT) = P(B™) = 1. O

(iv) On raisonne par 'absurde en supposant que P(A) < 1. On a

S| L
%}-—-FOO}CB UB

A= (Z N B+) U (Zﬂ B") la réunion étant disjointe ici!

Dot P(A) = P(ANB*) + P(ANB~) > 0, donc l'un des deux
termes est nécessairement strictement positif, disons le premier. On

aalors P(ANB™) < P(A) et

P(B™)=P(B"NA)+P(B™nA)
< P(A)+ P(B™nA)

< P(A)+ P(A) =1 d’aprés la derniére remarque.

Or P(B™) =1, d’ou la contradiction. Donc P(A) = 1. O

V.16
a) Pour tout B € 4, on a
{XeB}=({XeBIn{X=YHU({X e BIn{X #£Y}),
et donc
P{XeB}=P({X e B}n{X =Y}) + P({X € B}n{X #Y}).
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De méme pour Y, d’ou

|PX(B) — PY(B)| = |P{X € Byn{X #Y})
—P({Y € By {X £Y))]
<P{X#Y})

Ainsi ||PX — PY|| < P{X #Y}. O

Remarquons d’abord que pour 0 < p<1,ona0<1—(1—p)e? < 1.La
variable X suit une loi de Bernoulli avec

P{X=0}=P{c=0}.P{Y =0} =((1 —p)eP) e P=1-p.
Donc X ~» B(p). On a
(X #Y}=({Y =0} e £0}) U{Y > 2)

et donc

k
P{X #Y}=eP.(1-(1-p)e)+ Ze‘p%

k>2
=eP(1-(1-p)P)+1—eP—pe?
=-peP+p
<p? care?>1-p. O

En s’inspirant de la question précédente, on considére pour 1 < i < n,
Y; ~ P(p;) et & ~> B(1—(1—p;)ePi) avec de plus Y1, Yo, ..., Yy, 61,00 ,65
indépendantes. On construit alors X; =1 —1 {ei=Y;=0} 11 est alors clair
que X; ~ B(p;) et que les X; sont indépendantes.

On pose S = > X; et Z =) Y;. La variable Z suit une loi de Poisson
de paramétre Y p;.

De l'inclusion ;{X; = Y;} C {S = Z}, on déduit {S # Z} C U, {X;: #
Yi} puis

P{S # 2} < P(U; {Xi £ Yi})

<) P{Xi #Yi}
<Y pl
D’ou Vexistence de Z vérifiant |PY — PZ|| < 3. p?. O
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d) Lorsque p; = A/n, on a S ~ B(n,A/n), Z ~ P()) et |PS — PZ|| < Anf
En particulier

VEEN, |P{S=k}—e? | <Z — 0. O
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PROBABILITES ET ESPERANCES
CONDITIONNELLES

Enoncés

VI.1 Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, inté-
grables. Comparer les lois des couples (X, X +Y) et (Y, X +Y). En déduire que
EX|X+Y)=EY | X+Y)=(X+Y)/2

V1.2 X et X, étant les résultats indépendants de deux jets de dés, et S étant
leur somme, quelle est la loi de X1 sachant que S est paire?

V1.3 Soit X une variable aléatoire réelle quelconque, et soit a une constante
réelle. Déterminer la loi de X conditionnée par X A a.

V1.4 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, telle que pour tous m,
n €N,
P{X>m+n|X>m}=P{X>n}

(on dit que X est sans mémoire).
a) On pose P{ X =0} = a. Déterminer la loi de X.

b) Soit Y une copie indépendante de X. Quelle est la loi de S = X +Y7?
Déterminer la loi conditionnelle de X sachant S = p, p € N. Interpréter le
résultat.
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VL5 Soit X = (Xp),cy une suite de variables aléatoires. Soit N une variable
aléatoire a valeurs dans N, indépendante de la suite X. Montrer que Xy est une
variable aléatoire. Montrer que pour tout k € N, la loi de X sachant N = k est
la loi de Xj.

VI.6 Soient Xji,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant des lois
de Poisson de paramétres respectifs Aq,..., Ap. Déterminer la loi conditionnelle
du vecteur aléatoire (X1,...,X,) sachant que Zl§i<p X, =n.

V1.7 Soient Xy,...,X, des variables aléatoires indépendantes suivant chacune
la loi AM(0,1). Démontrer que la loi de X; sachant S, = Zl§i<n X; est la loi

VI.8 Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre
6 > 0. Etablir que

P{X>t+s| X>t}=P{X>s}, st>0.

Montrer que cette propriété caractérise la loi exponentielle parmi les lois a densité.
Prouver que lim,_,gh !P{t < X <t+h|X >t} =6 pour tout ¢.

V1.9 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi
N(0,1). On pose X = Rcosf et Y = Rsiné.

a) Montrer que X +Y et X —Y sont indépendantes et en déduire la loi de R?
sachant que ¥ = X.

Indication : on pourra éerive R? = %((X’ + Y2 (X - Y)?).

) Montrer que R et § sont indépendantes et en déduire la loi de R? sachant
que 0 = /4 ou 5 /4 (c’est-a-dire sachant que Y = X)).

¢) Pour montrer que les résultats ne sont pas contradictoires, préciser les sous-
tribus de conditionnement dans les deux questions.

VI.10  On se donne une matrice carrée P = (P ;) ;,,- Déterminer a quelle
condition sur P il existe des variables aléatoires X et Y a valeurs dans {1,...,n}
telles que

PZ'J':P{Y:]"X:’L'}, i,jzl,...,n.

On appellera une telle matrice, matrice de transition (voir chapitre VIII).



ENONCES

P étant une matrice de transition (loi conditionnelle de Y sachant X ), on désigne
par M le vecteur de R"™ représentant laloide X : M; =P{X =i}, i=1,...,n.
Démontrer que la loi de Y se représente par le vecteur *PM.

V1.11 Nous avons vu a I’exercice V.6.14 comment construire une suite infinie de
variables aléatoires indépendantes sur 'espace probabilisé ([0,1], B([0,1]),A). A
laide de I'exercice V.6.14, construire sur cet espace une suite de vecteurs aléatoires
indépendants de loi P;, i € N, données sur R2.

VI.12 Soit P une loi sur R?, de marges PX et PY, et (X,Y) de loi P. Soit
FXI¥(z) 1a fonction de répartition de la loi conditionnelle £(X | Y = y). Soient
U,V deux variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer

que le couple (FYH(U),FX'FYF(U)(V)) est de loi P. Ceci donne un procédé de
simulation d’un vecteur aléatoire.

VI.13 On reprend les notations de 'exercice IV.13. Montrer que

P{Siin>s| Xin=2)= (1—F(x+s)>n-l, z€R, 5>0

et que
i
P{Sis1n2 5| Xipin =2} = (Flz—s)), 2€R,s20.
VI.14 Soient Xi,...,X, des variables aléatoires réelles, indépendantes et de
méme loi admettant une densité f. Soit X; , < --- < X, ,, ces variables aléatoires
ordonnées, et définissons les espacements S;, = X;,, — Xi_14, 2 <17 < n, qui

mesurent les distances entre les variables adjacentes (faire un dessin). Soit

1
L,(x)= — Z Lio,)(nSin)
2<i<n

la fonction de répartition empirique des espacements, laquelle compte la propor-
tion d’espacements plus petits que x/n. Notons

L(z)=1- /Rf(z)e‘xf(z) dz.

Soit enfin I; , = 1, si aucune des variables X1,..., X, ne tombe dans I'intervalle
| Xi, Xi +z/n] et I, = 0 sinon.
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a)

b)

a)

Montrer que le vecteur (I, ..., I ) est échangeable, ¢’est-a-dire que sa loi
est invariante par permutation des coordonnées (voir aussi exercice [11.6.8).

Montrer que
n

~Lo(@)=(n-1"" Y L.

1<i<n

n-—1
Montrer que I; , suit une loi de Bernoulli de paramétre

E((1 ~ F(X1 +x/n) + F(Xl))”*1> .

Evaluer P{I;,,=1; [;,=1}.
Montrer que limy,—,» F(Ln (7)) = L(x) et que lim, o E(L,(z)?) = L(x)2.

Indication : penser au théoreme de convergence dominde!

En déduire que L,(x) converge vers L(z) en probabilité

En utilisant la continuité, la bornitude et la monotonie de L, montrer que

lim sup|L,(z) — L(z)] =0 en probabilité.

n—oo :L‘ER

(Pour n assez grand, ce résultat donne une idée sur la taille des écarts entre
les points aléatoires adjacents X1 ,,..., Xnn.)

VI.15 La proposition 1I1.2.7 nous donne une fagon d’engendrer des variables
aléatoires réelles, pourvu que la fonction de quantile soit facile & calculer. Ce n’est
pas toujours le cas en pratique. Une méthode assez efficace est la méthode dite
du rejet qui fonctionne comme suit. Soient f, g, deux densités sur R. On souhaite
simuler une variable de densité g, en supposant qu’on sache facilement simuler
une variable de densité f, et qu'il existe une constante ¢ telle que g < ¢f. Soit
(X,U) un couple de variables aléatoires indépendantes, respectivement de lois de
densité f et uniforme sur [0,1].

Montrer que le couple (X,cU f(X)) est uniformément distribué sous le
graphe de f
f={(x,y) eR* : 0 <y <cf(a)};

c’est-a-dire qu’en notant X\ la mesure de Lebesgue sur R?,

VA€ BR?), P{(X,cUf(X))€A}=NANS).
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Indication : remarquer que

/‘ Talr,euf(e))f(x)dudr = / La, (cuf(z)) duf(a)dr
on A, (’,Sf,‘ la scction de A selon . |
En déduire que £(X | cUf(X) < g(X)) a pour densité g.

Soient (U;, X;) des couples indépendants, de méme loi que (X, U). Soit Ny =
0 et,

Ni = min{i Z Ni—l : CUlf(XZ) < g(Xi) }, 1 > 1.
Montrer que P{N; = k} = (1 — ¢ })Fle ! et que E(N;) = c. Montrer
que Xp,, ¢ > 1, est une suite de variables aléatoires indépendantes, de lois
de densité g. Expliquer pourquoi en pratique il faut prendre c le plus petit
possible.

VI1.16 (Processus de Poisson)

a)

On considére une famille de variables aléatoires (X7, ..., X, ), indépendantes
et uniformément distribuées sur [0,¢]. On note X; , < --- < X, ,, la famille
réarrangée dans l'ordre croissant. On dit alors que (X1, < -++ < X, ) est
une n-statistique d’ordre sur [0,¢]. Donner la loi de (X}, <+ < Xy p)-

Indication : on pourra introduire les ensembles
As = {(XIAN, <. < ‘XIY.II) - (‘Y(T(l) < < ‘YU(II)) }
pour toute permutation o a n éléments.

Montrer que si (X1, < -+ < X, ) est une n-statistique d’ordre sur [0,¢],
alors la loi conditionnelle de (X3, < -+ < X,,_1,) sachant { X, =z} a
la loi d’une (n — 1)-statistique d’ordre sur [0,z].

Supposons que (X3, < --- < X, ,,) est une n-statistique d’ordre sur [0,%].
Considérons des réels 0 = g < t; < --- < t, =t et des entiers 0 = kg <
k1 <--- < kp =n. Montrer que

P{Vj:0,...,p—l,Vi:k‘j—{—-l,...,k‘j_H,xim E]tj,tj+1]}

O
T Y

Indication : on pourra utiliser a) et comparer le résultat cherché a une loi
multinomiale.

103



CHAPITRE VI. PROBABILITES ET ESPERANCES CONDITIONNELLES

d)

104

On considére une suite de variables exponentielles de parameétre A, indé-
pendantes, (Ty);>;, et on note S, = T1 + -+ + T, n > 1. Calculer la
loi de (S1,...,Sn), puis la loi de S,,. Montrer que la loi conditionnelle de
(S1,...,S,) sachant S, 11 = s est la loi d’une n-statistique d’ordre sur [0, s].

On pose Ny = >, 1jo4(Sn). Montrer que la variable N; est finie presque
strement. En utilisant ¢) et d), montrer que, pour tous 0 =5 < ¢ <--- <
t,, pour tous entiers k1,...,kp, on a

P{]\/’t1 =k17Nt2 _Nn :kg...,Ntn —Ntn—l :kn}

10 (At — tie1)) exp(—Alli — ti_1)).

, k!
1<i<n

En déduire que les variables IV;, — Ny, _, sont indépendantes et suivent des
lois de Poisson de parameétre A(¢; — t;—1).
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Solutions

VI.1 Les couples (X, X +Y) et (Y,X +Y) suivent la méme loi. On peut le
montrer en utilisant les fonctions caractéristiques. Notons ¢ la fonction carac-
téristique de X (et de Y'). On a pour tout (a,b) € R

E(ei<(a,b),(X,X+Y)>) — E(ei((a+b)X+bY)) = p(a+ b) p(b) = E(ei<(a,b),(Y,X+Y)>)'

On en déduit que E(X | X +Y) = E(Y | X +Y). D’autre part E(X +Y |
X+Y)=X+4Y=EX|X+Y)+E(Y |X+Y), donc
X+Y
EX|X+Y)=EY |[X+Y)= ;L . O
Remarque : le fait que E(X | X +Y) = E(Y | X +Y) pourrait se justifier
ainsi : toute variable aléatoire Z, o(X + Y )-mesurable s’écrit sous la forme
f(X+Y). On a donc

E(XZ)=EXf(X+Y)=EYf(X+Y))=EYZ).

La deuzieme égalité étant justifiée par le fait que (X, X +Y) et (Y, X +Y)
sutvent la méme loi.

VI.2 Les variables X; et X5 sont indépendantes et
Vi,j€{1,2,...,6}, P{X =4,Y =4} =P{X =} P{Y = j} =1/36.

On a
P{S est paire } = 1/2,

et
Vied{l,...,6}, P{X1 =¢|{S est paire}} =1/6.

VI.3 On suppose ici que 0 < P{X > a} < 1. Pour ¢ une fonction borélienne
bornée, on écrit

LP(X) = (p(X)]l{XSa} + SO(X)IL{X>a}’

en remarquant que ©(X)1{x<q) est une fonction de X A a, donc o(X A a)-
mesurable. L’espérance conditionnelle donne

E(p(X) | X Na) = p(X)lix<ar + E((X)L{x>a} | X Aa)
= p(X)1lix<a +/ ©(X)dP 1{x5q)
{X>a}
= SO(X)]}“{XSG,} + K]]'{X>a}a
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ott K est une constante égale & [ ¢(X)dP(w | {X > a}).
On en déduit que :

V1.4

a)

b)

O siz <a,

C(XlX/\a=93)={£(X) sousP(.l{X>a}) siz > a.

Quel que soit m € N, on a:
P{X>m+1|X >m}=P{X > 1}.
C’est-a-dire
VmeN, P{IX>m+1} =P{X >m}P{X >1}=(1-a)P{X > m}.

La suite (P{X > m})m est donc géométrique de raison 1 — a et pour
tout m € N, P{X >m} = (1 —a)™. On en déduit

P{X=k}=P{X>k}-P{X>k+1}=(1-a)*a
La variable X suit une loi géométrique de paramétre a.

Les deux variables X et Y étant indépendantes, on a pour tout k € N :

k
P{S =k} =ZP{X =i}P{Y =k —i}

-Zl—a (1-a)* Za (1 -a)* = (k+1a(l - a)*.

On reconnait la loi binomiale négative de paramétre (2,a).
Quel que soit 0 < k < p,
P{X =k&,S =p}

P{X=Fk|S=p}=

P{S = p}
_ P{X=kY=p—k}
B P{S = p}
_P{X=kK}P{Y=p—k} _ 1
P{S = p} T p+ 1

La variable S peut étre interprétée comme étant le nombre d’échecs obte-
nus lors d’une suite d’épreuves de Bernoulli réalisées jusqu’a ’obtention
de 2 succés. Le calcul précédent montre que, sachant que {S = p}, le
nombre d’échecs obtenus jusqu’a I'obtention du premier succés suit une
loi uniforme sur {1,2,...,p+ 1}.
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VI.5 Pour tout borélien B, la partie
{XyeB}=|J{XreB}n{N =k}
keN
est mesurable. D’autre part, pour tout k € N et tout B borélien,

P{XNEB|N:k}:P({XNEB}H{N:k})

P{N =k}
_ P{XeByN{N =k}
- P{N = k}
P{X; € B}P{N = k}
PN =k {Xy € B}
Donc la loi conditionnelle de X sachant {N = k} est la loi de Xj. O

VI.6 La variable aléatoire X +- - -+ X, suit une loi de Poisson de parametre
A+ oo+ Ap := A (voir Exemple IV.2.4 (ii)) et pour tout (iy,...,7p) tels
que i1 + - +1ip =N, 0N a

. . P{X;=141}... P{X, =iy}
P{(X1,...,Xp) = (i1,...,dp) | }_ Xy =n} = L
n!
ol ALy
ERTIIE D U
On en déduit que la loi conditionnelle du vecteur (Xi,...,X,) sachant

Y 1<i<p Xi = n est la loi multinomiale M(n, A1/A, ..., Ap/A).

VL.7 On considére le couple gaussien (X1, Sy, ). On sait alors (voir VI.4.) que
la loi conditionnelle de X3 sachant S,, = s est une loi gaussienne de moyenne
E(X1 | S, = s) et de variance E((X; — E(X1 | Sn))?).
Il est clair que E(X; | Sp,) = E(X; | Sp) quel que soit 1 <i <n (car (X1,Sy)
et (X;,Sp) ont méme loi) et que E(S, | Sp) = Sp = >, E(X; | Sp). On en
déduit

E(X; | Sny=25)= %

D’autre part

E(X1-E(X1|8:)?) =E <<X1 ~ %)2> =FE (X% —2X % + i—’z’) .

De plus

E(X18,) = E(X})+ Y _E(X1 X)) = E(X{) =1 et B(S%) = Var(S,) =n.
i>2
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Par conséquent

S, 5?2 S, S2 2 1 1
2 n n 2 n n

2X1—+=2)=FE(X{)-2EX; )Y+ E(X)=1—-—+-—=1~-=.
B(X}—2X =2 +28) = B(X3) 2806 ) 4 BCa) =1- 24 =12
Donc la loi de X; sachant S, =) 1§i§nXi est la loi./\/'(s—;,l—%). O

VI.8 On note Fx(t) la fonction de répartition de la variable X et Cx(t) =
1 — Fx(t) (la coda de la variable X). Si X suit une loi exponentielle de para-
métre 0, Cx(t) = exp(—6t) et pour tout s,t >0 :

———Pgi;i:}s} =e P =p{X> s}.
Réciproquement, si une variable aléatoire X admettant une densité vérifie :
P{X>t+s|X >t} =P{X >s}, s,t>0,
sa coda C(t) est continue sur R et vérifie :
Vs, t >0, C(t+s)=C()C(s). (V1.1)

En prenant ¢ = s = 0 dans la relation (VI.1) on obtient C(0) = 1 et on en
déduit que X est positive presque siirement.

D’autre part, par un résultat classique d’analyse, toute fonction continue
sur RT, vérifiant (VI.1) est de la forme C(t) = exp(—6t) (ici § > 0, car
0 < Q(t) < 1). La variable X suit donc une loi exponentielle de paramétre 6.

P{X>t+s|X >t} =

O

Enfin
Pt<X <t+h|X >t} e % efth
h - h et
1—e 0
- — 9. O
h h—0 0

V1.9

a) Le couple (X +Y, X —Y) est un couple gaussien centré et E((X +Y)(X —
Y)) = BE(X? - Y?) = E(X?) — E(Y?) = 0. Donc X +Y et X — Y sont
indépendantes.

Lavariable R? = L((X+Y)2+(X~Y)?) := h(X+Y, X=Y) avec X+ et
X —Y indépendantes donc la loi conditionnelle de R? = h(X +Y,X —Y)
sachant X —Y = 0 est la loi de h(X +Y,0), (voir Exemple VI.3.5.(ii))
c’est-a-dire la loi de $(X +Y)2.

OnaX+Y ~» N(0,2) et pourt >0 :

P3(X+Y)? <t} =P{-V2t < X +Y <V2t} = 2F(V2t)
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avec F fonction de répartition de A(0,2). On en déduit que 3(X +Y)?
admet la densité .
~3

1 .
f(t): \/—ﬁe Slt>07
0 sit<0.

b) On considére que 6 prend ses valeurs dans € [0, 27[. On vérifie que pour
tout (¢,a) € [0,27[xR% :

PH{R<t}n{#<a}) = 7 (1 (1—e'7) = P{R <t}P{0 < a}.

(Par un calcul élémentaire d’intégrale double.) On en déduit I'indépen-
dance de R et de 6. O

La variable R? est alors indépendante de 6 et la loi conditionnelle de 1?2
sachant 6§ est donc la loi de R?. Pour ¢t > 0, on a P{R? <t} =1-e¢72.
Ainsi R? suit la loi exponentielle de paramétre 1/2.

¢) La tribu o(X — Y) est distincte de o(f). Par exemple I'événement
{—1 < X —Y < 1} n’appartient pas a o(f). Ceci justifie le fait que
les deux lois conditionnelles calculées précédemment peuvent étre diffé-
rentes.

VI1.10 Pour qu’une telle matrice & coefficients positifs soit une matrice, dite

de transition, il faut et il suffit que pour tout i =1,...,n :
n
> Piy=1
i=1

CONDITION NECESSAIRE :

donc pour tout 7 :
(Z L=y | X =) = ZE(E{M} | X =i) =1
j=1
D’autre part, quel que soit 7§ :
E(lyy_p | X =i) = P{Y =j | X =i} = B,
d’otu la condition nécessaire. O
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CONDITION SUFFISANTE :

Toute matrice P satisfaisant & cette derniére condition fournit, avec la donnée
d’une loi quelconque de X (avec P{X =i} # 0), la loi d’un couple (X,Y’) qui
admet alors cette matrice P comme matrice de transition. O

On a les égalités suivantes :

= E(E(Lyy—; | X))
= F ZE(]l{y:j} l X = i)ﬂ{x:i})
i=1

n

>, Pi,jﬂ{Xm'})
=1

=Y P, P{X =i}. O

—1

E

N N

£y

VI.11 (On pourra se référer a l'exercice VI.12.) Soit (X;,Y;) un couple aléa-
toire de loi donnée P;. Soit (Up)p>0 une suite de v.a. indépendantes de loi
uniforme sur [0,1]. La suite

(FY“_ (Usg), FXlFT (Uan)— (U2k+1)) k>0

est une suite de variables aléatoires & valeurs dans R2, indépendantes ou chaque
terme de la suite est de loi donnée P.

VI.12 La loi d’un couple & valeurs dans R? est donnée par la valeur de
E(cp(X , Y)) pour toute fonction borélienne bornée ¢ définie sur R2. Or

E(p(X.Y)) = E(E(¢(X,Y)) | Y)).

La connaissance de la loi de Y et de la loi conditionnelle £L(X | Y = y) nous
permet donc de connaitre la loi du couple (X,Y).

Le couple (FY‘_(U),FX|FY<_(U)‘_(V)) est de loi P.
VI1.13 La densité du couple (X n, Si+1,,) est donnée par :

9(z,8) = i(n —1) (T;)f(m)f(s + 2)FHz)(1 — F(s +2))" !

(voir exercice IV.13).
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Apreés avoir calculé la densité marginale de X ,,, on obtient une expression de la
densité conditionnelle de S;; sachant X; , = « (voir Exemple VI1.3.5.(iii)) :

Hz(n —9) (7)f(x)f(3 + ) FHz)(1 — F(s + 2))" !
i(7) f(z)Fi-L(x) |
=flz+s)(n—9)(1-F(z+ S))ﬂ—z—l.

On a

P{Sitin>s| Xin =1} = " flx+t)(n—1i)(1 - F(z+ t))"_i_1 dt

8

= [(1 —F(z+ t))"_i] ioo =(1-F(z+s)"".0

Pour montrer la deuxiéme relation, on pose Y; = —Xj;. La fonction de réparti-
tion de cette variable aléatoire est donnée par : G(t) = 1 — F(—t). On définit
les variables Y7 ,...,Y, & partir des v.a. Y; et il est clair que les vecteurs

(Xin, - Xnn) et —Yip, ..., Yo0)

suivent la méme loi. Enfin, on note T;11,, = Y41, — Yin. On vérifie alors que
T; » suit la méme loi que Sy42-;,. D’aprés le premier résultat établi, on a :

P{Ti+1,n >S I Y'i,n - y} = (1 - G(y =+ 8))n_l'
On a d’autre part la suite d’égalité suivante :
P{T%—i—l,n > s | Y;,n = y} = P{Yvi—i—l,n - }/i,n >3 ‘ K,n = y}

= P{"Xn~i,n + Xn-i—l—i,n > 8 l _Xn+1-i,n = y}
= P{Xn+1—i,n - ani,n > s I Xn+1—i,n = ‘y}-
On pose y = —x, et on obtient :
P{Xn+l—i,n_Xn—i,n 2 S | Xn+1—i,n = 1’} - (1—G(—.’L'+S))n_l = (F(I—S))n 1,

puis en changeant 7 en n — ¢, 'identité voulue :

P{Xij1in— Xin > s| Xiyin=2} = (F(z - 3))i- U

V114

a) La variable I , est une fonction de (X1,...,Xy), symétrique en les va-
riables Xa,...,X,,. On pose

I1’1 = QO(X) ol (X) = (Xl,. .. ,Xn)
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Si X' désigne le vecteur déduit de X en intervertissant les composantes
Xiet X;,ona

Iin = o(X").
La loi du vecteur (X1i,...,X,) étant invariante par permutations des
variables X;, le vecteur

(11,1, .o aIn,n) = ((p(X)’ QO(X2)7 sy W(Xn))
est échangeable. O

La variable
n

n—1
Z(l - Ii,n) =n-— Z Ii,n
=1

i=1
dénombre les espacements S; ,, inférieurs & x/n. On obtient ainsi

Ln(.’IJ) = " i 1 (Z(l - Ii,n)) )
i=1

et on en déduit

n’_l -~ Lo(@) = Ei_i (Z Ii,n> . (V1.2)

i=1
On note A; Pévénement {I;, = 1}. On a P(A;) = P(4;) et
P(A1) = E(1a,) = E(E(L4, | X1)).
Or L((X2,...,Xn) | X1) = L(X2,...,Xp), donc
E(la | X1) = (1 - F(X1 +z/n) + F(X1))" .
On en déduit

P(A1) = B((1 - F(X; +/n) + F(X1)" ™), O

Le vecteur (I11,...,Inn) étant échangeable,
Pllin=1;1j,=1}=P{Lj,=1; I, =1}.

On utilise ici un conditionnement par (X1, X2), la tribu engendrée par
X 1 et X2.

P{Il’n =1 ;Ig,n = 1} = E(]lAl]].A2) = E(E(lAl]lAz ’ U(Xl,Xg)).
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Les X; étant indépendants, on a comme précédemment
L(X3,...,Xn) | 0(X1,X2)) = L(X3,...,X,),

et donc :

E(L4,14, | 0(X1,X2)) = Lixogix,—2/n,X1+2/n]} ¥
(1— (F(Xa + z/n) — F(Xa) + F(X1 + z/n) — F(X,)))" .

D’aprés les résultats précédents

n

1 - n n
_ E(I; = — E(l ;).
n—1 nwl(; ( n)) n—1 n-1 (l’n)

D’autre part, on sait que pour toute fonction h continue sur R et pour
tout z € R :

E(Ln(x)) =

T+e
/ h(t) dt ~ € h{(x)

€—
car ¢ — [ h(t)dt est dérivable.

Pour une fonction h € L!(R), I'application z — [ h(t)dt est dérivable
sur R presque strement(!).

On en déduit que pour h € L}(R) :

T+e
/ h(t) dt ~ € h{z) p.s.sur R

€

et donc pour toute variable X, absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue

X+e
/ h(t)dt ~ eh(X) ps. sur Q.
X e—0

On en déduit le calcul :

n—1
(1-F(X1+az/n)+ F(Xl))"—1 = (1 - /X1+ / f(t) dt)
X1
— exp(—zf(X1)) p.s.sur .

D’autre part, en tant que probabilité,

Vo, (1-F(X;+ae/n)—F(X))" ' <1,

Voir par exemple « Analyse réelle et complexe », W. Rudin, DUNOD.
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donc par convergence dominée,

E(1 - F(X1+z/n) - F(X1))" ™) — E(exp(—zf(X1))).

Il s’ensuit :
E(Ln(z)) — 1~ / F(H)e™ 8 di = L(z). mi
R
Partant de la relation (VI.2), on obtient I'expression de L2(z) :
2 n
2, _ M 1-2n
Ln(x)—(n_1)2+(n__1)2 1 m+ QZ;IMIM

On prend 'espérance de chacun des termes, en remarquant que par la
question a), E(I; ;) ne dépend pas du couple (i,7) :

n2
E(Li(z)) = sy A 1 (ZI n) = ) CE(Liplay).
(VL3)
D’apreés les calculs précédents :
E (Z Ii,n) =n— (n—1)E(Ln(%)) ~ n(1 - L(z)).
D’autre part, presque slirement sur €2,
2

(1-F(X2+z/n)+ F(X2) — F(X1 +z/n) + F(X1)))"

- (1 — T H(X) = S F(Xa) 4o (%))_2
= exp (-(n - 2) (f(Xl) +f(X2) +o (%>>>

— exp(—2f(X1) — zf(X2)),

38

et & nouveau par convergence dominée, on obtient :
E(Iynlyn) — E(exp(-zf(X1) — zf(X2)))
= E(exp(—zf(X1))E(exp(—zf(X2)) car X1, X, indépendants
= (1 - L(z))*.
On passe a la limite dans (VI1.3) :
E(L}(2)) — 1-2(1 - L(z)) + (1 - L(2))” = L()*, O
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La variable L, (x) a une espérance qui tend vers L(z) et une variance qui
tend vers zéro car :

V(Ln(z)) = E(L%(z)) — E*(Ln(z)) — 0.

n

On déduit de ceci que L,(z) tend vers L(z) en probabilité :

Soit £ strictement positif, puis N tel que
Vn > N, |E(Ln(z)) — L(z)| < &/2.
De P'inégalité
|Ln(@) = L(@)| < |La(@) = E(La(@))] + | E(La() ~ L(=)],
on obtient

Vn > N, {|Ln(z) — L(z)| > €} C {|Ln(z) = E(Ln(z))| > ¢/2},

puis
P{|Ln(z) — L(z)| > e} < P{|Ln(z) - E(Ln(z))| > £/2}
V(@) o
< = — 0.
D’ou le résultat. O

f) La fonction L est clairement croissante et vérifie
Vo € [0,+00], 0 < L(z) < 1.

Par convergence dominée, L(x) tend vers 1 quand = tend vers +oo et
L est continue sur [0, +oo[ par les théorémes classiques sur les fonctions
définies par une intégrale(®.

Soit € > 0 et n € N tel que 1/n < /4. On considére alors les k + 1 réels
0=z < Ty <...< 7Ty réels vérifiant V7,0 < L(z;j+1) — L(z;) <e/4. On
apour z; < T < Tjyq

|Ln(x) — L(z)] < |Ln(z) — Ln(z:)] + | Ln(z:) — L(a:i)lﬂL(:c,-)v— L(z)|,
(a) (8)

Voir par exemple « Calcul Intégral », J. Faraut, EDP Sciences.
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et d’autre part, la fonction x — L, (z) étant croissante :
\Ln(z) = La(zi)| < |Ln(Tit1) — Ln(zi)] -
™

Ou note FE, la partie de Q sur laquelle
() <e/3 ,(7) <e/3.

On a
P(E,) —1 et E,C{|Ln(z)— L(z)| <e}.
D’ou le résultat. d
VI1.15

a) On pose Y = ¢f(X)U, u la loi du couple (X,Y) et dans la suite on
notera respectivement A; et Ay la mesure de Lebesgue dans R et R?.
I est clair que le couple (X,Y’) prend ses valeurs dans {(z,y), 0 <y <
cf(z)} = f. D’autre part, la loi conditionnelle £L(Y | X = z) est la loi
de ¢f (2)U (voir Exemples VI.3.5 (ii)) c’est-a-dire la loi uniforme sur
[0,cf(x)]. On a donc pour tout borélien A de B(R?) :

A (A,
p(A) = /1A(x,y) du(z,y) = cl;(x))
_ / MAg) , _ 2(ANf)  A(An))
c c )‘Q(D ’
Et pour tout A, borélien de R :

f(z)dz

P{X€A|Y < g(X)} = P({X € A} n{Y < g(X)})

P{Y < g(X)}
Ja9(t)dt /e
f; Yt e /A g(t) dt.

On en déduit donc que L(X | cU f(X) < ¢g(X)) a pour densité g. O
b) Remarquons que P{cUf(X) < g¢(X)} = P{Y < g(X)} = (c—1)c ! =
(1 —c71) et que pour tout k > 1,

{N1=k}= (ﬂ{CUf X;) > g(X. ) ({cUr f(Xk) < g(Xi)}-

Ces différents « facteurs » étant des événements indépendants, on en dé-
duit
P{N; =k} =(1—-c )1t
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La variable Ny suit donc une loi géométrique de paramétre c™' et son
espérance vaut donc c¢. Pour tout B, borélien de R ;

P{Xy, € B} =Y P({Xn, € B}n{N: = k})
keN*

= Y P({Xx € B}n{N: = k})

keN*

= Y P({v1 > g(X)}n- N {Y < g(Xk)} N {X; € B})
keN*

-y (%)k_l <1 _ -i_) P{X; € B| Y < g(X)}

keN*

=P{X€BIYS9(X)}=/Bg(t)dt-

La variable Xy, admet donc g pour densité. g

On a pu ainsi simuler une variable admettant g pour densité. Cette simu-
lation s’appuie sur les simulations des variables X; et U; et des « tirages »
indépendants. Une valeur Xy, sera obtenue d’autant plus rapidement,
en moyenne, que ¢ est plus petite.

Soit B un borélien de R, utilisant la variable N7 presque srement finie,
ona:

P{Xy, € B} =) _P({Xn, € B}Nn{N1 = k}),
k>1

et un calcul analogue au précédent montre que
P({X, € B} N {N; = k}) = P{N; = k} / o(t) dt.
B

Ainsi P{Xn, € B} = [5g(t)dt et Xy, admet aussi g pour densité. On
montrerait de méme que quel que soit k, la variable Xy, admet g pour
densité.

On note F, la tribu engendrée par Xi,...,X,,Ui,...,U,. Pour prouver
que, par exemple, que les variables Xy, et Xy, sont indépendantes, on
peut remarquer que pour toute fonction ¢, borélienne bornée,

Eo(Xny) Linioiy | Fi) = / o(B)g() dt - Tinioiy-
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Si 1 est une autre fonction borélienne bornée, on a :

E(p(Xn, ) p(Xn,)) ZE Ly, =k (X)) (XN, )
= ZE E(Ly, =k ¥(Xn,) o(Xn,) | Fie)
= ZE (Lvy=k ¥(Xk) p(Xn) | Fi)

= ZE E(1ny=k 9(Xn,) | Fi)

=§:E@¢n)/¢mawﬁmwﬂ)
k

— [ etgtt) dt Bt
= E(Y(Xn))E(p(Xn, ).
D’ou I'indépendance de Xy, et Xy;,. O
VI.16
a) Le vecteur (Xyp,...,Xp ) prend ses valeurs dans Ap(t) C R” ou

An(t) = {(Ilv"wwn),o S I S S Ln S t},
et pour tout pavé P = [][as, b;] C An(t)

{(X1nr-- s Xnn) € PY = J{&oqys - - Xom) € P}
oll o parcourt toutes les permutations de {1,2,...,n}. D’ou

P(Xi oK) € P} =t L)

On en déduit que (X1 q,...,Xn ) admet la densité
n! :
= sl (x1,...,20) € Ag(l),
(:cl,...,a:n)l—»fn(a:l,...,mn)z{t ( ! ) n(t)
0 sinon.
Le vecteur (Xiy,...,Xpn) suit donc la loi uniforme sur A,(¢).
b) La loi conditionnelle L{(X1 n,..., Xn-1n) | Xnn = z) admet la densité :

(-7}1 .z 1 fn(mh xn—lv"r’.)
n—
a f f.fn mla'-"zn—lax)dxl"'dxn—l’

(voir Exemple 3.5.(iii))
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d)

et du calcul précédent on peut déduire que, pour 0 <z <t :

n!
/fn(xl,---»mn—lax) dzy - drp_y = dxy---dr,_q
™ A1)
nt g1
T (n -1

Donc la loi conditionnelle L((Xin,...,Xn—1n) | Xnn = z) admet la
densité :

_1t .
b si0<zm <. <z <z,
(1, yTp1) > *

0 sinon.

L’événement considéré peut se définir de la facon suivante :

{ Parmi les composantes de (X1,...,Xy), k1 sont dans [0, 1],
ko — ki dans Jt1,ta],..., kp — kp—1 sont dans |t,_q,t,] }.

On reconnait le cadre standart donnant lieu & une loi multinomiale, (ti-

rages avec remise de n boules dans une urne contenant des boules de p
s o bt )

couleurs différentes C; en proportion “—*=*). Par conséquent :

P{V]:O,,p—l,VZ_—‘k)]—f"].,,k']_’_l,Xz,n E]tj’tj+1]}

n! tip1 — tj)kirki
ogjgp-1 AT RIS
On va montrer par récurrence sur n que la loi de (S1,...,S5,) admet la
densité

Alexp(—Asp) si0<s <...<sp,
(51,' asn) = .
0 sinon.

Le résultat est clair pour n = 1. Pour ¢ une fonction borélienne bornée
sur Ay = {(s1,.--,80),0 <851 < ... <sp},ona:

E(QO(Sl, .. .,Sn__l,Sn)) = E(E(<p(5’1, ey Sno1, 801+ X) ' X))

oil la variable aléatoire X est indépendante des S; et suit une loi exponen-
tielle de paramétre ). La loi conditionnelle £(¢(S1, ..., Sn—1,Sn—1+X) |
X =) est la loi de ¢(S1,...,Sn-1, -1 +z) (voir Exemple 3.5.(ii)).
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En utilisant I’hypothése de récurrence

E(p(S1,- .-+ 5n-1,50)) = E(E(¢(S1, - .., Sn_1, Sn-1+ X) | X))

= / (/ (P(Sl, ce+38n-1,8n-1 + CL') )\n_le—)‘s”_1 dsy--- dSn_1>
An—l

x Ae M dx

= /¢(81,---,8n—1,8n_1 +z) A\ A En-1=2) g . ds, 1 dx
= / O(81,...,8n_1,50) A 2 dsy - - - ds,,. O
{0<s1<...<sn}

La loi de S, est la n® loi marginale du vecteur (Si,...,S,). Elle admet
donc sur Rt la densité :

/\ne—Asn Sn—l
N

Sp )\"e_)‘s"/ dsy---dsp_1 =
" An—1(sn) " (n—1)!

On en déduit (voir & nouveau Exemple 3.5.(iii)) que la loi condition-
nelle £((S1,...,5) | Sn+1 = s) admet la densité :
)\n-}-le—)\s n!

(81,...,8n)l—>m='— D

s’
n!

e) La suite d’événements ({S, < t}) est décroissante et
{N; = 0o} =[{Sn < t},
n

donc

. . [t AmeAs gl
P{N; = oo} = lim P{S,, < t} = lim /0 BCED

Or
t /\ne—)\s Sn—l /\n—ltn—l t /\n—ltn—l
ds < de Mds< ,
A =1 s“(n—D!A ¢ Tdss Ty w0

Ainsi P{N; = o0} = 0 et N, est finie presque sfirement.
On pose N = Y"1 | k; et A Pévénement

A= {Nt1 —_—kl,Nt2 _Nt1 =k2...,Ntn —Ntn—l :kn}

On conditionne par la variable Sy et on peut supposer, sans perdre de
généralité, que k, > 1 (quitte a « descendre » jusqu’au premier i, tel que
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k; > 1). Par les résultats obtenus précédemment, on obtient :

E(la]|Sn) =

1 (N-D! 't —t)* ... (Sn — tu)o !
ftn1<Sw St} T o) SN

x e Mtn=5n)

D’ou le calcul :
P(A) = E(E(14 ]| Sn))

tk1...(t 1 = tp_sg kn_1 ptn . )
B ;ﬁ!"'(z —1)(12 —)1)! /t (5 = tn-1)" 1 AVe N ds

— tllCl cee (tn-—l - tn—2)kn_1(tn - tn~1)k" ANG—Atn
Tl (kn_1) (kn)!

(At = tim1))™ e Mti—tio1)
k;! '

n—1

1<i<n

Remarque : on a utilisé la densité de la variable Sy dans la deuxiéme
égalité et on a posé tg = 0 dans la derniére.

Pour obtenir la loi Ny — N, ,, il suffit de sommer sur le pavé
{(k‘l,... 7ki—1) < Nz_l} :

k;
P{Nti - Nti-—l = kl} = Z H J t] 1)) —)‘(tj_tj«l)

ki ko, k-1 1S5 <0

Mte =t )™ e, Atj —tj—1))F
:(_(_Ti!iex(t, SN Z(( kj!jl))

1<j<i—1k;>0

e~ Mti—ti—1)

Alt; — &
— ( (t k‘l 1)) e At —ti— 1) .

On en déduit que Ny — Ng_, suit une loi de Poisson de paramétre
A(t; — ti—1) puis, via la loi du vecteur (Ny,,...,Ni, — Nt,_,), que les
variables V;, — IVy,_, sont indépendantes. O
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VII
MARTINGALES (A TEMPS DISCRET)

Enoncés

VIL.1 Soit (X,,),~; une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi
de Bernoulli P{ X, =0} = P{X,, =2} = 1/2. Pour tout n > 1, on désigne par
F, la tribu engendrée par X3,..., X,, et Uon pose Z,, = [[;<r<, Xk- Démontrer
que (Zy),>, est une martingale par rapport a la filtration (F,),~; qui n’est pas
uniformément intégrable. N

VI1.2 Soient cg,...,c, des réels tels que 21§i<k ¢; = 0. Soit 7 une permutation
aléatoire de {1,2,...,k} uniformément répartie sur le groupe des permutations
de k éléments, c’est-a-dire telle que pour toute permutation 7 de k éléments,
P{rm=71}=1/kl Soit

k

Xn = }c—‘ C7r(i)
A
1<i<n

et soit la suite de tribus F, = o(n(1),...,7(n)), 1 < n < k. Montrer que
(X, Fn)i<n<y €St une martingale.

Indication : montrer que

k 1
Xn - anl - F——I;((‘ﬂ(]” - m Z (iﬂ([‘)).
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VIL.3 (Urne de Polya) Une urne contient n boules noires et b boules blanches.
Une boule est tirée au hasard, selon une probabilité uniforme sur les boules dans
I'urne. Elle est remise dans 'urne, et on ajoute aussi a boules de la couleur tirée.
On itére cette procédure de tirage-ajout. Soit Xy = n/(n + b) la proportion de
boules noires initialement dans I'urne, et soit X la proportion de boules noires
& la k-iéme étape du tirage-ajout. Montrer que Xj est une martingale, pour la
suite de tribus Fx = o(Xq,...,X). Montrer que cette martingale converge, et
donc que la proportion de boules noires converge vers une proportion a priori
aléatoire Y.

Note : on peut montrer, mais cela demande un peu de calcul, que Y a pour loi
une loi de densité

n+b
Tg ) (l—at)f‘lmg_l, 0<zr<l
a

()

(voir par exemple Feller (1971)).

VIL.4 (Lemme de Wald.) Soit (Xy,),~; une suite de variables aléatoires indeé-
pendantes, de méme loi, et soit, pour tout n > 1, S, = X; + --- + X,,. Soit en
outre T un temps d’arrét intégrable relatif 4 la filtration engendrée par cette suite.
Démontrer que E(St) = E(X;)E(T).

VILS5 Sur (2,4, P), soit (Xy),~; une suite de variables aléatoires réelles in-
dépendantes, de méme loi. Pour tout n > 1, soit F, la tribu engendrée par
Xi1,...,X,. On note les sommes partielles S, = X; + -+ X,, n > 1. On
convient que Sg = 0 et, pour tout z € R, on désigne par E* l'espérance définie
par E*(-) = E(- + x). On parle alors de la marche aléatoire S, partant de z au
temps 0.

a) Soit N > 1 un entier fixé et soit T un temps d’arrét & valeurs dans
{1,...,N} de la filtration (), <, <y- Démontrer que, pour tout n > 1,
Sn+;r — St est indépendant de Fr et de méme loi que S,,.

b) Déduire de la question précédente que pour toute fonction borélienne bornée
¢ sur R, et tout n > 1,

E(¢(Snir) | Fr) = ET($(Sn)) ps.

VIIL.6 Soit (X,,Fn)i<,<p une martingale de carré intégrable. On définit
X* = maxj<p<k | Xp|- En utilisant I'inégalité maximale de Doob, démontrer que

E((X*)?) <4E(X}).
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VIL.7 Sur un espace probabilisé (2, F, P), soit (M,),,,«<, Une martingale par
rapport a une filtration (Fp);<,< €t soit (Hp) < <, une famille de variables
aléatoires sur (2, F, P) telles que H,, soit mesurable par rapport & F,, 1, pour
tout n =1,...,k (avec la convention Fy = {0,Q}).

Soit @ > 0; on définit T = min{l <n < k—1: |Hy1| >a} et T =k si
Uensemble dont on prend le minimum est vide. Démontrer que T est un temps
d’arrét de la filtration (F,);<, <. On pose, pour tout n =1,...,k,

Xn = Z H;(M; — M;_y).

1<i<TAn

(M_1 = 0). Démontrer que (X, );<, < est une martingale de (Fp); <<y

VII.8 On considére une variable aléatoire T" & valeurs dans N, de loi géométrique
P{T=n}=a(l+a)™™', neN,

ol a est un réel positif donné. On appelle F,, la plus petite tribu rendant mesurable
la variable T'An, n € N. Vérifier que la famille de tribus (F3,),,cy est une filtration.
Démontrer que JF, est engendrée par une partition de n 4+ 1 atomes que I'on
précisera.

a) Démontrer que, pour tout n,
E(Lirsni1y | Fo) = (14 a) Uiy -
b) Déduire de la question précédente que

E(T/\ (n+ 1) l fn) =TAn+ (1 +a)_1]l{T2n}'

¢) Pour quelle valeur du paramétre réel a le processus
Xn=a(TAn)+ Lir>ny, neEN,
est-il une martingale par rapport & la filtration (7, ),y ?

d) En prenant pour « la valeur trouvée a la question c), calculer espérance
conditionnelle E((X, 11 — Xn)? | Fn). En déduire que le processus

X2 —a(TA(n-1)), n>1,

est une martingale par rapport a la filtration (), cn-
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VIL.9 Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes sur (2, A, P), a
valeurs dans R¢; on considére une norme quelconque || - || sur R%, et on suppose
que E(]|X;]|?) < oo pour tout i = 1,...,n. Posons S, = X1 + -+ + X,.
Désignons par A;, 1 < i < n, la sous-tribu de A engendrée par les variables
Xi,...,X; et par Ag la tribu triviale composée de @ et . Pour tout i = 1,...,n,
posons
a) Etablir que

ISull = E(I1Sall) = > di-

1<i<n

Démontrer que pour tous ¢ < j, E(d; | A;) = 0, et que les variables d;,
t=1,...,n, sont orthogonales.

b) Démontrer que pour tout i =1,...,n,
E(||Sy — Xill | Ai) = E(ISn — Xill | Ai-1)-

Indication : on pourra utiliser le fait que si X est une variable aléatoire
intégrable sur (0, A, P). et Ty, Ty sont deur sous-tribus de A telles que Ty est
indépendante de la tribu engendrée par Ty et X, alors E(X | Ty) = E(X | T)
ot T est la tribu engendrée par Ty et Ts.

En déduire que
= E(|Sull = 150 = Xull | Ai) = E(IISnll = 150 — Xl | Aiz1) -
¢) Par Dinégalité du triangle et la question précédente, établir que
E(d | A ) <E(IX?, i=1,...,n.
En conclure, 4 l'aide de la premiére question, que

Var(ISal) < Y- E(I1Xil?)

1<i<n

VII.10 Soit A%, k = 1,...,2%7 1 n > 1, la famille des intervalles dyadiques
de Vintervalle [0,1] muni de la mesure de Lebesgue A. Si P est une mesure de
probabilité sur [0, 1] absolument continue par rapport a A, poser

P(A})
n = 1 ) > 1.
X Z MADy A n
1<k<on1
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Démontrer que, sur ([0,1],)), (Xy),~; est une martingale par rapport a la suite
de tribus F, = o(A},1 < k < 2"71), n > 1. Démontrer par I'absurde qu’'elle
est uniformément intégrable et en conclure lexistence de la densité de Radon-
Nikodym de P par rapport a A.
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Solutions
VIL.1  Le calcul E(Z,4; | Fp) donne
E(Zps1 | Frn) =E(X1- XpnXnt1 | Fo) = X1+ XnBE(Xni1 | Fn),
car X1,..., X, sont Fp-mesurables. Puis
E(Zns | Fa) = X1+ XaB(Xnt1),
car Xp4+1 et J, sont indépendants et enfin
E(Zpy1 | Fo) = X1+ Xn = Zn.

Donc (Zy,) est bien une martingale par rapport a la filtration F,,. D’autre part
Z,, prend les deux valeurs 0 et 2" avec P{Z, = 2"} = & et P{Z, =0} = 1—5;
et donc quel que soit ¢ > 0, partir d’un certain rang, on a

/ \Zp|dP = 2"P{Z, = 2"} = 1.
(1Znl>c)

On conclut que (Z,)n>1 est une martingale L' (car E(|Z,]) = 1), non unifor-
mément intégrable (voir Définition V.3.3).

Remarque : en vertu du théoréme VII.2.1, la martingale (Z,) converge

presque stirement. Ici (Z,,) converge vers 0 sur Pévénement N{X; = 2} de pro-
babilité 1.

VIL.2 On pourra auparavant s’intéresser a l’exercice 111.6.

Précisons que la suite (X,) est définie pour 1 < n < k — 1 et observons
qu’un atome de la tribu JF,, est constitué des permutations qui coincident sur
{1,...,n}. Il devient alors clair que X, est F,-mesurable. D’autre part

ko ko«
Xn—Xp1 = P Zcﬂ(i) i — ch(z‘)
i=1 i=1

n—1
k k k
a k—ncﬁ(n)—i—;cw(i)(k—n* k~n+1>

k
———k k
= Eoa ™ T Gk —n+1 > eniy, car Y =0
i=n

k
k 1
- (%z) e DL (VIL1)
i=n
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Pour tout n < 7 < ket 1 <1 < k, l'espérance conditionnelle E(Il{,r(i):l} |
Fn-1) est constante sur les atomes de JF, 1 et plus précisément sur {n(1) =
i1,...,mn—1) =ip_1}:

E(Mgriy=ty | Fro1) = P{ L= {r(Q) =i1,...,7(n = 1) = in_y }}
_ P =u,...,w(n— )—Zn 1, 7(i) =1}
P{r(1) =i1,...,7(n—1) = ip_1}
_ (k—n)! k! _ 1
TR (k—ntl)! k-n+l

La loi conditionnelle £(n (i) | m(1),...7(n — 1)) est donc la loi uniforme sur

{1,...,k}\{r(1),...,m(n—1)}. A1n51sur {m(1) =41,...,7(n—1) =ip_1} et

pour n <t <k,ona:

1
Eeny | Fa-1) = =7 2. )

]g{il,...,in_l}
que Pon notera f(i,...,in—1). Et toujours sur {#x(1) = 41,...,7(n — 1) =
in—1}, en utilisant I'identité (VII.1)
k 1 <
E(X'n - Xn—l l fn—l) = k'———’n, (f(zlv v 77:n—1)‘ k—n+1 Zf(lh s 7in—1))
=n
= m(f(ll, “en ,’Ln_l) -~ f(’Ll, ce ,Zn—l)) =0.
Ainsi la suite (X, Fn)i1<n<k—1 €st bien une martingale. O

VIIL.3 Pour calculer E(Xgy1 | Fi) il suffit de remarquer que

p P g
L Xepr | Xe = =L 5 e+ L5
( e | X p+q) prq ) T p g e

et donc
+a
E<Xk+1|Xk= P >= P__P + 1 p ___ P
p+4q p+gqp+qg+a pt+gp+qg+ta p+q
On a alors

E(Xp11 | Xg) = E(Xgy1 | Fi) = X,

La suite (X, Fx) est bien une martingale. D’autre part, quel que soit k, on
a |Xg| < 1, donc pour tout k, E(|Xg|) < 1. La suite (Xj) est donc une
martingale L' qui converge presque stirement. 0
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VII.4 On se restreint dans un premier temps au cas ou les variables X; sont
positives. La suite (Sp,Fn)n>1 o Fn = 0(Xy,...,X,) est alors une sous-
martingale. Le processus croissant associé & la sous-martingale est

n

> E(Sk = Sk-1 | Ficr) = Y E(Xk | Fer) = ) E(X) = n E(Xy),
k=1 k=1 k=1

en posant Sy = 0.

On en déduit que S}, := S, — nE(X1) est une martingale. D’aprés le théoréme
d’arrét de Doob (voir Théoréme VII.1.12), la suite (finie) S, S%,,,, Sy, est
une martingale et donc

E(Sppn) = E(Sp) =0.
Or Si\, = Stan — (T An)E(X,), on a alors
E(Stan — (T An)E(X7)) = 0= E(Stan) — E(T An)E(X). (VIL.2)
Et par convergence monotone,
E(T An)— E(T) et FE(Stan) — E(S7).

On déduit alors de (VII.2) que St est intégrable et que E(St) = E(T)E(X}1).

Dans le cas général ou les X; ne sont pas nécessairement positives, (VII.2) est
encore valable mais 'argument de convergence monotone pour justifier que
E(Stan) converge vers E(St) et que St est intégrable n’est plus valable ici.

En revanche on a toujours Sta, convergente vers St presque siirement et de

plus
Seanl < S0 Xl 31Xl

1<i<(TAn) 1<<T

Cette derniére variable aléatoire étant intégrable (voir premier cas), on conclut
par convergence dominée :

E(Sr) = E(T)E(X1). o

VIIL.5

a) Pour montrer que S, 7 — St est indépendant de Fr, on montre que

Vf borélienne bornée, E(f(St4n — St) | Fr) = constante.
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b)

Pour A € Fp, on a

/Af(XTH +--+ X7 ypn)dP
N
22/ f(Xia1+ -+ + Xiyn) dP
e Janir=k)

N
:ZE(f(Xk+1+"‘+Xk+n))'P(AH{T:]C})
k=1

= E(f(X1 + -+ Xn))P(A)
Donc quel que soit f,
E(f(ST4n = S7) | Fr) = E(f(X1 + -+ Xq)). o

Montrons maintenant que X741 + -+ + Xp4p et S, ont méme loi. Pour
tout borélien B on a

N
{Xra+ - +Xren € By = [ ({(Xry1+ -+ Xrpn € BIN{T = k}).
k=1

Donc

P{Xr41+ -+ Xr4n € B}

N
=ZP({Xk+1++Xk+neB}m{T=k})

N
=P{Xi+ - +X,€B}> P{T=k}

k=1
=P{X1+ -+ X, € B}.

Donc X141+ -+ + X740 et X1 4+ -+ + X, ont méme loi. O

Soit Z une variable aléatoire bornée Fpr-mesurable, quelconque. Par le
théoréme de transport (voir Théoréme I11.4.2) et en utilisant a)

E(Z ¢(Sn+1)) = E(Z ¢(Sny1 — ST + ST))
//z¢m+y ) dQ() dR(y, 2).

ol ) et R désignent respectivement les lois de S, r — St (c’est-
a-dire celle de S,) et du couple (S7,Z). D’autre part si on pose
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H(u) = E"(¢(5,)) = [ ¢(u + z)dQ(x), on obtient par le théoréme de
Fubini (voir Théoréme I1.5.1) :

E(Zd(Sur)) = [ 2 H) dR(y, 2) = B2 H(Sr).
On en déduit que E(¢(Snir) | Fr) = H(S7) = EST($(Sy)). O
VI11.6 D’aprés la Proposition 111.4.8, on a
+00 00
E((X*)?) =2 / FP{X* > t}dt =2 / tE(Lxesg)dt.  (VIL3)
0 0

Or par les inégalités maximales (voir Théoréme VII.1.13) appliqué a la
sous-martingale (| X,|), on a

t E(Lix-3) = t P{X* > t} <t P{X" >t} < B(| Xk 1x-5).

Injectant cette derniére majoration dans (VIL.3), on obtient
9 +oo
E(X*)) <2 A E(|Xk| Lix+>e) dt
+o0
= 2E(/ | Xk| L{x+>¢} dt), par le théoréme de Fubini
0

X*
—25( [ Xt = 280" i)
0
< 2(E(X*)%)Y2 (E|X|?)'/?, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
On en déduit alors
E((X*)?) < AB(X}). 0
VII1.7 Le fait que T soit un temps d’arrét vient de
n
{T'<n}= U{lHiHI >aleF, e {T<k}=Q
i=1
D’autre part en partant de 'identité

n—1

Xn=Xn (Z 1{T=z‘}> + Xn Lirony,

i=1
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on montre facilement que X, est F,-mesurable. De plus quel que soit n,
X, € L' car

TAn

> Hi(M; — M;)
im1

ThAn

< Z a|lM; — M;_1|

i=1

|Xn| =

k
< alM; - M| e L.
1=1

Enfin en écrivant

Xn = XnYr<n-1} + Xn LliTon},

on obtient
Xn = Xn1 Lpcn—1y + (Xn-1 + Ho(Mp, — Mp—1)) Li13n)-

En remarquant, de plus, que {T' < n ~ 1} et {T" > n} sont dans F,_; et que
H,, est F,_1-mesurable, on obtient :

E(Xn | Fr1) = Vren-1} E(Xp—1 | Fo1) + Lrony BE(Xn—1 | Fo-1)
+ Hn ]l{TZn}E((Mn - Mn—-l) ’ ]:n—l)
= Xn-1+ Hy Lirsny E(Mn — Mp—1) | Fr-1)

= X1, car M,, est une martingale par rapport & (Fp,)p. O

VIL.8 On suppose que P(T = k) = pg* ot p €]0,1[ et ¢ =1 — p.

La tribu F,, est engendrée par n+ 1 atomes qui forment un systéme complet et
qui sont {T =i} pour 0 <i<n—1et{T >n}. Ilest alors clair que (Fp)nen
est une filtration.

a) On calcule E(1{7>n41y | Fn) directement & l'aide de la définition :
n—1

1
E(Lizznsny | Fa) = 3 T =4} / Lroniny dP Lrayy
i=0 {T=1}

1
o — Tir>nt1y AP Lirsy,
P{T > n} /{Tzn} {T>n+1} {T=n}

P{T >n+1}
=PI >nl Yiron) = ¢ Lizzn)- U
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b) On écrit TA (n+1) = (T An) Lyr<p) + (4 1) Lr>p413- On a alors

E(TA(n+1) | Fo) =(TAn) E(Lir<py | Fo) + (0 +1) g L{2n)
= (T A n) (1 — E(H{Tz(n—{»l)} [ fn))
+ (TL + 1) q K{TZn}
= (T An)=((TAn)—(n+1)q) Lz
=(T'An)+qlirsny- O
¢) A T'aide des calculs précédents, on obtient
E(Xpi1 | Fo) =aE(T AN(n+1) | F) + E(drsnta | Fn)
=a(TAn)+q(a+1)Lirsp}-

Pour que le processus (X,,) soit une martingale relativement & la filtra-
tion JF,, il suffit que g (v + 1) = 1, c’est-a-dire que a = g.

d) On remarque que
Xnt1 — Xn = alirsni1y — Liz=n},
et donc
(Xnt1 — Xn)? = & Ugsnt1} + Liz=n)
= o’ Yroni1} + Yron) — LTons1)-
Il s’ensuit que
E((Xn41 — Xn)? | Fn) = &g Lirsny + Lirsn} — ¢ L(ron)
= (a®q+p) Uron} = @ Lirsn)
car a’g + p = . On montre alors
E(X2, - a(T An)|F,) = X2 — (T A(n—1)).
Et en utilisant
E ((Xn1 = Xn)* | F) = B(Xgy1 | F) = 2XnE(Xnp1 | o) + X5
— E(X2,, | Fa) = X2 = 0l (rsm,

il suffit de vérifier que
alypsny ~a(TAn)=—a(T A(n—1)),

ce qui ne présente pas de difficulté. O
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VIL.9

a)

b)

La somme Y d; est une somme téléscopique. On a

> di=E(ISall | An) = E(ISall | Ao) = lISnll = E(ISal). O

1<i<n
Pour i < j, on a E ((||Sx|l | A4;) | As) = E(||Snl| | Ai). On en déduit que
pour i < j, E(d; | A;) = 0. O

De la méme fagon pour ¢ < j, on a
Donc E(d;d;) = 0 et les variables d; sont orthogonales. O

En suivant indication, on pose T3 = A;_1 et T, = o(X;). On a alors
T = 0(T2,T1) = A; et Ty est indépendante de o(X1,...,X;,...,Xn) D
(71, ||Sn — Xil|)- On a alors

E(||Sn — Xill | Ai-1) = E(ISn — Xl | As). U
L’identité
di = E([|Sull = 1Sn — Xill | Ai) = E(ISnll = [1Sn — Xell | Ai-1)
s'en déduit directement par linéarité. O
On pose
Y = E(||Sall = 1Sn — Xill | Ai) et Z = E([[Snll — IS0 — Xill | Aia).
En remarquant que E(Y | A;—1) = Z, on obtient :
E(# | A)=E(Y -2 | Aic) = E (Y2 | Ainy) - Z°
<E(Y?|Aim1)
< E((I1Sall = 180 = Xill)* | Ai-1) -

La derniére inégalité découle de I'inégalité de Jensen :
Y2 < E((ISall = 180 = Xil)*14s) -
Remarquant que
1Sell = I1Sn — Xill < || Xill par I'inégalité triangulaire,
on obtient
E(d? | Aio1) < E(1X:lPlAi-1) = E (1 Xll?) -
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Enfin :
Var(||Sn|l) = E (|Sall — Ellsnz“)2
=B\ > d daprés a)
=D ;(:2; car E(d;d;) =0
s i}_j E(IX:1%). -

VIL.10 Il est clair que X,, est F,-mesurable. La tribu F,, étant engendrée
par le systéme complet A7, k=1,2,...,2""! ona

217.1

E(Xpy1 | Fp) = Z/\A" (/ Xn+1d>\) Lap.

On calcule alors [ Ap Xn+1dX en remarquant que quel que soit k €

1,...,2"}, A7 = A”'H A™1 pour un certain 4. On obtient
% i+1

Xnt1dh = /A:H—l Xp+1dA + /A::H Xnt1dA

P An-}-l P An+1
e R a U
MATT) Jazer 0 NAZY) Jazs

Ay

i+1
= P(A}) + P(AZH) = P(4p).
D’ou
P(A7)
Xn k n = X,.
E(Xn1 | Fn) N4 14p O

Montrons alors que cette martingale est unlformement intégrale. La martingale
est L car E(|X,,|) = E(X,) = E(X;) = 1. Montrons qu’on a de plus

lim sup/ Xpdh = 0. (VI1.4)
{Xn>c}

=0 np>1

On utilise le fait que P est absolument continue par rapport a A et plus pré-
cisément la propriété de I’absolue continuité suivante :

Propriété (P). Sila probabilité P est absolument continue par rapport
a A alors, quel que soit € > 0, il existe n > 0 tel que AM(A) <n = P(A) <e.
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Cette propriété peut se montrer par 'absurde de la fagon suivante :
supposons l'existence d’un ¢ strictement positif tel que

Vn > 0,34, M(A) <net P(A) >¢
On peut alors construire une suite d’événements (Ay) telle que pour tout k
1
AAg) < 2 et P(Ag) > ¢

On considére alors I'événement A := limsup Ag = Np>1 Ug>n Ag et on a

~ MA) = 0 car 3" M(Ag) < o et donc A(A) = M(Ag is.) = 0 (d’aprés le
lemme de Borel-Cantelli, Théoréme IV.3.5).

— P(A) #0. En effet :
P(A) = P(Mnx1 Ugzn Ag) = lim P(Ug>nAs)

et
P(Uk>nAx) > P(An) 2

On obtient ainsi la contradiction A(A) = 0 et P(A) # 0, Ceci prouve la pro-
priété (P).
Montrons alors (VIL.4). On observe que

/ X, d\ = P{X, > c}.
{Xn>C}

En effet, en notant I,, = {1,...,2" '} et I* = {k € I, P(A}) > cA(A})},

on a
- (AY) .\ .
/{Xn>c}X dr= Z /n A(AT) dr = Z P(A}) = P{X, > c}.

kel kel

De plus, d’aprés V'inégalité de Markov, M X, > ¢} < E(X") = l. Donc pour

tout ¢ strictement positif et tout entier n, P{X, > c} < € pourvu que c¢ soit
suffisamment grand. (supérieur a 1 avec les notations de la propriété (P)). Ce
qui prouve que la suite (X,,) vérifie (VIL.4).

On en déduit alors que (X,) converge A-presque slirement vers une variable
aléatoire X qui vérifie E(X | F,,) = X,, pour tout entier n. Or

gn—1

E(X | Fn) Z )\(A" (/sz,\) Lap.

Il s’ensuit que

Vn>letV1<k<2" ! PAY) = [ Xd\
Ap

137



CHAPITRE VII. MARTINGALES (A TEMPS DISCRET)

Soit ¢ € [0,1]. Via le développement dyadique de ¢, on peut écrire
]l[O,t] = Z lAg(n)’
n

ol les A;(i) sont deux & deux disjoints. En prenant ’espérance E’ associée a
P,ona

P([0,t]) = E'(1pq) = Z E'(1 AZ(n))’ par convergence dominée

:Z/ Xd\ = X dA.
n An

o(n) [O’t]

Une probabilité sur R étant caractérisée par sa fonction de répartition, on en
déduit que pour tout borélien A, P(A) = [, X d\. O
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VIII

CHAINES DE MARKOV (A ESPACE D’ETATS
DENOMBRABLE)

Enoncés

VIIL.1 A quelles conditions deux matrices
P= (Pjh<i<ni<icm et Q=(Qy)i<i<mi<j<n

sont-elles les lois conditionnelles £(X | Y) et L(Y | X) de deux variables aléatoi-
res X et Y prenant respectivement n et m valeurs? Montrer que si I'on connait
LIX|Y)=Pet LY | X)=Q, alors on connaft la loi du couple (X,Y).

VIIL.2 Montrer que (X, ..., Xy) est une chaine de Markov a valeurs dans un
ensemble fini E si et seulement si il existe des fonctions g; : E x E — [0,00],
0 <i<n-—1, telles que, pour tous zg,...,2Ts € K,

P{Xp=2p,....,Xn =2, } = go(xo, z1)91(x1,22) . .. gn—1(Tn—1,2n) .

VIIL.3 Sur ensemble fini E = Z/mZ, on considére la chaine (X,), -, de géné-
rateurs Py, = P ;_p = 1/2, P;; = 0 sinon, ou 1 < k < m. Pour quelles valeurs
de m et k la chaine est-elle récurrente irréductible 7 Donner, dans tous les cas,
ses classes de récurrence et la mesure invariante de ses classes. Lorsque la chaine
est récurrente irréductible, déterminer quand elle est apériodique. Montrer que
l'on peut réaliser la chaine (X,),~ sous la forme X, 1 = f(Xp,e,) avec une
fonction f et une suite (¢,),5, de variables aléatoires dans { —1,+1} que l'on
déterminera. -
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VIIL.4 Soit (Xy),~q une chaine de Markov & espace d’états fini, de matrice de
transition P;; avec P;j > 0 pour tout couple (i, 7). On suppose que Xg =i p.s. et
I’on choisit j # ¢. Soit

T=inf{n>1:X,=j}.

Démontrer qu’il existe p €]0, 1] tel que P{T > n } < p™ pour tout n > 1.

VIIL.5 Soit (V,€) un graphe connexe non orienté d’ensemble de sommets fini
V et d’ensemble d’arétes £ € V x V. On associe a chaque aréte (i,j) un poids
w;; = w;; > 0 et I'on pose w; = Zj w; ;. Déterminer la mesure invariante de la
chaine de Markov sur V de matrice de transition P ; = w; j/w;.
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Solutions

VIII.1 On peut considérer que les variables X et Y sont respectivement a
valeurs dans {1,...,m} et {1,...,n} avec P{X =i} # 0et P{Y =i} #0
quel que soit 1.

Si P et Q représentent les lois conditionnelles £(X |Y) et L(Y | X), alors :

P{ijﬂYzi}=P{Y:i[X=j}P{X:j}

P{X=j|Y=i}=

P{Y =i} P{Y =i}
et si on note (ay,...,an) laloi de X et (by,...,bn) la loi de Y, on obtient :
a:
Fij=Qij EZT' (VIIL1)
L’existence de vecteurs (ay,...,am) et (b1,...,b,) vérifiant (VIIL1) avec

a; >0, b; > 0et > a; =3 b =1 est une condition nécessaire et suffisante
pour que P et Q représentent les lois conditionnelles £(X | Y) et L(Y | X).
La loi d’un tel couple (X,Y") est alors donnée par :

P{X =jNY =i} = Pj;b;.

VIIL.2 Si(Xo,...,Xn) est une chaine de Markov, alors par conditionnement
successifs et en utilisant la propriété de Markov, on obtient la relation :

P{Xo=1z0,...,Xn = 2Zn} = go(20,1)g1(T1,72) . . . gn—-1(Tn-1,2zn). (VIIL.2)

Réciproquement, montrons que si (VIIL.2) est vérifiée, alors (Xo,...,Xp) est
une chaine de Markov.
On remarque d’abord que pour trois variables aléatoires X,Y, Z vérifiant

Vz,y,z, P{X =1zI,Y = Y, Z = Z} = f('ray)g(yvz)’
on a
PlZ=z|{X=2Y=y}}=P{Z=2|Y =y}, (VIIL3)
lorsque P{X =z,Y =y} # 0. En effet :
d’une part, P{X = z,Y =y} = f(2,9)( 2, 9(y,2)), d'ott
f@y)9ly,2) 9,2
@) (X, 92) 2X.902)

P{Zzzl{sz,Y:y}}:f

et, d’autre part,

P{Y =y} =) (f(=,9)9(y,2)) = (Z f (w,y)) (Z 9(y, Z)> :
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Ainsi

(e f9)gw,2)  _ g(y,2)
(Yo f@w) (X, 9w 2)  >.9(y,2)

et la relation (VIII.3) est établie.
On applique alors cette propriété aux variables

P{Z=z|Y=y}=

X:(XOw--vXn—Q), Xna=Y, Xpn=2
pour obtenir

P{Xp=zn| [\ {Xj=a}}=P{Xpn=2n|Xn1=2n1}.
0<j<n—1

On procéde de la méme fagon pour le vecteur (X, ..., X,,_1) puisque il vérifie

P{Xo=1x0,...,Xn-1=2Zn_1} = go(0, 1) - . - gn—2(Tn-2, Tn—1)hn—1(xn-1),

ol on a posé hp_1(Tn-1) = Zmn 9n—-1{Tp-1,2y). Cette relation est du
type (VII1.2) et on peut donc « passer de m & n — 1 » et ainsi de suite. La
suite (Xo, ..., Xy) est donc une chaine de Markov. O

VIII.3 Un point de E = Z/mZ communique avec les points qui lui sont « dis-
tants » de k. Ainsi, le point ¢ communique avec tous les points 7+ j k mod (m)
ol j € Z. Pour qu’il communique avec ses voisins proches, i+ 1 et 1 — 1, il faut
que

ilexiste jet j €Z, i+kj=i+14+ 35 m,

c’est-a~dire kj — j'm = 1.

D’aprés l'identité de Bezout, m et k sont nécessairement premiers entre eux.
Et cette condition est aussi suffisante pour que le point i communique avec
tous les points de Z/mZ. Donc

La chaine est irréductible si et seulement si m et k sont premiers entre eux.

Dans ce cas, 'espace d’états étant fini, la chaine est irréductible et récurrente.
Dans ce cas, on peut voir que I'unique probabilité invariante est la loi uniforme
sur E car (1,...,1)P =(1,...,1).

Pour savoir si elle est apériodique, il suffit, d’aprés le Théoréme VII1.6.6,
d’étudier les valeurs propres de module 1 de la matrice de transition P. On
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introduit alors la matrice, notée C, de la permutation circulaire (43 ™)
0....01
10....0
C=1010 ...
0....10

Les puissances n-iéme de C se calculent aisément et la matrice P s’écrit
P= %(Cm+1~k + Cm+1+k)_
La matrice C est diagonalisable et est semblable &

diag(1,a,...,a™ 1)

)

ol a := e¥™/™ (le polyndme caractéristique de C étant (—1)™(X™ — 1)).
La matrice IP est donc semblable &

diag(1 —21- (amﬂ—’c + o™ty l(a(m—l)(mﬂ—k) n a(m—l)(m+1+k))> _
’ yaeay 2

Pour que la valeur propre 1(a’ (m+1-k) 1 oi(m+14k)) soit de module 1, il faut
et il suffit que oJ(MF1-k) = oI (MHLIHE) - cest-a-dire a?F = 1.

— Cas ou m est impair :
on a (a*)2 = 1 et, o*/ étant une racine m-iéme de I'unité, on a a* = 1.
La racine o’ est d’ordre un diviseur de k (dans le groupe des racines
m-iéme de I'unité). Or k et m sont premiers entre eux, donc o/ =1 et 1
est la seule racine de P de module 1. D’ou :

si k et m premiers entre eux et m impair, la chaine est irréductible,
récurrente et apériodique.

— Cas ou m est pair :

le cas m = 2 se traite & part : la matrice PP vaut (ig 1;3) et la seule

valeur propre de module 1 est évidemment 1.

Si m > 4, observant que o est un générateur du groupe des racines

m-iéme de 1, il existe un entier j tel que o = —1 avec of # —1. Pour
un tel 7, la valeur propre de P :

1 . : .

5( j(m+1-k) + a](m—l—l-Hc)) = —of

est différente de 1. D’ou l'existence d’une valeur propre de P distincte
de 1 et de module 1.
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D’ou la conclusion :

la chaine est irréductible, récurrente et apériodique si et seulement si k et m
premiers entre eux avec m = 2 ou m impair. La loi limite est alors la loi
uniforme sur E.

Lorsque m et k ne sont pas premiers entre eux et que d = PGCD(m, k), le
nombre de classes est d ou dans chaque classe le nombre d’éléments est m/d.
A lintérieur de chaque classe, la matrice de transition est du type de P ot m
et k sont respectivement remplagés par m/d et k/d.

En identifiant Z/mZ & Pensemble des racines m-iéme de I'unité, noté Up,, si
(en) est une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur (2,4, P)
a valeurs dans {—1,1} et si X est une variable aléatoire définie sur le méme

(Q, A, P) a valeurs dans U,,, alors la suite (X,,) définie par

2ikx
Xn+1 = Xn 65" m

est une chaine de Markov de matrice de transition P.

VIIL.4 Dans tout Pexercice les entiers ¢ et j sont deux entiers fixés distincts.

On pose
A — Z Pk,l-
I#j

Etant donné que les coefficients de la matrice stochastique P sont tous stric-

tement positifs on a, d’'une part 0 < o < 1 pour tout k et, d’autre part,
0 < maxy o < 1. On pose alors p = maxy o.

On va montrer par récurrence sur n que P;{T > n} < p™ pour tout n > 1.
Pour n =1, on écrit :
(T>1}={X1#j} dor P{T>1}=0a;<p.

On suppose alors la propriété vérifiée pour un entier n > 1. Observant que

{T>n+1} ={T > n} N {Xn1 #j},



SOLUTIONS

on conclura en utilisant un conditionnement par la tribu 7, :

P{T >n+1}= ﬁa(n{T>n}ﬂ{Xﬁ+l¢J})
= Ei (B (Ligsny Lixoaniy | Fn))
= L (1{T>n}E R{Xn+1¢J} l Fn )) car ]l{T>n} € Fn

= L; (1{T>n} Z Oék]l{xn_k}) par la propriété de Markov
Ei(Lir>ny Zpﬂ{ank}) = Ei(Lipsnyp) < pp" = Pt
K

O

VIIL.5 Le fait que le graphe soit connexe implique que la chaine de Markov
est irréductible. On pose

!
Swi et m=y
w = w; € Hi = —
w

On vérifie alors que p est la probabilité invariante en vérifiant que Py = p.
En effet, pour tout ¢, on a :

=ZP',iMj=ZLZjJ
J J

Wi 5 Wj w;

j=y L=y O
~ w; w w

J
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Hervé Carrieu

Ce recueil d'exercices corrigés compléte le livre « Probabilité »
de Philippe Barbe et Michel Ledoux édité dans la méme
collection et destiné aux étudiants de Licence ou Master de
mathématiques (L3-M1).

Il en reprend I'ensemble des énoncés de fins de chapitres et
propose des solutions détaillées.

Hervé Carrieu est professeur en Classes préparatoires.
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