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Notations :

Les notations suivantes seront utilisées :
@ |/ est un intervalle de R non réduit a un point;
e K désigne |'un des corps R ou C;

@ toutes les applications considérées sont des applications
d'une variable réelle a valeurs réelles ou complexes
I'ensemble des applications de / vers K est noté F(/, K)
ou encore F(/).

e 5(/,K) (ou simplement B(/)) est le sous-ensemble de
F(1,K) formées des applications qui sont bornées sur /.
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Norme de la co

Soit f € B(/,K). On introduit le réel positif |||/, défini par :
1]l = sup [£(x)].
x€l

On montre facilement que pour toutes fonctions
f,g € B(I,K) et pour réel k € R, on a :

O fle=0sf=0
Q [[kflloo = |Kl[Iflloo
Q [If +gllo < [l + llglle0-

Ces trois propriétés se traduisent en disant que || - ||« est une
norme de I'espace vectoriel B(/, K).
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Plan

@ Suite de fonctions
@ Convegence simple et convergence uniforme
o Convergence uniforme et continuité
e Convergence uniforme, intégration et dérivation.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Définition de la
fonctions

Définition 1.1

On appelle suite de fonctions définies sur | toute suite (f,),
d'élements de F(/), c'est-a-dire la donnée pour tout n € N de
f,: |l — K.
En d'autre terme (f,),>0 est suite de fonctions de / dans K
signifie que :
@ pour pour tout n € N, £, est une fonction de / dans K,
c'est-a-dire f, € F(/,K) pour tout n € N;

@ pourtous n € Net x € /, f,(x) e K.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Convegence simp

Définition 1.2
On dit que la suite de fonctions (f,), de F(/,K) converge
simplement sur | vers une fonction f € F(/,K) si, et
seulement si, pour tout x € /, la suite numérique (f,,(x))n
converge dans K vers f(x). Ce qui équivaut a :

Vx e l, lim f,(x) = f(x)

n—-+o00

c'est-a-dire

Vx €1, Ve >0, IN.x €N, Vn> N, |fo(x) — f(x)| < e

v
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Convegence simp

Définition 1.2

On dit que la suite de fonctions (f,), de F(/,K) converge
simplement sur | vers une fonction f € F(/,K) si, et
seulement si, pour tout x € /, la suite numérique (f,,(x))n
converge dans K vers f(x). Ce qui équivaut a :

Vx e 1, lim f(x) = f(x)

n—-+o00

c'est-a-dire

Vx €1, Ve >0, IN.x €N, Vn> N, |fo(x) — f(x)| < e

La convergence simple de la suite (£,), vers f sur | implique la
convergence simple de la suite (7,), vers f sur toute partie
Jcl. 6/39



Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation

Suite de fonctions

Exemple

Etudions la limite simple de la suite de fonctions (g,), définie
nx

sur | =0, + n X ———.
r [ oo[ par g, : x T e
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation

Suite de fonctions

Exemple

Etudions la limite simple de la suite de fonctions (g,), définie
sur | = [0, 4o0[ par g, : x — il
Ona:

e g,(0) =0 donc nﬂToog,,(O) =0,

1+ nx

@ pour x # 0,
, : nx . nx
lim g,(x)= lim —— = lim — =1
n——+o00 n—+oo 1 + nx n—+oco NX
Donc la suite de fonctions (g,), converge simplement sur
0 six=0
[0, +00[ vers g : x — _
1 six>0
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Convegence unifc

Définition 1.3
On dit que la suite de fonctions (f,), de F(/,K) converge
uniformément sur | vers une fonction f € F(/,KK) lorsque :

Ve >0, IN. € N, Vn > N.,Vx € I, |fi(x) — f(x)] < ¢

Ceci équivaut encore a : les applications (f, — f) sont bornées
sur | pour n assez grand et lim ||f, — f||;o = 0.
n—-+o00
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Convegence unifc

Définition 1.3
On dit que la suite de fonctions (f,), de F(/,K) converge
uniformément sur | vers une fonction f € F(/,KK) lorsque :

Ve >0, IN. € N, Vn > N.,Vx € I, |fi(x) — f(x)] < ¢

Ceci équivaut encore a : les applications (f, — f) sont bornées
sur | pour n assez grand et lim ||f, — f||;o = 0.
n—-+o00

Constatez la place du quantificateur Vx € /| et rappelez-vous
que le rang N est indépendant de x, ce rang ne dépend que de
€.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

@ La convergence uniforme sur | implique donc la
convergence simple sur /.
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. . Convegence simple et convergence uniforme
Suite de fonctions € P gence
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

@ La convergence uniforme sur | implique donc la
convergence simple sur /.

@ Attention! La convergence simple sur | n'implique pas la
convergence uniforme sur /.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

@ La convergence uniforme sur | implique donc la
convergence simple sur /.

@ Attention! La convergence simple sur | n'implique pas la
convergence uniforme sur /.

@ Soit (f,), une suite qui converge uniformément vers f sur

I'; alors la suite (|f,|), converge uniformément vers |f| sur
l.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

@ La convergence uniforme sur | implique donc la
convergence simple sur /.

@ Attention! La convergence simple sur | n'implique pas la
convergence uniforme sur /.

@ Soit (f,), une suite qui converge uniformément vers f sur
I'; alors la suite (|f,|), converge uniformément vers |f| sur
.

@ Si la suite (f,), (resp. (gn)n) converge uniformément vers
f (resp. g) sur I, la suite (Af, + ug,), converge
uniformément vers A\f + ug sur | pour tout A\, u € K.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

@ La convergence uniforme sur | implique donc la
convergence simple sur /.

@ Attention! La convergence simple sur | n'implique pas la
convergence uniforme sur /.

@ Soit (f,), une suite qui converge uniformément vers f sur
I'; alors la suite (|f,|), converge uniformément vers |f| sur
.

@ Si la suite (f,), (resp. (gn)n) converge uniformément vers
f (resp. g) sur I, la suite (Af, + ug,), converge
uniformément vers A\f + ug sur | pour tout A\, u € K.

@ Si la suite (f,), (resp. (gn)n) converge uniformément vers

f (resp. g) sur I, la suite (f,g,), converge uniformément
vers fg sur /.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation

Suite de fonctions

Exemples :

Considérons la suite de fonctions (f,), définie sur
I = [0, +o0[ par f,(x) = /nxexp(—nx).
Pour tout x € [0, +oc], on a

lim f,(x) = lim /nxexp(—nx)=0.

n—-+o00 n—-+o00

Donc la suite de fonctions (f,), converge simplement vers
la fonction nulle sur [0, +o0].
De plus ||f, — flle = ||falloo €t pour tout x € [0, +o0[

f(x) = vV/nexp(—nx)(1 — nx).
D'ou le tableau de variation suivant :
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

x
o
S
+
8

£1(x) + 0 -

1
L
0 0
Ainsi [|f, — flloc = |falloc = \/LE et

1
lim ||f, — fllo = lim — =0.

n—+oo n——+o00 \/ﬁ
Par conséquent la suite de fonctions (f,), converge
uniformément vers la fonction nulle sur [0, +o0].
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L -
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Considérons la suite de fonctions (g,), définie sur
1

I =]0, +oo[ par ga(x) = -

Il est clair que la suite de fonctions (f,), converge
simplement vers la fonction nulle sur |0, +oc[, mais ne
converge pas uniformément sur / car :

il existe ¢ = — tel que pour N € N*, il existe n = N, il

ﬁ,(1>’:1>5.
n

1
existe x = o [f.(x) — 0] =
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. . Convegence simple et convergence uniforme
Suite de fonctions g P gence,
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Proposition 1.4 : Critére de Cauchy pour la convergence
uniforme

La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur /
si et seulement si

Ve > 0,3N. € N, Vp,q > N.,sup|fy(x) — fo(x)| <e.
xel
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Proposition 1.4 : Critére de Cauchy pour la convergence
uniforme

La suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur /
si et seulement si

Ve > 0,dN. € N, Vp,q > Na,sup‘fp(x) — fq(x)‘ <e.
xel

Remarque

La convergence uniforme de la suite (f,), vers f sur ; et I
implique la convergence uniforme de la suite (£,), vers f sur la
réunion /; U b ; cette propriété se généralise & un nombre fini
de parties.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions i o
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

La question abordée ici est de savoir si, lorsqu’une suite de
fonctions (f,), converge vers une fonction f et que chaque f,
est continue, la fonction limite f est nécessairement continue.
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. . Convegence simple et convergence uniforme
Suite de fonctions & P &

Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

La question abordée ici est de savoir si, lorsqu’une suite de
fonctions (f,), converge vers une fonction f et que chaque f,
est continue, la fonction limite f est nécessairement continue.
Théoréeme 1.5

Soient (f,), une suite de fonctions de F(/). On suppose que
(f,) converge uniformément sur / vers une fonction f € F(/).

(i) Soit a un point quelconque de /; si chaque f, est
continue en a, alors f est continue en a.

(ii) Si chaque f, est continue sur /, alors f est continue sur /.

v
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Suite de fonctions i o
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

La question abordée ici est de savoir si, lorsqu’une suite de
fonctions (f,), converge vers une fonction f et que chaque f,
est continue, la fonction limite f est nécessairement continue.
Théoréeme 1.5

Soient (f,), une suite de fonctions de F(/). On suppose que
(f,) converge uniformément sur / vers une fonction f € F(/).

(i) Soit a un point quelconque de /; si chaque f, est
continue en a, alors f est continue en a.

(ii) Si chaque f, est continue sur /, alors f est continue sur /.

v

Par contraposée, ce théoréme peut permettre de montrer
qu'une convergence n'est pas uniforme.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions i o
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

La question abordée ici est de savoir si, lorsqu’une suite de
fonctions (f,), converge vers une fonction f et que chaque f,
est continue, la fonction limite f est nécessairement continue.
Théoréeme 1.5

Soient (f,), une suite de fonctions de F(/). On suppose que
(f,) converge uniformément sur / vers une fonction f € F(/).

(i) Soit a un point quelconque de /; si chaque f, est
continue en a, alors f est continue en a.

(ii) Si chaque f, est continue sur /, alors f est continue sur /.

v

Par contraposée, ce théoréme peut permettre de montrer
qu'une convergence n'est pas uniforme.

Corollaire 1.6

Toute suite de fonctions continues qui converge uniformément
sur tout segment de / a sa limite continue sur /.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation

Suite de fonctions

Preuve du théor

Soit £ > 0. Puisque la suite (f,), converge uniformément vers
fsurl, ona:

ANEN, VneN, Vxel, n>N = |f(x)— f(x)] <

/\wlm

1)

En utilisant la fonction fy, on a :

1£(x) — f(a)] < [f(x) — in()[ + [fn(x) — fn(a)| + |fn(a) — f(a)]
< <+ ) — fula) |+ 5

La continuité de fy en a donne I'existence de 1 > 0 tel que
|x — a| < n implique |fy(x) — fn(a)| < 5.
Ainsi |x — a| < n implique |f(x) — f(a)| < ¢ et f est continue

en a.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation

Suite de fonctions

Exemple

On a vu que la suite de fonctions (g,), définie sur | = [0, 4+o0[

nx :
par g, : x — —— converge simplement sur [0, +-00[ vers la
14+ nx
) 0 six=0
fonction g : x — _ )
1 six>0

Comme la fonction g n'est pas continue en 0 alors que chaque
g, est continue en 0, on en déduit donc que la suite de
fonctions (g,), ne converge pas uniformément.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Théoréme 1.7 : Complément important sur l'interversion des
limites.

Soient / une partie non vide de R et a € / un point adhérent a
I. Soit (f,), une suite de fonctions de / — K. On suppose :

@ d'une part, que pour tout n € N, f, admet une limite 7,
en a,

@ et d'autre part que la suite (f,), converge uniformément
sur [ vers une fonction f : | — K.
Alors
© la suite (¢,) converge dans K,
© f admet une limite en a,
Q limf= Ilim ¢,

X—a n—-+o00

En d'autres termes  lim lim f,(x) = lim lim f,(x).
X—a n—+o00 n—+o00 x—a
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions l A
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Preuve

e Montrons que la suite ¢, est de Cauchy dans K
Soit € > 0. La convergence uniforme de (f,), sur [ assure :

AN e NVp,g> N, ||f, — f4]lec < e.
Donc
AN e NVp,q > N, ¥x € [, |f,(x) — f(x)| < e.
En faisant tendre x vers a, on obtient
AN e NVp,g> N, |[{, —{4| <e.

La suite (¢,) est donc de Cauchy dans K, elle converge ainsi
vers { € K.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a
Ona:Vxel, [f(x)=f <|f(x)—f(x)|+]|fa(x)—Cnl+]€n—1|.
Soit £ > 0.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a

Ona:Vx e I, |F(x)—t] < |f(x)—F )4 () — o] +|€a—1].

Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

1
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a

Ona:Vx e I, |F(x)—t] < |f(x)—F )4 () — o] +|€a—1].

Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

€ €
fo—flleo < zet)l,— 1| <=.
I = Flloe < 5 et It — 0] < 2

1
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a

Ona:Vx e I, |F(x)—t] < |f(x)—F )4 () — o] +|€a—1].

Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

€ €
fo—flleo < zet)l,— 1| <=.
I = Flloe < 5 et It — 0] < 2

Traitant ici le ca ou a € R (les cas a = +00 ou a = —©
s'adaptent facilement)

1
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a
Ona:Vxel, [f(x)=f <|f(x)—f(x)|+]|fa(x)—Cnl+]€n—1|.
Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

€ €
||ﬁ1"_ f”oo f; é’et |€n —-£H f; éq
Traitant ici le ca ou a € R (les cas a = +00 ou a = —©

s'adaptent facilement)
Soit n > N, comme la limite de f, en a est ¢, donc :
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a
Ona:Vxel, [f(x)=f <|f(x)—f(x)|+]|fa(x)—Cnl+]€n—1|.
Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

€ €
fo—flleo < zet)l,— 1| <=.
I = Flloe < 5 et It — 0] < 2

Traitant ici le ca ou a € R (les cas a = +00 ou a = —©
s'adaptent facilement)
Soit n > N, comme la limite de f, en a est ¢, donc :

36> 0Vx €/, |x—a|<5|f,,(x)—£,,|§§.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a

Ona:Vx e I, |F(x)—t] < |f(x)—F )4 () — o] +|€a—1].

Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

€ €
||ﬁ1"_ f”oo f; é’et |€n —-£H f; éq
Traitant ici le ca ou a € R (les cas a = +00 ou a = —©

s'adaptent facilement)
Soit n > N, comme la limite de f, en a est ¢, donc :

€
30 >0Vxel, |x—al <4 |f(x)—1, < 3
Par suite pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout
x € | vérifiant |x — a| < 4, on ait

[F(x) = £ < [falx) = FO)| + [ Fa(x) = €a] + [€n — €] < .

1
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

e Montrons que la fonction f admet ¢ comme limite en a

Ona:Vx e I, |F(x)—t] < |f(x)—F )4 () — o] +|€a—1].

Soit £ > 0. La convergence uniforme de (f,), vers f et la
convergence de ¢, vers £ assurent qu'il existe N € N tel que

€ €
||ﬁ1"_ f”oo f; é’et |€n —-£H f; éq
Traitant ici le ca ou a € R (les cas a = +00 ou a = —©

s'adaptent facilement)
Soit n > N, comme la limite de f, en a est ¢, donc :

€
30 >0Vxel, |x—al <4 |f(x)—1, < 3
Par suite pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout
x € | vérifiant |x — a| < 4, on ait

[F(x) = £ < [falx) = FO)| + [ Fa(x) = €a] + [€n — €] < .

Ainsi lim f(x) = ¢. O

X—a

1
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Théoréme 1.8 : convergence uniforme et intégration sur un
segment

Soient / = [a, b] un intervalle fermé borné de R, pour des réels
fixés a < b, et soit (f,), une suite de fonctions de /| — K. On
suppose que

@ chaque f, est continue sur /

o et la suite (f,), converge uniformément sur / vers une
fonction f : | — K.

b
Alors la suite / fa(x)dx converge dans K et on a
a

b b
“T / f,,(x)dx:/ f(x)dx.
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Convegence simple et convergence uniforme

Suite de fonctions L B
Convergence uniforme et continuité

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Preuve
La suite (f,), converge uniformément sur / vers f, donc f est

b
continue sur /, d'ou |'existence de |'intégrale / f(x)dx.
a

On a pour tout n >0 :

‘/ab fa(x)dx — /ab f(x)dx| < /ab fo(x) — £(x)|dx
< (b-a) le[lal?b] |£,(x) — F(x)]

< (b= a)llfs = fllo

Or lim ||f, —f|lx =0, d'ou
n——+00

/abf,,(x)dx— /ab F(x)dx

lim =0.
n—-+o0o
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité

Suite de fonctions

Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Corollaire 1.9 : convergence uniforme et primitives

Soient / un intervalle quelconque de R (non vide, non réduit a
un point). Soit (g,), une suite de fonctions de / — K. On
suppose que

@ chaque g, est continue sur /

o et la suite (g,), converge uniformément sur tout segment
inclus dans / vers une fonction g : | — K.

Fixons un élément a € | quelconque et, pour tout n > 0,
notons h, : | — K la primitive de g, sur / telle que h,(a) = 0.
Alors la suite (h,) converge uniformément sur tout segment
inclus dans / vers une application h: | — K; de plus, g est
continue sur / et h est la primitive de g sur [ telle que

h(a) = 0.
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Convegence simple et convergence uniforme
Convergence uniforme et continuité
Convergence uniforme, intégration et dérivation.

Suite de fonctions

Corollaire 1.10 : convergence uniforme et dérivation

Soient / un intervalle quelconque de R (non vide, non réduit a
un point). Soit (f,), une suite de fonctions de | — K
convergeant vers une fonction f : | — K. On suppose que

@ chaque f, est de classe C* sur /

@ et la suite (f]), converge uniformément sur tout segment
inclus dans / vers une fonction g : | — K.

Alors la suite (f,) converge uniformément sur tout segment
inclus dans / vers une application f ; de plus, f est de classe
Clsurletf =g.

En d'autres termes, on a :

/
( lim f,,> = lim f.
n——+00 n——+00
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Convergence simple et uniforme d'une série de fonctions
Théorémes de permutation

Série de fonctions
Convergence normale

Plan

@ Série de fonctions
@ Convergence simple et uniforme d'une série de fonctions
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Définition 2.1

Soit / une partie de R. Soit (f,),>0 une suite de fonctions de
I — K.

On peut former la suite (S,)q>0 des sommes partielles, avec

S, = Z f.. Chaque S, est donc une fonctions de | — K,

k=0
et tout ce que I'on a développé dans la premiére partie de ce

chapitre s'applique en particulier a la suite (S,) des sommes
partielles.
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|

Définition 2.1

Soit / une partie de R. Soit (f,),>0 une suite de fonctions de

I — K.

On peut former la suite (S,)q>0 des sommes partielles, avec
n

S, = Z f.. Chaque S, est donc une fonctions de | — K,

k=0
et tout ce que I'on a développé dans la premiére partie de ce

chapitre s'applique en particulier a la suite (S,) des sommes
partielles.

e Soit (f,), une suite de F(/); on dit que la série de fonctions
> f, converge simplement sur | si, et seulement si, la suite de
fonctions S, converge simplement.

Dans ce cas, on note S(x) la somme de la série > f,(x); ona:

Vx €1, S(x Zf

25 /39



Convergence simple et uniforme d'une série de fonctions
Théorémes de permutation

Série de fonctions
Convergence normale

e Soit (f,), une suite de F(/); on dit que la série de fonctions
> f, converge uniformément sur | si, et seulement si, la suite
de fonctions S, converge uniformément.

Il résulte naturellent de I'étude des suites de fonctions qu'une
série de fonctions uniformément convergente est simplement
convergente.

Proposition 2.2

La série de fonctions Y f, converge uniformément sur | si, et
seulement si, la suite (R,), de ses restes a |'ordre n converge
uniformément sur / vers la fonction nulle :

lim ||S—Sullcc = lim ||Rpl|loc = lim sup
n—+00 n—+00 n—400 ¢y

+oo
3 fk(x)’ —0
k=n+1
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0@ > EY converge simplement sur ]0, +ool.

a2 .
@ > e "e™* converge simplement sur R.

@ > % ne converge pas uniformément sur |1, +00].

Q> (_n# ne converge pas uniformément sur |0, +o0].

—n .in? . p
@ > e "e™* converge uniformément sur R.
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Les théorémes de continuité, d'interversion de limites,
d'intégration ou de dérivation vus dans la premiére partie du
chapitre sont vrais pour les suites de fonctions. lls s'appliquent
a fortiori aux séries de fonctions, qui en sont un cas particulier.

Théoréme 2.3 : Théoréme de continuité

Soient Z f, une série de fonctions de F(/). On suppose que
n

E f, converge uniformément sur / vers une fonction

n
ferF().
(i) Soit a un point quelconque de /; si chaque f, est
continue en a, alors f est continue en a.

(ii) Si chaque f, est continue sur /, alors f est continue sur /.
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Théoréme 2.4 : Théoréme d'intégration

Soient | = [a, b] un intervalle fermé borné de R, pour des réels
fixés a < b, et soit Z f,, une série de fonctions de /| — K. On

suppose que !

@ chaque f, est continue sur /

o et la série g f, converge uniformément sur /.

n

b
Alors la série Z/ fa(x)dx converge dans K et on a
n a

/ab(iﬂ(x)>d_§(/a"fn(x)dx)
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Théoréme 2.5 : Théoréme de dérivation

Soient / un intervalle quelconque de R (non vide, non réduit a
un point). Soit Z f, une série de fonctions de | — K

n
convergeant simplement sur /. On suppose que :
@ chaque f, est de classe C! sur /

o et la série 5 f,f converge uniformément sur tout segment

n
inclus dans / vers une fonction g : | — K.

Alors la série E f, converge uniformément sur tout segment

n
o0

inclus dans / vers une application f; de plus, la somme E fy

est de classe C! sur [ et on a : n

(if):i 2
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Définition 2.6
Soit (f,), une suite de F(/,KK); on dit que la série Z fn

n
converge normalement sur | si, et seulement si, la série de
terme général E || fallco €St une série convergente.

n
Ce qui est équivalent a :
I'existence d'une série numérique a termes réels positifs E Qp

n
convergente telle que

VneN, Vx € l, |f(x)| < an.
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Théoréme 2.7

Toute série E f, qui converge normalement sur /, converge

n
absolument et uniformément sur /, et

+o0o +o0o
A DM
n=0 n=0

o0
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Théoréme 2.7

Toute série E f, qui converge normalement sur /, converge

n
absolument et uniformément sur /, et

+oo +o0o
S| <Xl
n=0 n=0

o0

Preuve.
L'inégalité |£,(x)| < ||f,]| pour x € | et n € N montre la

convergence de E |f,(x)|, c'est-a-dire |'absolue convergence
n

de Z fa(x) pour tout x € /.
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L absolue convergence de Z fa(x) donne les inégalités pour
n

tout n € N :
+o0 +o0o +o0
wel R =| 3 A< Y <Y Jul
k=n+1 k=n+1 k=n+1
+oo
ce qui montre que ||R,|| < Z IIfc]|, et puisque
+o00 k:I'H-].
Z |lfc|[ — 0O (reste d'une série convergente),
P n—--oco

d'ou ||R,]|| tend vers 0. Ainsi il y a convergence uniforme.

+oo +00 +oo
S A < SR < S IA
k=0 k=0 k=0

Par passage a la borne supérieure sur x, on obtient le résultat
demandé. 33/39
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convergence normale ‘:}“ convergence uniforme

convergence absolue =——| convergence simple
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Exercice

Etudier la convergence simple, absolue, uniforme et normale
pour chacune des séries suivantes :

cos(nx) _
o Z de la variable x € R

n>1 n? ¢ ?
(2] ;— i de la variable x € [0, +o0]
(5] Z de la variable x € [0, +o00]

n>1
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