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KAM.

IExercice 1| bK

1. Les applications suivantes définies par
di(z, y) = |sinz —siny| et dy=|z® — 7

sont-elles des distances sur R?
2. A quelle(s) condition(s) sur la fonction f : R — R, l'application définie par

d(z,y) = 1f(z) — f(v)l
est-elle une distance su} R?

A £ M ; amit™ O %
K Low $o- 9IS - wib -

Soit F un ensemble non vide.
¥ 1. Montrer que £ muni de I'applicatiorn: ¢ définie sur E x E par
d(z,y)=. siv ty et d(z, z)=0

est un espace métrique. d est alcis appelé distance discrete.
# 2. Déterminer B(z, 7).
3. Déterminer les ouverts puis les fermes de (E, d).
4. E est-il connexe?

[Exercice3] UK

Dans R™, on définit les normes suivantes :

n i N n
Izll2 = (Zaﬂ) o Mol = max el Nl =3l
1=

ixl
1. Représenter les trois boules unité pour n = 2.
2. Montrer que pour tout z = (%1, -%n) € R,

I2lleo < llzllz < llzll < Vallzllz < 7l
Indication : Pour montrer que ||zl < V/1t||z||2, on utilisera l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n
Z:-Ttyi

i=1

< ll=ll2llyll2-

0K
Pour tout (z, ¥) € R?, on définit N((z, y)) = tg};pl] |z + ty|-

1




* 1. Montrer que N est une norme sur R2.
- 2. Déssiner la boule unité pour cette norme.

Soit (E, d) un espace métrique et soit z € E. Montrer que z € A si et seulement si z est
limite d'une suite de points de A.

ol

Soit A une partie non vide de R.

1. Montrer que si A est majorée alors, sup(A) appartient 2 4.
2. Montrer que si A4 est minorée alors, inf(A) appartient a A.

0 Ko | Exercice 7| . -
Soient (E, d) un espace métrique, A et B deux parties de E. Montrer les relations sui-

vantes (dans le cas des inclusions, on montrera par des contres exemples que 1'inclusion
réciproque est fausse) :

L. Int(AN B) = Int(A) N Int(B), Int(A)U Int(B) C Int(AU B).
ANB=ANB=0= Int(A) U Int(B) = Int(AU B)

2. AUB=AUB, AnNBcANBG.
3. E\A = E\Int(A), Int(E\A)= E\A.

4. Fr(AUB) C Fr(A)U Fr(B)
ANB=0= Fr(AUB) = Fr(A) U Fr(B).
Fr(A) C Fr(A) Fr(Int(A)) C Fr(A).

NB : Pour toute partie A de E, Int(A) désigne l'intérieur de A et E\ A désigne le com-
plémentaire de A dans E.

il -
JI~ | Exercice 8

On suppose que R est muni de sa métrique usuelle. Montrer que Z = 0.

(,'\' Exercice 9

Montrer que dans un espace vectoriel normé E

B(a, r) = Bf(a, r) et [;f(a, r) = B(a, 7).

Ces résultats restent-ils vrais dans un espace métrique quelconque ?

et

_~  Montrer que si A est une partie convexe d’un espace vectoriel normé E, il en ait de
oy °
méme de A et A.

|

Soit E un espace vectoriel normé et F un sous-espace vectoriel de E.

1. Déterminer Io'"




Ty
k"-‘mi

2. Montrer que F est un sous-espace v&etg}xel de E.

Montrer que si A est une parie d’un espace vectbriel normé E et O est un ouvert de E,
alors I'ensemble A + O définipar - . )

T

A+O={a+b:a€ A be B} I

of
e

est un ouvert de E. 5 ,

Exercice 13 ’ ‘ Gy
Soient E et F deux espaces métriques et f : E — F une app Jication. .

1. Montrer que f est continue si et seulement si f (A) c F(A). L

2. Montrer que si f est continue et surjective et si A est dense dane E'c <'est-a-dire que’
A = E, alors f(A) est dense dans F. . ' b
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3} K Etudier les limites en (0, 0) des fonctions suivantes :

e =5 =5 =2

b On consideére la fonction f : R? — R définie par

f(z, v) = { z22In(z? +4?) si(z, ) # (0, 0)
, 0 sinon

1. Etudier la continuité de f sur R?.
2. Etudier I'existence et la continuité des dérivées partielles premiéres de f.
3. [ est-elle de classe C'?

DK On considere la fonction f : R? — R définie par

2y
f(z, y)={ P R si(z, y) # (0, 0)

0 sinon

Montrer que f admet une dérivée en (0, 0) selon tout vecteur sans pour autant y étre
continue. :

0 Justifier que les fonctions suivantes sont différentiables, et calculer leur

matrice jacobienne.

1. f(=z, vy, 2) = (%(zz - 2%), sin:csiny)

1
2. g(z, y) = (zy, §I2 + v, In(1 +$2)).

3. Calculer la matrice jacobienne de f o g en (z, y) d'une part en explicitant f o g et
d’autre part a 'aide d’un produit de matrice.

[ Exercice 5 I
Soit f : R2 — R une fonction différentiable et g : R* — R définie par

g(u, v) = f(u* + 0%, w).
1. Justifier que g est différentiable.

5]
2. Exprimer g% et g% en fonction des dérivées partielles de la fonction f notée 5% et
af

dy’




*

UK. Montrer que 1'équation

Inz+er=1
/ i

définit au voisinage du point 0 une fonction implicite y = g(z) telleque g (1) =0.
Donner I"équation de la tangente a la courbe y = g(z) en 1.

Exercice 7| Montrer que I’equation
3
cos(z® +y) +sin(z +y) +e” ¥ =2

1r
définit au voisinage du point 0 une fonction implicite y = g(z) telle que g(0) = 3
Montrer que la fonction g admet un maximal local en 0.

Monter que l'équation
x® + zyz + 4y 4+ 3zz4 =2

définit au voisinage du péint (1, —1) une fonction implicite z = g(z, y). Donnez I'équa-
tion du plan tangent a la surface z = g(z, y) en (3, -1,

Soit D = {(u, v) €R*/u~v> 0t et & : D — R? définie par

Q(u, v} = L+ v, w).
Montrer que @ est un C!-difféomorphisnic de i ouvert D sur un ouvert V que l’on pré-
cisera.

[Exercice 10] Soit I'application de R* dans R? définie par

o= o (2) = 50 () -4)
1. Justifier que ¢ est de classe C!.

2. Calculer la différentielle de ¢ et montrer que dyp(, y) est inversible en tout point
(z, y) de R2. :

< ]
I

3. Montrer que ¢ est un C'-difféomorphisme de R? sur o(R?).

aq Exercice 11 I Déterminer les extrema (locaux et/ ou) globaux des fontions f et g définies
pPagz. , A

7 K;l- f (fy) = 2 + 4% — 3oy
9 2. g(z, y) = y(z? + (lny)?).

O [Brercice 1

) Pour chacune des fonctions suivantes, étudier la nature du point critique
(0, 0). -

L f(z,y) =2 —zy 442
2. flz, y) =22+ 2zy+ 42+ 6
3. f(z, v)

=I3+2:1:y2-—y4+:r2+3.*cy+y2+10. |
Déterminer I'extremum local de la fonction f défind par
oy, 2) =2 + 9 + 2 —zy 42— 95
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On considére la fonction f définie par -

1 t.‘t—l
ﬂ@=£1+ﬁ4r

1. Déterminer )’ensemble de définition de f.
est continue sur son ensemblg de déﬁr}ition.

2. montrer que f

On considere la fonction F' définie par

+oo e-t
F(x) = dt.
0 (z) : ,/0 1+ix

1. Montrer que F est définie pour tout z 2 0.
2. Montrer que F est de classe C> sur [0, +oo.
3. Calculer F((0) pour toutn € N.

Soit f définie par

) +oo e—xt2 o
'f(z):fo Tra®

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
- 2. Montrer que f est dérivable sur R} et donner I

Pour z € R, on pose
. - flg) = / sin(z )dt‘
0 1

expression de sa dérivée.

el —

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

ol Calculer e i
I= f / zy dz dy
'D

avec D = {(z, y)ER2|x>0,y>0eta:-!5y§1}.

oW} ‘ Calculer ,
'I=/‘f-a:2dzdy' :
D

ouD={(z, y) eR* |z <1, yi'ZO‘etyzsf}.




OU‘\ Calculer o
1= [ [ awea

+22)(1+9°%)

avec D = {(z, y)e]Rzl(JSySav:sl}.

YOS [Exercice 8| Calculer
I=f[ gin(z + y)dzdy
A

ou A = {(z, y)eR2|I>0.y>0,et:r+y$1r}.

" oh¢ [Bxerciced]

Calculer
I= [ f cos(z? + y)dz dy
D
o D est le disque de centre O et de rayon R.
oWk Calculer
I = / f zdzrdy “
D

ou D = {(z, y)€R2l$2+y2—$§0}.

Ok Calculer
I=[L(a:+y)2da:dy

ou D = {(=, y)GR2\$2+y2—:t:§0, 22 442 —y =0, y=0}
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CNDHCI

Abidjan, le..........cccovvuisminnivinees

Le Secrétaire Exécutif,

CANALYSE 4

FicHE 4

EXERCUCE 4

1. 9 'n « -
SOIRPd [tz,s q,ﬁ)llm'hms Su,L\/u,vC}E.s $¢C;n&5 Fom/ o

| ‘d‘l (‘1,"3): ‘ﬁnm—%in,a\ oF di (:r_'.‘a):lxi_ <
Sunt _ elles  des e:‘fls‘i’un(,és cur W 7 % l

*di

o ']

dyxy) =|einx_ siny | € R*

),f "!“1,%9.5 / x=y .
<_=|1 anﬁlz\‘sinm—%irb%\ = lcxin:r, - %inac\
dq(xy)=90 = | stnoc- sy | =0
= Snx = Sin
2 X =Y+ :LET\'
_°|1 Mest  domc pos  Une distunce sur R.

-
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¥ dg | |

dltlp"a)zlaﬁ"_ﬁalle RY ; ¥(xy)e R
CJQ' (i,"l):() or 23+-9

Cont.\usifm/ : d

I .
2 ™M est Pus  une distance csur K,

2 st 2R SR/ degy)= | 369- o)

A quelle Gondifion, gur 4,
d: & —R"

Coi—s ()= ) §e0- puyy)

-V"x,xggﬂli'; d(x.%) = d(“g,%)

\ Yay,ye R, d(x, )¢ d(x3)4 d(},m

‘ . Soit mngee/ X<y = JCM,%J:D

s Seit X %,e € / ol(x,ma)-zo = ]{m-%(wg)f:o

= §00= (1)

S =y sid et i”hjadfve/ e d pd ume

"d ok ele une distance 7

c]TGJran& .

Cmu‘udm/f 0‘»%1_ e distana y 2 ‘%

ot ?rﬂ Q.d_; Ve |

TreRUE 2 1 st B 2 b

1] Mq_(E,cl) est un, -%PQUL Ynd"rfﬁﬁg avec :
JdEXxE — R? 4,88 e
(:r,’-a) — d(x,%)_{“ 7 X 16' .
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x40 xy jd(ny)=A
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4
B(x,r) & 4L rg
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———
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