TRAVAUX DIRIGES D’ELECTRICITE 1 Fomessucon
SERIE N°3 : ELECTROSTATIQUE

www.ExoMaroc.com
EXERCICE I : PLAN INIFINI UNIFORMEMENT CHARGE

considére un plan infini A paralléle au plan xoy (de cote z = 0) chargé avec une
densité de charges surfacique uniforme o> 0. (F1G. (1)).
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Fig. (1)

1) Montrer par des considérations de symétrie et d'invariance que le vecteur champ
électrostatique produit par le plan A en un point M de cote z s'éerit sous la forme :

E(M) = E(2)e;
En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer I'expression de E(M)

Calculer le potentiel V(M) en tout point M de I'espace.

& e

On considére un autre plan B paralléle au plan A chargé avec une densité de
charges surfacique uniforme —eo et de cote z = +e. (F1G. (2)).

En utilisant le principe de superposition, déterminer le vecteur champ et le po-
tentiel en tout point M de l'espace.

EXERCICE II: SPHERE CHARGEE

I) Une sphére de centre 0 et de rayon R contient une charge répartie dans le volume
de la sphére avec une densité volumique de charges uniforme p,.
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En utilisant le théoréme de Gauss, exprimer le champ E en tout point de
l'espace.

II) On considére une distribution de charges volumique uniforme de densité p, et a
symétrie sphérique répartie dans le volume r < R, et dans le volume R, <r <R,.

(F1c. (3)).

1) En utilisant le principe de superposition, exprimer le champ E en un point de M
I'espace, I'espace situé a une distance r du centre 0, dans les cas suivants :

e r>=Rj:

s R, <r<R;
s Ry<r=<R;
* r=R,

2) Déduire l'expression du potentiel V(r)en tout point M de
I'espace.

3) Retrouver l'expression du potentiel V(r) en tout point M de
I'espace en utilisant les équations locales de Laplace et de
Poisson.

FIG. (3)

En coordonnées sphérique :
w=2 2 (= D) 22 (g X)L
rédr ar r2sinf 06 a6 résin?f de*
Par suite de la symétrie sphérique :

1 4a av 29V a*v  18%*(rV)
V:——(TE—J:———|— = -
ridr dr rdr dri r dri

EXERCICE III: CYLINDRES COAXIAUX

Exprimer le vecteur champ électrostatique eréé en tout point M de l'espace, par une
distribution volumique de charge p positive répartie entre deux cylindres coaxiaux de
longueur infinie de rayons respectifs R, et R, (R; < R;) avec une

densité volumique de charges uniforme p. (FiG. (4)). &

1) En utilisant le théoréme de Gauss.
2) A partir de I'équation locale : div E = p/«,.
En coordonnées cylindriques l'expression de div Eest:
. 14(rE,) 18E, E,
divE = - ——
v roar radf oz Fic. (4)

EXERCICE IV : CONDUCTEURS EN EQUILIBRE ELECTROSTATIQUE

Une sphére (S) conductrice portant une charge Q > 0 est supposée en équilibre
électrostatique(FI1G. (5)).

1) Comment sont réparties les charges sur (5) ? Justifier.
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2) Pourquoi la densité de charge d dans cette sphére est-elle uniforme ? quelle est
l'expression de d ?

3) Représenter les lignes de champ créé par cette distribution
de charges Comment sont les surfaces équipotentielles ?

4) Rappeler I'expression du champ électrique au voisinage im-
médiat de la surface de la sphére.

5) Déterminer l'expression du potentiel V électrostatique de la
sphére (5).

6) En déduire I'énergie potentielle électrostatique E, de la FiG. (5)
sphére chargée.

La sphere conductrice chargée (§) est maintenant immergée dans une région de
I'espace ou régne un champ électrique E,,; uniforme vertical ascendant.

7) Décrire l'effet du champ E... sur la répartition des charges dans la sphére.
8) Représenter schématiquement cette nouvelle distribution.

9) A partir des résultats de la question précédente, tracer schématiquement l'allure
des lignes du champ électrostatique régnant dans la région ou est placée la sphére.

On considére maintenant deux sphéres conductrices (5;) et (§;) de rayons respectifs
R, et R, chargées uniformément par les deux charges Q, et @, (FiG. (6)).

Fia. (6)

On admet que les deux sphéres sont sans influence électrostatique I'une sur I'autre
(la distance D les séparant étant supposée trés supérieure
devant R, et R,).
A Z
On relie (S;) et (5;) par un fil conducteur d'épaisseur '
négligeable.

10) Que peut dire des potentiels des deux sphéres ?
11) Quelle relation existe-il entre g4, 05, Ry et R, ?

12) Calculer les champs électrostatiques aux voisinages
des surfaces de chaque sphére. Conclure. Quel est
l'effet mis en évidence dans cette expérience ?

EXERCICE V: CABLE COAXIAL ET CONDENSA-
TEUR CYLINDRIQUE

Un cable coaxial est constitué d'un conducteur cylin-
drique gqu'on appelle Ame d'axe (2'z) et de rayon extérieur
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R, enroulé d'un conducteur cylindrique de méme axe et de rayon intérieur R, > R,. Les
deux conducteurs sont séparés d'un espace vide. La longueur h du cible est considérée
comme infiniment grande devant R,. La gaine est reliée a la masse tandis que le con-
ducteur central est porté au potentiel V,. L'ensemble constitue un condensateur cylin-
drique dont 'armature centrale porte la charge Q¢ que 'on admettra étre distribuée
symétriquement (symétrie cylindrique). (FiG. (7).

1) En étudiant les symétries et les invariances du cable coaxial, déterminer la direc-
tion du champ et les variables desquelles sa normes dépendra.

2) Etablir I'expression du champ et du potentiel en tout point de 'espace.

3) Quelles sont les distributions de charges sur chacun des conducteurs du cable
coaxial ?

4) Trouver l'expression de la capacité € du cable coaxial.

5) Trouver I'expression approchée de la capacité C dans le cas ot R; — R, < R,.

8) Déterminer I'énergie électrostatique emmagasinée dans le condensateur ainsi for-
mé :
a) A partir de la définition faisant intervenir les charges et les potentiels.
b) En utilisant la densité d'énergie électrostatique.

EXERCICE VI : CONDENSATEUR PLAN

Un condensateur plan placé dans l'air sec est constitué de deux armatures métal-
liques de surface § et distantes de e. On admettra que les deux armatures sont en in-
fluence totale et que les effets de bords sont négligeables. On impose au condensateur
une différence de potentiel U =V, —V, griace a un générateur de tension continu.
Soient @ la charge du condensateur et ¢ sa densité de charge surfacique.

1) En se basant sur les résultats établis dans I'exercice [ de la série (3), donner sans
calcul I'expression du champ électrostatique en tout point de l'espace.

2) Etablir I'expression de la différence de potentiel U. En déduire 'expression de la
capacité du condensateur ainsi formé.

3) Déterminer, par deux méthodes différentes, I'expression de 'énergie électrostatique
emmagasinée dans le condensateur. Justifier pourquoi cette énergie se situe dans
I'espace interarmature.

On introduit parallélement aux armatures du condensateur une plagque métallique
d'épaisseur a. Montrer que le systéme ainsi formé est équivalent a4 un condensateur
de capacité Cgq puis exprimer Cyg.
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Corrigé de l'exercice 2 :

PLAN INFINI

charges surfacique uniforme a> 0.

1)
* Les plans z0x et 20Y¥ =ont des
plans de symétries alors
E € (z0x) n (z0y)
= E(M) € Oz

= E(M) = E(x,,2)8,

o La distribution de charge est
invariante par translation suivant 'axe
Ox ou Oy done ne dépend ni de x ni de
¥ alors :

= E(M) = E(2)€,

* Leplan 2 = 0est un plan de symétrie.
Le champ en M' symétrique de M par
rapport (M)au plan 2 = 0est :

E(M") = —E(M) = —E(z)é,
2] La surface de Gauss est un cylindre €
coupant verticalement le plan chargé.
En appliqguant le théoréme de Gauss :

—EI '&‘E — l:?JIII!
© £y

=,le=.ﬁm+jnzz=.ﬂ,3

— Qe
+me'ﬁ"_ o

On considére un plan infini A paralléle an plan xoy (de cote 2 = 0) chargé avec une densité de

Ead

A la base B, : E(M) = E(z)€, et dSg, = dSg,€, = E dSg, = E(z) dSy,
A la base Bz H f{”-r] = —E[I}E! et ﬁnz = —dsszaz = Fﬁnz = E{ZJ tf.i'ﬂ
.A.‘i"ﬁl: E[z} = [.TE et ds_nz = d.i'sl = ng
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A la surface latérale E 1 dS, = EdS, = 0

= qp E.dS = || 2 E(z) dS,
i, F5= ),

= ﬁqf ds=2 E{z}jL dS g

= qp E.dS =2E(z)5;
(£}

Qine = J];” dSg

= Quu = ﬂ'ﬂ; dSg

= Qi = 7 5y

— a5
jgﬁ E.d.i':Q!M::tZE[z]jﬂ: Ll
(4] p £q

£y
E(z) = —
@) = 7
Ea(M) = ——&, et Ex(M") 7
— = — ==
A 250 z A 250 z
—€ ourz >0
- |28, F P
= E, o
——F¢ ourz <0
zsu F F
3) le potentiel F(Z) en tout point de espace.
a
av - EE’ pour z =10
E=-gradV—=_= P
+ —8 ourz <0
T P
7 2 =0
——2Z¢ OUr z
o 2g, . P
- Ve + 7 e =0

—z ¢ our z
zsu 4 p

4) On considére un antre plan B paralléle an plan A

chargé avec une densité de charges surfacique . a . a z
_ — _ — )
uniforme —gret de cote 2 = +e. En utilisant le B~ 2g, e; et EA 2, €;
principe de superposition, déterminer le champ ot
. : \ ———
le potentiel en tout point de Pespace. B m—
Ea(z>e) = ———¢, etEs(z<e)=-—¢ o
glZ>e)==—e; elEglz<¢e)=—e — . — .
2g 28y Eg=—¢,etEy=—E,
- zfﬂ zfu

— T — T
E_‘(z}ﬂ]:ﬁﬁz E‘tE_‘(Z{u]:—EE!
o o

Erorat(M) = E (M) +EF3[M'} = Eqorar(M) ] eALALLULL L L LU DL LU
E—'e', sizelo, el

0si ze|—oo,0[ Ule, +oo] Ep £p
Corrigé de l'exercice 2 :
SPHERE CHARGEE
I} On considére une distribution de charges volumique uniforme de densité pg et 4 symétrie
sphérique répartie dans le volume r < R .
Les symétries
2021/2022 —2— Equipe Pédagogique d'électricité
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= [M_ Erri.?ﬂ} et T = [H,E,.lﬁ’] deux plans de symétrie done Eﬂppa.rticnt i l'intersection des deux
plans 7 et w'alors E = E(r, 0, @€,

Les Invariances
La distribution de charge est invariantes par toutes rotation antour de 0. En coordonnées sphérigues
deux rotations antour de @ sont possibles une dan angle @ et autre d'un angle @ done E ne dépend
ni de 8 ni de ¢ par suite E(r,8,¢) = E(r)
Done le champ est radiale et ne dépend que de r.
Finalement E = E(r)e,
En utilisant le théoréme de Gauss, exprimons le champ E en un point de M espace dans les
cas sulvants :

« r=R;

s r<R
Puisque E ne dépend que de r done la surface de GAUSS sera une sphére

contenant M et de centre 0.

En appliquant le théoréme de Gauss :

ff B .as =2
(s) o

ﬂ; Ey.dS = En(r)é,. dSeé;
(5} (5)

= E“.ﬁzﬂ Ey(r)..ds
(%) (5)

= d¢b Ey.dS=Ex(r)¢p ds
5 (%)

= ¢b Ey.dS=Ex(r)s
()

— Ey .dS = Ey(r) 4m 2
(5]
¢ Le champ électrostatique Eext i Vextérieur de la sphére r = R

L 4
Qine = J]F podt = Q= Paﬂ-“ dr = Q. = pPo i“-' R?
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4
Pa EHRS:E _Pu Ri
£ w(m) = 3g,12

¢ Le champ électrostatique E;g; & Uextérienr de la sphere r < R :

= Ey(r)4mr®=

4
r + , Pogm r
Qine = ﬂ] Podt = Qe = Po J] dt = Quu = Po Eﬂf = Ey(r)4mr® = e
¥ Ra o
PoT
E = —
= En(r) 3g,
Conclusion
H3
Pn—z r=R
_ ) 3gyr
= Enl(r) =
P
—-— r<R
X 3£n
IT) On considére une distribution de charges volumique uniforme de densité pg

et 4 symétrie sphérique répartie dans le volume r < Ry et dans le volume
R; <r < R;. (F1G. (3)).
1)
On peut considérer le systéme comme l'association de trois sphéres
chargées en volume :
e  Sphére chargée de ravon R, de densité py ;

* Sphére chargée de rayon R; de densité —pg

o Sphére chargée de rayvon Ry de densité pg.
En utilisant le principe de superposition. exprimons le champ E en un FiG. (3)
point de M 'espace, |'espace situé a une distance r du centre 0, dans

les cas snivants :
3 3 3 3 3 3
p.R p.R p.R p.(Ry —R; + R3)
_Fo1 Fg 2 + o3 E = (i 2 3

r=Ry : E=
3 312 3Bggr?  3ggr? 3g,12
3 3 3 3 3
p R p.R p.r p (R —R5 + 1)
R, <r<R; : = UIz_ ﬂzz+ & EF=2— :;
3gyr 3gyr 3y Jg,1
3 3
p.R p.r pr p.R
Ry<r<R, : E=-1 lz_ byl —fp=_t 12
350]" BE{] EE“ 350]"
p.r p.r p.r p.r
r<R;y : E==2—-2_ 4 0 __ -0
3g, 3g, 3g; 35,

2) Déduisons expression du potentiel ¥{r) en tout point M de espace.
( _ Pe (Ri + Ri-R3)

3ear? r>Rs
HS + 3 _ HS
B _Pﬂ( 1 rz 2) R,<r <Ry
E=—-gradV= —=1 3ggr
ar poR;
a 3&'0!‘2 Rl =r= Hz
PoT
L 3g r=R
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R} + R3-R3
Pn{ 1 3 2}+A r>Ry
Jeyr
R} _R3 r2
p“(zér 2 _ ";1 +B R, <r <Ry
ﬂV{MJ:i pR3 o o
iy c R, =r =R,
dgyr
p“r2+ﬂ <R
- r
6Ey =

Avec A, B,C et D des constantes i déterminer en utilisant la continnité du potentiel et que le
potentiel 4 'infini est nul.

¢  Détermination de A
Vir—e)=0=A4=0
¢ Détermination de B

po (RI+RI-RY)  po(RI-R3) poR3
Fir=RI)=Vir=R;)= +A= - +B
( 3) =V ) 3g0Rs 3£4Rs 659
R2 RZ
— Pofizs _ Poli3 +B
3g, 6E,
RZ Rz
—B= Po K5 N Poliy
3g, 6E,
2
= B = @_
2g,

¢  Détermination de ©

R} - R} R R}
polRY 2]_ Po Z.p- Poliy

Vir=R}) =V(r=R; -
r=Ry) =Vlr=Ry) =—3 & 6% 3eoRs

+C

_, _PoRi_ poRE  po RS
3z, 6Ey g,
_Po R} " PoR;
2z, 2g;
_ po(R3—R3)
- 2g,
* Détermination de D

=C

= L =

=L

poR} L] R}

+ =

3egRy bEy

- ﬂaH¥+ pa[R*—R%]+ po BT
3&n 2Ey 6zg

=D= :T“{ER% + 3R3-3R: + R})
1]

Po
=D= E{ER% + 3R3-3R3)

P
=D= ﬁ{k% + Ri-R3)

Vir=Rj)=V(r=R])=

D

Les expressions du potentiel en un point M de V'espace est
3 3 3
po (R} + Ri-R3)

r>R
3Egr 3
R} - R} r? R;
po(R] z]_ PoT™  Po s R,<r <R,
_ Jeyr b6E, 2e,
“YOTY port  pe(RE-RY)
Ll PR L Ml R, <T <R,
Jeyr 2&,
—P“F+ﬂ[ﬂz+nl—33} r<R
65y  2eo- ' 3 T2 =M
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po (R} + R3-R3) o R
Jeyr 3
po(RI —R3)  por*  po R} R<r<R
Jeyr e + Ze 2=T 1
= V(M) =: o 1] [32 Hzi] L]

P01+Pn i—hz R,<r<R,

Jegr 2Ey

3)

Retrouvons 'expression dn

ﬂ{zn% +3R3-3R; - 1Y)
6Ey

potentiel V(r)en tout point M de Despace en utilisant les

équations locales de Laplace et de Poisson.

L'&guation locale de Poisson :

AV = _L
£y
En coordonnées sphérigue :
v 13(2:‘1;’) 1 ﬂ(Iﬂav) 1 4%
=—=—|rf—|+ —(sinf — |+ 5——===—
riar\. dr/ rising de 28/ risinie dg*
Par suite de la symétrie sphérigue :
1d ;. ,av 2av a*v 1a8*(rv)
=2 (a ) 20 OV _18°1)
rigr\ ar) rar ar* r ar?
Absence de charge pour ¥ > Rz et Ry = r = R; . on applique 'équation locale de Laplace : AV =10
1a%(rv)
;W=ﬂ pat.lr rhﬂaetﬂliriﬂz
Présence de charge pour ¥ < Ry et Ba =17 < R4, on applique 'éguation locale de Poisson: AV = —pfg,
10°GV) d <R,etR, <=r=<R
—_— = our r e r
P P 1 2 =T =Ky
0 r> Ry
ﬂ R:=r=R
1% (rv) £ 2="=T3
“r arz |0 R, =T <R,
_P r=R,
£
0 r=R;
£1" R:=r=R
V) | g p=T =T
art |0 Ry =7 <R
—ir r= H]_
En
A > Ry
P 2
—_— =r=<
ﬂ{ri’] - Zfor + B Rz _T_Rs
or - C R] =r= Rz
P 24 r=R,
2g,
Ar+ 4’ r>Ry
—$r‘+3r+ﬂ' R, =7 <Ry
_ o
=rv= Cr+C' Ry<r<R,
- iprep r<R,
6Ey
2021/2022 —6—
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A‘I"? r:’R; [l]
Br
—$r2+ﬂ+? R, <r<R; [2]
=ven={ "2
E+F Rliriﬂg [3]
Df
~ P ryps= r<R, [4]
L 6E, r
AJ’
ﬁ r>= Ry [1]
[ B'
av Er +§ Rz =r= Rj_ [2]
= E(M) = -1 o
ﬁ Hl"'{rgﬂz [3-]
p D’
—r+— r<R 4
35 12 = [4]

Avec A, A B, B',C,C',D ¢t D' des constantes 4 déterminer en utilisant la continuité du potentiel et que
le potentiel & l'infini est nul ainsi que la continnité de Uintensité du champ électrostatique.
¢ Détermination de A
Vir—om)=0done [1]=A=0
s Détermination de D'
V(r) est fini en r = O donc [4] = D' =0
¢ Détermination de B

r r

y: | P B
Vir=R})=V(r=R3)= _—=-—R3+B +— 5
( 1) =V( 3) R by 3 R, (5]
E{_?':H*'}:E{_r:ﬂ‘}:;ijziﬂ‘ +_'
* 3 RE 35, ° RZ

¢ Détermination de ©

[6]

r

Vor=R}) =var=Rp)=-L-Ri+B+2 =c+ & 7
2 2 ﬁfu 2 Rz Hz
E{r—m}—E{r—ﬂ-}:apRJrEr—f 8]
TR C R 35, ° RZ RZ
¢ Détermination de D
'
P‘{r:HI}:V{r:R;}zaE+R—1:—:TuR%+D [9]
E(r=R)=E(r =R7) L _Prq [10]
1 1 R% 3g,
R'.i
[10] = ¢’ =21
gy
B pRi B pR »p
8 —R+—5=——3=—3=-——3--—R
(8] =3:u 2TRI 3R RZ 35R: 3g °
r_ _F 3 _ 5
=B 3EU[R1 R;]
' P P {Ri_R%] ' [ 3 P 3 3
6] = —==-— — 1 A ="—"R4+—(RE-R
(6] RZ 3g ° 3g, R: 3g, ° 35:}( i - R3)
r p 3 K K
=4 =3—EU|IR§*R§—R§}
A p , B’ _p _, A-F
[5] R—i——ﬁ—sﬂﬂ3+8+ﬂ—3:ﬂﬂ—6—£nﬂ3+ 33
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p . 3e-(RE+Ri-RY) - (R} -RY)
B :ERE + R
pu 3
B=—R:
2gy °
P 2 r EF p 2 L} — E\J’
IN=2-—HRr+B+—=C+—=C=—-——R;+B+
7] 6y Rz R: 6ey ° R:
3
P ip3_ g3y PRI
P oz P oo EEu[Rl R) 3¢
C=-—R:+—R:+
ﬁsn 2;“ p R,
C=-—R:4+—R:——R:
6gg ° 2g, ° 3gy
=C= —%R% +%R§
o (1]
P .. .
= C=5—(Rs - k)

c' il o op
9)=C+—=—-——Ri4+D=D=C+—+——R}
Pl=C+g =g Ri+D= R, 6 1

pRY
P 2 2 3.[:'“ P 2
=D=—(R:-RY)+ +—R
24‘..'0( 3 2] Rl EE{I 1
P (p2_p2 P 2
D=—(R:-R})+-—R
- Zp’-‘o( 2) 2g, |
= D =5 —(R{ - R; + R})
En remplagant les constantes on trouve expression de V(M) et E(M)
( p(RI-R3+ R}
ﬂ'( IEEZr 3-] r s H3 [1]
1]
_£+LR%+M R.=r=R [2]
— V(M) 6y,  2E, Jeyr r="="s
=4
p(R; —Ri) pRi
2 3 Ri=r=R; (3]
o o
re R:-—R:+R?
'. _.:__l_P{izz 1] l"‘_-':R] [4]
. £g Egy
( p(Ri + R} - R3)
3er? r> Ry [l]
i
R -R3
L:i-+u R, <r <R, [2]
= E(M) = | 3g, Jegr
3
PRy
R,=r=R 3
32 1=T z 3]
il
| Er r= Hl [4]
( po (Ri+R5-R3) -~ R
3,12 r= s
po(RY+ 13— R3)
- I3a?1n‘I : R: =T =Rs
= En(r) = 4 s
PoRy
3egrt Ri=T=R,
PaT ~
\ 3y r=Ri
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Corrigé de l'exercice 3 :
CYLINDRES COAXIAUX

Exprimons le champ électrique créé en tout point de espace par une distribution volumique de charge

P positive répartie uniformément entre denx eylindres coaxianx de longueur infinie de rayons respectifs

Ry et R (Ry < R3). A
1) Utilization du théoréme de Gauss, E Z
Eitunde de la symétrie :
Il existe deux types de plan de symétrie : > __....+-+--+---:..-.I.-.:-m+,. . R

a
®

i- Le plan passant par le point M et

axe du cylindre : (€, €,).

ii- Les plans passant par le point M et
perpendiculaires A I"axe du

cylindre : (€,, €g).
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Alors, l'intersection de ces deux types de plan nous e I St LR ee _;@
donne la direction dn champ électrostatique an 0 ; EE;
point M alors E est porté paré,. Dans la base EuRl -
cylindrique, on peut éerire : E 1 :
E=E(rezé, _
Etude des invariances : ;_-"‘“ ;
La distribution de charge est invariante par : e, SN

® Rotation & autour de Uaxe dn cvlindre Oz,

alors E ne dépend pas de 8,
# Translation le long de I'axe 0Z, alors E ne dépend pas de 2.
% Alors E ne dépend que de r
E=E(r)é,
Choix de la surface de GAUSS :
La norme de E est invariante sur une surface latérale cylindrique §;, de rayon r et de hauteur h
quelcongue, passant par le point M . En Ini ajoutant les bases §5 et 84, on fabrique une surface fermée
S. Le flux de E i travers § s’exprime trés simplement en fonetion de E(r).
Théors Je GAUSS
Calecul du flux
o Le flux de E i travers les bases §5 et §3 est nul, car E est perpendiculaire i ces surfaces. Le
caleul du flux de E A travers § se limite done 4 la surface §,.
¢ La normale 4 §y. orientée vers Uextérieur de §, se confond avec €. E a la méme valeur E(r)
en tout point de la surface §; dont aire est égale 4 2arh. On peut donc écrire :
¢=2mrhE(r)
Caleul de la charge & Uintérieur de la surface fermée
La charge intérieure est différente selon que le point M est a lintérienr du cylindre de rayon Ry on
entre les denx cylindre de rayvons Ry et B2 i Uextérienr dn cvlindre de rayvon Ra:

e s=ir < R, (point i lintérienr du 17 cylindre),
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Travaux Dirigés Electrostatique

la charge contenue A intérienr de § est @ @, =0 :

0
=2nrhE(r)=—
£y
=>E{M:| =0 pour r < Ry

» siR,=r < R, (point entre les denx cylindres)

la charge contenne & intérienr de § est : Q@ = p o {rz - Rﬂl h:

r? —Ri)h
=&2:zrhf{rjzw
]
s _ PP —RY)
ﬂE(H}—?Er
By =2 RY) ¢ R < R
= El }—zfu(r—r)erpuur 1=r < R;

* r = Rg(point a lextérieur du 2 cylindre )
la charge contenne & intérienr de § est :
Qe = p(RE—R}) h:
pr(RE—Ri)h

= 2nrhE(r) =
£y
R: — R}
= E(M) = %ér pour R, =r < R,
(]
Conclusion
E(M)=0 pour < R,
. p RT\
E(M) = E[M}ZE r—T e, pour Ry =r < Ry
= o

p (R —RY)
2e,r
2) A partir de I'équation locale : div E = p/&,.

E(M) = €, pour R, <r < R,

En coordonnées cylindriques V'expression de div E est :

. 1d(rE.) 13E, aE,

div E =— +—t
r ar r a8 iz
Or suite anx symétries et aux invariances E = E(r) e, = E €,
—. 1a(rE
= divE = 190E,)
r dr
19(rE,) p
r ar g
d(rE,) p
= =—r
dr £0

La wvaleur de p dépend de la position du point M.

® sir < Ry (point & intérienr du 1% cylindre) on a p=10

_ 9(rEm) _ 0
ar
= rE(r)=A

Comme E(r=0)=0=A4=0

=sir < Ryona E(r)=0
® =siR;=1r < Re, (point entre les denx cylindres) on a p=Cte £ 0
19(rE(r) p

_— - " =

r ar £
ArEm) _»p
= —————=—r
dr £y
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= rE(r) =2L-‘=":rri +B

il B
:’E(TJ:ET.-I-;
1]

E(r) est continue en r = Ry = E(R]) = E(R7)

=—Ry+—=
28 ' Ry
B__rg
Ry 2ep
—B=-—LR?
2g,
P [
E(r)=-—r—-—R
= E(r) anr 2egr
" p [ Ri\.
::E[M]:E(r—T €. pour R, =r < R,
o

# r = R;point i extérienr du 2° cylindre ) ona p=0

_ d(rE(r)) o

ar
=rE(ri=C
C
= E(r) = -

E(r) est contibue en r = R: = E(R3) = E(R3)

an Rz Rz
PR: ( Rf)
=R, -t
2gy R,
=C=— (RE— R}
2 (7 m)
p o
= E(r)=—1|(R5—R
1) = 5.5 (R2 - ki)
p (R:—RI) _
EM)= ———
(M) 2egr ¢
Conclusion :
E(M)=0 pour < Ry
. p [ RY\
E{Mj _ E(M) ZK (r—T) €, pour R, <r < R,
o
. R; — RY) _
E(M) = % e pour Ry<r < Ry
0
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TRAVAUX DIRIGES D’ELECTRICITE 1
SERIE N°38 : ELECTROSTATIQUE

www.ExoMaroc.com

CORRIGE DE L’EXERCICE IV

1) Répartition des charges sur la sphére conductrice (5)

A I'éguilibre électrostatique, les charges électriques seront localisées a la surface §
de la sphére. Elles constitueront une distribution surfacique sur cette surface.

2) L'unifomité de la densité de charge d

Les charges réparties sur la surface sphérique §, ont tendance a se repousser mu-
tuellement. La surface étant de forme réguliére, les charges vont se répartir i égale
distance les unes des autres, ce qui gait de d une densité de charge surfacique uni-

forme. L'expression de d est d = = = -
5 AmR

3) Lignes de champ et surfaces équipotentielles

S'agissant d'une distribution sphérique, le
champ sera alors radial par raison de symétrie.
Par ailleurs, les surfaces équipotentielles seront
des sphéres concentriques (figure ci-contre).

4) Expression du champ au voisinage immédiat
de la surface de la sphére

Le champ au voisinage immédiat d'un condue-
teur en équilibre électrostatique est :

E = _ﬁe.rt
€

d est assimilable 4 la densité surfacique du con-
ducteur en équilibre et #i,,; est un vecteur uni-
taire normale a la surface la sphére se dirigeant vers l'extérieur de celle-ci.

5) Expression du potentiel de la sphére

Le potentiel est le méme en tout point de la sphére. Il a la méme valeur V(R) a sa
surface que sa valeur V(0) en son centre. Ce dernier s'obtient aisément par :

oy 2L ﬂ dxds  d ,U P
()_43151:. . R 4meR ) _4?T£DR{E )

. ~dR @
Dod Vo) = €q 4meR
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6) Energie potentielle E, de la sphére

On peut utiliser I'une des deux méthodes suivantes pour calculer cette énergie. Pour
simplifier, on reprend la notation usuelle ¢ pour la densité surfacique au lieu de la no-
tation d.

e Méthode (1):

L’énergie potentielle E, est donnée par :

E, = %HS a(M)V(M)dS = ‘;R HS ds = ‘:R (4mR?)

0 En

Dot

e Méthode (2) :

s
L’énergie potentielle E, est définie a partir de la densité Lzm de l'énergie électros-
tatique par :

enE%(r €y [T : 2nR*e?r 1™
Ep:ﬂ] of ( )d'li':—u ( ¢ z) dnridr = I— ]
Espace 2 2 R 4EEBT Eq rig
2nR3*a*
Done E, =
£p

7) Effet du champ extérieur E,,, sur la sphére

L’application du champ électrique ascendant E,,, entrainera la modification de la
répartition des charges sur la surface de la sphére. En effet, les charges (-) seront
poussées par ce champ vers le bas alors les charges (+) seront poussées vers le haut de
la sphére.

8) Représentation de la nouvelle distribution de charge

La charge
(+)
A
La charge est .
répartie unifor- E,xe
mément sur la
surface
La charge ./
(=)
Avant application i Aprés application |
du champ i du champ '
Lo o o o e 1 b o e e e e e e e e J
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9) Les lignes du champ électrostatique régnant dans la région ol est placée la sphére

2ol

ext

)
g
I
=]

10) Les potentiels des deux sphéres

A I'équilibre électrostatique, les potentiels des deux sphéres seront égaux. En effet,
puisque les deux sphéres sont reliées par fil conducteur et I'équilibre électrostatique
veut que le potentiel soit le méme. O écrit que :

Fl = Fz
11) La relation entre g4, a2, R; et R,

L’'égalité des potentiels électrostatiques conduit a :

o Ry,  o3R;

V=V, alors =
Eo Ep

Ainsi, o, R, = 3R,
12) Les champs électrostatiques aux voisinages des surfaces de chaque sphére
Les champs aux voisinages des surfaces des deux sphéres sont respectivement :

E"‘1 =—n Et E; = —n,

Puisque Ry > Ry, il est évident que g; < g,. Par conséquent, on aura que ||E,| < ||E;].
o L'effet mis en évidence dans cette expérience
Le champ électrique au voisinage de la petite sphére est plus intense que celui ré-

gnant au voisinage de la grande sphére : c'est l'effet de pointe qu'on met A profit dans
les paratonnerres, les canons a électrons...ete.

CORRIGE DE L’EXERCICE V

1) La direction du champ et les variables dont sa norme dépendra
« Etude des symétries de la distribution
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Adoptons le systéme cylindrique pour cette étude. Soit M un point quelconque de
l'espace. (M, é,,&,) et (M,é,,é,) sont
deux plans de symétrie passant par
M. Le champ électrostatique, étant
un vecteur polaire, doit étre porté
dans leur intersection. C'est done
un champ radial, on éerit :

E(MJ = E (r,9,2)e,

+ Etude des invariances de la

La longueur du cable coaxial
étant considérée infiniment grande
pour négliger les effets des bords. -
Ainsi, le cable demeure invariant
par translation le long de (0z) ce
qui élimine la variable z. Le cable
coaxial est aussi invariant par rota-
tion atour de (0z) ce qui supprime
la variable @. On conclut que :

E(M) = E.(r)é,

Le potentiel électrostatique V(M) ne dépendra pas non plus des deux variables z et
@. On écrit que :

V(M) =V(r)
2) Expression du champ et du potentiel en tout point de 'espace
Le cable coaxial est constitué de conducteur, les charges n'existeront que sur leurs
surfaces. Le champ électrostatique sera nul en tout point de l'espace excepté dans

lespace inter-conducteur. Pour établir l'expression dans cette région, on utilise
I'équation de Maxwell-Gauss :

. 18(rE
divE(R, <1 <R,) :;%:u

. . 3 K
Cest-a-dire, E.(R,<r<R,)=—
-
Ou K est une constante d'intégration.
Le potentiel électrique dans la méme région est :

V[Rl i:ri:Rz) :_KLnr‘I'K'

Ou K’ est une autre constante d'intégration.

On utilise les deux considérations V(R;) = V, et V(R;) = 0 pour trouver que :

v, . V,LnR,
K=—p ot K=—p

Lns2 Lns2

R,y Ry
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Les expressions recherchées, du potentiel et du champ dans la région inter-conducteur

(interarmature) seront :

Le potentiel Le champ
Vo R, Vo 1
V(R, ST <R,)=—p-Ln— ot E,(R, <1 <R;)=—p-=
Ln._ Ln_
Rl Rl
. v, 1)\.
Le champ en vecteur est : E(Ry<r<R;)= ol
LnR—zr
1

3) Les densités de charge sur chacun des conducteurs du céble coaxial

« Surl'armature centrale
La densité g, sur cette armature est :

[
0y = 6E(r - R{) = g ‘}?2
R;Ln5=
R,
« Sur la gaine
La densité g, sur cette armature est :
eV,
0; = —6E.(r - R;) =— - [:ﬁ'
R,Lng*
1

4) Expression de la capacité du céble coaxial

La charge portée par 'ime est @, = g, X 2nR,h = CV, ou C est la capacité du cable

coaxial et est donné par :

. . h
La charge portée par la gaine est @, = 0, X 2ZnR;h = —w =—0Q;.

Ln_

5) Llexpression approchée de la capacité C dans le cas ot R, — R; < R;.

On pose £ = R, — R, on trouve que :
_ 2mwegR b
!
Remarque : on a utilisé le développement limité : Ln(1+ x) = x pour x « 1.
6) Energ'le électrostatique emmagasinée dans le condensateur

a) A partir de la définition faisant intervenir les charges et les potentiels

1 1

Ep = §Q1Vu ==CV;

On a
2

b) A partir de la densité de I'énergie électrostatique
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£ —
On a E,=— E2dV

ESPace

L'intégrale ne porte que sur 'espace interarmature.

2rwheg (%2 _dr 1 R, 1V#2mesh 1
< f K?—==2nhe,K2ln—==2"_2" — _¢y2
. r o 2 R, 2 Rz "2

1

P 2

CORRIGE DE L’EXERCICE VI

1) Expression du champ électrostatique en tout point de I'espace.

Les armatures sont en influence A
total et les effets de bord sont négli- :
gés, un point dans l'espace interar-
mature «voit» les deux armatures
comme deux plans infinis. D’aprés les
résultats de l'exercice I de cette série
et compte tenu de la figure ci-aprés,

Z

ona: [
I
= I
. c?_, si z<0 : TE
EM)y={+t—€, si 0<z<e :
9 Si z>e :
0 0 &
. : +e
2) Expression de la différence de po-
tentiel U
La différence de potentiel est donnée par :
E_* - Ea g e
U:VI—VZ:IE[M}-Q'-F:J'—é‘z-dz"'z:— dz
0 o €o €0 Jo
=V F—UE
=1 Z_ED

Et compte tenu de ¢ = Q/S. 'expression de U devient :

Qe
U:I’rl_FZ :E
o

¢« En déduire 'expression de la capacité du condensateur ainsi formé.

Par définition, la capacité d'un condensateur s'exprime par:

Q
==
u
Ainsi, on aura -
EgS
C =22
e
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3) Détermination, par deux méthodes différentes, de I'expression de I'énergie électros-
tatique emmagasinée dans le condensateur

* Méthode (1)

L'énergie électrique W, emmagasinée dans le condensateur est égal au travail de la
force électrique qu'il faut appliquer pour charger ce condensateur supposé initialement
non chargé avec un générateur de tension continue. Si on suppose qu'a l'instant ¢ la
charge du condensateur est g(t). Le travail élémentaire dW nécessaire pour faire pas-
ser une charge infinitésimale dg de 'armature négative vers I'armature positive est :

q
dW ==d
C q
Ainsi, le travail total pour charger le condensateur sera :
Q ¢ 2
q 19 1
W=W,=| dW = —dg =——==CU?
e fn , =272

o Mséthode (2):

L'énergie emmagasinée dans le condensateur est aussi 'énergie électrostatique
dans l'espace interarmature. On écrit :

We:fjf SE(r) dFZE—D E(i)z Sdz:EQ_EEZEQ_ZZECUZ
Esp Inter 2 2 0 €05 2 €95 2C 2

Cette énergie se restreint i I'espace interamature puisque le champ est nul ailleurs.

4) Montrons que le systéme formé aprés insertion de la plaque est équivalent 4 un
condensateur de capacité C,,

La figure ci-apres illustre le nouveau systéeme formé par introduction parallélement
aux armatures du condensateur d'une plague métallique d'épaisseur a.

]

e ————

i-li-
- A )

+Q

On exprimera la d. d. p entre les armatures du condensateur.

31
U:Fj__l‘rzzj-
1]

Notons que le champ a l'intérieur de la plagque métallique est nul.

E"[M)-E{"-I—f E(Mm) - df

e, +a

_ ge, ae,
Tout caleul fait, on a : v=V,-V;=—+—
Ep Ep
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:%4—0‘32—24-2— Q

=1, -V - = =
Ou encore TP TS T @S € G Gy

On remarque alors que le systéme ainsi obtenu est équivalent 4 un seul condensateur
de capacité équivalente Gy, telle que.

1 1 1
€1 G Gy
1 gy 1 e
i'.'!.VEIE, Fl = EG—S et E - ED_S
Ce qui veut di : _ €S
s gqui veut dire que - éq — et e,
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