Marathon de Buffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Collection Buffeq‘fy

Terminale A

(Zue/ques formules ufils pour (s Terminale A

Limifes ef com/:/émenb' sur les dérivies

Probabilités
Fonction @aﬂfﬁmg néérien ef Fonction ex/mnenﬁe//e néérienme

Suites numéﬂ‘quey

Tome 1

OUALE K. Fidele &2
Professeur de Mathématiques
au Lycée Moderne d’Agnibilékrou

Cel: 58220709 /02588272 / 05659186
9

P
D :
@ Le photocopillage tue le livre
Ce livre est protégé au titre du droit d’auteur. Toute reproduction, distribution ou

création de travaux dérivés de ce livre, méme partielles est un délit.

En achetant ce livre vous aidez I’auteur a bénéficier de son ceuvre ; de plus vous le motivez a la
création d’ceuvres nouvelles ...

Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

(
{1 1 J




Marathon de Bufz‘e;ﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

)

——
N



Marathon de VSMffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Les Mathématiques, depuis toujours, sont des mysteres pour les éléves, tout simplement
parce qu’ils ignorent certains principes d’apprentissage :

1% étape : la connaissance
2éme

étape : la compréhension

3éme

étape : I’application

4°™ étape : I’analyse

5éme

étape : la synthése

Ces cing différentes étapes sont primordiales pour assimiler les cours de mathematiques
afin de pouvoir aisément traiter des exercices ...

La connaissance

Cette étape passe par la mémorisation des définitions, des propriétés et des formules.
Chaque eleve doit étre capable de se souvenir simplement, de se rappeler des formules
qu’il a vu durant le cours ...

La compréhension

Elle vient apres la connaissance ; en effet peut-on comprendre ce qu’on ne connait pas ?
Comprendre les formules, c’est saisir leur signification afin de pouvoir les traduire, les
interpréter, les reformuler.

L’application
C’est utiliser ce qu’on a compris dans des situations nouvelles ; résoudre un exercice qui

fait simplement appel a votre mémoire et votre compréhension : passer du général au
concret

L’analyse

Cette étape consiste a décomposer les parties d’un exercice, identifier les formules a
utiliser : mettre en relation vos connaissances, votre comprehension et votre attitude a
appliquer les formules.

La synthese
C’est mettre en rapport des connaissances des différentes parties d’une legon ou de
plusieurs legons
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L’objectif premier de 1’auteur est d’aider les ¢leves a s’approprier dans I’ordre ces
cing etapes ; a cet effet les annales de la collection qu’il a mis a la disposition des
apprenants sont composées de trois (3) grandes parties :

- Les cours
- Des exercices corrigés ( corrections détaillées et commentées )
- Des exercices proposés ( non corrigés )

Afin de mettre a la disposition des éleves de Terminale A ,
des annales de mathématiques leur permettant d’optimiser leur résultat scolaire ,

’auteur a scindé en deux (2) tomes les cours qui font la spécificité de la série A .

Tome 1

Quelques formules utiles pour la Terminale A

Limites et compléments sur les dérivées - Probabilités

Fonction logarithme népérien et fonction exponentielle népérienne
Suites numeriques

Tome 2

Primitives et Calcul intégral - Statistiques - Systemes linéaires
Etude de fonctions

« Sans la maitrise des formules , les Mathémaﬁques restent un mystere »

L’auteur
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Quelques formules utiles pour [a Terminale A

(1) Egalités remarquables
Formules utilisées pour développer ou factoriser des polyndmes

Développer

7 TN

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a? — 2ab + b?

(a — b)(a + b) = a* — b?

N

Factoriser

" Tome 1

[ Exercice d ’application 01

a) Développer les expressions suivantes a 1’aide des égalités remarquables :

(2—-5x)(2 + 5x)

(x+3)? ;  (@y-5°*
b) Factoriser les expressions suivantes a 1’aide des égalités remarquables :
x2+8x+16 ; 9y?—12y+4 ; 1-81x?

Proposition de solution
x? + 2Xxx%x3 + 32

a) (x+3)? =
= x24+6x+9
2y —5)2 = (2y)? — 2x2y x5 + 52
= 4y? — 20y + 25
(2 —5x)(2 + 5x) = 22 — (5x)?
= 4 — 25x?

b) x?+8x+ 16 = x? + 8x + 42
= (x + 4)?

9y? — 12y + 4 = (3y)? — 12y + 22
=By -2)*

1—81x% =1% — (9x)?
=(1-9x)(1 + 9x)

) Cel: 58220709 02-58-82-72

05-65-91-86
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(2) Comment donner I’arrondi d’un nombre décimal
o Arrondi a ’entier
On tient compte du 1% chiffre apres la virgule
S’il est compris entre 0 et 4 on ne modifie pas la partie entiére
S’il est compris entre 5 et 9 on ajoute 1 a la partie entiere

Exemple : donner I’arrondi a I’entier des nombres décimaux suivants
17,371 = 17 ;81,725 = 82

o Arrondi d’ordre 1 ( un chiffre apres la virgule )
On tient compte du 2°™ chiffre aprés la virgule
S’il est compris entre 0 et 4 on ne modifie pas le 1*' chiffre aprés la virgule
S’il est compris entre 5 et 9 on ajoute 1 au 1% chiffre aprés la virgule

Exemple : donner I’arrondi d’ordre 1 des nombres décimaux suivants
12,638 =12,6 ; 8145=8,1 ; 4775=47,8 ; 256,28 =256,3

o Arrondi d’ordre 2 ( deux chiffres aprés la virgule )
On tient compte du 3°™ chiffre aprés la virgule
S’il est compris entre 0 et 4 on ne modifie pas le 2°™ chiffre aprés la virgule
S’il est compris entre 5 et 9 on ajoute 1au 2°™ chiffre aprés la virgule

Exemple : donner I’arrondi d’ordre 1 des nombres décimaux suivants
83,252 = 83,25 ;36,165 = 36,17 ; 5,1956 =5,20

(3) Equations et inéquations
La résolution des équations se fait généralement par étapes :

e Equationsdutype ax+ b =c
Etape 1 : On fait passer le b a droite de 1’égalité ; il devient (—b)
ax+b=c = ax=c—Db

Etape 2 : On calcule si possible ¢ — b

Etape 3 : On fait passer le a de ’autre c6té de 1’égalité ; il divise le résultat
de c—b

ax=c—b>b = X =
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Exercice d’application 02
Résoudre dans R les équations suivantes
a) 2x+5=11 b) —7x—-3=4

Proposition de solution

a 2x+5=11 = 2x=11-5
= 2x =
_6
= x—z
= x=3
Sk =1{3}
b) -7x-3=4 = —-7x=4+43
= —7x =
7
= XZT
= x=-1

Sp = {-1}

e Equationsdutype ax+b=cx+d

Etape 1 : On fait passer le b a droite 1’égalité ; il devient (—b)
On fait passer cx a gauche 1’égalité ; il devient (—cx)
ax+b=cx+d = ax=cx+d->b

= ax—cx=d-—b>b

Etape 2 : On calcule si possible d — b et on factorise ax — cx

ax—cx=d—-b = (a—-c)x=d-b>b

Etape 3 : On fait passer le a — ¢ de I’autre coté de 1’égalité ; il divise
le résultat de d — b

(a—c)x=d-b = x=

Exercice d’application 03
Résoudre dans R les équations suivantes
a) 3x+1=2x+5 b) —2x+3=4x—8

Emﬂ:oua(eﬁdele@gmai[.com { o }Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Proposition de solution

a)3x+1=2x+5 = 3x=2x+5-1
= 3x=2x+4
= 3x—2x=4

= x=4
51&1:{4}

b) 2x+3=4x—-8 = —2x=4x—-8-3
= —2x=4x—11
= —2x—4x =-11
= —6x =—11

—-11

= = ——

*= 6

11

= X =—

s _{11} 6
R™ 16

e Inéquationsdutype ax+b>c (ou ax+b<c)

Etape 1 : On fait passer le b a droite de I’inégalité ; il devient (—b)
ax+b>c = ax>c—b

Etape 2 : On calcule si possible ¢ — b

Etape 3 : On fait passer le a de I’autre c6té de 1’égalité ; il divise le résultat
de c—»b
si a est positif , le signe de 1’inégalité ne change pas
c—b
a
si a est négatif , le signe de I’inégalité change
c—b
a

ax>c—b>b = x >

ax>c—b>b = x <

Exercice d’application 04
Résoudre dans R les inéquations suivantes
Q) 2x+3>11 b) -5x+1<4
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Proposition de solution

a) 2x+3>11 = 2x>11-3
= 2x>8
8
= x>§
= x>4
S =14;+]

b) —Sx+1<4 = -Sx<4-1

= —5x<3

o x>
X~ g
.3
ﬁ — —
*~> "5
3
$u=|-5 1+

e Inéquationsdutype ax+b>cx+d ( ou ax+b<cx+d)

Etape 1 : On fait passer le b a droite 1’égalité ; il devient (—b)
On fait passer cx a gauche I’égalité ; il devient (—cx)

ax+b>cx+d = ax>cx+d-—»b
= ax—cx>d-—0>

Etape 2 : On calcule si possible d — b et on factorise ax — cx
ax—cx>d—-b= (a—c)x>d-b>

Etape 3 : On fait passer le nombre a — ¢ de I’autre coté de 1’égalité ; il
divise lerésultatde d — b
si a — c estpositif , le signe de ’inégalité ne change pas
c—>b

a—=c¢c

(a—-c)x>d-b = x>

Si a — c est négatif , le signe de 1’inégalité change
c—b

a—=«c

(a—-c)x>d-b = x<
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Exercice d’application 05
Résoudre dans R les inéquations suivantes

a) 2x—3=3x+5 b) —2x+1<—4x+2

Proposition de solution
a) 2x—323x+5 = 2x=>3x+5+3

= 2x=>3x+8

= 2x—3x>8

= —x =8
= x<i
- =1
= x<-8
Sg = ]—0; —8]

b) —2x+1<—-4x+2 = —-2x<-4x+2-1
= —2x<-4x+1
= —2x+4x <1
= 2x<1
= x<1

2
a3
2
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(4) Systéme linéaire d’équations

ax + by =c
Systéme linéaire de deux équations a deux inconnues
ax+b'y=c
Pour résoudre un tel systéeme, on dispose de trois (3) méthodes :
- La méthode de substitution
- La méthode de combinaison
- La méthode graphique

On appelle solution d’un tel systéme tout couple (x, ; y,) qui Vérifie les deux équations
du systeme

Exercice d’application 06

Reésoudre dans R x R le systéme d’équations suivant : {4x Y=

x+2y=-5

Proposition de solution
1- Méthode de substitution
4x+y=1 (1)
{ x+2y=-5 (2)

2) = x=-2y-5
On remplace x par son expression dans 1’équation (1)
4x+y=1 = 4(-2y—-5)+y=1
= —8y—-20+y=1
= —8y+y=1+20
= -7y =21
21
= y=—
A
= y=-3

Donc en remplagant y par sa valeur dans I’expression x = —2y — 5,0na:
x=-2%x(-3) -5

xX=6-5

x=1

Srxg =1(1;-3)}

Email : Oua(eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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2- Méthode de combinaison

| Remarque

| On peut choisir d’éliminer x puis déterminer la valeur de y

| (ou choisir d’éliminer y et ensuite déterminer la valeur de x )
|

—_——————e—_e— e —

On élimine x et on en déduit la valeur de y

{4x+y=1 x 1 { dx+y=1
X+2y=-5 | x(=4) —4x — 8y = 20
—7y = 21
_ 21
Y =7
y =-3
On élimine y et on en déduit la valeur de x
{4x+y=1 ‘x(—Z) {—8x—2y=—2
x+2y=-51|x1 = x+2y=-5
—7x = =7
=7
A
x =1
SrxR ={(1;-3)}
3- Méthode graphique

| Remarque :
. Dans cette méthode, on travaille dans un repére orthogonal ( ou orthonormé) ; |
I . \ r r \ 9 ) . I I
| chaque équation du systeme est représentée a ’aide d’une droite . Si les deux |
| droites obtenues sont sécantes alors le systeme admet une solution ; par contre si |
i elles sont paralléles alors il n’y pas de solution. i

Email : Oua[eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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D)\ 41

Soit (D) la droite d’équation 4x +y =1 et (A) la droite d’équation

x+2y=-5
» Droite (D) d’équation 4x +y =1
A B
La droite (D) est la droite qui passe par les
X 0 2 0 )
y 1 -7 points A(l) et B(_7)

Droite (A) d’équation x + 2y = =5

E F La droite (A) est la droite qui passe par les

;C] :; _05 points E(:%) et F(_OS)

les droites (D) et (A) sont sécantes ( se coupent ) au point de coordonnées ( _13 )

Emﬂ:oua[eﬁdele@gmai[.com { 1 }Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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donc le couple (1;—3) est la solution du systeme

SRxR ={(1;-3)}

(5) Opérations avec les fractions
e Addition avec les fractions
- Addition de deux fractions
Pour additionner deux fractions, on tient compte des dénominateurs :
*  Si elles ont le méme dénominateur, on le "garde" et on additionne les numérateurs

a b_a+b

c ¢ c
Exemple

8+17 _ 8+17_ 25
11 11~ 11 11

* Si elles n’ont pas le méme dénominateur, on les rend au méme dénominateur avant
d’additionner les numérateurs

a b_axd + bXc

cta cxd

Exemple

3+5__3x2 + 5x8 6+ 40 46 23
8 2 8 X 2 B 16 16 8

- Addition d’une fraction et d’un nombre entier
Pour additionner une fraction et un nombre entier, on "suppose™ que le nombre entier est
une fraction dont le dénominateur est 1 .
On rend par la suite les deux fractions au méme dénominateur avant d’additionner les

numérateurs

a a b ax1l + bXc
—+b = —+- =
c c 1

cx1
Exemple
4+9 _4+9__4x1 + 9x7 4+ 36 40
7 71 7% 1 N 7 7

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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e Soustraction avec les fractions
Elle s’effectue de maniére similaire comme 1’addition avec les fractions

*  Si elles ont le méme dénominateur, on le "garde" et on soustrait les numérateurs
a b a-b>b

c C Cc

* Si elles n’ont pas le méme dénominateur, on les rend au méme dénominateur avant
de soustraire les numerateurs

a b_axd— b X c

c d cxd

Exemple

9 2 9%x7 — 2X5 63— 10 53

5 7 5x% 7 B 35 35

e Multiplication avec les fractions

- Multiplication de deux fractions

Pour multiplier deux fractions , on multiplie les numérateurs entre eux et les
dénominateurs entre eux.

axb_axb
c d cxd

Exemple

7 2 7x2 14
35 T 3x5 15

- Multiplication d’une fraction et d’un nombre entier

Pour multiplier une fraction et un nombre entier, on multiplie seulement le nombre
entier par le numérateur de la fraction

a axb

—X b=

C C
Exemple
8 4 = 8 X4 _ 32
5% 15 T 15

Email : oualefidele@gmail.com
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e Division avec les fractions

Rappel : Inverse d’une fraction
L’inverse d’une fraction est obtenu en remplagant le numérateur par le dénominateur et
le dénominateur par le numérateur :

a i b
— apourinverse —
b a

- Division de deux fractions
Pour diviser deux fractions, on multiplie la premicre fraction par I’inverse de la seconde
fraction.

a
b _a d o  2.c_a d
c b ¢ b d b c
d

Exemple

4
7 4+ 3 12

5 7 5 35

3

- Division d’une fraction et d’un nombre entier
Pour diviser une fraction par un nombre entier, on multiplie simplement le déenominateur
de la fraction par ce nombre entier.

a
b _a ou a _a'c_axl_a
c bxc b “T"b 1" b ¢ bxc

Pour diviser un nombre entier par une fraction, on multiplie ce nombre entier par
I’inverse de cette fraction.

c axc
=a><£=axc ou a+— =ax—- =
b b c b b

n|c|a

Email : Oua[eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Exemple
5
3 8 7 56 14
3 = 5 = i —=8X— = — = —
4 3xX4 12 7 12 12 3
12
(6) Puissances
« a’=1 al =
* K am X an — am+n
a™ a 1
xkk — = MmN — =
T, LLL— L am=—
g™ - qm
sxkrk (@M = gMm*"
(7) Régles de priorité dans une opération

L’ordre de priorités dans une opération est :

1- Les puissances
2- Les parentheses

3- La multiplication ou la division

4- [.’addition ou

la soustraction

Exemple : Donner les résultats des calculs suivants :

A=2(33-20)+5

(—17 4+ 2%)?

B=-3x4+

3
Proposition de solution
A=233-20)+5
A=2(27-20)+5

A=2(7)+5
A=14+5
A=19

Email : oualefidele@gmail.com
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(
.

19

( la puissance 33 =27 )

( laparenthese 27 —20=7)

( la multiplication 2x7 =14 )
14 +5=19 )
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(=17 + 2%)2

B=-3x4+ 3 ( la puissance 2* =16 )
Bo _gxas T 16)° ( laparenthése —17 +16 = —1 )
3
(-1)? . ,
B=-3x4+ 3 ( lapuissance (1) =1 )
1 e
B=-3x4 +? ( lamultiplication —3 x4 =—-12)
o 1 35
1 < I’addition —-124+—=—— )
B=-12+— 3 3
3
5 35
-3

(8) Mise en facteur d’un terme dans une somme
= Pour mettre a en facteur dans I’expression a + b + ¢

- Oneécrita

- On ouvre une parenthese dans laquelle on divise tous les termes
de a+ b+ c par a, puison ferme la parenthese

- On simplifie si possible I’expression obtenue dans la parenthese.

a b c
a+b+c=a<—+—+—)
a a a

b c
=a(1+—+—)
a a

Exercice d’application 07
1) Mettre x en facteur dans I’expression 2x + 3

2) Mettre x2 en facteur dans I’expression x?% + 5x — 2

3) Mettre 2x en facteur dans ’expression 4x% — 7x + 1

Email : Oua(eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Proposition de solution
2x 3

1) 2x+3=x(—+—)
X X

e

2) x2+5x—2=x2<x—2+5—x—£)

4x> 7x 1
3) 4x2—7x+1=2x(———+—>

2x 2x 2x
=2 (2 7+1>
ST T

= Pour mettre l en facteur dans I’expressiona + b + ¢

a

- Onécrit l
a

" Tome 1

- On ouvre une parenthese dans laquelle on multiplie tous les termes

de a+ b+ c par a ,puison ferme la parenthese

- On simplifie si possible I’expression obtenue dans la parenthese.

1
a+b+c=a(a><a +axb + axc)

1
=a(a2+ab+ac)

Email : oualefidele@gmail.com
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Exercice d’application 08

1) Mettre 1 en facteur dans ’expression x — 3 + —
X b

2) Mettre i en facteur dans ’expression 2 + — 4 —
x? x  4x?

3) Mettre B en facteur dans I’expression 2 + = + &
4x? x  4x?

Proposition de solution

2 1 2
1) x-34- = —(xxx+ x X (=3) + xx—)
X X X

1 2x
= —(xz— 3x + —)
x x

1
= —(x?2—- 3x + 2)
X

1 3 1 1 3
2) 24— = <2><2 2 x — 2><—>
) +x+4x2 = (x + x " + x o
1 22+x2+ 3x?
 x2 x X 4x2
= 1(22+ + 3)
 x2 x x 4
3 2+1+3—1<42><2+42><1+42><3>
) x  4x2  4x2 x x X x 4x2
1 8r7 + 4x2+ 12x2
T 2x2 x X 4x2

1
= 2x2(8x2+ 4x + 3)

Email : Oua(eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Cﬁapifre {: || LIMITES ET COMPLEMENTS SUR LES DERIVEES

I- FONCTIONS POLYNOMES

-1 Définitions
a) Mon6me
Soient a un nombre réel non nul et n un nombre entier naturel.

On appelle monGme toute expression de la forme ax™ ou a est appelé coefficient et n
est appelé exposant du monéme.

Exemple

2x3 est un mondme de coefficient 2 et de degré 3
—9x°> est un mondme de coefficient —9 et de degré 5
x2 est un mondme de coefficient 1 et de degré 2

b) Polyndme

On appelle polyndmes la somme de plusieurs monémes.
x3+5x2—x+2 et —3x%?+4x+1 sontdes polyndmes

c) Degré d’un polynome
On appelle degré d’un polyndme le plus grand exposant des mondmes qui composent ce
polyndme

Exemple
Le degré du polyndbme 2x3 —x2+7x+1 est 3

Le degré du polynome x2 —3x*+7x3+x—5 est 4

d) Racine (ou zéro ) d’un polynome
Soit P(x) un polynéme
Le nombre réel a est une racine ou un zéro du polynéme P si et seulementsi P(a) =
0

I-2 Etude des polyndmes du second degreé
a) Définition
On appelle polyndme du second degré tout polyndme qui peut se mettre sous la forme
ax>+bx+c ol a, b et c sontdesnombresréelstelsque a # 0.
En d’autres termes un polynome du second degré est un polynéme de degré 2
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b) Discriminant d’un polynome du second degré
On appelle discriminant du polyndme du second degré ax? + bx + ¢ , le nombre
réel A= b? — 4ac .
Le discriminant peut étre positif (A> 0), nul (A= 0) ou négatif (A< O0) .

[ Exercice résolu
Calculer le discriminant des polynémes suivants :
P(x) =x*—-x—6
R(x) = 4x*+4x +1
S(x)=x?+x+1

Proposition de solution

P(x)=x*—x—6 (avec a=1 ; b=-1 e c=-6)
A = b? — 4ac

A=(—-1)?—-4x1x%x(-6)

=1+ 24

=25

R(x) =4x?+4x+1 ( avec a=4 ; b=4 e c=1)
A= b% —4ac

A=42—4x4x1

=16—-16

=0

S(x)=x*+x+1 (avec a=1 ; b=1 e c=1 )
A= b?—4ac

A=12—-4x1x1

—1-4

- -3

¢) Utilisation du discriminant

Selon le signe du discriminant on peut :
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e Recherche des racines d’un polynome du second degré en fonction du signe du

discriminant
( -b-VA
X =—F—
Le polyndme ! 2a
A>0 admet deux — f b +vE
racines distinctes Xy = ————
. 2a
A=b*>—-4ac —> A=0 Le polynome — x =i
admet une 0™ 2a
racine

Le polyn6bme n’admet
pas de racine

A< ——

o Factorisation d’un polynome du second degré en fonction du signe du
discriminant

Le polynéme
est factorisable

A>0 —— a(x —x1)(x —x3)

A=b%*—4ac — A=0 ——» Lepolyndme

_— _ 2
est factorisable a(x — xo)

A<Q —> Le polyndme
n’est pas factorisable

o FEtude du signe d’un polynome du second degré en fonction du signe du
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Vs

(&

discriminant
—00 X X +
A>0 - L z
ax? + bx + ¢ | Signede a ( Sl(gfz)de 0 Signe de a
( Onsuppose que x; < x, )
X —00 Xo + 00
A=b*—4ac —> A=0 Sj i
2 gne y  Signe
ax“+bx+c de a de a
X —00 + oo
A<O .
ax?+bx +c Signe de a
o 7 )
Exercice résolu
Dans chacun des cas suivants :
- Calculer le discriminant du polyndme de second degré
- Déterminer les racines ( ou la racine ) du polyndme s’ils existent
- Factoriser si possible le polynéme
- Etudier le signe du polynéme suivant les valeurs du réel x
a) P(x)=2x?-x-1
b) F(x)=9x%+6x+1
c) Q(x)=x*—-3x+4
J
Proposition de solution
a) P(x)=2x>—-x—-1 (avec a=2 ; b=-1 e c=-1)
A= b?—4ac
A=(-1)?—-4x2x(-1)
=1+8
=9

Le discriminant est positif ( A> 0) donc le polynome P admet deux racines
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distinctes
_—b—+A o _—b++A
1= 2a X2 = 2a
_-ED-ve _—(-D+V9
1T Tox02 2= T2
1-3 1+3
X1=T et xZ:T
-2 4
x1=T et x2=Z
1
= —— et =1
X1 2 X2

Le polyndme P est factorisable car son discriminant est positif
P(x) = alx — x1)(x — x3)

D)o
=2(x+%>(x—1)

Tableau de signe de P(x) suivant les valeurs de x

. 1 +
X —00 —— o0
2
P(X) + ( - +
( 1
VxE]—OO;—E[U]l;+oo[;P(x)>O
1
<Vx€]—§;1[;P(x)<0
1
Vxe{——;l} ;P(x) =0
L 2
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—_—_—— - - - - - - —_—_—_—_—_——_——_———_——_—————————————————————————————————— — — — — —

Remarque ‘:
Pour le tableau de signe, on peut procéder de la maniere suivante |
|
. 1 L |
—00 - — 0
2 |
+ 1 — ) + + :
x —_—
2 |
x—1 — - ) + :
) ( |
P(x) + — + !
|
|
|
/)

On aboutit au méme résultat que dans la méthode ci-dessus.

~ e (2

b) F(x) =9x%+6x+1 (avec a=9 ; b=6 ¢ c=1)
A= b? — 4ac
A=6>—4x9x1
=36 — 36
=0
o X _ —b
Le discriminant est nul ( A= 0) donc le polynébme F admet une racine : Xo = >q
=6
¥ =5%9
_—6
18
1
-3

Le polyndbme F est factorisable car son discriminant est nul
F(x) =a(x —xp)?

S ()

12
=9 —
<x+3>
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Tableau de signe de F(x) suivant les valeurs de x

1
X —00 —_-— + oo
F(x) + +
( 1 1
Vxe]—m;——[u]——;+oo[ i F(x) >0
3 3
X
1
Vxe{——};F(x)=0
L 3
c) Q(x)=x>—-3x+4 ( avec a=1
A= b? — 4ac
A=(-3)>—-4x1x4
=9—-16
=—7

b=-3 et c=4)

Le discriminant est négatif ( A < 0) donc le polyndme Q n’admet pas de racine.

De plus le polyndme Q n’est pas factorisable car son discriminant est négatif

Tableau de signe de Q(x) suivant les valeurs de x

Comme A < 0 alors pour tout x € R, le polynome Q(x) a le méme signe que le
coefficientde x? ; or a=1 (a>0)

X —00

+ oo

Q(x)

_|_

Donc pourtout x e R, Q(x) >0
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I-3 Etude des polyndmes de degré 3
a) Factorisation d’un polynome de degré 3

Si un polynbme P de degré 3 admet le réel « comme racine alors il existe un
polyndme du second degré Q(x) = ax? + bx + ¢ tel que:
P(x) = (x — a)(ax?®+ bx + ¢)
Pour déterminer de maniere explicite le polynéme Q ( c¢’est-a-dire déterminer les reels
a, b et c) on peut utiliser I'une des méthodes suivantes :

- la méthode d’identification

- ladivision euclidienne

- la méthode de Horner ( méthode schématisée de la division euclidienne )

Exercice résolu
On considére le polyndme P(x) = 2x3 —5x%2 + 2x + 1
a) Calculer P(1)
b) Déterminer les nombres réels a , b et ¢ tels que : P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢)

Proposition de solution
a) Calculons P(1)

P(1)=2x13-5x12+2x1+1
=2-5+ 2+1
=0

Comme P(1) =0 alors 1 estune racine du polynbme P ; Il existe donc un
polyndme du second degré ax? + bx + ¢ tel que P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢)

b) Déterminons les nombres réels a, b et c
1% méthode : méthode d’identification
P(x) = (x —1(ax?®+ bx +¢)

=ax3+bx’+cx—ax’*—bx—c

=ax3+B-a)x*+(c—b)x—c

\ \ b

=2x3 — 5x* 4+ 2x +1
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a= (D
b—a=-5 (2)

Par identification des monémes de méme degré on a :
c—b=2 3

—Cc = (4)
(1) = a=2
(2) = b—a=-5 , avec a=2
= b—-2=-5
= b=-5+2
= b=-3

4) = —c=1

= c=-1
_ a=2
Onendéduit que Jp=_3
c=-1

Par conséquent : P(x) = (x —1)(2x* —-3x—1)

2°M méthode : division euclidienne

Comme P(1) = 0 alors 1 estune racine du polynbme P , par conséquent le
polyndme ax? + bx + ¢ est le quotient de P(x) par x — 1

2x3 — 5x% 4+ 2x + 1 x— 1
_ 3 2
2x 2x 2x? —3x — 1
—3x%+ 2x
—3x%+ 3x
—x + 1
—x + 1
0
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Dividende tient 4+ Reste .
——— = Quotien —_—
Diviseur ¢ Diviseur
Dividende
— Dividende = Diviseur X Quotient

' Si Reste =0 alors ——— = Quotient
Diviseur

On déduit de la division euclidienne ci-dessus que P(x) = (x —1)(2x* —3x—1):

donca=2 ; b=-3 et c=-1

Les étapes de la division euclidienne ci-dessus
Etape 1 : Ondivise 2x3 (du dividende ) par x (du diviseur)

On obtient 2x?
P e 2 3 . -
2x% ) — 5x* +2x + 1 [x~1 (i = 2x2; onsimplifie par x )
............. ’ X
2x?

Etape 2 : On multiplie 2x2 (du quotient ) par tous les termes du diviseur x — 1

On obtient 2x3 — 2x2
On fait la soustraction de 2x3 — 5x? (dudividende) et de 2x3 — 2x?
(2x3 — 5x2)—(2x3 — 2x%) = 2x3 — 5x%2 —2x3 + 2x?

= 2x3 —2x3 — 5x% + 2x?

= — 3x?

Le résultat de la soustraction est : —3x?

2x3 — 5x%2 +2x + 1 x—1

(2x% — 2x% 52
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Etape 3 : On abaisse le terme suivant qui est : 2x
le nouveau dividende est : —3x?% + 2x

2x3 — 5x2+2'x+1 x—1

2x3 — 2x? E
v 22

Etape 4 : On divise —3x? ( du nouveau dividende ) par x ( du diviseur)

On obtient —3x

2x3 — 5x% 4+ 2x + 1

2x3 — 2x?

Etape 5: On multiplie —3x ( du quotient ) par tous les termes du diviseur x — 1

On obtient —3x? + 3x

On fait la soustraction de —3x* + 2x (dudividende) et de —3x* + 3x |
—3x% + 2x+43x* — 3x

—3x% +3x%+ 2x — 3x |

(=3x% + 2x)—(—3x% + 3x) =

= —X

Le résultat de la soustraction est ;: —x

2x* — 5x% +2x + 1| ,_1
B 2 3 _ 2 2 E
X X v 2x?% — 3x
—3x? + 2x
Z3x2 + 3x
—x
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Etape 6 : On abaisse le terme suivant qui est: 1
le nouveau dividende est : —x + 1

23 — 5x2 4+ 2x + 1 i
T s g2 E
X X | o
“3x2 4+ 2y :
“3x2 4+ 3y :
—x +(1)

Etape 7 : On divise —x ( du nouveau dividende ) par x ( du diviseur)
On obtient —1

2x — 5x* +2x + 1 | x+11
C2x3 — 22 i
i i | 2x*—3x-1
—3x% + 2x !
—3x? + 3x :
______________ \4

Etape 8 : On multiplie —1 ( du quotient) par tous les termes du diviseur x — 1
On obtient —x +1
On fait la soustraction de —x + 1 (du dividende) et de —x+1

(=x+1D)—-(x+1) = —x+1+x—-1
= —x+x+1-1
=0

Le résultat de la soustraction est; 0
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3°™ méthode : méthode de Horner

la méthode de Horner est un algorithme ( technique ) simple pour effectuer la division
euclidienne d'un polynéme par x — «

Proposition de méthode

3 4
3) 10 12
11 13

Division euclidiennede P(x) = Ax3+Bx?+Cx+D par x—«

Case 1 = On place le nombre A ( le coefficient de x3)
Case 2 = Onplace le nombre B ( le coefficient de x?)
Case 3 = On place le nombre C ( le coefficientde x)
Case4 = On place le nombre D ( la constante)

Case5 = On place le nombre a

Case 6 = cette case reste vide
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Case 7 = on reporte le nombre A ( le coefficient de x3)

Case8 = le produit de case 5 et de lacase 7

Case9 = lasomme de lacase 2 et de lacase 8
Case 10 = le produit de case 5 et de lacase 9
Case 11 = le somme de la case 3 et de la case 10
Case 12 = le produit de lacase 5 et de la case 11

Case 13 = lesomme de lacase 4 et de la case 12

Interprétation du résultat

Le quotient de la division euclidiennede P(x) = Ax®*+ Bx*+Cx+D par x—a
estde laforme: Q(x) = ax?+bx +c

Case7 = lavaleurdea
Case9 = lavaleurdeb
Case 11 = lavaleur dec

Case 13 = le reste de la division euclidienne

Application
Division euclidienne de P(x) = 2x3> —5x* +2x+1 par x—1 (a=1)

2 -5 2 1
1 2 -3 -1
2 -3 -1 0

On déduit du tableau ci-dessus que :
a=2 ,b=-3 ¢et c=-1 ;

donc P(x)=(x—-1)2x*-3x—-1)
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II- FONCTIONS RATIONNELLES

11-1 Définitions

a) Définition
On appelle fonction rationnelle toute fonction qui est le quotient de deux fonctions
polynomes.

Exemple
2x + 3 x*>+2x+5 . .
fx) = P et gx) = =T sont des fonctions rationnelles

b) Comment déterminer I’ensemble de définition d’une fonction rationnelle ?
Une fonction rationnelle est définie si et seulement si son dénominateur est non nul
( c’est-a-dire différent de 0)

Exercice résolu
Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes
X—2 2x2—8x+1
8 f)=3717 b) 9 ==+ D

Proposition de solution

Q) x€Df & 3x+1#0

& 3x#= -1

L1

@ —_——

X773
1
Df=R\{‘§}

b) xeD, & (x-2)x+1)#0
< x—2#0 et x+1+0
= x¥2 et x+-1
Dy, =R\{-1; 2}
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b) Comment étudier le signe d’une fonction rationnelle ?

" Tome 1

Pour étudier le signe d’une fonction rationnelle suivant les valeurs de x , on procede par

étapes :

1% étape : Factoriser le numérateur et le dénominateur

( simplifier I’expression obtenue si cela est possible )

2éme

3éme

étape : Mettre les différents facteurs dans un tableau de signe

étape : Déduire le signe de la fonction rationnelle a 1’aide du tableau de signe

Exercice résolu

Etudier le signe des fonctions rationnelles suivantes

()_—2x2+x+1 t ()_x2—4x+4
1) =—73 A e Py

Proposition de solution

—2x24+x+1
= Dy = R\ {—4}

f(x) ) ( Dy )

Factorisons le numérateur ( —2x% + x + 1 ) al’aide du discriminant
A=b*—4ac : avec a=-2 ; b=1 e c=1

A=12—4x(-2)x 1
=148
=9

A > 0 donc le polynbme —2x% + x + 1 admet deux racines distinctes et est

factorisable .

—b—+A
m=—g
_—1-9
—-1-3
X1 = ) et
x1=1 et
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Deplus —2x?+x+1=ax—x)(x—x,)

= 2(x—1) (x - (—%))

=-2(x—-1) <x+%)

—2(x—1) (x+%)
x+4

Onendéduitque: vx e D; ; f(x) =

Tableau de signe de f(x) suivant les valeurs de x

1
X —00 —4 3 1 + oo
—2(x—1) + + + ( —
x+1 - - ( + +
2
x+4 — ) + + +
f(x) + — + -

( 1
VxE]—OO;—4[U]—E;1[ ; f(x) >0

A

1
Vxe]—4;—§[u]1;+00[; F(x) <0

\VxE{—%;l} ;f(x)=0

2 _4x + 4
g =222 (D =R\{2} )

Factorisons le numérateur (x* — 4x + 4 ) al’aide du discriminant
A=b?—4ac ;avec a=1 ; b=4 e c=4

A=42—4x1x4
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=16 —-16
=0

A= 0 donc le polynébme x? —4x + 4 admet une racine ; de plus il est factorisable.

_—b
xO_Za
. =—(—4)
7 2x1

K

2

=2

Deplus x*—4x+4 =a(x—x,)?

= (x—-2)?
o . . _ (x—2)?
Onendeduitque: vx € D ; g(x) = ——
_ r=2)(x-2)
 3(x—=2)
_x—2
-3

Comme 3 est positif (3 > 0) alors le signe de g(x) depend du signe de x — 2

Tableau de signe de g(x) suivant les valeurs de x

X —00 2 + oo

x—2 - ( +

g(x) - +

Vx€]-0;2[; glx)<0

Vx€]2;+00[; g(x)0
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I1-2 Fonctions rationnelles du type % ou P est un polynéme du second
X

degré et Q un polynéme de degré 1
On utilise ce type de fonctions rationnelles tres souvent en Terminale A
x> —x+3 —2x*+x+1 _ 7x%> —4x+9 _ x?+1

Exemple : : P
x+1 —4x + 3 3x — 2 x—4

a) Transformation d’une fraction rationnelle
Cette transformation peut se faire a I’aide de 1’'une des trois méthodes suivantes:
(1) La méthode d’identification
(2) Ladivision euclidienne
(3) La méthode de Horner

Exercice résolu
Pour tout x # 1, déterminer lesréels a, b et ¢ telsque:
2x>—5x+8 c
= ax+b+——=
x—2 x—2

& Cas pratique de la méthode d’identification

c
Etape 1 : On rend au méme dénominateur I’expression ax + b + T3

_ (ax+b)(x—-2)+c

ax+b+x_2 o
ax? —2ax + bx —2b + ¢
- x—2
ax?+ (—2a+b)x —2b+c
- x—2
2x2—5x+8
- x—2

Etape 2 : Par identification des coefficients des mondmes de méme degré des
numerateurs , on a:

ax’> + (-2a+b)x — 2b+c
| S —

\ J /
2x> — 5x + 8
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a=2
C’est-a-dire ! —2a+b=-5
L —2b+c=38

Etape 3 : On resout le systeme obtenu pour déterminer les valeurs desréels a, b et c

((a=2 (1D

!—2a+b=—5 2)
L—2b+c=8 (3)

1) = a=2

2) = -2a+b=-5
= —2X2+b=-5
= —4+b=-5
— b=-5+4
= b=-1

3) = —2b+c=8
= —2(-1)+c=38

= 2+4+c=8
= ¢c=8-2
= ¢c=6

donc a=2 : b=-1 e c=6

& Cas pratique de la division euclidienne

| ———— = Quotient + ———
+ Diviseur Diviseur

Etape 1: On effectue la division euclidienne du numerateur par le dénominateur
( ¢’est-a-dire la division euclidienne de 2x? —5x+8 par x—2 )

Etape 2 : Le quotient de la division euclidienne est le polynébme ax + b
Le reste de la division euclidienne est égal a ¢
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Etape 3 : on déduit des égalités de 1’étape 2 les valeurs des réels a, b et c

Le quotientest : 2x — 1
Leresteest: 6 donc

donc a=2 et b=
c=6

Terminale A

|8 x—2
\;:/ 2x — 1
8

2

6

" Tome 1

Les étapes de la division euclidienne ci-dessus

Etape 1 : On divise 2x? (du
| On obtient 2x

dividende ) par x ( du diviseur)

Etape 2 : On multiplie 2x ( du quotient ) par tous les termes du diviseur x — 2
| On obtient 2x2 — 4x
On fait la soustraction de 2x? — 3x (du dividende ) et de 2x? — 2x

(2x? —5x) — (2x

2 —4x) = 2x% —5x — 2x% + 4x

= 2x% — 2x%? — 5x + 4x
= —x

Le résultat de la soustraction est : —x

2x%> — 5x+ 8

x—1

2x

) Cel: 58220709
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Etape 3 : Puis on abaisse le terme suivant qui est 8
le nouveau dividende est: —x + 8

2x?> — 5x+ 8 X — 2
oo 4x

~ v |
—-x + 8

Etape 4 : On divise —x ( du nouveau dividende ) par x ( du diviseur)
On obtient —1

2x%> — 5x+ 8

Etape 5: On multiplie —1 ( du quotient) par tous les termes du diviseur x — 2
On obtient —x + 2
On fait la soustraction de —x + 8 (dudividende) et de —x + 2
(—x+8)—(—x+2)=—x+8+x—2
=—x+x+8-—2
=6
Le résultat de la soustraction est: 6

2x?> — 5x + 8 X — 2
Cox?— 4y
X * vy | 2x-1
—x + 8
—x+ 2
6
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Terminale A " Tome 1

& Cas pratigue de la méthode de Ruffini-Horner

Etape 1 : Remplissage du tableau

Etape 2 : Interprétation des résultats du tableau

Division euclidienne de 2x* —3x+5 par x—1 (a=1)

2 -3 5
1 2 -1
2 -1 4

On déduit du tableau ci-dessus que :
a=2 ;. b=-1 e c=4

Le quotient de la division euclidienne de 2x> —3x+5 par x—1 est 2x—1 et

le reste est 4 , par conséquent :

Email : oualefidele@gmail.com
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(" . 7
Exercices proposés
Exercice 1

- : : e 4x2 +x—7
On considere la fonction rationnelle définie par f(x) = —————

x+2
1- Déterminer I’ensemble de définition Dy de la fonction f

2- Determiner lesréels a, b et ¢ telsque: Vx€Dr; f(x)= ax+b +%
X

Exercice 2
1- Résoudre dans R 1’équation : x? —4x —5 =0
2- Justifier que 2 est une solution de ’équation (E): x3 —6x2+3x+10=0
3- Déterminer lesréels a, b et c telsque:
x3—6x?>+3x+10=(x —2)(ax? + bx +¢)
4- En utilisant les questions 1 et 3, justifier que I’ensemble des solutions de
I’équation (E) est Sp ={—1;2;5}

Exercice 3
Partie A
On donne dans R , le polyndme P(x) = x2 + 4x + 3

1- Résoudre I’équation P(x) =0
2- Justifierque: (x + 3)(x + 1)

Partie B

_ . x*+4x+5
On donne la fonction f definie de R vers R par: f(x) = —————

x+3
1- Déterminer I’ensemble de définition Dy de la fonction f

2
2- Démontrer que Vx € R\ {-3}, f[(x) =x+1+ —

Email : Oua[eﬁde[e@gmai[.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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I11- CALCULS DE LIMITES.

Notion de limites

c; T f(x)=x*—-2x-2

-

Tableau de valeurs

x |—-2|-1]0 |1 1,5 1,9 1,99 1,999 1,9999 2

f(x)| 4|0 |-2|-2]|-125|-029|—-0,0299 | —0,002999 | —0,0002999 | 0

Lorsque la variable x se rapproche de 2 , f(x) se rapproche de 0 ; autrement dit lorsque
x tend vers 2, f(x) tend vers 0
On dit : limite de f(x) lorsque x tend 2 est égale a 0 . On note linzl fx)=0

X—

Approche de la notion de limite
Soit f une fonction et (Cf) sa représentation graphique dans un repére orthonormé
(0,1,]) , a est un nombre réel
Lorsque la variable x se rapproche du réel a ( x tend vers a ), on s’intéresse au
comportement de f(x) :

- Soit f(x) se rapproche d’un nombre réel

- soit f(x) estinfini (—co ou +o)

Dans la pratique, pour calculer la limite lim f(x) , il faut premierement et cela au
x—a

brouillon, remplacer la variable x de la fonction f par le réel a puis effectuer le calcul.
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Exemple: f(x)=x*—-3x+5 et a=2

lim f(x) = lim(x? — 3x + 5)
xX—2 X—2

=22-3%x2+5
=4—-—6+5
=3

I11-1 Limite de fonctions élémentaires
1) Soit n un nombre entier naturel non nul

" lim x™ = 4+ quelgue soit la parité de n

xX—+o0o

/v+00 si n est pair

lim x"
xomee \—oo si n est impair

Exercice résolu
Calculer les limites suivantes

lim x3 lim x® , lim x? , lim x

X—+00 xX—>+00 X——00 xX—>+—00

Proposition de solution

lim x3 = 4o
xX—+00

lim x® = 4+
xX—+00

lim x% = 4+ ( car ’exposant de x est pair )

X——00

lim x5 =—o ( car I’exposantde x est impair )

xX—>+—00

2) Soit n un nombre entier naturel non nul

1 1
lim —=0 et lim — =0  quel que soitlavaleurde n

x—+00 xN x——0o X
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I11-2 Limite en ’infini d’une fonction polynome
La limite d’une fonction polynome en —co ou +oo est égale a la limite du
monome de plus haut degré ( en tenant compte du signe de son coefficient )

Application
lim (x3—x%2+5x+2)= lim x3 =+
x—+00 xX—+0o0

lim (—3x2 +4x —2) = lim —3x% =+

X——00 X——00

=—3><( lim xz)

X——00
= —3 X (+)

= —00

I11- 3 Limite en I’infini d’une fraction rationnelle
La limite d’une fraction rationnelle en —co ou +oo est égale a la limite du
quotient du monoéme de plus haut degré du numérateur par le monéme de plus haut
degré du dénominateur
( '"! Attention au signe des coefficients )

Application

. x3+x2—4x+8 . 3x3 . 3x N

— _— = -_— = (0/e]

xir-lr-loo 2x%2 4+ 5x —3 x—lfl-noo 2x2 x—1>5-n00 2

. x2+x+2 . x? . X

-_—— = = —_—— = —00
xlr}-loo —2x+3 x—l>r-|poo —2x x—l>r-|poo ( 2)
x+1 X 1
lim = lim — = lim — =0
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" Tome 1

Terminale A

I11-4 Limite a droite - Limite a gauche

Soit a un nombre réel.

(1) lim =

x—a —
> X

400

1

— Q0

X

(2) ;Cizng .

Attention a lutilisation de ces formules
Pour certains éléves, limite a droite donne toujours +oo et limite a gauche donne —oo .

Ce n’est pas toujours vrai !

[ Exercice résolu

Calculer les limites suivantes :

I x+3 I 1-—2x y x—1 x+2 I 4x +9
x‘ll%x—z Ly x—7 xl—rgx—B x>—4 x+ 4 R —x+1
> > < < <
Proposition de solution
I x+3 _
lim —— = lim (x+3)><x_2
> >
= chl_r)r% (x+3)><£1_r>121x_2
> >
= 5 X  (4o0)
= 4o
Y 1-—2x _
lim ——7 = lim (1—2x)><x_7
> >
= }CI_I)T% (1-2x) X 561_r>r71x_7
> >
-13 X (400)
= —00
lim 2" _ i (8x — 13
X523 x—3 _xl—r%(x_ )Xx—3
< <
=3161_rg (8x —13) x!cl_rgx_g

<

11

= —00
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Terminale A

lim S22 i (x4 2) %
961><r£14x+4_xLr£14 * x + 4
=, ) < lim g
< <
= —2 X (=)
= 400
. 4x+9 _ i 4 9
lim ——— —xl_r)r{(x+ )X——(x—l)
< <
_ 1
lim

= }Ci_r)r} (4x+9) x

<

= }Ci_r)r} (4x+9) x

<

<
=  -13
= -13

Email : oualefidele@gmail.com
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x—1
<

= }Cl_rg (4x +9) X [— (lim

1
x>l x —1

<

(x
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x:l —(x — 1)

(_

=)

X [= (=) ]

X (+0)
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I11-5 Calculs de limites a partir de la représentation graphique d’une fonction

(1) Calcul de limite en —oc0 ou en +oo
Pour la limite en —oco , on pose la main sur la représentation graphique de la fonction et
le deplacement se fait de la droite vers la gauche

Pour la limite en 40 , on pose la main sur la représentation graphique de la fonction et
le deplacement se fait de la gauche vers la droite

e Si la fonction croit alors le résultat de la limite est +oo

1
1
x—>—00 | I X—>+00
1
1

=
=7
+
8
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e Si la fonction semble évoluée de maniére horizontale alors le résultat de la limite
est un réel
Pour déterminer la valeur de ce réel, on prolonge la partie horizontale de la courbe
afin qu’elle coupe 1’axe des ordonnées. La valeur obtenue sur I’axe des ordonnées
est la valeur de la limite

lim f(x) = -1

x—+00

(2) Calcul de limite en un point

1% cas : la fonction est définie en ce point
Le calcul de limite est "semblable" a la détermination de I’image d’un nombre par une
fonction

Jim £x) =

BLYORE
i !ri_r&f(x) =1
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2°™ cas : La fonction n’est pas définie en ce point

Dans ce cas, on calcule la limite a gauche et la limite a droite de ce point.

Pour la limite a gauche, on pose la main, du coté gauche du point, sur la représentation
graphique de la fonction et le déplacement se fait de la gauche vers la droite

Pour la limite a droite, on pose la main, du coté droit du point, sur la représentation
graphique de la fonction et le déplacement se fait de la droite vers la gauche

- Si la fonction croit alors le résultat de la limite est +oo
- Si la fonction décroit alors le résultat de la limite est —oo

Jim, /) =~
<

Jim, ) = +o0
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Terminale A " Tome 1

/
Exercice résolu

~

Soit f lafonction définie sur |—co; —3[U]—3;2[U] 2;+oo[ dont la représentation
graphique est donnée ci-dessous

|

Déterminer a partir de la représentation graphique de la fonction f les limites suivantes

Jim f@ lm f 5 limf® 5 lmfG)
< > <
lim £ (x) ; Jim £ (x)
>
- J
Proposition de solution

lim f(x) = 4o lim f(x) = — ; lim f(x) = —o

X——00 x—-3 x—>-3
< >
}Ci_r>r21 f(x) = —o0 ; }Clgrzl f(x) =400 ; xl_i)rp@f(x) =2
<

>

Email : oualefidele@gmail.com
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I11-6 Opérations avec les limites
Lorsque cela n’aboutit pas a une forme indéterminée, on peut effectuer les opérations

suivantes avec les limites
(1) Addition
lim( f(x)+ glx) )= lim f(x) + lim g(x)
xX—a xX—a xXxX—a

(2) Produit
lim( f@) xg@)) = (limf()) x (lim g()

(3) Quotient

' f(x))_ lim f(x)
‘m<g(x) " limg(x)

xX—a

I11-7 Formes indéterminées
Dans un calcul de limites, lorsqu’on ne peut pas conclure, on dit qu’il y’a une forme

indéterminée. On releve quatre types de formes indéterminées :

0 00
— — 0 X oo 00 — 00
0 oo
Dans ce cas , I’éléve sera amener a transformer la limite afin de lever cette

indétermination en utilisant I’une des méthodes suivantes :

- La factorisation
- L’expression conjuguée
Attention : Les formes suivantes ne sont pas des formes indéterminées :
o0 0 . Réel Réel

.
)

Réel ’ Réel ’ 0 00
Pour ne pas les oublier on peut se servir de la phrase :
« IRl de ORO est le ROl de RIO »
IRI: o sur Reel donne o
ORO: 0 sur Réel donne 0

ROI: Réel sur 0 donne o
RIO: Réel sur oo donne O

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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I11-8 Interprétation graphique de limites et Asymptotes

Limites Interprétation
_ La droite d’¢équation x = a est une
Asymptote lim f(x) = +oo asymptote verticale a la courbe (C;)
verticale : :
_ La droite d’équation x = a est une
lim f(x) = —c asymptote verticale a la courbe (C;)
La droite d’équation y = b est une
Jim f(x) =D asymptote horizontale a la courbe
Asymptote (Cr) en —oo
horizontale _ La droite d’équation y = b est une
Jim f(x) =D asymptote horizontale & la courbe
(Cr) en +oo
La droite d’équation y = ax + b est
lim [f(x) — (ax + b)] = 0 une asymptote oblique a la courbe
Asymptote | x—>-c (C) en —oo
oblique La droite d’équation y = ax + b est
lim [f(x) — (ax + b)] = 0 une asymptote oblique a la courbe
x—+0o (Cr) en +oo
Astuce

Asymptote verticale
L’équation est de la forme x = réel

Asymptote horizontale
L’équation est de la forme y = reéel

Asymptote oblique
L’équation est de la forme y =ax+ b
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111-9 Continuité

a- Comment montrer graphiquement qu’une fonction est continue sur un

intervalle ?

Graphiquement lorsqu’une fonction f est continue sur un intervalle, on peut parcourir la

courbe (Cr) sans lever la main.

(¢r) |

Par contre si la fonction f n’est pas continue en a , on est obligé de lever la main au

point d’abscisse a lorsqu’on parcourt la courbe (Cf)

Remarque

Lorsque la fonction f n’est pas continue en a , on dit f est discontinue en a

Email : oualefidele@gmail.com
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Autre cas de figure ou la fonction n’est pas continue en un point d’abscisse a

(¢r) |

b- Comment montrer qu’une fonction est continue en utilisant les calculs de
limites ?
Une fonction f est continue en un point a lorsque les deux conditions suivantes
sont vérifiées :
(1) a appartient a I’ensemble de définitionde f  ( a € Dy )

() limf@)=f@
Exercice résolu

On considere la fonction rationnelle f définie sur R par
x?+4x+3

fo)=——— e f(-D=2

a- Justifier que : x2 +4x +3 = (x + 1)(x + 3)

b- Calculerxlirgl f(x)

c- En deduire que f est continue en —1

- J

Proposition de solution
a- Justifions que x2 +4x + 3 = (x + 1)(x + 3)

x+1Dx+3)=x*>+3x+x+3
=x%*+4x+3
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donc x> +4x+3=(x+1)(x+3)

b- Calculons lim f(x)

x—->-1

lim £ = 1 x® +4x+3
xg?if x __xg?l x+1

(x+1)(x+3)

= lim
x—>—1 x+1
(x+1)(x+3)
xo-1 x+1

= lim (x+ 3)
x--1

=—1+3

=2

donc lim f(x) =2

x--1

—_————- - e~

Comme —1€ Dy et limlf(x) =2=f(-1)
X——

On déduit donc que f est continueen —1

c- Continuité d’une fonction sur un intervalle [a; b ]

Une fonction f est continue sur unintervalle [a ;b ] si elle est continue en tout
point de cet intervalle

* Cas particulier des fonctions polyndmes et les fonctions rationnelles

Les fonctions polyndmes et les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de
définition.
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I- APPLICATION DE LA DERIVATION

1- Tableaux récapitulatifs des derivées

Terminale A " Tome 1"
i fonctions
fonctions I
dérivées
u+v u +v
axXu ,
aXxXu

(a estunréel)

) fonctions
fonctions e
dérivées
a
, 0
( estunréel)
X 1
ax a
x™ nxx"1
1 1
X X2
1 n
x_n o xn+1
JE 1
X
2\x
COS X —sinx
sin x COS X

Email : oualefidele@gmail.com

UXv u'xv + vXxu
un nxu xutl
ax+b aXxd — cXb
cx +d (cx + d)?
u u'xv — vxu
v v2
1 —u’
u u?
1 nxu'
F o un+1
ul
Vu
2\Vu
cos(ax + b) —a X sin(ax + b)
sin(ax + b) a % cos(ax + b)

——
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Remarque
(1) La dérivée d’un nombre réel est égale a 0 ( zéro) quelque soit ce nombre
(2)'=0 ; (1000)" = , (=5)'=0

(2) Ladériveede x estégalea1
Pour déterminer la dérivée d’un nombre réel multiplié par , on ne touche pas le
nombre réel mais on ne dérive que le x
(3x) =3x(x))=3%x1=3
(8x) =8x(x))=8x1=8

(—6x) =—-6%Xx(x) =—-6%x1=-6

De maniére simple: (3x)' =3
(8x)' =8
(—6x)' = —6

(3) La dérivée du mondme x™
(x™) =nxx™1

I’exposant devient le coefficient
le nouveau exposant est égal a I’ancien exposant moins 1

(x3) =3 xx31=3xx?%=3x2

(x?) =2xx?"1=2xx'=2x

(x%) =5xx°>"1=5xx*=5x*

(6x*) =6x(xY) =6x(@xx*1)=6x(4xx3)=24x3
(=7x3) ==7x(x3) =—-7TxBxx31)=-7x(3xx?%)=-21x2

(4) La dérivée d’un polynome
Pour déterminer la dérivée d’un polynome, on dérive chaque mondme composant
ce polynéme
(2x3 —4x*>+3x+1) = (2x3)" — (4x?)" + (3x) + (1
=2(x3)" — 4(x%)’ + 3(x)' +0
=2x%X3x2—4x%x2x +3x1 +0
= 6x> — 8x + 3
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(2x2+7x—-8) = (2x%)' + (7x)) — (8)
=2(x%)" + 7(x)) + 0
=2X2x + 7X%X1

= 4x* + 7
[ Exercice résolu )
Déterminer la dérivee de la fonction f dans chacun des cas suivants :

a) f(x)=2x+3 b) f(x)=1-—x? c) f(x)=3x2—x+2
c) f(x) =—-5x2+4x—7 e) f(x)=2+% f) f(x) =6vVx

2x —1 1 ) 1
9) f(x)=x+3 h)f(x)=4x+7 ) f(x)=(1_T)3
) fO)=vZE—5 ) f@ =22 == 1) fG) = @x+ 1

Proposition de solution

a) f'(x) =2

( carladérivéede 2x est 2 et ladérivéede 3 est 0 )

b) f'(x) =-2x
( carladérivéede 1 est 0 et ladérivéede x? est 2x )

c) fl(x) =3x2x—1
=6x—1

( car ladérivée de x% est 2x, ladérivéede —x est -1 et ladérivéede 2 est 0 )

d) f'(x) = —10x + 4

1
Q) f()=-—
( carladérivéede 2 est 0 et ladérivée de 1 st _iz )
X X

1 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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) £ =6(x)

1
=6X—

2Vx

3
Vx

Rx—1D)'(x+3)—(x+3)'(2x—-1)

9 f'(x)=

(x + 3)?

_2(x+3) — 1x(2x—-1)

B (x + 3)?

_ 2x+6 —2x+1

B (x + 3)?

_ 7

(x4 3)2
" Remarque \:
| 21 L 2x3) = (1x(=1) i
i f(x)_x+3 = f)= (x + 3)? i
| L 6=(-1) |
i = f(x)——(x+3)2 i
| o 6+1 i
| = [0 =G |
| T |

, o —(Ax+7)
N S =7y
_ —4
~ (4x + 7)2
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—-3(1 —2x)’
(1 — 2x)3*
_—3x (-2)
- (1 -2x)"
_ 6
- (1-2x)*

) £ =

N 3 (2x = 5)'
N T

k) f'(x)=2x—

) f'(x) =5x@Bx+1) x (3x +1)>7!
=5x%3 X (3x+ 1)*
=15(3x + 1)*
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2- Utilisation de la dérivée d’une fonction

a) Sens de variation d’une fonction

Pour déterminer les variations d’une fonction f sur un intervalle [ a ; b ], il suffit de
connaitre le signe de la dérivée f” sur cet intervalle .

* Sipourtout x € [a;b], f'(x) >0 ( f' eststrictement positivesur [a;b] )
alors f est strictement croissante sur [a ;b |

* Sipourtout x € [a;b], f'(x) <0 ( f eststrictement négativesur [a;b] )
alors f est strictement décroissante sur [ a; b |

* Sipourtout x € [a;b],f'(x) =0 ( f" estnullesur [a;b] )
alors f estconstantesur[a;b ]

_____________________________________________________________________________________________________________________

Attention
On peut donner le signe de la dérivée d’une fonction sur la réunion de deux ou plusieurs
intervalles par contre le sens de variation est donné sur un intervalle.

Exemple
- Signe de la dérivée suivant les valeurs de x

Vx€]-oo; —1[U]2;+0[, f'(x) >0
- Sens de variation /
On neditpas: f est strictement croissante sur |—oo; —1[ U] 2; 4+oo[

Mais on dit plut6t
f eststrictement croissante sur |—oco; —1[ et sur ]2;+oof

b) Equation de la tangente en un point a
Pour déterminer une équation de la tangente (T") a la courbe (C;) au point d’abscisse , il
faut d’abord calculer f(a) et f'(a) , puis utiliser la formule suivante :

M: y=f@xx-a)+f(a)
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| Exercice résolu
Déterminer une équation de la tangente (T) au point d’abscisse 2 a la courbe (Cf) de la
fonction f définiesur R par f(x) =x*—x+3 .

Proposition de solution
Calculons d’abord f(2) et f'(2)

- Calculons f(2)
f(2)=22-243=5

- Calculons f'(2)
Pour déterminer f'(2), il faut utiliser la dérivée de la fonction f
Or pourtout x e R, f'(x)=2x—1
donc f(2)=2%x2 -1 =3

Une équation de la tangente (7)) & la courbe (Cr) au point d’abscisse 2 est :
y=f2)xx-2) + f(2)
Par conséquent
y=f"2Q)xx-2)+f2) = y=3xx—-2)+5
= y=3x—6+5
= y=3x-1
On conclut donc qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point
d’abscisse 2 est: (T): y=3x—1

¢) Tangente horizontale

La courbe (Cf) admet une tangente horizontale au pointa si f'(a) =0
De plus I’équation de cette tangente est : y = f(a)

d) Extremum relatif d’une fonction
(1) Définition

On dit qu’une fonction f admet un extremum en un point x, sience point la dérivée
f' de la fonction s’annule en changeant de signe
I1 y’a deux types d’extremums : les minimums et les maximums

(2) Conséequence de la definition
Si une fonction f admet un extremum relatif en x, alors f'(x,) =0
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X |a Xo b X |a Xo b
f'(x) + 0 - f'(x) - 0 +
M
f(x) f(x) /
m
f admet un maximum relatif M en x, f admet un minimum relatif m en x,

Exercice résolu

1- Démontrer que : x2+x —6 = (x + 3)(x — 2) 1

2- On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = §x3 + Exz —6x+1
a) Calculer la dérivée f' de f
b) Etudier les variations de f
c) Calculer les limitesde f en —oo et en 4o
d) Dresser le tableau de variation de f
e) Déterminer les extremums relatifs de f

Proposition de solution
1- Démontronsque : x2+x—6 = (x +3)(x — 2)

(x+3)(x—2)=x*>—-2x+3x—6
=x2+x—6
Onconclutdoncque: x2+x—6 = (x+3)(x — 2)

2- a) Calculons la dérivée f' de f

1 1
Pourtout x e R, f'(x) = 3 X (3x%) + 5 X (2x) -6

=x’+x—6

b) Etudions les variations de f
Pour étudier les variations d’une fonction , il faut connaitre le signe de sa
dérivée suivant les valeurs de x
Pourtout x eR, f'(x) =x?+x—6=(x+3)(x — 2)

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Tableau de signe de f'(x) suivant les valeurs de x

X — 00 -3 2 + o
x+3 - ) +
X —2 — ( - ( +
f'(x) + - 9+

On conclut que :
- Pourtout x € |—o;-3[U]2;4+0[, f'(x)>0

donc f eststrictement croissante sur ]—oo; —3 [ et sur] 2;+oo[

- Pourtout xe]-3;2 [, ff(x)<0
donc f eststrictement décroissante sur]—3;2 [
c) Calculons les limitesde f en —oo et en 4o

e€n —oo

1 1
lim f(x) = lim <—x3+—x2—6x+1>
X——00 x—>—00 \ 3 2
— 1- 1 3
= Jim, 3x
= —O00
en +oo
lim £(x) = I (1 3422 6 +1)
x—1>r-|¥loofx _x—1>r-l¥loo 3x Zx x
1
= lim —=x3
X—+00
= 400

d) Dressons le tableau de variation de f

X —00 -3 2 + oo
f'@) e
16

29 400
2
/ \ 19 /
—o0 _?

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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e) Déterminons les extremums relatifs de f
* En —3 , f'(x) s’annule et change de signe donc f admet un extrémum

relatifen —3 29
( plus précisément c’est un maximum relatif dont la valeur est —— )

* En 2, f'(x) s’annule et change de signe donc f admet un extrémum

relatif en 2 19
( plus précisément c’est un minimum relatif dont la valeurest _—_~ )

3- Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

f est strictement f est strictement
croissante décroissante
Intervalle I f(H f()
[a;b] [ f(a); f(B)] [ f(b); f(a)]
[asbl [ fla); limf(x) lim £ (%) ; f(a)]
la;b] ] lim f(x) ; f(b) fb); }Cigplf(x)[
la;bl ] lim £ (x) ; ;;g,;f(x)[ ] lim £(x) 5 Jim f (x) [
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;S - ----"""""--""-""--"---"--"---"---"-----"-"---—-- ~
| Remarque |
: Pour déterminer I’image d’un intervalle par une fonction continue et strictement :
| monotone, on peut aussi utiliser le tableau de variation :
I
I I
| X —00 -3 -1 0 1 3 5 + oo ||
I I
L () + 0 |~ - —05 0 + :
: +00 “ 0 |1
I I
: . / \ 3 \ _0,5/' :
| 0 / '
: 2 —00 Y -1 :
I I
: L’image de l’intervalle |—oo; —3] par la fonction f est I’intervalle | 2 ;4 ] :
: L’image de l’intervalle ]—3; —1[ par la fonction f est ’intervalle |—o0 ;4 [ :
. . |
: L’image de l’intervalle [ 1;3 ] par la fonction f est I’intervalle [—1;0 ] }
\

e Solution de I’équation f(x) =0

v' Méthode graphique
L’équation f(x) = 0 admet une solution lorsque la représentation graphique
(Cf) de la fonction f coupe I’axe des abscisses en un point

De maniére générale, le nombre de solutions de 1’équation f(x) = 0 est égale au
nombre de fois que la courbe (C;) coupe I’axe des abscisses

v Méthode utilisant la variation de la fonction
Pour montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans un
intervalle [ a ; b ] il suffit de montrer que :
a) f estcontinue et strictement monotone ( c¢’est-a-dire strictement croissante
ou strictement décroissante ) sur [a;b ]
b) Vérifier que f(a) et f(b) sont de signes contraires

Exercice résolu
Soit f lafonction definie sur R par: f(x) =x3+3x—1
a) Déterminer la dérivée f'de f
b) Etudier les variations de f
c) Démontrer que 1I’équation f(x) = 0 admet une unique solution «a telle que
O0<ax<l1
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Proposition de solution
a) Pourtout x e R, f'(x) =3x%+3

b) Pourtout x e R, f'(x) >0
donc f est strictement croissante sur R

c) f eststrictement croissante sur R, or ] 0; 1] est une partie de R ,par conséquent
f est strictement croissante sur ] 0; 1] .

deplus f(0)=—-1¢et f(1) =3 ( f(0) et f(1) sontde signes contraires )
donc I’équations f(x) = 0 admet une unique solution a telleque 0 < a < 1.

e Valeur approchée de «a, solution de I’équation f(x) = 0
Lorsqu’on ne peut pas trouver la valeur exacte de a (solution de 1’équation f(x) =0),
on peut déterminer une valeur approchée de a ou dans certains cas donner un
encadrement de a par deux nombres décimaux consécutifs. Pour cela, on dispose d’au
moins trois (3) méthodes :

(1) la méthode de balayage
(2) la méthode de dichotomie
(3) Alternance de la méthode de balayage et de la méthode de dichotomie

e C(Cas pratique de I’application des différentes méthodes

Exercice résolu
Soit f une fonction définie sur R par f(x) = —x3—3x+2.
f est continue et strictement décroissante sur ] 0; 1 [ . On suppose que 1’équation
f(x) = 0 admet une unique solution a« dans ] 0; 1 [ . Donner un encadrement de « par
deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 2 par :

a) La méthode de balayage

b) La méthode de dichotomie
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Proposition de méthode

fO)=2 e f(1)=-2

a) Méthode de balayage
1 étape : encadrement de a par deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 1

X 0/01{02{03|04/05|06|07|08|[09]| 1

Signedef(x) | + | + | + |+ |+ |+ |- | -] -] —| -

On déduit du tableau ci-dessus que : 0,5 < a < 0,6

2°™ étape : encadrement de a par deux nombres décimaux consécutifs d’ordre 2

X 0,51/051/052/0,53|0,54(/055/0,56|0,57/0,58]0,59|0,6

Signedef(x) | + | + | + | + | + | + | + | + | + | + | -

On déduit du tableau ci-dessus que : 0,59 < a < 0,60

(- -~ - -—"-"-"F-—"-"-"-""-"""""""""""""F"""=""="F"=""="="F-"F="-"=-"-"-"-"="F¥=""="”"="”""”""”"”"”"”"”""”""”¥"” "” = B
| Remarque

|
:0, 59 est une valeur approchée par défaut de «a :
: 0,60 est une valeur approchée par exces de a :

( Remarque
Cette méthode peut aussi se présenter sous forme de tableau
Signe de
a b ath a+b Encadrement de

© =)

Oéme

On arréte les calculs lorsque , au 1 pres ( c’est-a-dire 2 chiffres apres la virgule ) ,
a est encadrer par deux nombres consécutifs

f(a) et f(b) sont toujours de signes contraires ; ¢’est-a-dire :
Si f(a) est positif alors f(b) est négatif
Si f(a) estnégatif alors f(b) est positif
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Encadrement de a¢: a<a <b

Pour déterminer le nouvel encadrement de « , on calcule atb

puis on

a+b)

détermine le signe de f( >

1% cas: f(a)>0 et f(b)<O

a+b a+b

*  Si f( ) > 0 alors > remplace le nombre qui a une image positive
a+b

c’est-a-dire a donc le nouvel encadrementde « est: — <a<hb

* S f(a-zl_b)<0 alors

c’est-a-dire b donc le nouvel encadrementde a est:a < a <

b : : o
remplace le nombre qui a une image négative
a+b

2

2°™ cas: f(a) <0 et f(b)>0

*  Si f( z ) > alors ¢ +b remplace le nombre qui a une image positive

a+b
2

9 A H 2
c’est-a-dire b donc le nouvel encadrementde a est: a< a <

* Sj f(a-zl_b)<o alors

- 2
c’est-a-dire a donc le nouvel encadrement de « est: @+ D
—2 <a<b

atb remplace le nombre qui a une image négative
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Dans I’exercice propos¢ a=0 et b=1

deplus f(a)=f(0)=2>0 et fb)=fA)=-2<0

a b ? ; b Slinj_ (lj,e Encadrement de a
(=)

0 1 0,5 + 05<a<l1

0,5 1 0,75 - 0,5 <a<0,75
0,5 0,75 0,62 - 0,5<a < 0,62
0,5 0,62 0,56 + 0,56 < a < 0,62
0,56 0,62 0,59 + 0,59 < a < 0,62
0,59 0,62 0,60 - 0,59 <a<0,60

On déduit du tableau ci-dessus que : 0,59 < a < 0,60

Attention : Eviter de faire de grands calculs, on peut prendre une partie des nombres
décimaux, c’est-a-dire pour 0,5625 on peut prendre 0,56
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Cﬁa/;ifre 2: || PROBABILITES

| - DENOMBREMENTS
On ne peut pas parler de probabilités sans parler de déenombrements ; car les

déenombrements sont la base des probabilités.
Pour dénombrer ( compter) on peut utiliser :

(1)Le comptage
0;1;2;3;4;:;5;6;7;8;9;...

(2) Un arbre de choix

(3) Un tableau ( tableau a double entrée, ... )

1 2 3 4
a (a;1D) | (a;2) | (a;3) ]| (a;4)
b (b;1) | (b;2) | (D;3) | (b;4)

(4) Un diagramme ...
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(5)Les nombres A2 , n! , CP et n?
n et p sontdeux entiers naturelstelsque 1<p<n
o AP (Arrangement de p dans n )

AA=nxn-1Dx..x(n—p+1)
_

—

——
p facteurs décroissants commengant par n

Exemple

A% selit arrangement de 2 dans 5

A2 =5 x4 ( 2 facteurs décroissants commencant par 5 )

A5 selit arrangement de 4 dans 9

A5 =9x8x7x6 (4 facteurs décroissants commencant par 9 )

A3 selit arrangement de 3 dansn

A3 =nx(n—1)x(n—2) ( 3 facteurs décroissants commengant par n )

e n! ( Factoriel n)

n=nxn—-1)XxXMn—-2)x..x3x2x1
— —— _

n facteurs décroissants commengant par n

Exemple
3! selit factoriel 3 ; 3'=3x2x%x1
5! selit factoriel 5 ; 5l =5Xx4x3x2x1
—rF—F—F""F~F~F~FF~~YY—~FY~™FY™™—"f™Y™F™¥™—F™™—™—FT"™FF—"YF—YF™FTF~——F"—F"®="™FT"FFF~~—F7—F"FT"F®"®"D7Fr®7Fr- +7FTrT77Fm"F—F—/——77—7—— bl
| Remarque: ' I
. |
i Expression factoriel de 45, : AP = (nﬁ 5 |
S b }
e CP (Combinaison de p dans n )
n!
p (n — ) |
P = An  autrement dit P = (n—pt__ ™
p! p! p! (n —p)!

Email : Oua[eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

{771




Marathon de Buffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Exemple
C% selit combinaison de 2 dans 6

Az 6x5 30

21 2x1 2 15

2
6
C3 selit combinaison de 3 dans5

A§_5><4><3_60_10
31 3x2x1 6

Propriéte

(1) Par convention pour tout nombre entier naturel n non nul ; on a
=1 , Cl=n e =1

(2) Soit n et p deux nombres entiers naturels telsque: 1< p<n-1

ct=ct i+, et =7

n-1
Exemple
1) ¢c0=1 , Cl=4 e Ct=1
cP=1 , Ci=7 e (C]=1
(2) Ce= C&*=CE . = (=G
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a) Triangle de Pascal

01|23 |4 |56 |7 89|10
0 |C

1|c)|ct

2 | C)|C}|CE

3. ¢cY|cl|ci|cs

4 1¢clict|cz|c3|ct

5 1¢c|ci|cilcd|ci|c

6 |CO|Ci|Ccé|c|ctlc|ce

71CY|CH ICE|C3|crce|celcC)

8  cllcd|ciiciicglcyics|cy| cd

9 |CI|Cs|C2C3|Cy|C3|cs|cy|cd|cy

10 | Cy | Cio | Cio | Cio | Cio | Co | Cro | Cio | Co | Cro | Cio
0|12 (3|4, 5|6 |7 |8)|9| 10
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 | 1 4 6 | 4 1

5 |1 511010 | 5 1

6 1 6 |15 (20| 15| 6 1

7 1|7 (213535217 |1

8| 1|8 |28|56|70|56|28| 8 |1

9 1 9 | 36 |84 (12612684 | 36 | 9 1
10| 1 |10 | 45 (120(230|252(230(120| 45 | 10| 1
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b) Différentes parties d’un ensemble fini

A " Tome 1"

Soit A et B deux parties non vides d’un ensemble fini E

B

Ensembles Présentations El!éments de
ensemble
.. 5
,/ fff//@‘% (&) by
E 7 %/% 7,8, 11, 12,
2 7
7 /4/4@. 14,15, 19, 21
% (B
ANB () 5 s
A inter B e
A\B e 7,12, 19, 21
A privé B e
B\ 4 e 1, 11, 14
B privé A e
AUB Q 1,7,8,11,12,
A union B e 14, 15, 19,21
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c) Outils de dénombrement

De maniére genérale les exercices de denombrements peuvent étre assimilés a deux
types de tirages :
les tirages simultanés et les tirages successifs
Soitp etn deux nombres entiers naturelstelsque: 1 <p <n
On tire p éléments dans un ensemble de n éléments. Pour les différentes formules
on peut s’aider du schéma ci-dessous

Simultané —---——-—-——-——————————— > Combinaison CP
( pas ordonné )

Tirage
p <n ——> Arrangement Aﬁ

(ordonne)

/ Sans remise
. =N ___ 1
Successif \ p > Permutation n!

Avec remise ——————_____ > P-liste n?P

Tableau récapitulatif
n et p sont deux entiers naturelstelsque: 0 <p <n.
On considere un tirage de p éléments dans un ensemble qui contient n éléments.

: Répétition des
Tirages Ordre be Formules
éléments
Les éléments 14
du tirage ne Chaque élément
Simultanés est tiré une seule | Combinaison C%
sont pas : n
. fois
ordonnés
: p
Les éléments o SI p <n Arrangement A
sans : Chaque élément "
i du tirage sont o
remise |  J1onnés est tiré une seule i 5 tat |
, i [ =n Permutation n!
Successifs fois p
Les éléments | Chaque element
avec : i :
remise du tirage sont peut étre tiré P-uplet (ou P-listes) n?
ordonnés plusieurs fois

81 1 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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(1) En dénombrements :
le mot « et » conduit a une multiplication
le mot « ou » conduit a une addition

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
: |
| (2) Tirer au moins une boule blanche |
l . . . . g |
| e Dans un tirage de 3 boules, tirer au moins une boule blanche signifie que |
l parmi les boules tirées il peut y avoir : soit 1 boule blanche , soit 2 boules |
i blanches , soit 3 boules blanches i
I e Lorsqu’on demande de determiner le nombre de tirages contenant au moins |
i une boule blanche, on peut faire simplement le calcul suivant : |
- - V4 \ I
| le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est égale a la |
| différence du cardinal de I’Univers et du nombre de tirages ne contenant pas |
|
| de boules blanches i
: |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

au moins une boule
on commence par une boule etonaugmente: 1 ; 2 ; 3 ; 4;...

(3) Tirer au plus une boule blanche
Tirer au plus une boule blanche signifie que parmi les boules tirées il peuty
avoir : soit 0 boule blanche , soit 1 boule blanche
au plus une boule : on commence par une boule et on diminue : 1 ; 0

—_—_——— - e —

[ Exercice résolu

Une urne contient 4 boules blanches, 5 boules rouges et 1 boule noire.

On tire simultanément 3 boules de 1’urne
a) Déterminer le nombre de tirages possibles
b) Deéeterminer le nombre de tirages contenant des boules de méme couleur
c) Déterminer le nombre de tirages contenant des boules de couleur différente
d) Déterminer le nombre de tirages ne contenant pas de boules blanches
e) Déterminer le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche
f) Déterminer le nombre de tirages contenant au plus une boule blanche

Proposition de solution
Tirage simultané = Combinaison
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Déterminons le nombre de tirage possible
On tire 3 boules dans une urne qui contient 10 boules ( C3, ) .
Le nombre de tirages possiblesest : €3, = 120

b) Déterminons le nombre de tirages contenant des boules de méme couleur

Les 3 boules tirées étant de méme couleur alors elles sont : blanches ou rouges

Remarque
On ne peut pas tirer 3 boules noires car il n’y a qu’une seule boule noire

On tire donc 3 boules blanches parmi les 4 boules blanches ( C; ) ou 3 boules

rouges parmi les 5 boules rouges ( C3 )
Le nombre de tirages contenant des boules de méme couleur est :

C; + C2 = 4+10=14

Déterminons le nombre de tirages contenant des boules de couleurs différentes
Les 3 boules tirées étant de couleurs différentes alors le tirage est compose de :
1 boule blanche et 1 boule rouge et 1 boule noire

On tire donc 1 boule blanche parmi les 4 boules blanches ( C7 )
et 1 boule rouge parmi les 5 boules rouges ( C5 )

et 1 boule noire (il n’y a qu’une boule noire ) ( C{ )
Le nombre de tirages contenant des boules de couleurs différentes est :

CIXCIxCl=4%x5%x1=20

d) Déterminons le nombre de tirages ne contenant pas de boules blanches

e)

Email : oualefidele@gmail.com

Dans 'urne il y’a 6 boules ( 5 boules rouges et 1 boule noire ) qui ne sont pas
blanches.

On tire donc 3 boules parmi les 6 boules qui ne sont pas blanches ( C2 )

Le nombre de tirages ne contenant pas de boules blanches est :

Ce =20

Déterminons le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche

Dire qu’il y’a au moins une boule blanche dans les boules tirées signifie que le
minimum de boules blanches dans le tirage est 1

Par conséquent parmi les 3 boules tirées il peut y avoir 1 boule blanche ou 2 boules
blanches ou 3 boules blanches

( \Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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Remarque |
On a 4 boules blanches et 6 boules qui ne sont pas blanches !

On tire donc
1% cas : 1 boule blanche parmi les 4 boules blanches ( C1 ) et 2 boules parmi
les 6 boules qui ne sont pas blanches (CZ) (€} x C2)
ou
2°™ cas : 2 boules blanches parmi les 4 boules blanches ( CZ ) et 1 boule parmi
les 6 boules qui ne sont pas blanches (C2) (CZ x C})
ou
cas : 3 boules blanches parmi les 4 boules blanches ( C7 ) et 0 boule parmi
les 6 boules qui ne sont pas blanches (C2) (€3 x ¢2)

3éme

Le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est :
CIXxC? 4+ C2XCH+ C3xC)=4x15 + 6x6 + 4x1
= 60 + 36 + 4
= 100
Autre méthode
Lorsqu’on tire 3 boules de I’urne, on peut avoir :
0 boule blanche et 3 boules qui ne sont pas blanches
1 boule blanche et 2 boules qui ne sont pas blanches
2 boules blanches et 1 boule qui n’est pas blanche
3 boules blanches et 0 boule qui n’est pas blanche
Or avoir au moins une boule blanche dans les boules tirées signifie que le minimum
de boules blanches dans le tirage est 1,
par consequent le nombre de tirages contenant au moins une boule blanche est égale a la
différence du nombre de tirages possibles ( C3, ) et du nombre de tirages ne
contenant pas de boules blanches ( C2)
Cy — CYx €2 =120 — 20 =100

~—N—_————e— e —

f) Determinons le nombre de tirages contenant au plus une boule blanche
Dire qu’il y’a au plus une boule blanche dans les boules tirées signifie que le
maximum de boules blanches dans le tirage est 1
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Par conséquent parmi les 3 boules tirées il peut y avoir 0 boule blanche ou 1 boule
blanche
On tire donc

1% cas : 0 boule blanche parmi les 4 boules blanches ( C2 ) et 3 boules parmi
les 6 boules qui ne sont pas blanches (C2) (C2 x C2)

ou

2°™ cas : 1 boule blanche parmi les 4 boules blanches ( C} ) et 2 boules parmi
les 6 boules qui ne sont pas blanches (CZ) (Ci X C?)

Le nombre de tirages contenant au plus une boule blanche est :
C)o X C2 + C; X C:=1%x20 + 4x15

= 20 + 60

= 80
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Il - PROBABILITES

On ne peut faire des exercices de probabilités sans maitriser le vocabulaire des
probabilités : éventualité , univers , événement , ...

a) Vocabulaire

e Expérience aléatoire
Une expérience aléatoire est une expérience dont on ignore d’avance les résultats

e Eventualité
Une éventualité est un résultat possible d’une expérience aléatoire.

e Univers
L’ensemble des résultats possibles est appelé univers des éventualités.
On le note souvent © ou U .

Evénements
Toute partie vide ou non de I’univers est appelée evénement.
Il est généralement noté par une lettre majuscule: A , B, C ...

Evénement élémentaire
C’est un €événement qui contient une seule éventualité.

Evénement impossible
C’est un €événement qui ne contient aucune ¢éventualité¢ de ’'univers

Evénement certain
C’est un événement qui contient tous les éventualités de ’'univers. C’est ’'univers

Evénement contraire
L’événement contraire d’un événement A est I’événement qui contient les
éventualités qui sont dans 1’univers sans étre dans A . On le note A

Evénements équiprobables
Deux événements A et B sont équiprobables lorsqu’ils ont la chance d’étre
réalisés
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Intersection de deux événements
L’intersection de deux ¢vénements A et B est I’événement qui contient les
éventualitésde Aetde B. Onlenote AN B

Réunion de deux événements
La réunion de deux événements A et B est I’événement qui contient les
éventualités qui sont :

Soit seulement dans A

Soit seulement dans B

Soitdans A et B (ANB)

OnlenoteAUB

Remarque

Card (AUB) = Card A+ Card B — Card (AN B)
Card (AN B) = Card A+ Card B — Card (AU B)
Card (A\ B) = Card A— Card (AN B)

Card (B\ A) = Card B — Card (AN B)

Evénements incompatibles

Deux événements A et B sont incompatibles lorsqu’ils ne peuvent pas se réalisés
concomitamment ; d’ou ANB =@ (I'ensemble vide)

e Cardinal d’un événement
On appelle cardinal d’un ensemble le nombre d’¢léments de cet ensemble.
En particulier, on appelle cardinal d’un événement A est le nombre de cas
favorables a cette événement ; il se note card(A)
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b) Probabilité d’un événement
(1) Definition
Soit Q 'univers des éventualités d’une expérience aléatoire
On parle de probabilité lorsqu’a toute éventualité de Q ( ou a tout événement ) on

associe un nombre réel P comprisentre0O et 1 (0<P <1 ).
La probabilité P vérifie les conditions suivantes :

I- Pour toute partie A de Q (tout événement ),ona: 0 <P(A) <1
La probabilité de tout événement est comprise entre 0 et 1

ii- P(Q) =1 et P(@)=0
La probabilité de 1’univers est égale 1
La probabilité de 1’événement impossible est égale 0

iii- Si A={e;; e, ;..;e,} aors P(A) =P{e}) +P{e,}) +--+P{e,})
La probabilité d’un événement est égale a la somme des probabilités des
événements élémentaires qui composent cet événement

(2) Probabilité d’événements particuliers
Evénement impossibleA = P(4) =0
Evénement certain A = P(4) =1
Evénement contrairede Anoté A = P(A)=1-P(4)

Réunion de deux événements AetB = P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

P(ANnB)=0
Deux événements incompatibles AetB =
P(AUB) = P(A) + P(B)

RY)
@
3
QD
=
Q9
c
)
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(3) Probabilité d’un événement dans un cas d’équiprobabilité
» Equiprobabilité
On parle d’équiprobabilité lorsque tous les événements élémentaires ont la méme

probabilité ( ¢’est-a-dire que tous les événements élémentaires ont la méme chance d’étre
réalises) .

| Remarque
| En classe de Terminale A , les exercices de probabilités portent sur les cas
| d’équiprobabilité.

= Calcul de probabilité d’un événement dans un cas d’équiprobabilité

Pour calculer la probabilité d’un événement , on calcule

d’abord le cardinal de I’univers ( le nombre de cas possibles ) ,

puis la cardinal de 1’événement A ( le nombre de cas favorables a I’événement A )
La probabilité de 1’événement A est définie par :

Nombre de cas favorable a A _ card(A)
Nombre de cas possibles — card(Q)

P(A) =

| Attention :
i La probabilité P de tout évenement est un nombre positif inférieur ou égal a 1
! End’autrestermes: 0 <P <1

Cas particulier du tirage d’un seul élément

Lorsqu’on tire un seul ¢lément ;

pour le calcul des probabilités on peut ne pas utiliser les formules usuelles (
Combinaison , Arrangement , Permutation , p-uplet ) mais faire simplement : « le nombre
d’¢léments favorables divisé par le nombre total d’¢léments »

Exercice résolu
Une urne contient 5 boules rouges et 3 boules noires ; toutes indiscernables au toucher
.On tire une boule de I’'urne. Calculer la probabilité¢ des événements suivants :
a) A :« Tirer 1 boule rouge »
b) B : « Tirer 1 boule noire »
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Proposition de solution
a) Calculons la probabilité de I’événement A

On a 5 boules rouges (nombre d’¢léments favorables) et 8 boules dans I’urne
(nombre total d’éléments )

5
b) Calculons la probabilité de I’événement B

On a 3 boules noires (nombre d’¢léments favorables) et 8 boules dans I’urne
(nombre total d’éléments )

3

Exercice résolu

Dans une classe de Terminale A du Lycée moderne d’Agnibilékrou, les éleves sont
repartis dans un tableau suivant leur moyenne la plus elevée parmi les matieres
suivantes : Francais , Histoire-Géographie et Philosophie.

Francais | Hist-Géo | Philosophie | Total
Gargons ©) 13 5 27
Filles 20 8 15 43
Total 29 21 20

1) Donner I’effectif de cette classe

2) On choisit un éléve au hasard ; calculer la probabilité des événements suivants :
a- A : «1’¢léve est une fille »

b- B : «1’¢éléve est un gargon dont la moyenne la plus ¢élevée a été obtenu
en Philosophie »

c- C : «lamoyenne la plus ¢levée de I’¢leve a été obtenu en philosophie ou
en Francais »

Proposition de solution

1) L’effectif de la classe est 70

. s 43
2) a-1ly’a 43 fillessurles 70 éleves ; donc P(A) ==
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b- Il y’a 5 garcons dont la moyenne la plus élevée a été obtenue en Philosophie ;

5 1
donc P(B) = 5=12

c- I1y’a49 ( 29 + 20) eéleves dont la moyenne la plus élevée a été obtenue
49 7

en philosophie ou en Frangais ; donc P(C) = =10

Exercice résolu
Dans un Lycée de la Cote d’Ivoire, le club de musique comprend 526 membres dont :

330 aiment le piano,
215 aiment la fllte,
100 aiment le piano et la flite

1- a) Combien d’¢leves aiment seulement le piano ?

b) Combien d’¢éléves aiment seulement la flGte ?

2- Combien d’¢leves du club de musique n’aiment ni le piano ni la flite ?

Proposition de solution

Soit

P : « ’ensemble des éleéves qui aiment le piano »
F : « I’ensemble des éléves qui aiment la flGte »

P U F : «I’ensemble des ¢éleves qui aiment le piano ou la flite »

C : «I’ensemble des ¢éleves du club de musique »

Onsaitque: Card C =526 ; Card P =330 ; Card F = 215; Card (PN F) =100

[llustration a I’aide d’un diagramme

Email : oualefidele@gmail.com
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1- a) Déterminons le nombre d’¢€leves qui aiment seulement le piano
Card(P\ F) =Card P — Card(P N F)
= 330 — 100
= 230

b) Déterminons le nombre d’éléves qui aiment seulement la fltite

Card(F\ P) =Card F — Card(P N F)

= 215-100
=115
2- Déterminons le nombre d’¢éleves du club de musique n’aiment ni le piano ni la

flOte

Card(PUF) = Card C — Card(P UF)
=Card C—[Card P+ Card F — Card(P N F)]
=526 — [330 + 215 — 100]
= 81

Exercice résolu
Une urne contient 3 boules jaunes, 1 boule rouge et 2 boules vertes. Les boules sont
indiscernables au toucher. On tire au hasard et simultanément 3 boules de I’urne.
(Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles )

1- Déterminer le nombre de tirages possibles

2- Calculer la probabilité d’avoir exactement trois boules de méme couleur

3- Calculer la probabilité d’avoir les trois couleurs en méme temps

4- Calculer la probabilité d’avoir au moins une boule verte

Proposition de solution

Soit Q I’univers associé a cette expérience aléatoire
Tirage simultané = Combinaison

1- Déterminons le nombre de tirages possibles
On tire simultanément 3 boules dans un ensemble de 6 boules

Remarque
Le nombre de de tirages possibles correspond au cardinal de 1’'univers ( Card ()
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Déterminons la probabilité d’avoir exactement trois boules de méme couleur
On ne peut avoir que 3 boules jaunes car il n’y a qu’une boule rouge et 2 boules
vertes.

Soit A : « avoir exactement trois boules de méme couleur »

CadA=C3=1
La probabilité d’avoir exactement trois boules de méme couleur est :
P(4) = Card A :i
Card Q) 20

Déterminons la probabilite d’avoir les trois couleurs en méme temps

Avoir les trois couleurs en méme temps signifie qu’on a tiré une boule de chaque
couleur.

On tire une boule jaune parmi 3 (C3) , une boule rouge parmi 1 (C{) et une boule
verte parmi 2 (C2)

Soit B : « avoir les trois couleurs en méme temps»

Card B = Cix Cl xC;
=3Xx1X%x2
=6
La probabilité d’avoir les trois couleurs en méme temps est :
Card B 6 3

PB = = = —
(B) Card Q 20 10

Déterminons la probabilité d’avoir au moins une boule verte

Avoir au moins une boule verte signifie que :
(1) Soit on a une boule verte et deux boules qui ne sont pas vertes
(2) Ou soit on a deux boules vertes et une boule qui n’est pas verte
Pour (1), on tire une boule verte parmi 2 (C}) et deux boules qui ne sont pas
vertes parmi 4 (C?)
Pour (2), on tire deux boules vertes parmi 2 (C%) et une boule qui n’est pas
verte parmi 4 (C})
Soit C : « avoir au moins une boule verte»
CardC =ClxC; + C2xC}
=2X6 + 1x4
=12 + 4
=16
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L 9




Marathon de VSMffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

La probabilité d’avoir au moins une boule verte est :
CardC 16 4

CardQ=%=5

P(C) =

Exercice résolu
Une urne contient 6 boules rouges, 4 boules blanches et 2 boules noires. Elles sont toutes
indiscernables au toucher. Marléne tire successivement et sans remise 3 boules de 1’urne.

1- Justifier que le nombre de tirages possibles est 1320
2- Calculer la probabilité des événements suivants :
a) A : «tirer 3 boules rouges »
b) B : «tirer 3 boules de méme couleur »
c) C: «tirer une boule rouge, une boule blanche et une boule noire dans cet
ordre »

d) D : «tirer 3 boules de couleur différente »

Proposition de solution
Soit 0 I’univers associé a cette expérience aléatoire
Tirage successif sans remise = Arrangement

1- Justifions que le nombre de tirages possibles est 1320
On tire successivement et sans remise 3 boules dans un ensemble de 12 boules
A3, =12x11x10 = 1320

Remarque
Le nombre de tirages possibles est égal au cardinal de I’univers ( Card Q)

2- a) Calculons la probabilité de tirer 3 boules rouges
On tire 3 boules rouges parmi 6 ( A3) donc:
CardA=A43=6x%x5%x4=120

P(A)_CardA_ 120 1
" Card Q 1320 11

b) Calculons la probabilité de tirer 3 boules de méme couleur
On peut tirer 3 boules rouges parmi 6 ( A3 ) ou 3 boules blanches parmi 4 ( A3)
mais on ne peut pas tirer 3 boules puisqu’il n’y a que 2
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Card B = A} + A3 =120 + 24 = 144
Card B 144 6

P(B) = crda = 1320 55

¢) Calculons la probabilité de tirer une boule rouge, une boule blanche et
une boule noire dans cet ordre .

On tire une boule rouge parmi 6 ( A ) et une boule blanche parmi 4 ( AL ) et
une boule noire parmi 2 ( A3)
CardC =Al x AL xAl=6x4x2 =48

Card C 48 2

P(O) = craa = 1320 55

d) Calculons la probabilité de tirer 3 boules de couleur différente

Tirer 3 boules de couleur différente c’est aussi tirer une boule de chaque
couleur mais en tenant compte de ’ordre ( Arrangement )

On peut tirer rouge — blanche — noire (48 cas possibles)

On peut tirer rouge — noire — blanche ( 48 cas possibles)

On peut tirer blanche — rouge —noire (48 cas possibles)

On peut tirer blanche — noire — rouge ( 48 cas possibles)

On peut tirer noire —rouge — blanche (48 cas possibles)

On peut tirer noire — blanche — rouge (48 cas possibles)

donc Card D = 6 X AL X A} X A} = 6 x 48 = 288

Card D 288 12
Card O 1320 55

P(D) =
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Exercice resolu
Un entraineur de Basket Ball dispose de 4 filles et 6 garcons pour un tournoi mixte
organiser par la ville d’Abidjan. Une équipe de 5 joueurs est composeée de filles, de
garcons ou de filles et de gargons.
1- Montrer que le nombre d’équipes qu’il peut former est 252
2- Calculer la probabilité des événements suivants :
( On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles )
A : « une équipe composeée de gargons uniquement »
B : «une équipe composée d’exactement 3 filles »
C : «une équipe composée d’au moins une fille »
D : « une équipe composée d’au plus une fille »

( Uniquement A1)
3- David meilleur joueur au niveau des garcons et Anaélle meilleur joueuse au niveau
des filles doivent faire partie de I’équipe.
Calculer la probabilité de I’événement E : « avoir exactement 3 filles »

Proposition de solution

Soit Q T’univers associé a cette expérience aléatoire

Pour faire partie de I’équipe 1’ordre du choix n’est pas important, car choisi 1¥ ou 2°™
ou 5°™ | ’essentiel est d’étre dans 1’équipe.

Comme I’ordre n’intervient pas alors ¢’est un tirage simultané = Combinaison

1- Montrons que le nombre d’équipes qu’il peut former est 252
On choisit 5 personnes parmi 10
Cy = 252

2- a) Calculons la probabilité d’une équipe composée de gar¢ons uniquement
On tire 5 garcons parmi 6 ( C2)

CaidA=C2=6

Card A 6 1

PA) = 0= 252~ 2
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b) Calculons la probabilité¢ d’une équipe composée d’exactement 3 filles
Si I’équipe est composée d’exactement 3 filles alors 2 garcons font partie de cette
Equipe

On tire 3 filles parmi 4 ( C}) et 2 garcons parmi 6 ( CZ2)
Card B =C} X C? =4x15

Card B 60 B 5

P(B) =

CardQ 252 21

c) Calculons la probabilit¢ d’une équipe composée d’au moins une fille

Si I’équipe est composée d’au moins une fille cela signifie qu’on peut avoir dans
I’équipe :

1 fille et 4 garcons (on tire 1 fille parmi 4 (C}) et4 garcons parmi 6 (Cg))
2 filles et 3 garcons (on tire 2 filles parmi 4 (C2) et 3 garcons parmi 6 (CZ))
3filles et 2 garcons (on tire 3 filles parmi 4 (C;) et 2 garcons parmi 6 (CZ))
4 filles et 1 garcon (on tire 4 filles parmi 4 (C;) et1 garcon parmi6 (C2))

CardC=C} XC¢ + C2XCE + C3xC% + Cfxct
=4x%x15 + 6%x20 +4%x15 +1x%x6
=60 +120 + 60 +6
= 246

Card C 246 41

P = = = —
© Card Q) 252 42

d) Calculons la probabilité¢ d’une €équipe composée d’au plus une fille
Si I’équipe est composée d’au moins une fille cela signifie qu’on peut avoir
dans I’équipe :

0 fille et 5 garcons (on tire O fille parmi 4 (C?) et5 garcons parmi6 (C2))
1 fille et 4 garcons (on tire 1 fille parmi 4 (C;) et4 garcons parmi6 (CZ))

CardD =C2 x C2 + C} x C}
= 1X6 + 4x15
=6 +60
= 66
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CardD 66 11
Card Q 252 42

P(D) =

3- David et Anaélle doivent faire partie de I’équipe et cette méme équipe doit avoir

exactement 3 filles.
Anaélle étant une fille, il faut donc choisir 2 filles parmi les 3 qui restent (C%) ,
pour avoir exactement 3 filles dans 1’équipe
Si on a exactement 3 filles dans I’équipe, ¢’est qu’on a exactement 2 gargons et
David est déja choisi, il faut donc choisir 1 garcon parmi les 5 qui restent ( C2)
Card E = C2 x C2

= 3X5

=15

Card E. 15 5

P(E)=Crda =252 " 8a

Exercice résolu

On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles

Une boite contient 12 gateaux emballés séparément dans 12 paquets identiques. 5 de ces
gateaux sont parfumés a la vanille, 4 autres au chocolat et les 3 derniers a la banane.

Partie A
Nathanaél choisit simultanément 3 gateaux.
1- Combien a-t-il de choix possibles ?
2- Quelle est la probabilité qu’il ait choisi :
a) Un géateau de chaque sorte ?
b) 3 gateaux identiques ?
c) Exactement 2 variétés de gateaux ?

Partie B ( uniquement Al)
Si Nathanaél mangeait un gateau le matin, un gateau a midi et un gateau le soir :
1- Combien aurait-il eu de choix possibles ?
2- Quelle aurait été la probabilité de prendre :
a) Un gateau a la vanille le matin, un gateau au chocolat a midi, un gateau a la
banane le soir ?
b) Un gateau de chaque sorte ?
c) Deux gateaux a la banane et un au chocolat ?
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Proposition de solution

Partie A

Soit 0 I’univers associé a cette expérience aléatoire
Choix simultané = Tirage simultané = Combinaison

1- Déterminons le nombre de choix possibles de Nathanaél
Il tire 3 gateaux parmi 12
Ci, =220

Remarque
Le nombre de choix possibles est égal au cardinal de 1’univers ( Card Q )

—_—_——— - - - e — o

2- a) Soit I’événement A : « Nathanaél choisi un gateau de chaque sorte »
Déterminons la probabilité de I’événement A
Nathanaél choisi un gateau de chaque sorte signifie qu’il choisit :
1 gateau a la vanille parmi 5 ( C2) et 1 gateau au chocolat parmi 4 ( C})
et 1 gateau a la banane parmi 3 (C3)

CardA = CIxC}x C}
= 5Xx4x3

b) Soit I’événement B : « Nathanaél choisi 3 gateaux identiques »
Déterminons la probabilité de I’événement B

Nathanaél choisi 3 gateaux identiques signifie qu’il choisit :

3 gateaux a la vanille parmi 5 ( C3) ou 3 gateaux au chocolat parmi 4 (C3)
ou 3 gateaux a la banane parmi 3 ( C35)

CardB= C3+C;+ C3
=10+ 4 + 1
=15

Card B 15 3

P(B) = — —
(B) Card Q0 220 44
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¢) Soit I’événement C : « Nathanaél choisi exactement 2 variétés de gateaux»
Déterminons la probabilité de I’événement C

L’événement C est I’événement contraire de I’événement A N B
Autrement dit si on enleve, dans le nombre de choix possibles de Nathanaél , le cas
des gateaux de chaque sorte et le cas des gateaux identiques il restera le cas dans
lequel on a exactement 2 variétés de gateaux.
Card € = Card C — (Card A + Card B)

= 220 — (60 + 15)

= 145

——_—_——————e—e—e—,e—e—e—e—_e—_e—e—_e—_—_e—_—_,e—e—_—_—_,e——,e—e——_—_e—,—,—,e—_e—_,e—,—,— e, e —

i Remarque ( autre méthode )

i Nathanaél choisi exactement 2 variétés de gateaux signifie qu’il choisit :

i 2 gateaux a la vanille parmi 5 (CZ) et 1 gateau au chocolat parmi4 (C;)

i ou 2 gateaux a la vanille parmi 5 ( C2 ) et 1 gateau a la banane parmi 3 (C3)
ou 2 gateaux au chocolat parmi 4 ( CZ) et 1 gateau a la vanille parmi 5 ( C2)
ou 2 gateaux au chocolat parmi 4 ( C#) et 1 gateau a la banane parmi 3 (C?1)
ou 2 gateaux a la banane parmi 3 (CZ) et 1 gateau a la vanille parmi 5 ( C3)

ou 2 gateaux a la banane parmi 3 (C2Z) et 1 gateau au chocolat parmi 4 ( C})

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
|
| Card C
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

= C2XCH + C2XC} + CIxC +CIxC +C3xC +C2xC}
= 10Xx4 + 10x3 + 6X5 +6%Xx3 +3X5 +3x4
=40+30+30+18+ 15+ 12
= 145

P(C)_CardC_145_§

P S S S S S S —
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Partie B

Soit U I'univers associ¢ a cette expérience aléatoire

Choix successif et sans remise = Tirage successif et sans remise = Arragement
1- Déterminons le nombre de choix possibles de Nathanaél

Il tire 3 gateaux parmi 12
A3, = 1320

2- a) Soit I’événement D : « Nathanaél choisi un gateau a la vanille le matin, un
gateau au chocolat a midi, un gateau a la banane le soir »
Déterminons la probabilité de I’événement D
Nathanaél choisi 1 gateau a la vanille parmi 5 ( A ) le matin et 1 gateau au
chocolat parmi 4 (A% )amidi et 1 gateau a la banane parmi 3 ( A% ) le soir

Card D = Al x AL x AL

= 5%Xx4x%x3

= 60
Card D 60 1
CardU 1320 22

P(D) =

b) Soit I’événement E : « Nathanaél choisi un gateau de chaque sorte »

Matin Midi Soir Cas possibles
Vanille Chocolat Banane Al X A} x A =60
Vanille Banane Chocolat Al X A3 X A3 = 60
Chocolat Vanille Banane Ay X At x A} =60
Chocolat Banane Vanille Al x AL x Al =60
Banane Vanille Chocolat AL X AL x A} =60
Banane Chocolat Vanille Al x A} x A =60

Déterminons la probabilité de I’événement E

CardE =6 X AL x A} x A}
= 6 X 60
= 360
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Card E B 360 3

P(E) = = =—
(E) CardU 1320 11

c) Soit I’événement F : « Nathanaél choisi deux gateaux a la banane et un au

chocolat »
Matin Midi Soir Cas possibles
Banane Banane Chocolat A% X A} = 24
Banane Chocolat Banane Al x Al x AL =24
Chocolat Banane Banane Al X A3 =24

Déterminons la probabilité de I’événement F

Card F =3 x 24
= 72
Card F 72 3

P(F) = = = —
(F) CardU 1320 55

Exercice résolu
Les codes informatiques de 1’entreprise OMEGA sont constitués de trois chiffres
distincts suivis d’une lettre de I’alphabet.
Deux exemples de codes sont 245A et 018Q
1- a) Demontrer que le nombre de codes possibles est 18720
b) Déterminer le nombre de codes constitués uniquement de chiffres impairs et
terminés par la lettre E
2- Apres avoir code son systeme, le chef du service informatique a oublié une partie
de son code. Il se souvient seulement que :
la lettre du code est une voyelle ;
le code contient un seul chiffre pair
aucun des chiffres du code n’est nul
a) Démontrer que le nombre de codes conformes aux informations précédentes est
1440
b) L’ informaticien frappe au hasard trois (3) chiffres non nuls et distincts dont un
seul est pair et la lettre A.
Calculer la probabilité¢ que I’informaticien trouve le bon code. ( le résultat sera
exprimé sous forme de fraction irréductible )
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Proposition de solution
1- a) Demontrons que le nombre de codes possibles est 18720
Un nombre de s’écrit chiffre par chiffre = tirage successif (1)
Les trois chiffres sont distincts = tirage sans remise (2)
(1) et (2) = tirage successif sans remise = Arrangement

On tire 3 chiffres parmi 10 (A3, ) et 1 lettre parmi 26 ( A, )

A3, x AL, = 720 x 26 = 18720

b) Déterminons le nombre de codes constitués uniquement de chiffres impairs et
terminés par la lettre E
Il'yab5chiffresimpairs (1;3;5;7;9)et1seule lettre E
On tire 3 chiffres parmi 5 (A2 ) et 1 lettre parmi 1 (A})
A3 x Al =60x1=60

2- a) Démontrons que le nombre de codes conformes aux informations regues

est 1440

- la lettre du code est une voyelle, or il y a 6 voyelles

- le code contient un seul chiffre pair et aucun des chiffres du code n’est nul :
donc le code contient un seul chiffre pairnonnul (2ou4ou6ou8)et2
chiffres impairs (1l y a 5 chiffres impairsquisont:1;3;5;7;9 )
On tire 1 chiffre pair non nul parmi 4 ( A} ) et 2 chiffres impairs parmi 5 ( AZ)
et 1 lettre parmi 6 ( AL )
Attention : le résultat est multiplié par 3 car le chiffre impair peut étre le

1% chiffre ou le 2°™ chiffre ou le 3°™ chiffre

AL X AZ X AL X3 =4Xx20X%6X3 = 1440

b) "cette question est sensiblement identique a celle de la question 2-a, a la seule
différence qu’on a une seule lettre au lieu de 6"
Soit I’événement A : « I’informaticien trouve le bon code »
Card A=A, X AZ X A1 X3 =4%x20X1x3 =240
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Remarque

Dans la partie 2 de I’exercice , 1440 correspond au cardinal du nouvel univers
selon les conditions données.

(1) la lettre du code est une voyelle ;

(2) le code contient un seul chiffre pair

(3) aucun des chiffres du code n’est nul

P S S S G S S S S ——

Card A B 240

P(A) = = =
(4) 1440 1440

N =

Exercice résolu

Une société fabrique et vend des coffres forts.

Chague coffre-fort dispose d’un code pour I’ouvrir ; et ce code est compose de 3 chiffres
et deux lettres de I’alphabet

Exemple : 255 EF , 012 AB , 906 KK

1- Combien de codes peut créer cette sociéte ?
2- a) Combien de code sont composes de 3 chiffres distincts
b) Combien de codes sont composés uniquement de chiffres pairs
¢) Combien de codes commencent par 5 et se terminent par Z
3- Guy possede 1’un de ces coffres-forts mais il a oublié le code.
Calculer la probabilité qu’il trouve son code dans les conditions suivantes :
a) les 3 chiffres sont tous distincts
b) tous les chiffres du code sont pairs
c) le code commence par 5 et se termine par Z

Proposition de solution

Remarque l
A travers les exemples proposés, on doit comprendre les chiffres peuvent se répéter i
(255 EF ) et les lettres aussi peuvent se répéter ( 906 KK ) !

S S S S S S S ———

1- Déterminons le nombre de codes que cette société peut créer
Un code s’écrit symbole par symbole = tirage successif (1)

Les symboles se répetent = tirage avec remise (2)
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(1) et (2) = tirage successif avec remise = P-uplet (ou P-liste)
On tire 3 chiffres parmi 10 (103 ) et 2 lettres parmi 26 ( 262 )
103 x 262 = 1000 x 676 = 676000

2- a) Déterminons le nombre de codes composées de 3 chiffres distincts

Les chiffres sont distincts = tirage successif sans remise = Arrangement

On tire 3 chiffres parmi 10 (A3, ) et 2 lettres parmi 26 (262 )

A3y X 262 =720 X 676 = 486720

b) Déterminons le nombre de codes composées uniquement de chiffres pairs
Il'y a5 chiffres pairs (0;2;4;6;8)

On tire 3 chiffres parmi 5 (53 ) et 2 lettres parmi 26 ( 262)
53 x 262 = 125 x 676 = 84500

c¢) Déterminons le nombre codes commencent par 5 et se terminent par Z

5 Z

Si le code commence par 5 alors il reste a tirer 2 chiffres parmi 10 ( 10%)
Si le code se termine par Z alors il reste a tirer 1 lettre parmi 26 (26')
102 x 26 = 100 x 26 = 2600

| Remarque E
i Le nombre de codes que cette société peut créer est égal au cardinal de !
| P’univers ( Card Q) ( voir question 1) i

a) Soit I’événement A : « les 3 chiffres du code sont tous distincts »
Card A = 486720 ( voir question 2-a )

Card A 486720 18
Card O 676000 25

P(A) =

b) Soit I’événement B : « tous les chiffres du code sont pairs »
Card B = 84500 ( voir question 2-b )

P(B) — Card B 84500 1
" Card Q 676000 8
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¢) Soit I’événement C : « le code commence par 5 et se termine par Z»
Card C = 2600 ( voir question 2-c )

Card C 2600 1

P = = =
© Card @ 676000 260

Exercice réesolu
Soit K I’ensemble des lettres A, B,C,D ,E.

3) Un mot est une succession de lettres distinctes ou non de I’ensemble K
Exemple : AAA , ABB , BAC sont des mots de 3 lettres
a) Calculer le nombre de mots de 3 lettres que 1’on peut former
b) Calculer le nombre de mots de 3 lettres formés de lettres toutes distinctes.
c) Calculer le nombre de mots de 3 lettres formés de lettres toutes distinctes et

terminés par E

4) On tire au hasard et simultanément 3 lettres de ’ensemble K
a) Calculer la probabilité d’avoir une consonne et 2 voyelles
b) Calculer la probabilité d’avoir 2 consonnes et une voyelle

Proposition de solution

Remarque

Un mot s’écrit lettre par lettre = tirage successif (1)

Les exemples montrent que les lettres peuvent se répéter = tirage avec remise (2)

(1) et (2) = tirage successif avec remise = P-uplet (ou P-liste)

S S S S S ——

1- a) Calculons le nombre de mots de 3 lettres que 1’on peut former
L’ensemble K comprend 5 lettres ; on tire 3 lettres parmi 5 (53)
53 =125

b) Calculons le nombre de mots de 3 lettres formés de lettres toutes distinctes
Si les lettres sont toutes distinctes alors il s’agit d’un tirage successif sans remise
c¢’est-a-dire un arrangement
on tire 3 lettres parmi 5 (A3)
A =60
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¢) Calculons le nombre de mots de 3 lettres formés de lettres toutes distinctes

et terminés par E E

Si les mots sont terminés par la lettre E alors il ne reste qu’a tirer 2 lettres

parmi 4 ( A3)

A% =12
2- Soit ) 1'univers associ¢ a cette expérience aléatoire
Tirage simultané = Combinaison
On tire 3 lettres parmi 5 ( C3)
Le nombre de tirage possible ( le cardinal de I’univers ) est: C3 = 10

a) Soit I’événement A : « avoir une consonne et 2 voyelles »
On dispose de 5 lettres dont 2 voyelles et 3 consonnes
Donc on tire 1 consonne parmi 3 ( C3 ) et 2 voyelles parmi 2 ( C?)
CardA=CixC;{=3%x1=3

Card A B 3
Card Q10

P(A) =

b) Soit I’événement B : « avoir 2 consonnes et une voyelles »
on tire 2 consonne parmi 3 ( C#) et 1 voyelles parmi 2 (C3)
CardB=C?x(Cl=3x2=6

P(B)_CardB_ 6 3
~ CardQ 10 5
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& Uniquement Al

I11-VARIABLE ALEATOIRE
a) Définition
Lorsqu’a chaque éventualité( résultat ) d’une expérience aléatoire on associe un nombre
réel, on dit que 1’on définit une variable aléatoire .Une variable aléatoire est
généralement notée par une lettre majuscule : X , Y, Z ...

Si x;,x,,x3, ..., x, SOntles valeurs prises par une variable aléatoire ,
alors (X = x; ) est I’événement « X prend la valeur x; » (pour 1<i<n)

Pour déterminer les différentes valeurs prises par la variable aléatoire X il faut " bien
comprendre " le sens de la premiere phrase dans laquelle apparait X

b) Loi de probabilité
Lorsqu’a chaque valeur x; prise par la variable aléatoire X on associe la probabilité de
I’événement (X = x;) , on dit que I’on définit la loi de probabilité de X
Elle peut se présenter sous forme de tableau a deux (2) lignes

1% ligne : les différentes valeurs prises par la variable aléatoire X
2°™ ligne : les probabilités respectives des différentes valeurs prises par la variable
aléatoire X

X; X1 | Xy | X3 ..., Xn

PX=x)| P, | P, | P |....| P,

® |l faut toujours verifier que la somme des différentes probabilités est égale a 1
C’est-é-dil’e P1+P2+P3+ +Pn:1

P(X = 2) ; on peut se poser la question suivante :
« Quel tirage a-t-on fait pour que X =27?»
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Exercice resolu
Dans un bassin piscicole, Monsieur Chris dispose pour la vente de :
5 machoirons a 500 F ["unité
9 carpes a 300 F 1’unité
3 silures a 350 F 1'unité
Madame Goly veut lui acheter 2 poissons. Monsieur Chris impose que les poissons soient
péches au hasard dans le bassin et que la cliente emporte, sans discussion, le colis
compose des deux poissons obtenus. Chaque poisson dans le bassin a la méme chance
d’étre péche.
Soit X la variable aléatoire égale au montant a payer par Madame Goly.

1) Justifier que les valeurs prises par X sont :

600F ; 650F ; 700F ; 800F ; 850F; 1000 F .
2) Déterminer la loi de probabilité de X

Proposition de solution
1) Le montant a payer par Madame Goly est égal a la somme du prix des deux
poisons qui composent le colis.

Attention
le colis ( Machoiron + Carpe) est le méme que le colis ( Carpe + Machoiron )
Types de poissons composant le colis Prix du colis Valeurs prises par X
Machoiron + Machoiron 500 F + 500 F 1000 F
Machoiron + Carpe 500 F + 300 F 800 F
Machoiron + Silure 500F + 350 F 850 F
Carpe + Carpe 300F + 300 F 600 F
Carpe + Silure 300F + 350 F 650 F
Silure + Silure 350F + 350 F 700 F
| Remarque i

Il faut toujours ranger les différentes valeurs de X de maniére croissante ( de la plus
petite valeur a la plus grande valeur )
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Les valeurs prises par X sont: 600F ; 650F ; 700F ; 800F ; 850F ; 1000F
2) Déterminons la loi de probabilité de X :

Remarque
Pour déterminer la probabilit¢ P(X = 600) , c’est-a-dire pour que le montant a payer par
Madame Goly soit égal a 600 F ; on peut se poser la question :
" Quel tirage a-t-on fait pour que X = 600 ? "
Réponse : Pour que X = 600, il faut que le colis soit composeé de deux Carpes.
En d’autres termes , il faut tirer 2 carpes parmi 9

Le choix des deux poissons du colis se fait au hasard ( sans ordre ) = Combinaison
Déterminons d’abord le nombre de colis possibles ( le cardinal de I’univers ) :
On tire 2 poissons parmi 17 ( C% )

Card ) = C2 =136

* Déterminons P(X = 600)
Pour que X = 600, il faut que le colis soit composé de deux Carpes
En d’autres termes, il faut tirer 2 carpes parmi 9 ( CZ )
c? 36 9

PX: = = = —
( 600) Card @ 136 34

* Déterminons P(X = 650)
Pour que X = 650, il faut que le colis soit composé¢ d’une Carpe et d’une Silure
En d’autres termes, il faut tirer 1 carpe parmi 9 ( €2 ) et 1 Silure parmi 3 ( C3)

CoxC3 9x3 27

P(X = 650) = =
( ) Card Q 34 136

*  Déterminons P(X = 700)
Pour que X = 700, il faut que le colis soit composé de deux Silures
En d’autres termes, il faut tirer 2 Silures parmi 3 ( C%)
P(X =700) = G -2
N C 136
Deéterminons P(X él?é%(%
Pour que X = 800, il faut que le colis soit composé d’un Machoiron et d’une
Carpe . En d’autres termes, il faut tirer 1 Machoiron parmi 5 ( C3 ) et 1 Carpe
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parmi 9 (C3)

CixCcl 5x9 45
P(X =800) = =—2 =

Card @ 136 136

* Déterminons P(X = 850)
Pour que X = 850, il faut que le colis soit composé d’un Machoiron et d’une
Silure . En d’autres termes, il faut tirer 1 Machoiron parmi 5 ( C2) et
1 Silure parmi 3 (C3)

P(X—850)—651XC§—5X3— 15
B " Card Q136 136

*  Déterminons P(X = 1000)
Pour que X = 1000, il faut que le colis soit composé de deux Machoirons
En d’autres termes, il faut tirer 2 Machoirons parmi 5 ( C?)
o 10 5

( 000) Card Q 136 68

Loi de probabilité de X

X; 600 650 700 800 850 1000
PX=x)| 2 | 27 | 3 | 4 | 15 | 5
34 136 136 136 136 68

Exercice résolu
Ruth posséde une tirelire contenant :
3 piéces de 500 F
1 piece de 100 F
2 pieces de 25 F
Elle tire au hasard simultanément trois pieces de sa tirelire. Soit X la variable aléatoire
égale a la somme des pieces tirées.
1) Determiner les valeurs prises par X .
2) Déterminer la loi de probabilité de X
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Proposition de solution
Tirage simultané = Combinaison

1- Déterminons les valeurs prises par X

Valeurs des pieces tirées Valeurs prises par X
500F + 500 F + 500 F 1500 F
500F + 500F + 100 F 1100 F
500F + 500F + 25 F 1025 F
500F + 100F + 25F 625 F
500F + 25F + 25F 550 F
100F + 25F + 25F 150 F

Les valeurs prises par X sont :
150F ; 550F ; 625F ; 1025F ; 1100F ; 1500F

2- Déterminons la loi de probabilité de X
Déterminons le nombre de tirages possibles ( le cardinal de I’univers ) :
On tire 3 piéces parmi 6 ( C2)
Card Q = C2 = 20

* Déterminons P(X = 150)
Pour que X = 150, il faut tirer une piece de 100 F et 2 pieces de 25 F .
En d’autres termes, il faut tirer 1 piéce de 100 F parmi 1 ( C} ) et 2 piéces de 25 F
parmi 2 (C?)
CixCy 1x1 1

P(X = 150) = = —
( )= Card =20 20

* Déterminons P(X = 550)
Pour que X = 550, il faut tirer une piece de 500 F et 2 pieces de 25 F .
En d’autres termes, il faut tirer 1 piéce de 500 F parmi 3 ( C3 ) et 2 piéces de 25 F
parmi 2 (C2)
CixC? 3x1 3
PX=550)=crda="20 ~ 20

* Déterminons P(X = 625)
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Pour que X = 625, il faut tirer une piece de 500 F , une piéce de 100 F et 1 piéce
de 25 F.
En d’autres termes, il faut tirer 1 piéce de 500 F parmi 3 ( C3 ) et 1 piéce de 100 F
parmi 1 ( C{) et 1 piéce de 25 F parmi 2 ( C3)

C;xCixC; 3x1x2 6 3

P(X =625) = = E—
( ) Card Q 20 20 10

Déterminons P(X = 1025)
Pour que X = 1025, il faut tirer 2 pieces de 500 F et 1 piece de 25 F .
En d’autres termes, il faut tirer 2 pieces de 500 F parmi 3 (€2 ) et 1 piéce de 25 F
parmi 2 (C})
C3xC3 3x2 6 3

( 025) Card () 20 20 10

Déterminons P(X = 1100)
Pour que X = 1100, il faut tirer 2 piéces de 500 F et 1 piece de 100 F .
En d’autres termes, il faut tirer 2 pieces de 500 F parmi 3 ( €% ) et 1 piéce de
100 F parmi 1 (C{)
CixCf 3x1 3

P(X =1100) = = —
( ) Card () 20 20

Déterminons P(X = 1500)
Pour que X = 1500, il faut tirer 3 piéces de 500 F .
En d’autres termes, il faut tirer 3 piéces de 500 F parmi 3 ( C35 )

P(X = 1500) = G _ 2
o ___,CardQ_ZO
Loi de probabilité de X
Xi 150 550 625 1025 1100 1500
20 20 10 10 20 20
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Exercice résolu
Une urne contient 3 boules jaunes, 1 boule rouge et 2 boules vertes. Les boules sont
indiscernables au toucher. On tire au hasard et simultanément 3 boules de 1’urne.
On associe a ce tirage le jeu dont voici les regles :
Une boule jaune tirée fait gagner 25 F
Une boule verte tirée fait gagner 75 F
Une boule rouge tirée fait perdre 100 F
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage, associe le gain ou la perte réalisé.
1) Déterminer les différentes valeurs prises par X
2) Déterminer la loi de probabilité de X

Proposition de solution

1- Deéterminons les valeurs prises par X :

Boules tirées Valeur prise par X
3 boules jaunes 75F
2 boules jaunes + 1 boule rouge -50F
2 boules jaunes + 1 boule verte 125 F
1 boule jaune + 2 boules vertes 175 F
1 boule jaune + 1 boule verte + 1 boule rouge OF
1 boule rouge + 2 boules vertes 50 F

les valeurs prises par X sont :
-50F ; OF ; 50F ; 75F ; 125F ; 175F

2- Déterminons la loi de probabilité de X

Déterminons le nombre de tirages possibles ( le cardinal de ’univers ) :
On tire simultanément 3 boules parmi 6 ( C3)
Card Q = C2 = 20

* Déterminons P(X = —50)
Pour que X = —50, il faut tirer 2 boules jaunes et 1 boule rouge
En d’autres termes, il faut tirer 2 boules jaunes parmi 3 ( €% ) et 1 boule rouge
parmi 1 (C{)

Email : Oua(eﬁdele@gmail.com \ Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

( 114 |




Marathon de VSMffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

P(X = 50)_C§><C11_3><1_3
B T Card Q20 20

* Déterminons P(X = 0)
Pour que X = 0, il faut tirer une boule de chaque couleur .
En d’autres termes, il faut tirer 1 boule jaune parmi 3 ( C5 ) et 1 boule rouge parmi
1(Cl) etlboule verte parmi 2 (C3)

P(X_O)_ngcllxczl_Bxlxz_6_3
7 CardQ 20 20 10

* Déterminons P(X = 50)
Pour que X = 50, il faut tirer 2 boules vertes et 1 boule rouge.
En d’autres termes, il faut tirer 2 boules vertes parmi 2 ( €2 ) et 1 boule rouge
parmi 1 (Ci)
C;xCl 1x1 1

P X = = = e
( >0) Card Q) 20 20

* Déterminons P(X = 75)
Pour que X = 75, il faut tirer 3 boules jaunes.
En d’autres termes, il faut tirer 3 boules jaunes parmi 3 ( C3)
|

Card Q 20

P(X =75) =

* Déterminons P(X = 125)
Pour que X = 125, il faut tirer 2 boules jaunes et 1 boule verte
En d’autres termes, il faut tirer 2 boules jaunes parmi 3 ( C%) et 1 boule verte
parmi 2 ( C1)
CixCy 3x2 6 3

P(X =1100) = = — = —
( ) Card () 20 20 10
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* Déterminons P(X = 175)
Pour que X = 175, il faut tirer 1 boule jaune et 2 boules vertes
En d’autres termes, il faut tirer 1 boule jaune parmi 3 ( C3) et 2 boule verte parmi
2(C3)
C;xC; 3x1 3

P(X=1500) = == =50 =20

Loi de probabilité de X

Xi —50 0 50 75 125 175
PX=x)| 3 3 1 1 3 3
20 10 20 20 10 20
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c) Esperance mathématique - Variance - Ecart-type

e Esperance mathématique E(X)
E(X) =x1P1+x2P2 +x3P3 ++ann
Interprétation de I’Esperance mathématique E(X)

L’espérance mathématique représente le gain moyen ou la perte moyenne qu’une
personne est susceptible d’effectuer dans le cadre d’une expérience ( jeu de hasard , ...)

L’Esperance mathématique E(X) est un nombre réel , elle peut étre :
positive ( E(x) >0 ) , négative ( E(x) <0 ) ou nulle ( E(x)=0)

Lorsque I’espérance mathématique est positive ( E(x) > 0) , cela signifie qu’en
moyenne, le joueur gagnera

Lorsque I’espérance mathématique est négative ( E(x) < 0 ), cela signifie qu’en
moyenne, le joueur perdra

Lorsque I’espérance mathématique est égale a 0 ( E(x) = 0 ), on dit que le jeu est
équitable. Cela signifie que si on participe a un tel jeu, en moyenne, on ne perdra pas ,
mais on ne gagnera pas non plus.

e Variance V(X)
V(X) = EX?) — (EX))

| Remarque

| - - \ - /4 n n
| Le calcul de E(X?) se fait comme celui de E(X) a la seule différence que les " x

| sont élevés au carré
|
|
|

E(X2)=x12XP1 +x22XP2 + X32XP3 +X42XP4

e Ecart-type o(X)

o(X) =V(X)
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-

Exercice résolu
On donne la loi de probabilité¢ d’une variable al€atoire X

X; -3 | 1 5 9

1 2 1 3

P(X = x; - S R
( ) 5 5 | 10 | 10

Calculer I’espérance mathématique E'(X) , la variance V(X) et 1’écart type o(X)

Proposition de solution
Calculons I’espérance mathématique E(X)

E(X) = x1P1 + x2P2 + x3P3 + x4P4

1 2 1 3
=—3><§ + 1><§ + 5><E+ 9><E
3 2 5 27
-5 T 5 T 10 "o
= 3
E(X)=3

Calculons la variance V(X) ( V(X) = E(X?) — (E(X))2 )
Calculons d’abord E(X?)
E(X2)=X12><P1 +x22XP2+x32P3 +X42><P4

E(X2)=(—3)2><l + 12><E + 52><i + 92><i
5 5 10 10

1 2 1 3
=9X—=- 4+ 1X=-— 4+ 25Xx— 4+ 81 x—

5 5 10 10
_9 ., 2, 25 243
-5 5 10 10
= 29
par la suite
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VX)) =EX?) - [ EXO)]?

= 29 — 32 = 20
=29 — 9= 20
= 20

V(X) =20

Calculons I’écart type o(X)

oX) = JV(X)

= /20
=25

p
Exercice résolu

Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles

Un test oral comporte 10 questions dont 6 d’Anglais et 4 d’Allemand. Les questions sont
numérotées de 1 a 10 sur des bouts de papier identiques et déposées dans une boite
opaque.
Un candidat tire simultanément 3 de ces questions.

1) Justifier que le nombre de tirages possibles est 120

2) Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :

a- A «Les trois questions tirées sont des questions d’ Anglais »
b- B : «Des trois questions tirées, deux sont des questions d’Allemand »

Uniquement Al
3) Pour chaque question d’Allemand tirée, un bonus de 3 points est accordé au

candidat. Soit X la variable aléatoire reelle égale a la somme des bonus obtenus
par un candidat.
a- Quelles sont les valeurs prises par X ?
b- Déterminer la loi de probabilité de X
c- Calculer I’espérance mathématique de X
d- Calculer la variance de X
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Proposition de solution
Tirage simultané = Combinaison

1) Justifions que le nombre de tirages possibles est 120
On tire 3 questions parmi 10 ( C3,)
Le nombre de tirages possibles est : C3, = 120

2) a- Déterminons la probabilité de 1’événement A
On tire 3 questions d’Anglais parmi 6 ( C2)
Card A = C2 = 20
Card A 20

P(A) = = _1
 CardQ 120 6

b- Déterminons la probabilité de 1’événement B
On tire 2 questions d’Allemand parmi 4 ( CZ) et 1 question d’Anglais
parmi 6 ( C})
CardB=C;xCl=6x6=36

Card B 36 3

P(B) = — —
(B) Card Q2 120 10

3) a- Déterminons les valeurs prises par X

Ensemble des questions tirées
Nombre de questions Nombre de questions Total bonus
d’Anglais d’Allemand (valeur de X )
3 0 0
2 1 3
1 2 6
0 3 9

Les différentes valeurs prisespar Xsont: 0 ; 3 ; 6 ; 9

b- Déterminons la loi de probabilité de X
* Déterminons P(X = 0)
Pour que X = 0, il faut tirer 3 questions d’ Anglais.
En d’autres termes, il faut tirer 3 questions d’Anglais parmi 6 ( C2)
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cd 20
Card QO 120

P(X=0)=

1
6

* Déterminons P(X = 3)
Pour que X = 3, il faut tirer 2 questions d’Anglais et 1 question d’Allemand
En d’autres termes, il faut tirer 2 questions d’ Anglais parmi 6 ( CZ) et 1 question
d’Allemand parmi 4 ( C})

P(X_g)_ngCi_15x4_60
7 Card Q0 120 0 120

1
)
* Déterminons P(X = 6)

Pour que X = 6, il faut tirer 1 question d’Anglais et 2 questions d’ Allemand
En d’autres termes, il faut tirer 1 question d’Anglais parmi 6 ( CZ ) et 2 questions
d’Allemand parmi 4 ( CZ)

CixC} 6%x6 36 3

P(X =6) = =
( ) Card Q 120 120 10

* Déterminons P(X = 9)
Pour que X =9, il faut tirer 3 questions d’Allemand.
En d’autres termes, il faut tirer 3 questions d’Allemand parmi 4 ( C} )

C3 _ 4 _ 1
Card Q@ 120 30
La loi de probabilité de X

P(X=9) =

X; 0 3 6 9
PX=x)| 1 1 3 1
10 30

c- Calculons I’espérance mathématique de X
E(X) - x1P1 + XZPZ + X3P3 + X4P4

1 1 3 1
EX)=0x— 4+ 3Xx=— 4+ 6X— + 9x—
6 2 10 30
=0 + 3 + 18 + i
B 2 10 30
18
5
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d- Calculons la variance de X
2
VX)=EX?) - (EX))
Calculons d’abord E(X?)
E(X2)=X12XP1 +XZZXP2+X32XP3 +X42XP4_

1 1 3 1
E(Xz)zozxg + 3%2Xx= +62Xx— + 92 x—

2 10 30
9 108 81
=0 + > + ET) + 30
= 18

par lasuite v (X) = E(X2) — [ E(X) ]2

Exercice résolu

Dans un Lycée de la Cote d’Ivoire, les €leves de Terminale organise en fin d’année une
tombola en mettant en vente 600 billets. Mais 500 billets seulement ont été vendus.
Parmi les 500 billets vendus :

1 billet gagne un lot d’une valeur de 62 000 F

4 billets gagnent chacun un lot d’une valeur de 12 000 F

9 billets gagnent chacun un lot d’une valeur de 7 000 F

50 billets gagnent chacun un lot d’une valeur de 500 F
Les autres billets sont perdants.

1- Pour encourager les éléves, le Proviseur du Lyceée est la toute premiere personne
qui paie et choisit au hasard un billet. Tous les billets ont la méme probabilité
d’étre choisis.

Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : « Le proviseur gagne un lot d’une valeur de 7 000 F »
B : « Le proviseur gagne un lot d’une valeur de 500 F »
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C : « Le proviseur ne gagne rien »
2- Les billets sont vendus a 1 000 F . Justifier alors que cette tombola rapporte a
cette promotion la somme de 302 000 F .

Uniquement Al
3- On appelle gain d’un billet la différence entre le montant du lot et le prix d’achat

du billet. On désigne par X la variable aléatoire qui associe a chaque billet choisi

au hasard le gain de ce billet.

a) Justifier que les valeurs prises par X sont :
—1000F ; —-500F ; 6000F ; 11000F ; 61000F

b) Etablir la loi de probabilité de X

c) Justifier que I’espérance mathématique E (X) de X est égalea —604 F .
Interpréter ce résultat.

Proposition de solution
1- Calculons la probabilité de I’événement A
Remarque
Lorsque le tirage concerne un €¢lément , la probabilité d’un événement est égale au
quotient du nombre d’¢léments favorables par le nombre total d’¢léments.

I1 y’a 9 billets qui gagnent chacun un lot d’une valeur de 7 000 F ( nombre
d’¢éléments favorables ) et seulement 500 billets ont été vendus ( nombre total
d’¢éléments )

PA) = —
500

Calculons la probabilité de 1’événement B
I1 y’a 50 billets qui gagnent chacun un lot d’une valeur de 500 F ( nombre
d’¢léments favorables )
50 1
P(B) = % = E
Calculons la probabilité de I’événement C
Il y’a 436 billets qui ne gagnent rien ( nombre d’¢léments favorables )

P(C) = 436 _ 109
~ 500 125
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2- Justifions que la tombola rapporte a la promotion la somme de 302 000 F .

Somme obtenue par la vente des 500 billets
500 x 1000 = 500 000 F

Somme totale que les billets gagnants font perdre a la promotion

62000 x 1 + 12000x4 + 7000x9 + 500 x50 =198000 F

Somme que la tombola rapporte a la promotion
500 000 — 198 000 = 302 000 F

3- a) Justifions que les valeurs prises par X sont :

—1000F ; —-500F ; 6000F ; 11000F ; 61000F

Remarque
Le gain de chaque billet est égale a la différence de la valeur du lot
billet et du prix d’achat de ce billet.

que gagne le

Type de billet payé Gain Valeur de X
Le billet gagne un lot d’une valeur de 62 000 F | 62000 — 1000 61 000 F
Le billet gagne un lot d’une valeur de 12 000 F | 12000 — 1000 11000 F
Le billet gagne un lot d’une valeur de 7 000 F 7000 — 1000 6 000 F
Le billet gagne un lot d’une valeur de 500 F 500 — 1000 —500 F
Le billet ne gagne rien 0— 1000 —1000 F

On déduit du tableau ci-dessus que les valeurs prises par X sont :
—1000F ; —=500F ; 6000F ; 11000F ; 61000F

b) Etablissons la loi de probabilité de X

* Déterminons P(X = —1000)
Pour que X = —1000, il faut que le billet payé ne gagne rien

En d’autres termes, il faut tirer 1 billet parmi 436

P(X = —1000) = P(C) = 109
N B 125

* Déterminons P(X = —500)

Pour que X = —500, il faut que le billet payé gagne un lot d’une valeur de 500 F
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En d’autres termes, il faut tirer 1 billet parmi 50

P(X =-500) =P(B) = 11—0

* Déterminons P(X = 6000)
Pour que X = 6000, il faut que le billet payé gagne un lot d’une valeur de
7000 F
En d’autres termes, il faut tirer 1 billet parmi 9

9
P(X =-1000) = P(4) = T00

* Déterminons P(X = 11000)
Pour que X = 11000, il faut que le billet payé gagne un lot d’une valeur de

12000 F
En d’autres termes, il faut tirer 1 billet parmi 4
P(X =11000) = 1

- 500 125

* Déterminons P(X = 61000)
Pour que X = 61000, il faut que le billet payé ne gagne rien
En d’autres termes, il faut tirer 1 billet parmi 1

1
P(X = 61000) = %

La loi de probabilité de X

X —1000 | =500 | 6000 | 11000 | 61000
Px=x) 9 L 2 | 1 1
125 10 500 125 500

c) Justifions que E(X) = —604
109 1 9 1 1
E(X) = —1000 x — + (=500) x — + 6000 X — + 11000 X — + 61000 X —

125 10 500 125 500
=—-872 — 50 + 108 + 88 + 122

= —604
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Exercice résolu
(On donnera les résultats des calculs de probabilités sous forme de fractions
irréductibles )
On dispose de 5 éléves de Terminale du Lycee Classique d’ Abidjan comprenant :
e 3éléves de laseérie Al : Ruth, Grace et Urielle
o 2 éléves de la série A2 : Marlene et Clarisse

Ces 5 filles prennent place, au hasard, dans 2 taxi-compteurs T1 et T2 de 4 places
chacune pour se rendre a un concours de Mathématiques, a raison d’une personne, au
plus, par place ( les conducteurs ne sont pas comptés )

Partie A
On donne les événements :
e A «Ruthestdansletaxi T1 »
. « QGrace est devant dans le taxi T1 et Marléne est a 1’arriére dans le taxi T2 »
. « Clarisse et Urielle sont dans le taxi T1 et Ruth est dans le taxi T2 »
. « Les filles de la série Al et celles de la série A2 ne sont pas dans le méme taxi »
. « Le taxi T1 contient, exactement, une éléve »
1- Justifier que le nombre de dispositions possibles des 5 éléves dans 1’ensemble
des 2 taxis est 6720

2- a) Justifier que : p(4) =

I'I'IUOUJ

3
et P(B) =%

|,_\ N =

b) Justifier que : P(E) = 7

3- Calculer la probabilité de chacun des événements C et D

Partie B (uniquement Al)
Soit X la variable aléatoire égale au nombre de filles dans le taxi T1
1- Donner les valeurs prises par X

2- a) Justifierque : p(x = 3) =;

b) Justifierque: P(X =4) = %

3- Dresser le tableau de distribution de la loi de probabilité de X
4- Combien d’¢éleves avons-nous en moyenne dans le taxi T1 ? ( Justifiez votre
réponse)
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Proposition de solution
Partie A

La disposition des éleves dans les deux taxis est un tirage successif sans remise ( car un
éléve ne peut pas occuper lui seul plusieurs places ) = Arrangement

1- Justifions que le nombre de dispositions possibles des 5 ¢leves dans I’ensemble
des 2 taxis est 6720

les 5 éléves dispose en tout de 8 places ( A3)

le nombre de dispositions possibles est 43 = 6720 ( Card Q = 6720 )

2- a) Lorsque Ruth est dans le taxi T1 elle occupe une seule place, mais elle a aussi
4 possibilités différentes de s’assoir (il y’a 4 places dans un taxi ). Il reste
donc 7 places pour les 4 éleves restants.

CardA= 4x A% = 4x840 = 3360

P4) = Card A 3360 1
S Card Q6720 2

Grace a une seule possibilit¢ de s’assoir devant le taxi T1 et Marlene a
3 possibilités de s’assoir a ’arriere du taxi T2 . Il reste donc 6 places pour
les 3 éleves restants.

CardB= 1x3XA} = 3x120 =360

P(B)_CardB_ 360 3
" CardQ 6720 56

c) Ilya5 éléves (donc 5 possibilités de choisir 1’éléve qui sera dans le taxi T1)
et 1’¢leve qui doit étre seule dans le taxi T1 dispose de 4 possibilités.
Il reste donc 4 places dans le taxi T2 pour les 4 éléves restants.

CardE = 5x4xA; = 20X 24 =480

Card E 480 1

P(E) = = = —
() Card Q@ 6720 14
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3- Calculons la probabilité de I’événement C

Clarisse et Urielle dispose de A% possibilités de s’assoir dans le taxi T1 et Ruth
dispose de 4 possibilités de s’assoir dans le taxi T2. Il reste donc 5 places pour les 2
eleves restants.
CardC = A3 X 4x A2 = 12X 4 %20 =960

CardC 960 1

PO =coda~ 720~ 7

Calculons la probabilité de I’événement D

les 3 filles de la série Al dispose de A3 possibilités de s’assoir dans

le taxi T1 et les 2 filles de la série A2 dispose de A5 possibilités de

s’assoir dans le taxi T2 (A3 X A%)

Si les filles de la série Al occupent le taxi T2 et les filles de la série A2 le taxi T2
, 0n a toujours le méme nombre de possibilités.

CardD = 2x A3 x A2 = 2Xx24x12 =576

Card D 576 3

P(D) = = = —
(D) Card ) 6720 35

Partie B

1- Déterminons les différentes valeurs prises par X :

Nombres d’(’?léves Nombres d’e’_léves Valeur de X
dans le taxi T1 dans le taxi T2
1 4 1
2 3 2
3 2 3
4 1 4
‘Remarque ‘

Aucun taxi ne peut étre vide car il y a 5 filles et 4 places par taxi

Les valeurs prisespar X sont: 1 ; 2 ; 3 ; 4

2- a) Justifions que p(x = 3) =;

Email : oualefidele@gmail.com
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On choisit 3 filles parmi les 5 (C3 ) , et ces 3 filles disposent de A3 possibilités de
s’assoir dans le taxi T1 et les 2 filles restantes disposent de A2 possibilités de
s’assoir dans le taxi T2
Cix A3 xA; 2880 3

CardQ 6720 7

P(X=3)=

b) Justifions que pcx = 4) = 1
14

X =4 signifie qu’il ya4 filles dans le taxi T1
On choisit 4 filles parmi les 5 (C2 ) , et ces 4 filles disposent de A3 possibilités
de s’assoir dans le taxi T1 et la fille restante disposent de 4 possibilités de
s’assoir dans le taxi T2
CexA;x4 480 1

PX =4 =—c 0 ~6720 14

3- Dressons le tableau de distribution de la loi de probabilité de X

1
P(X=1=PE) =1

Déterminons P(X = 2)
X =2 signifie qu’il y a2 filles dans le taxi T1
On choisit 2 filles parmi les 5 (C2) , et ces 4 filles disposent de A3 possibilités
de s’assoir dans le taxi T1 et la fille restante disposent de A3 possibilités de
s’assoir dans le taxi T2
Cix AjxA; 2880 3
CardQ ~ 6720 7
Loi de probabilité de X

P(X=2)=

X; 1 2 3 4
PX=x)| L1 3 3 1
14 7 7 14
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Cﬁapifre 3: FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
FONCTION EXPONENTIELLE NEPERIENNE

I-  FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
o Définition
On appelle fonction logarithme népérien, la fonction notée Inx et définie sur ]0; +oo[
telle que pour tout x € ]0; +oo[ , (Inx)' = 1
X
Deplus In1 =20

e Propriétés algébriques
Soit a et b deux nombres réels strictement positifs (a >0 et b > 0)

Proprieté fondamentale : In(a x b) =Ilna+Inb

( 1
1n<—)=—1na
a

, c s s a
Conséquences de la propriété fondamentale < In ( E) —lna—1Inb
\ Ina®=nxXlna (neqQ)

1 1
Remarque : In+va = 1n<ai) = Elna

Attention :
In?x = (Inx)? =Inx xInx

> In?x #Inx? car
Inx? =In(xxx)=lnx+Inx=2Inx

Exercice résolu
a) Ecrire en fonctiondeIn2 etde In3

16
In6 ; Inl2 ; ln(?) ; 4Inv2 ; 5In+V8

b) Ecrire en fonctionde In2 etde In5

In10 ; In50 ; 1n(§) . In(5v2)

- J
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Proposition de solution

Astuce : Pensez a ecrire les nombres en produit de facteurs premiers

a In6=In(2x3)=In2+1n3
In12=In(2?x3)=In2?+1n3=2In2+1n3
16 24

ln(;) =ln<3—2> =1n2*—In32=41n2—-2In3

1 1
41n+2 = 4(ln27) =4<§ln2) =21In2

1 1 5 5 15
5InV8 = 5<ln82)=5<§1n8)=51n23 =§><31n2 =7ln2

b) In10 =In(2%x5)=In2+1n5

In50 =In(2x5%) =In2+In52=1n2+2In5
23

8
ln(§> =ln<?> =1n22—-In5=3In2 —1nb5

1
ln(S\/E) =1In5+1nV2 = ln5+51n2

e Lenombre e
Il existe un unique nombre réel compris entre 2 et 3, noté e telque Ine=1
De plus e =2,7182818284 ......

Tout nombre réel x peut s’écrire Ine* ; autrement dit Ine* = x
Exemple: Ine?=2 ; Ine®>=-5 ;

Exercice résolu
Sachant que Ine = 1 donner une valeur exacte de chacun des nombres suivants.

1 1
4Inve ; In (—_4) ; In(e+e?)—1n (1 + —)
e e

Proposition de solution

1 1
41n\/E=4(E lne>= 4X§ =2
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In (%) =—lne ™= —(—4) =4

In(e + e2?) —In (1 + %) = In(e(1+¢€)) —In <e * 1)

= lne+In(1+e) —[In(e+1)—Ilne ]

= Ine+In(14+e) —In(e+1)+Ine

=2lne
=2 , car lne=1
e Limites de référence
@ Jiginx = @ Jlim tnx =+
>
(3) limxInx =0 (4) lim ln_x=0
x—0 xX—>+00 X

& Uniquement Al

Cas de la limite d’une fonction f du type f(x) = In(ax? + bx + ¢)
On calcule d’abord la limite de la fonction ax? + bx + ¢

- Sion calcule la limite de ax? + bx + ¢ et qu’on trouve +oo
alors la limite de In(ax? + bx + ¢) donne aussi +oo

- Sion calcule la limite de ax? + bx + c et qu’on trouve 0
alors la limite de In(ax? + bx + ¢) donne —oo

- Sion calcule la limite de ax? + bx + ¢ et qu’on trouve un nombre réel positif [
alors la limite de In(ax? + bx + ¢) donne In( 1)
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( )

Exercice résolu
Calculer les limites suivantes

Inx 1+Inx
lim 2x—1+Inx) ; lim (—2x+Inx) ; lim <3x+2+—> ;o lim
x;O xX—+ 00 X—+00 X xX—+00 X
& Uniquement Al
lim In(x?—2x-3) ; lim In(2x?+5x) ; limIn(—x?+7x—-1)
x—+ 00 X;O x—1

Proposition de solution

lim 2x—14+1Inx)=1lim 2x—1)+lim Inx
x-0 x—0 x—0
> > >

= —OCO

In x
lim (—2x +1Inx) = lim x <—2 + —)

X——+ 00 X—+00 X
In x
= ( lim x) X | lim (—2+—)]
X—>+ 00 X—>+00 X
= 400 X (=2)
= —00

In x In x
lim (3x+2+—>= lim B3x+2) + lim —

X—+00 X xX—+00 x—>+c X

= 400 + 0
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Comme lirp x%?—2x—3 =40 alors lir_El In(x? —2x — 3) = +
X—+ 00 X—100
Comme  lim 2x2+5x=0 alors lim In(2x? + 5x) = —o0
> >
Comme lirr%(—x2 +7x—1)=5 alors lirr% In(—x?+7x—1) =1In5
x— X

e Ensemble de définition de fonctions composées avec In
Soit a et b deux nombres réels.
La fonction Inx est définie sur ]0; +co[ mais pour déterminer I’ensemble de définition
des fonctions du type (x) = In(ax + b) , on pose ax + b > 0, puis on résout
I’inéquation obtenue.
En d’autres terme :

- Si f(x)=In(ax+b) alors x€Df & ax+b>0
e
| Remarque
: Si la fonction f est de laforme f(x) = In[ u(x)] ou u(x) est une fonction, alors
pour déterminer 1’ensemble de définition de f, on pose u(x) > 0

- Siu(x) est une fonction polyndme de degré 2, pour résoudre 1’inéquation
u(x) > 0 , on peut utiliser le discriminant

- Siu(x) est une fonction rationnelle, ne pas oublier de préciser que le
dénominateur est différent de zéro ( # 0 ), pour résoudre 1’inéquation u(x) > 0
on peut utiliser un tableau de signe

Exercice résolu
Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes

f(x) = ln(2x + 3) ; g(x) — 11‘1(1 _ Sx) : h(x) —In (1 = X)

x—2

p(x) = % +2In(x + 1) ; k(x) =In(x + 3) — 5In(—x)
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Proposition de solution

xEDf S 2x+3>0

S 2x > -3

xEDg < 1-5x>0
S —5x> -1
< 5x <1

1

= x< =
5

eJ-esg
& —0; =
X T

1
Dy = |-e: g
1—x
x€eD, & >0 et x—2%#0
x—2
1—x
= >0 et x # 2
x—2
. : : : 1-
Utilisons un tableau de signe pour résoudre 1’inéquation )26 >0
x —
X —00 1 2 + o
1—x + — —
X — 2 — — +
1—x
—_ _l_ —_
x—2
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>0 © x€]1;2]

Donc
x —

Parconséquent x €D, & x€]1;2[ et x#2
S x€]1;2]

D,=11;2]

xEDp S x#0 et x+1>0

Sx#+F0 et x> -1

&S x€]-1;0[U]0;400]

D,=]1-1;0[U]0;+of

xe€ED, © x+3>0 et —x>0
S x>-3 et x<0
& x€]-3;0]

D,=]-3;0][

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

Email : oualefidele@gmail.com
136 )

——



Marathon de Buffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Etude de la fonction x —» Inx

e Ensemble de définition
X € Dlnx x>0
S x€]0; +oof

Dynx = ] 0; +oo[
e Limites aux bornes de Dy, ,

limlnx = —oo et lim Inx = 4
x=0 X—+0o
>

e Fonction dérivée

1

e Sens de variation et tableau de variation

(1) Sens de variation
Vx€]0; +oof , (Inx)’ >0 = Lafonction x — Inx est strictement

croissante sur ]0; +oo[

(2) Tableau de variation

X 0 + o
(Inx)’ +
+o0
Inx /
— 00

La fonction x — In x est continue et strictement croissante sur ] 0; +oo[
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e Courbe représentative

(Cln x)

\
|
Vxe ]0;1] ; Inx<O0 :
|
Vx€E |J1;4o[ ; Inx>0 :

On déduit des variations de la fonction logarithme népérien (In) que pour tous nombres
strictement positifs a et b,ona:
Ina=Inb & a=b

Ina>Inb < a>b

Deplus Ina=0 < a=1

Ina=1 © a=c¢e
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e Equations et inégquations avec la fonction logarithme népérien

a- Résolution d’une équation avec la fonction logarithme népérien
Proposition de methode

(1) Détermination de I’ensemble de validité

(2) Mettre si possible 1’équation sous la forme Ina =1Inb

(3) Utiliser lapropriété Ina=Inb << a=>b ( afind’obtenir une
équation équivalente )

(4) Résoudre I’équation équivalente obtenue

(5)  Vérifier que la solution ( ou les solutions ) de I’équation équivalente appartient
( ou appartiennent ) a I’ensemble de validité.

Remarque
* Pourtoutx €]0;+oo[ ; In’x= (Inx)? ; In3x=(Inx)3

* Pour les équations du type :

(Inx)?+Inx—-6=0 ou (Inx)®>-6(Inx)?+3Ilnx+10=0
Apreés avoir déterminé I’ensemble de validité, on pose X = Inx et on obtient
une equation du second degré ou de degré 3 (selon le cas)

Exercice résolu
Résoudre dans R les équations suivantes

a)In(4x — 1) = In(—x + 3) b) In(x + 2) =In(—2x — 1) c) In(x—3)=0

d) —6+2In(x—1)=0

Proposition de solution
e In(4x—1) =In(—x+ 3)

- Ensemble de validité E},

xX€EE, ©4x—-1>0 et —x+3>0
= 4x > 1 et —x > -3
1
=S x> — et x <3

4

i
—7 .
X 1’
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- Résolution de I’équation In(4x — 1) = In(—x + 3)
In4x—-1)=In(—x+3) < 4x—-1= —x+3
< 4dx+x=3+1
= S5x =4

4
= = —
*=5

- Ensemble de solution

C 4 | 4
omme - ¢ F, alors SR:{E}

e In(x+2)=In(-2x-1)
- Ensemble de validité E},

xX€EE, &x+2>0 et —2x—-1>0

= x> =2 et —2x>1
1
=S x> =2 et x<—§
c]-2:-1
@ — b —
X 73
1
EV=]—2;—§

- Résolution de I’équation In(x + 2) = In(—2x — 1)
Inx+2)=In(-2x—-1) © x+2 = -2x—-1

S x+2x=-1-2
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Ensemble de solution
Comme —1 € E, alors Sgr={-1}

e Inx-3)=0
Ensemble de validité E|,

x€EE, ©x—-3>0

& x> 3

& x€]3;40]
Ey =]13;+0]

Résolution de I’équation In(x —3) =0
Inx—3)=0 < In(x—3)= Inl1l
< x—3=1
< x=1+3
= x=4

Ensemble de solution
Comme 4 € E, alors Sp={4}

e 6+2Inx—1)=0

- Ensemble de validité E\,

= x>1
& x€]1;40]
Ey=]1;40]
- Résolution de I’équation —6 + 2In(x —1) =0
—6+2In(x—1)=0 < 2In(x—1)=6
6

S In(k—1) = >

& In(x—-1)= 3
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& In(x—1)=Ined
& x—1=¢3
& x=1+¢63

- Ensemble de solution
Comme (1+e3) € E, alors Sg={1+e3}

( 1\

Exercice résolu
1- a) Montrer que pourtout x ER, x> —x—2=(x —2)(x + 1)
b) Résoudre dans R 1’équation: (Inx)? —Inx —2 =0
2- a) Veérifierque: —x3+2x2+5x—6=(—x+ 1)(x+2)(x — 3)
b) Résoudre dans R 1’équation : —In3x + 2In?x + 5lnx — 6 =0

Proposition de solution

1- a) Montrons que pourtout x ER, x2—x—2=(x—2)(x+ 1)
(x—2)(x+1)=x*+x—-2x—2
=x?—x-2
Donc pourtout x E R, x2—x—2=(x—2)(x + 1)

b) Résolvons dans R I’équation : (Inx)? —lnx —2 =10
- Ensemble de validité
x€EE, ©x>0
& x€]0;40]

Ey =10+
- Résolution de I’équation (Inx)? —Inx — 2 =0
Posons X =1Inx ; I’équation devient X2 —X —2 =0

D’aprés la question 1-a) pourtout x e R, x?—x—2=(x—2)(x+ 1)
donc X2—X-2=0 = (X—-2)(X+1)=0

= (nx—2)(nx+1)=0

= Inx—2=0 ou Inx+1=0
= Inx =2 ou Inx = -1
= Inx =Ine? ou Inx =Ine~?
= x = e? ou x=¢e 1
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Comme e € E, et e? € E, alors Sg={el; e?}
2- a) Vérifionsque —x3 +2x2+5x—6 = (—x+ 1)(x + 2)(x — 3)

(—x+Dx+2)x—3)=(—=x*>=-2x+x+2)(x—3)
=(—x?—x+2)(x—-13)
=—x3+3x>—x*+3x+2x—6
=—x3+2x>+5x—6

On en déduit que : —x3 + 2x2 +5x — 6 = (—x + D) (x + 2)(x — 3)
b) Résolvons dans R 1’équation : —In3x + 2In?x + 5lnx — 6 = 0
- Ensemble de validité

x€EE, x>0
& x€]0;40,]

E, =]0;+00]

- Résolution de I’équation —In3x + 2In?x +5lnx —6 =0
Posons X =1Inx ; I’équation devient —X3 +2X?+5X —-6=0
D’aprés la question 2-a) : —x3 4+ 2x2+5x —6 = (—x + 1)(x + 2)(x — 3)

X3+ 2X2+5X-6=0 = (—X+1)X+2)(X—=3)=0
= (—Inx+1)(nx+2)(Inx—-3) =0
= —Inx+1=0 ou Inx+2=0o0ulnx—3=0
= —Ilnx=-1 ou Inx=-2 ou Inx=3
= Inx=1 ou Inx=-2 ou Inx=3
= Inx=Inel! ou Inx=Ine? ou Inx=1Ine3
— 3

x=e ou x=e % ou x=e

Comme e € E, , e?2 €E, et e3> € E, alors Sg={e; e ?; e3}

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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b- Résolution d’une inéquation avec la fonction logarithme népérien

Proposition de méthode

(1) Détermination de I’ensemble de validité

(2) Mettre si possible 1’inéquation sous la forme Ina > Inb

(3) Utiliser lapropriété Ina>Inb << a>b ( afind obtenir une
inéquation équivalente )

(4) Résoudre I’inéquation équivalente obtenue

(5) Vérifier que la solution de I’inéquation équivalente est incluse dans I’ensemble

de validité.

Remarque
* Pour les inéquations du type :

(Inx)?+Inx—-6<0 ou (Inx)®-6(Inx)?+3lnx+10=>0

Apreés avoir déterminé I’ensemble de validité, on pose X = Inx et on obtient
une inéquation du second degré ou de degré 3 ('selon le cas)
On peut utiliser un tableau de signe dans certains cas

Exercice résolu
Résoudre dans R les inéquations suivantes

In(—x+2)<In(x+3) ; In(x+4)>0 ; In(—x+3)<1

In(2x +5) <In2 + In(—x)

Proposition de solution

Exercice 47
e In(—x+2)<In(x+3)
- Ensemble de validité E},
xX€EE, ©—-—x+2>0 et x+3>0
< —x>-2 et x>-3
= x <2 et x> -3
& x€]-352]
E,=1-3;2]
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- Résolution de I’inéquation In(—x + 2) < In(x + 3)
In(—x+2)<In(x+3) © —x+2<x+3

S —x—x < 3-2

= —2x <1
- 1

=S —_—
X273

1
= E|l—5,+
X 2 Ool

- Ensemble de solution

1

]3]

e In(x+4)>0
- Ensemble de validité E},
xX€EE, ©x+4>0

S x> —4
& x€]—4;+40]

EV:]_4J+°°[

- Résolution de I’inéquation In(x +4) > 0
Inx+4)>0 < In(x+4)>In1l
= x+4 >1
= x>1-4
= x>-3
& x€]-3;4,]

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
145 |

Email : oualefidele@gmail.com {



Marathon de ﬂuffeiﬂ@

- Ensemble de solution
=]-3;4+00[

e In(—x+3)<1
- Ensemble de validité E|,

S —x > -3

S x <3

& x€]-w;3]

Ey =]-;3 [

- Résolution de I’'inéquation

In(—x+3)<1 &

Terminale A

" Tome 1

In(—x+3)<1
In(—x + 3) <Ilne

&S —x+3 <e

S —x<e—3

& x=—(e—3)

&S x>3-—e

& x€E[3—-e;+mo]

- Ensemble de solution
Sg=E,Nn[3—¢e;+oo]

=[3—-e;3]
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e In(2x+5) <In2+In(—x)
- Ensemble de validité E},
X€EE, ©2x+5>0 et —x>0

& 2x > =5 et x<0

5

=S x>—§ et x<O0

= el 5-0[
X 5

=] -0
Vv = 2’

- Résolution de I’inéquation  In(2x + 5) < In2 + In(—x)
In(2x+5)<In2+In(—x) < In(2x+5) <In[2 x (—x)]
& In(2x +5) < In(—2x)

&S 2x+5< -2x

o T PipBES

(== .X'<—E
-4
5

- Ensemble de solution

Email : oualefidele@gmail.com
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Exercice résolu
1- a) Vérifierque: —x3+2x2+5x—6=(—x+ D(x + 2)(x — 3)
b) Résoudre dans R I’inéquation : —In3x + 2In?x + 5lnx — 6 > 0

Proposition de solution

1- a) Vérifionsque —x3+2x%+5x—6 = (—x + 1)(x + 2)(x — 3)
(—x+Dx+2)x—3)=(—=x*=-2x+x+2)(x—3)

=(—x?—x+2)(x—3)
=—x3+3x>—x?+3x+2x—6
=—x3+2x>+5x—6

On en déduit que : —x3 + 2x% +5x — 6 = (—x + 1)(x + 2)(x — 3)

b) Résolvons dans R I’inéquation : —In3x + 2In®x + 5lnx — 6 > 0
- Ensemble de validité

x€EE, x>0
& x€]0;40]

Ey=10;+0]
- Résolution de I’inéquation —In3x + 2In?x + 5lnx — 6 > 0

Remarque

La méthode consiste a factoriser —In3x + 2In%x + 51nx — 6 ; puis a utiliser un

tableau de signe

Posons X =Inx ; I’inéquation devient —X3 + 2X?+5X —6> 0

D’aprés la question 1-a) : —x3 4+ 2x2+5x—6 = (—x + 1)(x + 2)(x — 3)

—X342X245X—-6>0 = (-X+1DX+2)(X=3)>0

= (—Inx+ 1)(Inx+2)(nx—3)>0

Email : oualefidele@gmail.com
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Tableau de signe de (—Inx + 1)(Inx + 2)(Inx — 3) suivants les valeurs de x ;

avec x € Ey
X 0 e? e e’ + o
—Inx+1 + + - -
Inx + 2 = + + +
Inx —3 — — - +
—In®x + 2Inx + 5lnx — 6 + — + —

On déduit du tableau ci-dessus que :

(—Inx+1D(nx+2)(nx—-3)>0 = x€]0;e?[U]e; e3

Onconclutdoncque: Sr=]10; e %[u]e; e3

(

(&

Exercice résolu )
1- a) Résoudre dans R 1’équation (E;): 2x*2—7x+6=10

b) En déduire les solutions de I’équation (E,): 2(Inx)?2—7Inx+6 =0
2- On considére le polyndme P(x) = 2x3 —5x* —x+6

a) Verifierque P(—1) =0

b) Déterminer lesréels a, b et ¢ telsque P(x) = (x + 1)(ax? + bx + c)

c) Résoudre I’équation P(x) =0

d) Déduire des résultats précédents les solutions de 1’équation :

(E3): 2(Inx)®—=5(nx)2—Inx+6=0
J

Proposition de solution

Email : oualefidele@gmail.com

1- a) Résolvons I’équation (E;): 2x>—7x+6=0

A=b?>—4ac , avec a=2 ,b=-7 et c=6
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Comme A > 0 alors I’équation (E;) admet deux solutions distinctes

—b —+A —b+ VA
x1 :—2(1 ou x2 =—2a
_—(-1n-1 =D +1
1T TN ou 2= T
7—-1 7+ 1
xl:T ou xZ:T
_6 _8
x1—4 ou x2—4
3
x1=§ ou X, =2
3
Sﬂf{z;z}

b) Résolvons I’équation (E,) : 2(Inx)* —7lnx+6 =0
Ensemble de validité
xe€EE, & x>0
Donc E, =]0;+o
Résolution de I’équation (E,): 2(Inx)> —7lnx+6=0
Posons X =1nx
L’équation devient : 2X2—-7X+6=0

. : 3
D’aprés la question 1-8) 2X2—-7X+6=0 < XZE ou X=2

3
donc 1nx=§ ou Inx =2
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2- a) Verifions que P(—1) =0
P(-1D)=2x(-1)23-5x(-1)?-(-1+6
=-2-5+1+6
=0
Remarque

P(—1) = 0 signifieque —1 est une racine (ou un zéro ) du polynéme P

b) Déterminons lesréels a, b et ¢ telsque P(x) = (x + 1)(ax? + bx + ¢)
par la division euclidienne

2x3—5x2—x+6 x+1
3 2

2x7+2x 2x2 —Tx+6
—7x% —x E

—7x%>—7x v

6x + 6
6x+6
0
Le quotient de la division euclidienne est : 2x% — 7x + 6
donc a=2 , b=-7 et c=6

On en déduit que P(x) = (x + 1)(2x*—7x+6)

¢) Résolvons I’équation P(x) =0
PxX)=0 & (x+1D)2x*-7x+6)=0
& x+1=0 ou 2x2-7x+6=0

S x=-1 ou X = ou x =2

N W

3
donc SR={—1; 5;2}
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d) Déterminons les solutions de I’équation (E;) : 2(Inx)®> —5(Inx)? —Inx+6 =0
Ensemble de validité
x€EE, & x>0
Donc E, =]0; 4o

Résolution de I’équation (E3) : 2(Inx)®> —5(nx)?—Inx+6=0
Posons X =Inx
L’équation devient : 2X3 —5X?2—-X+6=0

D’apreés la question 2-C)
3
2X3-5X?-X+6=0 © X=-1 ou X=E ou X=2

3
donc Inx=-1 ou lnxzz ou Inx =2
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c- Equations et Inéquations faisant intervenir un polynéme de degré 2 ou 3

-

Exercices proposés
Exercice 1
1) Résoudre dans R 1’équation : x2 — 6x + 8 = 0

2) Utiliser les résultats de la question précédente pour résoudre dans R 1’équation :

(Inx)?2—6lnx+8=0

Exercice 2

1) Résoudre dans R 1’équation : x2 —4x —5 = 0

2) Justifier que 2 est une solution de I’équation : (E ): x> — 6x2 +3x + 10 =0

3) Vérifier que pour tout nombre réel x
x3—6x>+3x+10=(x —2)(x2 —4x —5)

4) En utilisant la question 3 ; justifier que 1’ensemble des solutions de 1’équation (E)
est:Sg={-1; 2;5}

5) Utiliser les résultats des questions précedentes pour résoudre dans R les
équations suivantes:
a- (Inx)2—6(Inx)?+3Inx+10=0
b- (Inx)3—3Inx =>6(nx)?+ 10 ( uniguement Al)

Exercice 3
Ondonne A=(1—x)(x—2)(x +3)
1) Développer, réduire et ordonner A
2) Ondonne P(x) = —x3+7x—6
a- Calculer P(2)
b- Déterminer les réels a, b et ¢ telsque: P(x) = (x — 2)(ax? + bx + ¢)
c- Résoudre dans R I’équation: —x2 —2x+3 =0
3) Déduire de la question 2 les solutions dans R de I’équation P(x) = 0
4) Résoudre dans R :
a- L’équation —(Inx)>+7lnx—6=0
b- L’inéquation Inx + In(x% + 8) = In3 + In(5x — 2) ( uniguement A1)

)
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e Deérivée de fonctions composées avec In

(1) Dérivée des fonctions du type f(x) = In(ax+ b) avec a # 0

La dérivee de la fonction f(x) =In(ax + b) est la fonction f'(x) = C:_ -
ax
(2) Soit u une fonction polyndme de degré 2 ( polynéme du second degré )
La dérivée de la fonction f(x) = In[u(x)] estlafonction f'(x) = v ((x))
u(x
Exercice résolu
Calculer la dérivée des fonctions suivantes.
f(x) = In(3x + 4) ;0 g(x) = In(—2x+ 1) ; h(x) =2 In(2 — 5x)
p(x) =In(x? —x—1) ;0 k(x) = In(—3x%+6x—15)
) Proposition de solution
()= nGx+4) = [/G) =
flx) = In(3x =57
()= In(-2x+1) = g'(x)=——
gy = imex 9= o+ 1
h(x) =2 In(2—5x) = h'(x)=2xX—
2 — 5x
= ) =
X = 2 — 5x
Email : Oua(eﬁdele@gmail.com \ Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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, (x> —x—-1)
p() =In(x*-x-1) = p')=—3———7
2x—1

(=3x%2+6x—75)

— Tn(—3x2 — "(x) =
k(x) = In(=3x*+6x—-5) = k'(x) “3x2+ 6x —5

e Primitives de fonctions composées avec In ( uniquement Al )

avec a # 0

Primitives des fonctions du type  f(x) = 3
ax

L . 1 . 1
Une primitive de la fonction f(x) = xp estlafonction p(x) = —x Injax+b|+c

avec c € R
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Proposition de solution

1
a) f(x)= F(x)=§><ln|2x+3|+c ; CER

2x+ 3
Une primitive de la fonction f sur ’intervalle I = [0;+oo[ est:

1
F(x)=iln|2x+3|+c ;. c€ER
b = =2
) 10 —5x+1 f@) ><—5x+1
1
= F(x)=2><_—5><1n|—5x+1|+c ; CER

Une primitive de la fonction f sur ’intervalle I =[1;+oo[ est:

2
F(x)=—§1n|—5x+1|+c i CER

) f= = )= A

1
= F(x)=—2><_—1><1n|1—x|+c i c€ER

Une primitive de la fonction f sur I’intervalle [ = ]—oo;1[ est:

F(xX)=2In|l1—-x|+c ; c€eR

Email : Oua[eﬁde(e@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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II- FONCTION EXPONENETIELLE NEPERIENNE

e Deéfinition
On appelle fonction exponentielle népérienne la fonction notée exp(x) ou e* qui estla
fonction réciproque de la fonction Inx .

exp : R — ]0; +oof

x — e*

e Conséquences de la définition
a) L’ensemble de définition de la fonction exponentielle népérienne (e*) est R
b) VxeR, e*>0
c) e’=1
d VxeR , Ine*=x
e) Vx€]0o;+oof, e™* =x

f) VxeR et VYy€e]0;+xo[; e*=yox=Iny

e Propriétes algébriques

Pour tous nombres réels a et b,ona:

e
1) ea+b = e% X eb 2) ea—b -
eb
1 X
3) g2 =_ 4) (eM)" = enxa
ea
Remarque
1
el=e et el==
e
Exercice résolu
Ecrire plus simplement les nombres suivants
l1n4 lln 16
eln3+ln5 ; ez : el+ln5 ; ez X eln3 ; ln( /es)
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Proposition de solution

eln3+lns5 — ,In3 4 ,In5 — 35 —g
1ln4 _ Inv4 _ In2 _

e 2 = e = e = 2
el+ln5 — 81 X eln5 = eX5 =5¢
11n16

ez xeln3 = gVl 3 — N4 w3 —4x3 =12

ln(\/E)= %lne5= %XS =;

e Limites de référence

(1) lim e* = (2) lim e* =4
X——00 X—+00
ex
(3) Ilim xe*=0 (4) lim —=+4o0
X——00 xX—>+0o0 X
[ Astuce X

|
| . e, |
| Les deux limites de référence en —oo donnent 0 |

- - 7 7 I
Les deux limites de référence en +oo donnent +oo |

|
L
& Uniquement Al

Cas de la limite d’une fonction f du type f(x) = e (ax?+bx+c)
On calcule d’abord la limite de la fonction ax? + bx + ¢

- Sioncalcule la limite de ax? + bx + ¢ et qu’on trouve +oo alors la limite de
2 .
e(ax®+bx+c) donne aussi +oo

- Sion calcule la limite de ax? + bx + ¢ et qu’on trouve —oo alors la limite de
e(ax2+bx+c) donne 0

- Sion calcule la limite de ax? + bx + c et qu’on trouve un nombre réel [ alors la
- 2
limite de  e(@x*+bx+¢) donne ¢!
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Proposition de solution

lim (2x—1)e* = lim (2xe* —e¥)

X—>—00 X—>—00
= lim 2xe* — lim e*
X——00 X——00
=0

lim (4 —3x)e* = liIP (4—-3x) X lim e*
X—>+00

X—+ 00 X—+00

—eo X (+00)

= —O00

1 e*
lim (—x+1+e*) = lim —x(l————)

X—+00 X—+ 00 X X

1 e*
lim (—x) X lim (1————)

xX—+00 xX—+o00 X X

1 e*

= lim (=x) x| lim (1—‘)‘ fim (_)]

X—>+0o0 X—+00 X X—+00 X

Email : oua[eﬁde[e@gmai[.com N Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

( 159 |




Marathon de Buffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"
=—00 X[ 1= (+00) ]

= —0 X (~)

= 1 - (+)
= —00
e* e*
lim = lim
x—o+o X +1 x40 1
X (1 + —)
X
e 1
= lim X
X—>+oo X
(1+3)
X
x 1
= lim — X lim
x—>+00 X xX—+00 1
(1+3)
= 400 X 1 x
= 4o
Comme  lim (3x2 —x+1) = +oo alors lim e(**-x+1) — ;o
X—+00 X—=>+o
Comme lim (—x?+42)=—o alors lim e(-*¥*+2) = o
X—+00 xX—+00
Comme  lim(x2 —4x +5) = 2 alors lim e (¥*~4x+5) = o2
x—1 x—1

e Ensemble de définition de fonctions composeées avec e*
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En classe de Terminale A , les fonctions composées avec e* sont de la forme :

1 f&x)=(@(@ax+be* ou f(x)=ax+b+e*

Or ces deux types de fonctions ont pour ensemble de définition R

X

2 fx)=

ax+ b

Pour déterminer I’ensemble de définition de ce type de fonction, on pose : ax +
b # 0 ( le dénominateur différent de zéro )

Exercice résolu

Déterminer I’ensemble de définition des fonctions suivantes

f(x)=(2x—1)e” 5 gx)=—x+1+¢*

X

_ k( _ —5e*
—x +1 ' x) =

3x + 2

h(x) =

Proposition de solution

e D, =R ( lafonction f estdelaforme (ax+ b)e* )

e D,=R ( lafonction g estdelaforme ax+b+e* )

X

e lafonction h estde laforme

ax + b

XxX€ED, & —x+1+0
S —x = —1
S x#1

D, =R\ {1}

Email : oualefidele@gmail.com
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X

e lafonction k estde laforme

ax + b

x€D, © 3x+2+0

& 3x # -2

2

& x¢—§
oe-m(-3)
3
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Etude de la fonction x — e*

e Ensemble de définition

D.x =R

e Limites aux bornes de D ,x

lim e* =0

X——00

e Fonction dérivée
Vx €R, (e*) =e*

et lim e* = 400

x—+o0

e Sens de variation et tableau de variation

(1) Sens de variation

Terminale A

" Tome 1

Vx€eR, (e¥)) >0 = Lafonction x — e* est strictement croissante sur R

(2) Tableau de variation

X —00 + oo
(e’ +
+ o0
eX
0

La fonction x — e* est continue et strictement croissante sur R ,

e Courbe représentative

La courbe de la fonction x — e* est le symétrique par rapport a la premiere bissectrice
de la courbe de la fonction x —» Inx

T
I

Remarque :

| La premiere bissectrice est la droite d’équation y = x

Email : oualefidele@gmail.com

3 Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

——

163 |



Marathon de ﬂuffeiﬂ@

LS
Il

Terminale A " Tome 1

(Cex)

—_—
pEa
-

¢+ On deduit des representations graphiques ci-dessus que :

Pour tout nombre réel strictement positif x ( x>0) ona:

Inx < x < e*

On déduit des variations de la fonction exponentielle népérienne (e*) que pour tous

nombres réels a et b,ona:
e?=¢e? < a=»b

e?>el < a>b»b

Deplus e =1 < a=0
e’>1 © a>0
e’<1 © a<0

Email : oualefidele@gmail.com
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e Equations et inequations avec la fonction exponentielle népérienne

a- Résolution d’une équation avec la fonction exponentielle népérienne
Proposition de méthode
(1) Détermination de I’ensemble de validité
(2) Mettre si possible I’équation sous la forme e® = e®

(3) Utiliser la propriété e*=e? < a=hb
afin d’obtenir une €quation équivalente

(4) Résoudre I’équation équivalente obtenue

(5) Vérifier que la solution ( ou les solutions ) de I’équation équivalente
appartient ( ou appartiennent ) a I’ensemble de validité.

Remarque

x Pourtoutx eR : (e¥)2=e%* ; (e*)3=e%*

* Pour les équations du type :
(e*)?>+e*—6=0 ou (e¥)3-6(e*)?*+3e*+10=0
Apres avoir déterminé 1I’ensemble de validité, on pose X = e* avec X > 0

et on obtient une équation du second degré ou de degré 3 (' selon le cas)

e e e . o . . e . e e . e e — e — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

—_—— e ————— — — ————

Exercice d’application 57

Résoudre dans R les equations suivantes

— — 2
e2X+tl — p—x+3 et*-1 =1 ; eX 13 = p3x+1

Proposition de solution

2x+1 —-x+3

e e =e

- Ensemble de validité E,,
EV == R
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- Résolution de I’équation e?*+1 = g=**3

2x+1

e —e ¥ o 2x4+41 = —x+3

S 2x+x=3-1

=S 3x=2

- Ensemble de solution

2
Comme 3 € E, alors SRz{

4x-1 — 1

- Ensemble de validité E},
EV - R

- Résolution de I’équation e** 1 =1

S 4x—-—1=0
S 4x =1
1
= ==
XY=y

- Ensemble de solution

1 1
Comme 7 € E, alors Sg 2
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Ensemble de validité E},
EV = ]:R

- Résolution de I’équation e? ™ = —3
Onsaitque pourtoutx e R , e* >0 ( e* eststrictement positif )
or —3 <0 ( —3 eststrictement negatif )
Un nombre positif strictement ne peut étre égal a un nombre strictement négatif ,

2-x _

on conclut donc que 1I’équation e —3 n’admet pas de solution .

- Ensemble de solution

Se=1{ }

2
o X 13 = p3x+1

Ensemble de validité Ey,
EV == R

- Résolution de I’équation e*’*3 = g3x+1
q

eX*¥3 = 3%+l o 2 413 =3x+1
& x24+3-3x—-1=0

& x2-3x+2=0
Résolvons I’équation x% — 3x + 2 = 0 aI’aide du discriminant
a=1, b=-3 et c=2
A= b? — 4ac
=(-3)2—4x1x2
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Comme A > 0 alors I’équation x? — 3x + 2 = 0 admet deux solutions distinctes

_—b—+A . _—b+vA
1= 2a ¢ X2 = 2a
i} (=3 -1 o N (=3 +V1
17 2x1 27 2x1
3-1 . _3+1
X, = > e X, = >
x; =1 et X, =2

On en déduit que :
eX’t3 = @3¥t1 o x2_3x 42 =
= x=1 ou xX=2

- Ensemble de solution

Comme 1 € E, et 2 € E, alors Sg={1; 2}

Exercice résolu
1- a) Montrer que pourtoute R, x2 —x—2 = (x — 2)(x + 1)

b) Résoudre dans R 1’équation: (e¥)2 —e*—2=0

2- a) Veérifierque: —x3+2x2+5x—6=(—x+ 1)(x+2)(x —3)
b) Résoudre dans R I’équation : —e3* + 2e?* + 5e* — 6 =0

Proposition de solution

Email : oualefidele@gmail.com
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1- a) Montrons que pourtout x ER, x2—x—2=(x—2)(x + 1)
(x—2)(x+1)=x*+x—-2x—2
=x%?—-—x-2
Donc pourtout x E R, x?—x—2=(x—2)(x+ 1)
b) Résolvons dans R 1’équation : (e¥)2 —e*—2 =10
- Ensemble de validité

EV=R

- Résolution de I’équation (e*)? —e*—2 =0
Posons X = e* avec X >0 ; I’équation devient X?> —X —2 =10
D’aprés la question 1-a) pourtout x E R, x2—x—2=(x —2)(x + 1)

donc X?—-X-2=0 = X-2)X+1)=0

= X—-2=0 ou X+1=0

= X=2 ou =-1

=  X=2 S
. -
I Impossible car

= eX =2 |
L X>0

~N—— e — —

= x=1In2
Comme In2 € E, alors Szp={In2 }
2- a) Vérifionsque —x3 + 2x2+5x— 6 = (—x + 1)(x + 2)(x — 3)

(—x+Dx+2)(x—=3)=(—x?=-2x+x+2)(x —3)
=(—x?2—x+2)(x—3)
=—x3+3x>—x2+3x+2x—6
=—x3+2x*+5x—6

On en déduit que : —x3 + 2x% +5x — 6 = (—x + 1)(x + 2)(x — 3)
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b) Résolvons dans R 1’équation : —e3* + 2e?* +5e* —6 =0

- Ensemble de validité
EV = R

- Résolution de 1I’équation

—e3* 4+ 2e2* 4+ 5e*—-6=0

Posons X = e* ; I’équation devient —X3 +2X?2+5X—-6=0

D’aprés la question 2-a)

—X3+2X*4+5X-6=0

U

U

r—x342x2+5x—6=(—x+ 1D (x +2)(x — 3)

= (X+DX+2)X—-3)=0
= —X+1=0o0ou X+2=00uX—-3=0
—X=-1 ou X=-2 ou X-=

X=1 ou X=-2 ou X=

~

N —_—— =

Comme 0 € E, et In3 € E, alors Sg={0; In3}
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b- Résolution d’une inéquation avec la fonction exponentielle népérienne

Proposition de méthode
(1) Détermination de I’ensemble de validité
(2) Mettre si possible I’inéquation sous la forme e® > e®

(3) Utiliser la propriété e* >e? < a>b
afin d’obtenir une inéquation équivalente

(4) Résoudre I’inéquation équivalente obtenue

(5) Vérifier que la solution de 1’inéquation équivalente est incluse dans 1’ensemble

de validité.

Remarque
* Pour les inéquations du type :
(e¥)?>+e*—6<0 ou (e¥)3-6(e*+3e*+10>0

Aprés avoir déterminé 1I’ensemble de validité, on pose X = e* avec X > 0

et on obtient une inéquation du second degré ou de degré 3 ('selon le cas)

On peut utiliser un tableau de signe dans certains cas

e e e o o o . e e . e e e e e e e — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

Exercice résolu
Résoudre dans R les inéquations suivantes

e4x—1 < ez—x ex+2 > 2 e—x > e3x+5

)

Proposition de solution

° e4x—1 S ez—x

- Ensemble de validité E},

EV:R
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- Résolution de I’inéquation e**~1 < e27*

e l<e?™ o 4x—-1<2-x

S 4dx+x <241

& 5x<3
= <3
X=3

= xe|-oig]

_w'_

X ,5

- Ensemble de solution

3
Se =FE, N |—00:2
R Vlm'sl

|-

° ex+2 2 2

- Ensemble de validité E\,

EV:R

- Résolution de I’inéquation e**2 > 2

ex+2 > 2 P ex+2 > elnz
S x+2 >1n2
= x>—-24+1n2

& x€[-2+4In2 ;400
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Ensemble de solution

Sk=E,N[—2+1n2 ;40|

=[-24+In2 ;4]

e e ¥ > 63x+5
- Ensemble de validité E},

EV:R

- Résolution de I’inéquation e™* > g3**5

e >e3 S o —x>3x+5

& —x—3x >5

& —4x>75
VRN < >
STy

- Ensemble de solution

5

Sg=E,N|—o0;—=

R Vl°°’4
] 5
=|—00;——
4
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Exercice résolu
1- a) Montrer que pourtout x E R, x2 —4x+3 = (x —3)(x — 1)
b) Résoudre dans R I’inéquation : (e*)? —4e* +3 >0
2- a) Vérifierque: 2x3 —2x%2—20x — 16 =2(x + 1)(x + 2)(x — 4)

b) Résoudre dans R I’inéquation : 2e3* — 2e?* — 20e* — 16 < 0

Proposition de solution

1- a) Montrons que pourtout x E R, x? —4x+3=(x—-3)(x—1)
(x—3)(x—1)=x*—x—3x+3
= x% —4x + 3

On en déduit que pourtout x e R, x> —4x+3 = (x —3)(x — 1)

b) Résolvons dans R I’inéquation : (e*)? —4e* +3 >0

- Ensemble de validité

EV:[R

- Résolution de I’inéquation (e¥)? —4e*+3 >0

Posons X = e* avec X > 0; Il’inéquation devient X? —4X +3 > 0

D’aprés la question 1-a) :x%2—4x+3=(x—3)(x— 1)
X?—4X+3>0 = X-3)X-1)>0

= (e*—=3)(e*—1)>0
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Tableau de signe de (e* — 3)(e* — 1) suivant les valeurs de x ; avec x € Ej,

X —00 0 In3 + o0
e* -3 — — +
e*—1 — + +
(e¥)? — 4e* + 3 + - +

On déduit du tableau ci-dessus que :
(e*—=3)(e*—1)>0 = x€]—-0;0[U]In3; +oof
Comme ]|—o; 0[U]In3; +o[ c E,

On conclutdoncque: Sg=]-o;0[U]In3 ; +oof

2- a) Vérifions que 2x3 —2x%2 —20x — 16 = 2(x + 1)(x + 2)(x — 4)
2+ D(x+2)(x—4) =2(x*+2x +x+ 2)(x — 4)
=2(x*+3x+2)(x — 4)
= (2x%2+6x+4)(x —4)
= 2x3 — 8x% + 6x% — 24x + 4x — 16
= 2x3—2x%—-20x — 16

On en déduit que : 2x3 — 2x% — 20x — 16 = 2(x + 1)(x + 2)(x — 4)

b) Résolvons dans R I’inéquation : 2e3%¥ — 2e?* — 20e* — 16 < 0

- Ensemble de validité

EV:R
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- Résolution de I’inéquation  2e3* — 2e2* — 20e* — 16 < 0

Posons X = e* avec X > 0; I’inéquation devient 2X3 — 2X? — 20X — 16 < 0
D’aprés la question 1-a) : 2x3 — 2x2 —20x — 16 = 2(x + 1)(x + 2)(x — 4)
2X3 —2X2-20X—-16<0 = 2+ DX +2)X-4)<0
= 2(e*+1)(e*+2)(e*—4)<0
Car pourtout x e R, 2(e*+1)>0 et e¥*+2>0 donc lesigne de
2(e*+1)(e*+ 2)(e* —4) dépend dusignede e* —4

2X3 —2X?2-20X—-16<0 = e*—4<0

Tableau de signe de 2(e* + 1)(e* + 2)(e* — 4) suivants les valeurs de x ; avec
x €EEy

X —00 In 4 + o0

eX —4 - +

2(e* + 1)(e* + 2)(e* — 4) - +

On déduit du tableau ci-dessus que :
2(e*+1)(e*+2)(e*—4) <0 = x€]—0;In4]
Comme |—oo;In4] < E,

Onconclutdoncque: Sg=]—o; In4]
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c- Equations et Inéquations faisant intervenir un polyndme de degré 2 ou 3

(" Exercices proposés
Exercice 1
1) Résoudre dans R I’équation : x> +x —2 =0
2) Utiliser les résultats de la question précédente pour résoudre dans R 1’équation :
e?* +e*—2=0
Exercice 2
Ondonne P(x) = —x3 —4x?>—x+6
1) Justifier que —2 est une solution de 1’équation : P(x) =0
2) Vérifier que pour tout nombre réel x
—x3—4x? —x+6=(x+2)(—x?>—2x+3)
3) Résoudre dans R I’équation: —x3 —4x2 —x+6=0
En déduire le signe de P(x)
4) Utiliser les résultats des questions précédentes pour résoudre dans R les
équations et inéquations suivantes:
a- —e3*—4e* —e*+6=0
L b- —e3* + e?* < 5e** +e* — 6 ( uniquement Al) )
Email : oualefidele@gmail.com Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86
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e Dérivée de fonctions composées avec e*

Dérivée des fonctions du type f(x) = e®**? avec a # 0

La dérivée de la fonction  f(x) = e®*P estlafonction f'(x) = a X e®™*b

~N

& uniquement Al

Soit u une fonction définie et dérivables sur un intervalle I de R

La dérivée de la fonction f(x) = e*™® est lafonction f'(x) = u'(x) x e*®

Ve

Exercice résolu
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes

a) f(x) =e?**> b) g(x) =4x —1+ e **? ¢) h(x) = —2e5%°=3x+7
e3x—1
2x +1

d) k(x) = e) p(x) = (=5x + 2)e*

Proposition de solution
a) f(x)=e¥**5 = f'(x) =2xe?*

=  f'(x) = 2e**>

b) glx) =4x—1+e*?2 = g'(x) =4+ (—1) x e?**>

= g'(x) =4 —e?**>

c) h(x) = 25X 347 h(x)=—-2x(5x2=3x+7) x p5x%—3x+7
= h'(x) = —2 x (10x — 3)e5**~3x+7

=  R(x) = (—20x + 6)e5% ~3x+7
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d) Lafonction k estde laforme %

p3x—1 e3x—1\'
KO =1 ~ k(x)=<2x+1>
, (e3x—1)’ X (2x+1)— 2x + 1) x 371
= k'(x) =
(2x + 1)2
o K = Be¥ Ix (2x+1)— 2xe3* !
X = (2x + 1)2
oK) = e3* 1 x (6x+3)— 2xe3*1
x) = (2x + 1)2
, (6x +3 —2)e3*1
= KO =12
= K0 = (6x + 1)e3*
= T 2kt 1)2

e) Lafonction p estdelaforme wuv
p(x) = (=5x+2)e* = p'(x)=(-5x+2) xe*+ (e¥) x(=5x+2)
= p'(x)=-5%xe*+ e*x(=5x+2)
= p'(x)= (—5 + (—=5x + 2))6"
= p'(0) = (-5x —3)e*
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e Primitives de fonctions composées avec e* (uniquement Al)

Primitives des fonctions du type f(x) = e®**b avec a # 0

Une primitive de la fonction f(x) = e®*? est lafonction F(x) = 1 x eax+b
a

Exercice résolu

Déterminer une primitive des fonctions suivantes

a) f(x) — il b) g(x) = —DQe~Xt5 C) h(x) — —5x 4 3 — g~ 2xt4

Proposition de solution

a) Une primitive de la fonction f est la fonction F(x) = % x e3%-1 4 ¢

b) Une primitive de la fonction g est la fonction

1
G(x)=—-2X—=%xe™*S5+¢c ; ceR

(-1

=2 4+¢c ; ceR

¢) Une primitive de la fonction h est la fonction

1 1
H(x)=—5xzx2+3x—@ xe 24 s ceR

5 1
=—§x2 + 3x+§e_2x+4+c ; CER
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@

Cﬁa/aifre 4: USLUTES NUMERIQUES

e Définition
On appelle suite numérique toute fonction de N vers R .
On lanote souvent : (U )nen: Un Vo ;...

e Vocabulaire
U,, est appelé terme général ( ou terme de rang n ) de la suite
Les suites numériques sont généralement définies a I’aide de deux formules :

(1) formule explicite
Elle permet d’exprimer U,, en fonction de n
Exemple
U,=2n-3 ; U,=n*+3n-1 ; ....

(2) formule de récurrence
Elle donne la valeur du premier terme de la suite et une relation liant U, et U,
Exemple

Upi1 =Up +3 Uni1 =

e Calcul des termes d’une suite numérique

1% cas : Suite définie par une formule explicite
L’expression de U,, étant connue, pour déterminer les expressions des autres termes de
la suite en fonction de n, on ne fait que remplacer n par I’indice du terme concerne.

Par exemple :
- pour déterminer 1’expression de U,,,, en fonction de n, on remplace dans
I’expressionde U, le n par n+1
- pour déterminer 1’expression de U,,,_s en fonction de n, on remplace dans
I’expressionde U, le n par 2n—5
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Exercice résolu
Soit la suite (U,,) définie pourtout n € N par U, =3n+1.
Déterminer les termes U,,, , U,_, et U,,_; enfonctionde n

Proposition de solution
Onsaitque pourtout ne N, U, =3n+1
Uy =3(m+1)+1

=3n+3+1

=3n+4

U,_,=3n—-2)+1
=3n—6+1
=3n—-5

Up1=32n—-3)+1
=6n—-—9+1
=6n—38

2°™ cas : Suite définie par une formule de récurrence ( relation liant U,,,4 et U,, )

Dans le cas des suites définies par une formule de récurrence, de maniere générale,

I’éléve remarquera que les termes U, ., et U, sont deux termes consécutifs

Autrement dit pour déterminer 1’expression d’un autre terme de la suite, il ne faut pas

oublier qu’il est 1i¢ au terme précédent

Exemple

Soit la suite (U,),, < y définie par : {UO =3

Un+1 = 5Up — 2

La relation exprimant U,,,, en fonction de U,, est donnée par: U, ,, = 5U, — 2
- Sil’indice du terme a gauche est 5 alors celui de droite sera 4 (Us =5U, — 2 )
- Sil’indice du terme a gauche est 8 alors celui de droite sera 7 (Ug = 5U; — 2 )

- Sil’indice du terme a gauche est p alors celui de droite sera p — 1
(Up=5Up_1—2 )

- Sil’indice du terme a gauche est n + 4 alors celui de droite sera n + 3
(Upya =5Up43—2 ) car (n+4)—1=n+4-1=n+3
- Ainsi de suite

Email : Oua(eﬁdele@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

182 |

——



Marathon de VSMffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Exercice résolu

. i e - Uy =2
Soit la suite (U,,) définie pourtout n € N par { 0

Unyr1 =20, -1
Déterminer les termes U,,,, , U,ig €t U,_3

Proposition de solution
On sait que pourtout ne N, U, ,, =2U, -1

Un+2 = 2Um42)-1 — 1
=2Up41—1

Un+g = 2Umnig)-1 — 1
=2Up47 -1

Upn-3 = 2U(n—3)—1 -1
=20, ,—1
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1- Représentation graphique sur I’axe des ordonnées des termes d’une suite
numeérique

le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1,])

a) Suites définies par une formule explicite
Pour les suites déefinies par une formule explicite, on procede comme en classe de
pour la détermination de I’image d’un nombre par une fonction.
En d’autres termes, pour représenter par exemple U, sur 1’axe des ordonneées :
(1) On trace une droite verticale passant par 4
(2) Cette droite coupe la courbe en un point
(3) On trace une droite horizontale passant par ce point et qui coupe aussi I’axe des
ordonneées en un autre point qui est U,

2nde

Application
Déterminer graphiguement sur I’axe des ordonnées le terme U, , de la suite (U,,)

P 1
définie par U, = ont 1
Remarque

e 1
La courbe tracée est obtenue a I’aide de la fonction f définie par f(x) = 5% +1
C’est-a-dire qu’on remplace U, par f(x) et n par x

(Un = f(n) ou f estlafonction numérique définie par f(x) = %x +1 )

U _1 +1
"2,
' v
T
f(x)=§x+1
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Autre exemple
Déterminer graphiquement U,

On déduit du graphique ci-dessus
que U4, =3 : l

b) Suites definies par une relation formule de récurrence
( relation liant U,,, et U,,)
Pour les suites definies par une formule de récurrence, on utilise une droite spéciale
appelée " la premiére bissectrice " dont I’équation est y = x

La premiere bissectrice permet de « ramener » un élément de I’axe des ordonnées sur
I’axe des abscisses

Le premier terme de la suite est toujours donné et U,,, est1’image de U, par la
fonction dont la courbe est donnée.

Onremplace U,.; par f(x) et U, par x

| |

Uy == : |
2 | Upy1 =2U, +1 i

Uper =2U, + 1 : ! ! :
i f(x)=2x+1 i

(R |

Email : Oua[eﬁde(e@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

185 }

——



Marathon de Bufz‘e;ﬂ@ Terminale A " Tome 1"

e .

Pour déterminer U, ,image de U, , on utilise On utilise la premiere bissectrice pour
la méme technique que pour les suites définies ramener U, sur I’axe des abscisses
par une formule explicite

.;//;,i,l_éd-_ér-

Pour déterminer U, , image de U; , on utilise On utilise la premiére bissectrice pour
la méme technique que pour les suites définies ramener U, sur I’axe des abscisses
par une formule explicite

Ainsi de suite ...
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Autre méthode ( ou évolution en escalier )

Etape 1

Construction de ’escalier

Etape 2

Positionnement des
termes de la suite

1/ U, U1 3 3 i]z
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Sens de variation d’une suite

Pour déterminer le sens de variation d’une suite (U, ) on procede par étapes :

On détermine I’expression de U,,,; ('Si ce terme n’est pas connu )
- On détermine I’expression de la différence: U, — U,
- On étudie le signe de U,,,,; — U,

v Si U, — U, est positif ( U, —U, >0 ) alorslasuite (U,)
est croissante

v Si U,;,—U, est négatif ( U,,;—U, <0 ) alorslasuite (U,)
est décroissante

v Si Upq—U, estnul (U,,—U,=0) alorslasuite (U,)
est constante

Exercice résolu
Etudier les variations des suites suivantes

a) U, =2n+1 b) V, =4—"5n ) Upy=U,+3

Proposition de solution
Q) U,=2n+1

- Déterminons ’expression de U, 4

U, =2+1D+1 = U, =2n+2+1
= Un+1=2n+3

- Déterminons le signe de U, — U,
Uy —U, =2n+3-(02n+1)
=2n+3-2n-1
=2
Comme U,,, — U, > 0 alors la suite U,, estcroissante

b) V,, =4 —5n
- Déterminons I’expression de V4
= VTL+1 - _1 - 57’1
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- Déterminons le signe de V,,.; —V},
Vpii —V,=—1—-5n—(4—5n)
=—1—-5n—4+5n
= -5

Comme V,.; —V, < 0 alors lasuite V, est décroissante

C) Un+1 = Un+3
Up41 =Up +3 = Upy1—Up=3

Comme U, ., — U,, > 0 alors la suite U, estcroissante

i Autre méthode

 Unn = Un=(Ua+3) - Uy

|

| =U,+3 —-U,

i

| Comme U, ., — U, > 0 alors lasuite U,, est croissante

—_———— - e e — —

—_—— e =

Limite d’une suite
La limite d’une suite se calcule toujours en +oo ; et on utilise en général les méme
propriétés que pour le calcul de limites des fonctions

—_ - - - - - ——_——_ - ———— ——— ———— ——————— ————————————————————————————— —— ~

Remarque
Pour le calcul de limite des suites, 1’éléve peut , au brouillon , remplacer n par x
_3n*=2n+5

U,=3n—1 €&t v, ——

lim U, = lim 3n—1) = lim (3x—1)

n—-+oo n-+oo x—+ 00

_ _ 3n?—-2n+5 _ 3x2—2x+5
lim V, = lim = lim

n—-+oo n—-+oo nZ —_ ]_ X—+00 x2 —_ 1

~— e e~

=
[
[00)
(o)

—



Marathon de VSMffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

Propriété
Lorsqu’un nombre réel a est strictement comprisentre —1 et 1 , c’est-a-dire

—1<a<1 alors

Exemple

li <2>n—0 '(car 2—04 donc 1<2<1)
nodeo\5) ! 5 5

li Ly’ ( 1— 033 d 1< 1<1>
dim (-3) =0 (e —5=-033 don ;
Exercice résolu
Calculer la limite des suites suivantes

3n2—-2n+5
a) U,=3n-1 b) Vv, = 1
1 n
c) W,=-5n’+n+8 d) Sn=—3><(§>

Proposition de solution

a) lim U, = lim 3n—1)

n—-+oo n—-+oo

= lim 3n
n-+co

= 400

_ _ 3n2 —2n+5
b) lim V, = lim

n—+co n—+co nz—1

~ 3n?
= hm —
n-+o0 N

=3

¢) lim W, = lim (=5n*+n+8)

n—-+oo n-+oo

— 1i - 2
B n1—1>r-|poo( o)

= —00
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d) lim S, = lim

n—-4oo n—+oo

3% (%)]

= lim (—3) X lim (%)

n—--+oo n—-+oo

n

Convergence d’une suite numérique

On dit qu’une suite numérique est convergente lorsque sa limite est finie .
En d’autres termes une suite numérique est convergente lorsque sa limite est égale a un
nombre réel.

Toute suite qui n’est pas convergente est dite divergente .
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Suites arithmétiques - Suites géométriques

(1) Comment déterminer le nombre de termes dans une somme de termes
consécutifs ?

Nombre de termes = ( indice du dernier terme — indice du premier terme) +1

Exemple
Déterminer le nombre de termes dans les sommes suivantes :

Sn:U0+U1+U2+U3+U4+U5+U6+U7+U8+U9+U10+U11+U12
Tn=U7+U8+U9+°"+U47
Ry =Ujg+Ujg+ Uz + -+ Upsy

Remarque
Lorsque qu’une somme contient plusieurs termes et qu’on ne peut pas tous les
représenter , on peut remplacer certains par des pointillés (+ -+ )

—_

S S U S S S ——

- Nombre de termes de la somme S,
L’indice du dernier terme est 12
L’indice de premier terme est 0
Le nombre de termes de lasomme S,, est: (12—-0)+1 =13

- Nombre de termes de la somme T,
L’indice du dernier terme est 47
L’indice de premier terme est 7
Le nombre de termes de lasomme S,, est: (47 —-7)+1 =41

- Nombre de termes de la somme R,
L’indice du dernier terme est 231
L’indice de premier terme est 18
Le nombre de termes de lasomme S,, est: (231 —-18) +1 =214
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(2) Suites arithmétiques

v' Comment montrer qu’une suite est arithmétique ?

Une suite numerique (U,,) est arithmétique si U,,, — U, = r = constante

Cette constante 7 est appelée la raison

( en d’autres termes une suite numérique est arithmétique lorsque la différence entre
U,., et U, donne un résultat qui ne contient pas n)

Exercice résolu
Montrer que les suites U, =5n+2 et I, =1 —2n sontarithmétiques et donner la
raison de chaque suite.

Proposition de solution
U,=5n+2

Déterminons 1’expression de U, ;4

U,=5n+2 = U,;;=5(n+1)+2
= Upy1=5n+5+2
= Upy1=5n+7

Ups1—Up=5n+7—-(5n+2)
=5n+7—-5n—-2
=5
On déduit donc que la suite U,, est une suite arithmétique de raison 5

V,=1-2n

Déterminons 1’expression de V4

V=1-2n = V,,,=1-2(n+1)
= Vypy=1-2n-2
= Vn+1 == _Zn - 1

Vo1 —Vu=-2n—-1—-(1-2n)
=-2n—1—-1+4+2n
= =2
On déduit donc que la suite V;, est une suite arithmétique de raison —2
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v Expression d’une suite arithmétique en fonction de n

Soit n et p deux nombres entiers naturels
La relation qui lie deux termes quelconques U,, et U, d’une suite arithmétique de
raison r est: U,=U,+n—p)Xr

Cas particuliers
Pour p = 0 larelation ci-dessus devient U, =Uy+nxr

Pour p =1 larelation ci-dessus devient U, =U;+ (n—1) Xr

v' Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

premier terme + dernier terme
2

S, = (nombre de termes de la somme) X

Applications
u S:U0+U1+U2++Un

Lasomme S a (n+ 1) termes dont le premier est U, et le dernier U,
Uy +U
S=U0+U1+---+Un=(n+1)x%

u S’=U1+U2+U3+°"+Un

Lasomme S’ a n termes dont le premier est U, et le dernier U,

u,+U,

Onendéduitque: S§'=U;+Uy,+--4+U,=nx 5
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v’ Tableau récapitulatif des suites arithmétiques

Suite arithmétique

Upt1 =Up+71 ou Upt1 —Up =71
Définition
r estappelé la raison
Relation entre deux U,=U,+(n—p)xr

termes U, et U,

Expression de U,, Si le premier terme est U, alors U,=Ug+nxr

en fonction de n Si le premier termeest U; alors U,=U;+(n—-1)xr

Si le premier terme est U, alors

Uop+U,
Up+U;++U,=(m+1) X ———
Somme de termes
consecutifs Si le premier terme est U, alors
u,+u,
U1+U2+"'+Un =nXT
Convergence La suite est convergente si r =0

Si r > 0 alors (U,,) est strictement croissante
Sens de variation Si r < 0 alors (U,,) est strictement décroissante

Si r =0 alors (U,,) est constante
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Exercice résolu
Soit (U,,) une suite arithmétique.

Dans chacun des cas suivants déterminer la raison de la suite (U,,) .

a.) U3 = 32 et U12 — 5
b) U11 — _3 et U41 — 3

Proposition de solution

Up,=U,+(n—p)xr

) U,=Us+(12-3)xr = 5=32+09r
= 9r=5-32
= 9r=-27

27

= r=——
T
= r = -3

b) U,=U;+@1-11)xr = 3=-3+430r
= 30r=3+3

= 30r==6
— =
30
= r = !
5

Exercice résolu
Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r .

a) Sachantque U, =8 et r =3 ,calculer Ui

b) Sachantque U;q = —1 et r = -2 ,calculer Us
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Proposition de solution
U,=U,+(n—p)xr

a) Us=U,+(15-2)x3 = U;s=8+13x%x3
—r U15=8+39
— U15=47

D) Us=U;o+(5-19)x5 = Us=-1+(-14)%x5
= U =-71

Exercice résolu
Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r = 2.
a) Sachant que le premier terme de la suite est U, = —3 , exprimer U,, en fonction
de n
b) Sachant que le premier terme de la suite est U; = 5, exprimer U,, en fonction de
n

Proposition de solution
Q) U,=Uy+nxr = U,=-3+nx2
= U,=-3+2n

b) U,=U;+(n—-1)xr = U,=5+n—-1)x2
= U,=5+2n-2
= U,=3+4+2n

Exercice résolu

a) Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r = —1 et de premier terme U, = 4
(1) Exprimer U,, en fonctionde n
(2) Calculer lasomme S,, definiepar: S, =U,+U; +U, + -+ U,

b) Soit (U,,) une suite arithmétique de raison r = 7 et de premier terme U; = 0
(1) Exprimer U, en fonctionde n
(2) Calculer lasomme S',, définiepar: S',, =U; +U, + -+ U,
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Proposition de solution
a) (1) U,=Uy+nxr = U,=4+nx(-1)
= U,=4—n

(2) S,, estlasommede n+ 1 termes consécutifs d’une suite arithmétique de
premier terme U, et de dernier terme U,

Uy +U,
2

4+ (4—-n)
2

S, =Ug+U;+-4+U,=(n+1)x

=(n+1)x

—Nn
= 1) X —
(n+1) x—

nn+1)
B 2
b)) U,=U;,+(n—-1)xr = U,=0+(n-1)x7
= U,=7n-7

(2) S, estlasomme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique de
premier terme U, et de dernier terme U,

u,+U,
2
0+ (7Tn—7)
2
n—17
2
n(7n—7)
=

Sp,=U;+-+U,=nx

=nX

=nX
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(3) Suites géométriques

v' Comment montrer qu’une suite est géométrique ?

Une suite numérique (U,,) est geométrigque si U;“ = q = constante

n

Cette constante q est appelée la raison
( en d’autres termes une suite numérique est géometrique lorsque le quotient de U, ,; par
U, donne un résultat qui ne contient pas n)

Exercice résolu
Montrer que la suite U,, = 3™ est une suite géometrique puis déterminer sa raison

Proposition de solution

Déterminons 1’expression de U, ;4
— 2n — 2n+1
U,=3" = U,4; =3

Un+1 B 3n+1
u, 3
3"x 3
= 3‘”_
=3

On déduit donc que la suite U,, est une suite géometrique de raison 3

v Expression d’une suite géométrique en fonction de n

Soit n et p deux nombres entiers naturels
La relation qui lie deux termes quelconques U, et U, d’une suite géométrique de

raison q est:
U,=q" P XU,
Cas particuliers
Pour p = 0 larelation ci-dessus devient U, = q™ X U,

Pour p = 1 larelation ci-dessus devient U, = q" 1 x U,
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v" Somme de termes consécutifs d’une suite géométrique

(T.aison)nombre de termes __ 1

S, = (premier terme de la somme) X ; raison # 1

raison — 1
Applications
Soit U,, une suite géomeétrique de raison q
u 51=U0+U1+U2+"°+Un
Lasomme S; a (n+ 1) termes d’une suite géométrique dont le premier est U,

qn+1 -1

Up+Us+-+U, = Uy X
0 1 n 0 q-1

u SZ=U1+U2+U3+"'+Un
Lasomme S, a n termes d’une suite géométrique dont le premier est U,

q" -1
q-1

U1+U2++Un= le
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v’ Tableau récapitulatif des suites géométriques

Suite géométrique

Vi1 = q % Vp ou Vo _
Définition Vn
q est appelé la raison
Relation entre deux
V,=q" P XV
termes V,, et V,, n=4q P
Ecrire v, Si le premier terme est Vo, alors  V, =q"xV,

en fonction den
Si le premier terme est Vyalors V, =q* 1 xV,

Si le premier terme est Vv, alors

qn+1 -1

V0+V1+"'+]/n=V0X q—l

Somme de termes

consecutifs : :
Si le premier terme est Vv, alors

q" -1
q-—1

V1+V2+"'+]/n=V1X

Si —1<q<1 alors lasuite est convergente

Convergence ) )
g Si g =1 alors la suite est constante et convergente

o Si g > 1 alors (V) est strictement croissante
Sens de variation

Si 0<q<1 alors (I}) est strictement décroissante

Attention: si —1<q <1 alors lim q" =0

n—+oo
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Exercice résolu

Soit (V,) une suite geométrique.

Dans chacun des cas suivants déterminer la raison de la suite () .
a) V,=2 et V,=32
b) V, =27 e Vg=9

Proposition de solution
Vo,=q"?PxV,

a) V4=q4_2XV2 — V4=q2XV2

2_V4

32

— q2—7

= g%2=16

= q=16
= q=4 ou q=-—4

b) V8=q8_7><V7 :ngqXV7

Vg
7
9

1

Exercice résolu

Soit (1,) une suite géométrique de raison q .
a) Sachantque V3 =—2 et g=2 ,calculer Vg
b) Sachantque V;, =8 et g =+/3 ,calculer Vi,
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Proposition de solution
Va=q""? XV,

Q) Ve =q°7°XV; = Vg=¢q>%xV;
= V, =23 %x(-2)
= V, =8x%x(-2)
= Vg = —16

b) Vio=q" 2 xV;, = Vip=q%xVpy

1
= V10=—><V12

qZ
= Vg =—= X8
C Wy
8
= V1o=§

Exercice résolu
Soit (14,) une suite géométrique de raison q .

a) Sachant que le premier terme de la suite est V, = 4 , exprimer ¥, en fonction de
n

b) Sachant que le premier terme de la suite est V; = —5 , exprimer 1}, en fonction
de n

Proposition de solution
Q) iy =q"xV, = V,=(-2)"x4

= V,=4x(=2)"

b) Vo =q" 7t XV, = V= (=2)""" X (-5)

= V,=-5x (=21
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Exercice résolu
a) Soit (V) une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme y, = 3
(1) Exprimer ¥, en fonction de n
(2) Calculer lasomme S,, definiepar: S, =V +V,+V, +--+ 1,

b) Soit (1;,) une suite géométrique de raison g = — et de premier terme V; = —1
: . 2
(1) Exprimer V;, en fonctionde n
(2) Calculer lasomme S’,, définiepar: S', =V, +V, + -+ 1,

Proposition de solution

a) (1) 3
V,=q"xV, = V’1=2nX<_Z)
3 n
— Vn = —Z X 2
(2) S, estlasommede n+ 1 termes consécutifs d’une suite géométrique
de premier terme V,

n+1_1
Sn:V0+V1+“'+Vn=VOX—
q—1

3 2n+1_1

T T3 T2o1

3
:—ZX(Zn-l-l—l)

n-—1

b) 1) V,=q"*xV, = Vn=<%) x (=1)

1 n—1
=V,= —(—)

(2) S, estlasomme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique

S,n:V1+"‘+Vn=V1X
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Exercice résolu
On considere la suite (U,,) definie par U, = 2 et pourtoutn € N*, U,,, = 2U, — 1.
On définit pour tout entier naturel non nul n , une suite (V,,) par: V,, = U, — 1

a) Démontrer que la suite (V) est une suite géométrique de raison 2

b) Exprimer V,, en fonctionden (n € N*)

c) Justifier que : pour tout n € N* , U, = 2" 1 + 1

Proposition de solution
a) Démontrons que la suite (1},) est une suite géométrique de raison 2

Remarque
Vn+1 _

Il suffit de montrer que =2
Va

Déterminons I’expression de V, . 4

h=Up—-1 = Vy1=Up1—1 , or Upyr =20, -1
= V1 =QU, -1 -1

Vn+1_2Un_2 — Vn+1_2(Un_1)
7 U, —1 7 U, —1
V.
_, ntl _ 5
Y

On en déduit que la suite (1},) est une suite géométrique de raison 2

b) Exprimons V;, en fonction de n
la suite (V;,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier terme V;
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mlx1 = V,=2"1

c) Justifions que pourtout n € N*, U, =2""1+1
Onsaitque V, =U, —1

v,=U,-1 = U,=V,+1 ; or V,=2""1
= U,=2"1+1
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Utilisation des suites numériques pour résoudre des problémes de vie courante

Astuce

Dans un exercice de suites numériques , les expressions ci-dessous orientent plutot vers
des suites arithmeétiques

Diminue de 5000 F chaque mois

Versement mensuel qui augmente de 10000 F par rapport au versement précédent
Intéréts simples de 8000 F par an

Une épargne qui augmente 500 F de plus chaque mois

etc ...

Par contre lorsqu’on utilise des expressions suivantes :

Augmentation de 40%

Réduction de 20%

Diminuer du cinquieme 1) de sa valeur par mois
Perdre 30% de sa valeur

Intéréts composés de 5% par an

etc ..

il s’agit de suite géométrique :

Dans un exercice de suite numérique, 1’éléve doit étre capable de :

Email : oualefidele@gmail.com

Déterminer la nature d’une suite ( suite arithmétique ou suite géométrique )
Déterminer la raison d’une suite et si possible son premier terme
Exprimer U, en fonctionde n

Déterminer la somme des termes consecutifs ( Uy + U, + U, + -+ U, )
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Suite arithmétique

Suite géomeétrique

Comment
déterminer la
nature d’une

suite

numerique

On calcule la différence
Un+1 - Un
Si le résultat est un réel
Upy1 —Up =71
alors la suite est une suite

arithmétique et le réel r estla
raison de la suite

On calcule le quotient

Un+1
Un
Si le résultat est un réel

Un+1 _
Uy
alors la suite est une suite

géeometrique et le réel q estla
raison de la suite

Expression de

U,, en fonction

U,=U,+(n—K)r

La valeur de k dépend de l’indice
du 1°" terme de la suite

Si le 1* terme est U, alors

U, = qn—k Uy

La valeur de k dépend de ’indice du
1% terme de la suite

Si le 1* terme est U, alors

den Up=Up +nr Un =q"Uq
Si le 1* terme est U, alors Si le 1 terme est U, alors
U,=U;+(n—-Dr U, =q" U,
Comment Si le premier terme est U, Si le premier terme est U,
Up+ U
calculer la Uy + Uy 44 Uy = (n+ 1) x 20 Un U ey 1— g+t
somme de 2 ot Yy nT T g
termes Si le premier terme est U,
consécutifs U +U Si le premier terme est U,
_ 0 n
d’une suite u,+U0,+--+U,=nx 5 1_qn+1
Z - U1+U2+"'+Un=
numeérique 1-q
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Exercice résolu
L’entreprise " Butterfly 2020 " propose deux contrats :
Contrat n°1
Le premier mois 1’entreprise verse un salaire de 150.000 F , puis une augmentation de
20.000 F chaque mois
Contrat n°2
Le premier mois I’entreprise verse un salaire de 110.000 F, puis une augmentation de
10 % chaque mois

On désigne par : U,, le salaire dun’
V, le salaire du n"™

ieme

mois avec le contrat n°l avec U; = 150.000 F
mois avec le contrat n°2 avec V; = 110.000 F

Monsieur Chris , nouvel employé de Butterfly 2020 , doit choisir un contrat d’embauche

1°" partie : Avec le contrat n°1

1) Calculer U, , U; et U,
2) Justifier que la suite U,, est une suite arithmétique dont on précisera la raison r
3) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n ,
U, = 150.000 + 20.000 (n — 1)
4) Calculer Uy,
5) Calculer le salaire annuel de la premiére année d’activité de Monsieur Chris

2éme

partie : Avec le contrat n°2

1) Recopier et compléter le tableau suivant

Mois n 1 2 3
Salaire V,

2) Justifier que la suite V,, est une suite géométrique dont on précisera la raison g
3) Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, V, = 110.000 x (1,1)*1
4) Calculer le salaire annuel de la premicre année d’activité de Monsieur Chris

3éme

partie : Le choix du contrat

Déterminer, a I’aide de la calculatrice, le mois a partir duquel le contrat n°2 est plus
intéressant que le contrat n°1 en ce qui concerne le contrat mensuel.

(&
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Proposition de solution

ére

17" partie :
1) Calculons U, , U; et U,

Remarque
Avec le contrat N°1, le salaire augmente de 20.000 F chaque mois

U, = U, + 20.000
= 150.000 + 20.000
= 170.000

Us = U, + 20.000
= 170.000 + 20.000
= 190.000

U, = Us + 20.000
= 190.000 + 20.000
= 210.000

2) Justifions que la suite U,, est une suite arithmétique

U,+1 = U, +20.000 = U,,; — U, =20.000
Donc lasuite U, est une suite arithmétique de raison 20.000

3) Démontrons que pour tout entier naturel non nul n ,
U, = 150.000 + 20.000 (n — 1)

Remarque

On demande simplement d’écrire U,, en fonction de n

U,, est une suite arithmétique de raison r = 20.000 et de premier terme
U; = 150.000

—_———— e —— ——

U, = 150.000 + (n — 1) X 20.000 = U,, = 150.000 + 20.000 (n — 1)
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4) Calculons U,
U, = 150.000 + 20.000(n—1) = U,;, = 150.000 + 20.000 x (12 — 1)
= U, = 150.000 + 20.000 x 11
= U, = 150.000 + 220.000
= U,, = 370.000

5) Calculons le salaire annuel S;, de la premiére année d’activité de Monsieur Chris

Remarque
le salaire annuel de la premiere année d’activite de Monsieur Chris est égale a la

termes consécutifs d’une suite arithmétique de premier terme U; = 150.000 et de
dernier terme U;, = 370.000

~—_ —_—_———— e —

Slz=U1+U2+U3+U4+U5+U6+U7+U8+U9+U10+U11+U12

|
|
|
|
| somme des 12 premiers salaires de Monsieur Chris , ¢’est-a-dire la somme de 12
|
|
|
|
|

2

150.000 + 370.000
2

150.000 + 370.000
2

=12 X

=12 X

=12 X
= 3.120.000

Le salaire annuel de la premiere année d’activité de Monsieur Chris est 3.120.000 F

———_—————_—_———— e —— —

| Remarque
| Avec le contrat N°2 , le salaire augmente de 10% chaque mois

—_———— - - e e ——

1) Calculons V, et V;

Vv, =V, + 10
27" 7 100

=110.000 + 0,1 x 110.000

X Vi
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V, =110.000 + 11.000
= 121.000

V=V, + 10><V
3= V2 100 /2

=121.000 + 0,1 x 121.000
=121.000 + 12.100
= 133.100

On déduit de ce qui précede que :

Mois n 1 2 3
Salaire 1}, 110.000 121.000 133.100

2) Justifions que la suite 1}, est une suite géométrique

10
Vs = Vo + 755 %

=V, + 0,1xV,
=V, (1 + 0,1
=V, x1,1

=11xV,
On en déduit que la suite V,, est une suite géometrique de raison g = 1,1

3) Démontrons que pour tout entier naturel non nul n, ¥, = 110.000 x (1,1)*1

Remarque

On demande simplement d’écrire V,, en fonction de n

I/, est une suite géométrique de raison g = 1,1 et de premier terme
v, = 110.000

p
|
|
|
|
|
|
|
|
|

7, = (1,1)™ ! x 110.000
7, = 110.000 x (1,1)""1
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4) Calculons le salaire annuel S';, de la premiére année d’activité de Monsieur Chris

—_———e—_ee—,,—,e—e—e— e, —

Remarque

le salaire annuel de la premiere année d’activité¢ de Monsieur Chris est égale a la
somme des 12 premiers salaires de Monsieur Chris , ¢’est-a-dire la somme de 12
termes consécutifs d’une suite géométrique de raison 1,1 et de premier terme

V; = 110.000

(T.aison)nombre de termes __ 1

raison — 1

S'., = (premier terme de la somme) X

5,12=V1+V2+V3+V4+V5+V6+V7+V8+V9+V10+V11+V12
(1,1)12 — 1
1,1-1

(1,112 -1
0,1

=V1X

= 110.000 %

~110.000
01

= 1.100.000 x [ (1,1)*2 —1]
= 2352271,2143931

x[ (1,02 -1]

Le salaire annuel de la premiere année d’activité de Monsieur Chris est 2352271 F

3éme

partie

Déterminons la plus petite valeur de n pour laquelle v, > U,
U;, = 370.000 et V,, =110.000 x (1,1)'*71 =313.842.83

Donc Uy, > V;, par conséquent le tableau de comparaison de salaires peut commencer
aprés le 12°™ mois

Mois n 13 14 15 16
Salaire U, 390.000 410.000 430.000 450.000
Salaire V,, | 345.227,12 | 379.749,83 | 417.724,81 | 459.497.29

eme

C’esta partirdu 16" mois que le contrat n°2 devient plus intéressant que le contrat
n°1 en ce qui concerne le contrat mensuel
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Exercice résolu
Une vendeuse de légumes place la somme de 100.000 F le 1" Janvier 2010 a la mutuelle
"Wariko" aux taux d’interéts composes de 5% par an. Soit C,, le capital de cette dame au
1% Janvier de I’année 2010 + n .
1- Calculer ¢; , C, et Cj
2- a) Calculer, pour tout entier naturel n, C,,., en fonction de C,,
b) En déduire I’expression de C,, en fonction de n
3- L’objectif de cette dame est d’acheter une cantine pour protéger ses legumes contre
les insectes. Cette cantine coute 200.000 F au marché. En quelle année pourra-t-
elle disposer d’une somme suffisante si elle ne compte que sur ce placement ?

Proposition de solution

(F———
|
|

Remarque
| Le capital initial de la vendeuse de légumes est C, = 100000 F

—_—_——— - - e ——

1) Calculons C; , C, et Cs

C1=C0+ XCO

100
= 100000 + 0,05 x 100000

= 100000 + 5000
= 105000

C2=C1+ XC1

100
= 105000 + 0,05 x 105000

= 105000 + 5250

= 110250

C3=CZ+ XCZ

100
= 110250 + 0,05 x 110250

= 110250 + 5512,5
= 115762,5
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2) a- Calculons pour tout entier naturel n, C,.,, en fonction de C,

5
Crs1 = Cu + 755 % Cn

=C, + 0,05x%C,
= C,(1 + 0,05)

= 1,05 % C,

b- Déterminons I’expression de C,, en fonction de n
Comme pour tout entier naturel n , C,,; = 1,05 x C,, alors lasuite C,, est
une suite géométrique de raison g = 1,05 et de premier terme C,

C,=q"xC, = C,=(105"x%xC(,
= €, =(1,05)" x 100.000
= C, =100.000 x (1,05)"

3) Déterminons le nombre d’années pour que la vendeuse de 1égumes dispose d’une
somme suffisante pour acheter une cantine qui colte 200.000 F .

C, =200.000 = 100.000 x (1,05)" = 200.000

~ (Losyn > 200:000
7= 100.000

= (1,05)" > 2

l

In[ (1,05)"] = In2
= n xIn(1,05) > In2

In2
>
~ In(1,05)

= n = 142

= n=15
Il faut 15 années d’épargne a la vendeuse pour acheter la cantine ; c¢’est donc en 2025
que la vendeuse pourra acheter la cantine
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Exercice résolu ( BAC 2012)

Une coopérative de vendeuses de vivriers veut acheter un camion pour transporter ses
produits. Un vendeur de véhicules lui propose un camion aux conditions suivantes :

e Payer en 36 mensualités et ce, a partir du premier mois suivant celui de la livraison
e Payer 1600000 francs CFA comme premiére mensualité puis payer 40000 francs
CFA de moins que la mensualité du mois précédent et ceci pendant les 35 autres
MoOis.
1) On désigne par T,, la mensualité du n"*™ mois (1 <n < 36)
a- Calculer la deuxieme mensualité
b- Justifier que la suite (T;,) est une suite arithmétique ; préciser le premier
terme et la raison
c- Quel est le sens de variation de la suite (T;,) ?
2) a- Demontrer que T,, = 1640000 — 40000n
b- Calculer T et Tsq
3) Calculer le montant total que la coopérative doit debourser pour acquérir le camion

Proposition de solution
1) a- Calculons la deuxieme mensualité

| Remarque
| La premiére mensualité est T, = 1.600.000 F

T, =T, —40.000 = T, =1.600.000— 40.000
= T, =1.560.000

b- Justifions que la suite (T,,) est une suite arithmétique
Pour tout entier naturel n telque 1 <n <36 ,ona:
T,.,=T,—40.000 = T,.,—T,=—40.000
Donc la suite (T,,) est une suite arithmétique de premier terme T; = 1.600.000
et de raison r = —40.000

c- Déterminons le sens de variation de la suite (T,,)

Comme la raison de la suite arithmétique (T,,) est négative alors elle est
déecroissante
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2) a- Démontrons que T,, = 1640000 — 40000n

———————_———— e —— —

Remarque
On demande simplement d’écrire T,, en fonction de n

—_—_——— - e ——

La suite (T,,) est une suite arithmétique de premier terme T; = 1600000 et de
raison —40000 donc :
T,=T,+(n—1)xr = T, =1600000+ (n—1) X (—40.000)

= T, = 1.600.000 —40.000n + 40.000
= T, = 1.640.000 — 40.000n

b- Calculons T, et T,
On sait que T,, = 1.640.000 — 40.000n
Pour n =6 ona:
T, = 1.640.000 —40.000x 6 = T4 = 1.640.000 — 240.000
= T¢ = 1.400.000

Pour n =36 ona:
T3¢ = 1.640.000 —40.000 X 36 = T3, = 1.640.000 — 1440.000

= T3, = 200.000
3) Calculons le montant total que la coopérative doit débourser pour acquérir le
camion
Le prix du camion est égale a la somme des 36 mensualités ; en d’autres termes le
prix du camion est égale a la somme de3 36 termes consécutifs d’une suite
arithmétique de premier terme T; = 1.600.000 et de dernier terme
T3¢ = 200.000

Soit S le prix du camion

premier terme + dernier terme )

( S = (nombre de termes de la somme) X 2

S=T1+T2+T3+’“+T35+T36

2
1.600.000 + 200.000
2

= 36 X

= 36 X
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1.800.000
2

= 36 X 900.000
= 32.400.000

S =36 X

Le montant total que la coopérative doit débourser pour acquérir le camion est de

32.400.000 F
4 ] i )
Exercice résolu ( BAC 2013)
« Mangoua et Fils » est une PME ( Petite et Moyenne Entreprise ) spécialisée dans la
distribution des journaux a domicile. Les dirigeants de cette PME estiment que le
nombre d’abonnés est modélisé par la suite (a,,) définie par :
a, = 10 000
an+1 = 0,8a, + 5000
Ou a, désigne le nombre d’abonnés a la création de la PME et a,, le nombre total
d’abonnés au terme de n années d’exercice.

1- Calculer le nombre d’abonnés de la PME au terme de la premicre année
d’exercice.

2- Soit (b,,) la suite définie par : b,, = 25 000 — a,, , pour tout entier naturel n
a) Calculer b, et b,
b) Démontrer que (b,,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier

terme 15 000 .

c) Exprimer b,, en fonction de n
d) En déduire que : a,, = 25000 — 15000 x (0,8)"

3- Déterminer le nombre d’années nécessaires pour que le nombre d’abonnés
depasse 22 000. )

Proposition de solution

1- Calculons le nombre d’abonnés de la PME au terme de la premicre année

d’exercice
a, = 0,8a,+ 5000 ; avec ao=10000
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=0,8x 10000 + 5000
=8000 + 5000
= 13000
Le nombre d’abonnés de la PME au terme de la premiére année d’exercice est de

13 000

2- a) Calculons b, et b,
by = 25000 — a,
= 25000 — 10000
= 15000

b, = 25000 — a,
= 25000 — 13 000
=12 000

b) Démontrons que(b,,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier
terme 15 000
Déterminons I’expression de b,

b, = 25000 — a, bpe1 = 25000 — a,.q

byt = 25000 — (0,8a, + 5000)
bp+1 = 25000 — 0,8a, — 5 000
bp+1 = 20000 — 0,8a,

Luul

b, 41 B 20 000 — 0,8a,
b,, 25000 — a,
20000
~ 0,8 <—0,8 — an>
25000 — a,

0,8(25 000 — a,)
25000 — a,,

=08

On conclut donc que (b,,) est une suite géométrique de raison g = 0,8 .

Email : Oua[eﬁde(e@gmai[.com ) Cel: 58220709 02-58-82-72 05-65-91-86

{ 219 ]




Marathon de Buffeiﬂ@ Terminale A " Tome 1"

De plus son premier terme est b, = 15 000 car
by = 25000 — a, = 25000 — 10 000 = 15 000

c¢) Exprimons b,, en fonction de n
b, =q"xb, = b,=(08)"x15000

= b, = 15000 X (0,8)"

d) Montrons que a,, = 25000 — 15000 x (0,8)"
Onsaitque b, =25000—a, et b,=15000x (0,8)"

donc 25000 — a, = 15000 x (0,8)" = —a, = 15000 x (0,8)" — 25 000
= a, = —15 000 x (0,8)" + 25 000
= a, = 25000 — 15 000 x (0,8)"

3) Déterminons le nombre d’années nécessaires pour que le nombre d’abonnés
dépasse 22 000.

| Remarque |
i On demande de déterminer la plus petite valeur de 1’entier naturel n pour que i
| a, >22000 |

a, > 22000 = 25000 — 15000 x (0,8)™ > 22000
= —15000 x (0,8)" > 22000 — 25000
= —15000 % (0,8)" > — 3000
= 15000 x (0,8)" < 3000

3000
15000

= (0,8)" < 0,2

= (0,8)" <

U

In[ (0,8)"] < In(0,2)
= nx1In(0,8) < In(0,2)
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In(0,2)

In(0,8) . ~

T---—-____ L’inégalité change de sens

= n > 721 car In(0,8) est négatif j

= n >

= n = 8

Il faut donc 8 années pour que le nombre d’abonnés de la PME « Mangoua et Fils »
dépasse 22 000

Exercice résolu ( BAC 2017)
En 2014 , la foire gastronomique d’une commune a enregistré 6 000 visiteurs . Une
étude montre que chagque année , 80% des visiteurs de 1’année précédente reviennent
tandis que 2 000 nouveaux visiteurs sont enregistrés.
On note U, le nombre de visiteurs en 2014 et U,, le nombre de visiteurs en 2014 + n
(n €N)
1- Justifie qu’en 2015 le nombre de visiteurs U, est 6 800
2- Calcule le nombre de visiteurs en 2016
3- On admet que , pour tout entier naturel n, U,,; = (0,8) X U,, + 2 000
On pose , pour tout entier naturel n, V,, = U,, — 10 000
a) Démontre que la suite (V) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premie
terme —4 000
b) Exprime , pour tout entier naturel n, V,, en fonction de n
c) Justifie que , pour tout entier naturel n, U, = 10 000 — 4 000 x (0,8)"
4- a) Détermine le plus petit nombre entier naturel n pour lequel :

10 000 — 4 000 x (0,8)™ > 9 000
b) Détermine I’année a partir de laquelle le nombre de visiteurs dépassera 9 000

Proposition de solution
1- Justifions qu’en 2015 le nombre de visiteurs U, est 6 800

En 2015 les visiteurs de la foire gastronomique sont composes de 80% des 6000

visiteurs de 2014 et des 2000 nouveaux visiteurs :

U; =80% x 6000+ 2000
= 0,8 x 6000+ 2000
= 4800 + 2000
= 6800
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| Remarque
i Comme U, = 6000 , on peut écrire U, = 80% x U, + 2000
2- Calculons le nombre de visiteurs en 2016
En 2016 les visiteurs de la foire gastronomique sont composes de 80% des 6800
visiteurs de 2015 et des 2000 nouveaux visiteurs :
U, = 80% x 6800 + 2000 (U, =80% x U, +2000)
= 0,8 x 6800 + 2000
= 7440

3- a) Démontrons que la suite (V;,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de
premier terme —4 000
V,=U,—10000 , donc V,,, =U,.; —10000
= (0,8) x U, + 2000 — 10 000
= (0,8) x U,, — 8000

Var:  (0,8) x U, — 8000

7 U, — 10 000

_08(v~"55)

U, — 10 000

_ 0,8(U, —10000)
- U,—10000

=0,8

VO = UO - 10 OOO
= 6000 —10000
= —4000

On en déduit que la suite (1},) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier
terme —4 000

b) Exprimons V,, en fonction de n

(7,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme —4 000
Donc V, = q™ x V, = (0,8)™ x (—4000)
V, = —4000 x (0,8)"
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¢) Justifions que U,, = 10000 — 4 000 x (0,8)™
On sait que V, = U, — 10000
Donc U, =V, + 10000
= —4000 % (0,8)™ + 10 000
= 10000 — 4000 x (0,8)™

4- a) Déterminons le plus petit nombre entier naturel n pour lequel :
10 000 — 4 000 x (0,8)™ > 9000

10 000 — 4 000 x (0,8)" >9000 = —4000 x (0,8)" > 9 000 — 10000
= —4000 x (0,8)" > —1000

—1000
—4000

= (0,8)"* < 0,25

= (08)"<

= 1n((0,8)™) < 1In(0,25)
= n Xx1In(0,8) <1n(0,25)

In(0,25)
n >
In(0,8)

= n>621

Donc le plus petit nombre entier naturel n pour lequel :
10 000 — 4 000 x (0,8) >9 000 est 7

b) Déterminons I’année a partir de laquelle le nombre de visiteurs dépassera 9 000
U, >9000 = 10000—4000x (0,8)" >9000

D’aprés la question précédente, il faut 7 années pour que le nombre de visiteurs
depasse 9000

Donc 2014 + 7 = 2021

C’est a partir de 2021 que le nombre de visiteurs dépassera 9000
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