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T A- LIMITES

Soit f une fonction numérique définie sur Dy, de courbe représentative Cr dans un repere(O; ;)

Fonction Limite en -0 Limite en 0 Limite en +
’ X - 0 +co
X + o 0 +oo
’ » - 0 +00
1 L
—0
B S ;
* lim — = +o
x-0* g
‘ Vx N'existe pas 0 +oo
sin(x) s 0 o
' cos(x) N'existe pas 1 N'existe pas

Il Opérations surJes limites

, 1. Limite d'une somme
De maniére générale, la limite de la somme de deux fonctions est égale 3 Ja somme des limites de celles-ci. Sauf cas particuliers !

[ 7 Limite de f Limitede g Limitedef+ g
L L L+L
L + 0 + o0
L - Q0 -0
+© + 00 + 00
- 00 -0 - Q0
+ 00 - 00 Indéterminé
2. Limite d'un produit 3. Limite d'un quotient
B - Limite de f Limitede g Limitedef/g
— — L L' L/L
Limite de f Limite de g Limite de fx g L o 0
: L L .L X L: : o L oo (signe & voir)
L 0 oo (signe 2 voir) oG o0 Indéterminé
) o0 o (signe 3 voir) 1 0 0
0 o0 Indéterminé o 0 0. (signe a voir)
0 0 Indéterminé
- 4. Autres limites
im sinx .. Gim  cosx-1 _ 0 Jim sin@@n . gm l-cosx 1
X0 X =41 x=0 —_————= ' X-0 T— = ;X0 —T’ = '2"

N_B si fest dénvable en xo alors hmx M =f' (x )
Remargues :
. *1ly a des fonctions qui n'ont pas de limite en xo comme la fonction x '—»*qul n'a pas de limite en 0,

* ll y a des fonctions qui n’ont pas de limite au voisinage de + o comme la fonction sin.

flim f(x)=L

* Soient fet g deux fonctions, a, Let L trois nombres réels (pouvant étre éventuellement + o ou—w). Silona: ,
lin} g)y="r'
=L

' alors : !rl_r’l;lg[f(x)] =L
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éo
~ Soient f, g et h trois fonctions. On suppose que pour toutes les valeurs de x assez grandes, en a g(x) S£(x) <h(x).si
~ lim g(x)= lim A(x)=L.,alors |im f(x)=1L"

es: ,
& Cethéoréme reste valable au voisinage de — co ou d'un réel xo.
< [l est souvent appelé théoréme des gendarmes.

Théoréme 3
Soient f et g deux fonctions.
«  Onsuppose que pour toutes les valeurs de x assez grandes, on a : f(x) 2 g(x).si lim g(x) =+, alors lirnuc f(x)=+0o.
X340 X—>+

= On suppose que pour toutes les valeurs de x assez grandes, ona: f(x) < g).si lim g(x)=—w. alors lim f(x) = —0.
x>+ X340

Remarque : Ce théoréme reste valable au voisinage de--co ou d’un réel xo.

: *  Lalimite d’une fonction polyndme en + oo(ou en ~ co) est égale a la limite de son terme de plus haut degré en + co(ouen —
).

»  Lalimite d’une fonction rationnelle en + oo(ou en — ) est égale-a la limite du quotient des termes de plus haut degré du
numeérateur et du dénominateur en + co{ou en —co)

Théoréme 5 : Limite d'une composée de fonctions

‘ a, b et 1 désignent soit des réels, soit +o, soit -©. Si lim f{x)= b-et lim g()=]alors lim gofx)=1
R - AU 956 S

III BRANCHES INFINIES D'UNE COURBE

La droite (D) d‘é‘duétion yﬁ b est uneasaanmole_]mnmntals 3 la courbe rebréééntative Crde 1a fonction f au voisinage de 40 si et
- seulementsi  lim f(X) =b (belR).
. X—» +

Exemple :

Considérons maintenant la fonction fdont la courbe représentative est :Lorsque x s'en va vers +% , f{x) se rapproche de plus en plus
de 2. On dit alors que fx) tend vers 2, Ou que la limite de la fonction florsque x tend veis 4+ est égale 4 2. Ce que l'on résume par .

flx)=2

X

Définition et propriété équivalentes
pour une limiteen -0 .

La droite (A) d'équation x = a est une asymptote verticale & la courbe représentative Cr de la fonction f si et seulement si
lim f(X) =00

X-a

‘Exemple 1:

considérons la fonction fdéfinie sur l'intervalle ] 3 y o [ @ dont la courbe représentative est :

Lorsque x se rapproche de 3, f{x) devient de plus en plus grand sans qu'aucun plafond ne 'arréte. On dit alors que f{x) tend vers +®
. Ou que la limite de lafonction florsque x tend vers 3 est égale & + . Ce que I'on résume par : T

;

| 1

Exemple2 : Dans ce qui suit, fdésignera la fonction inverse.

N

insi i i |

Ainsi pour toutx : filx) = _1_ La fonction inverse fest définie 1 1 :
X gt |
surl'intervalle ] -0 ; 0[\U ] 0, + o Bf On aalors : I ‘
1 . 1 .1 .
im —= lim —=- ¢ {im —= lim l =400 S
x=»0 X x-0 X X0 X x-0'X T, _
x<0 x>0 m——
\_\\‘

-
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(C) étant ia coufbe;représentative de Iq fonction £, o

*Si lim fix)-(ax+b)=0 ou lim AXx)- (ax + b)= 0alors (C) a pour asymptote la droite d'équation y=ax + b
X—>+w X—>-

*Si_lim fx)-g(x)=0 ou lim f{x)-g(x)= 0 alors (C) a pour asymptote la courbe représentative de g.
X¥—=to 0O X . . _ o

3 7. . x PR

| : 1

(4
i) 7] =+
.
[ 7 !
‘ lim /& a,aréef lim Lx)_= 0 lim NG =+
¥t X X 4o x ,\'—04'*. X

1

C/admet en+ 00

Une branche parabolique

lim [ f(x)~ax]= b,bréel
P de direction (0Y)

tim |1(x)- axf=+o

l o L 2

’ Une asymptote oblique

C/.admet en + oo

d'équationy = ax + b.

c, admeten +

Une branche parabolique
de directiony = ax.

,C, admeten + ©

Une branche parabolique
de direction (0X)

l Chercher la limite du rapport de ses termes du plus haut degré.( apreés simplification )

” P9

' %  Appliquer les théorémes des opérations sur les limites, et les limites des fonctions usuelles.

-2

lim 3x2+2x-7 i lim x*+2x2; lim —=_
X— + o X— - w© 5 X=>-® 3x+5
. . sin(2x
! *  Théorémes de comparaison. lim ..__(2_)
X +@ X
*  Limite d'une fonction composée i o5 (-2 runlw\/—xs
] X + o 5x '
| 4 Siaa.aﬁcimwae_f_ommdét:cmlaée(<<w-w>n«0xw>>,<<9»,«3») pour:
0 0
1. unefonction polyndme de degrén ; -
l Chercher la limite de son terme du plus haut degré.  |jm 3x2+5x + 4

X -

2. une fonction rationpelle : B

lim 5x2-2x+7
x>+ 3x2+ 4% -3

2 onction irrationnelle

Multiplier et diviser par 'expression conjuguée. |; ( [ 2 ) Ou Mettre le mondme de plus haut degré en facteur |, 2
1 ‘. x_l)lrr_lm X“+1+ x xl_'.n:'m \2x? +3x
Comment calculer des limites aux points qui annulent le dénominateur? lim ou  lim
x—>a” x—>a’
! Calculer la valeur prise par le numérateur.
1. Sielle est différente de 0, la limite est infinie. Etudier alors le signe du dénominateur. fim 2x+5

2~x

X2

] 2. Sielleestnulle,
¢ factoriser numérateur et dénominateur puis simplifier. lim 3x®-10x%+x+6
x= 3 2x*-x-15
e Ou - iserle n lim sin(x) ; fim cos{x) -1
] x-» 0 X x-» 0 b'e

™
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,' Levons I'indétermination :

1 1 1
4—-— 4--— 4~ —
4x-1 x . 1 . 3 . 4x-1
=Sx—X = X.0r hm(4-— =4 et [im|2+= {=2 donc |jy x_—_izz-Etdonc lim =2.
2x+3 x 3 Yo X T X X X—>+o0 3 2 xv0 D 4 3
2+— 2+= 2+
x X x
- Parailleurs, lim VX = \/5 Comme limite de fonctions composées, ona |jm Ax-1 = \/5
X2 YD 2X+3
Méthode ; Utiliser les théorémes de comparaison et d'encadrement
. . . XCOSX
Calculer: 1) lim (x+sinx) 2) lim
£+ X0 xz +1
Résolution
1) lim sinx n'existe pas. Donc sous la forme donnée, la limite cherchée est indéterminée.
X =400
Levons I'indétermination :
Pour tout x, —1 <Sinx donc x - 1< x +sinx.
‘Or {im (x - 1) = +oo donc d'aprés le théoréme de comparaison, |im (x +sin x) = 400
X=dtoC A4z
2) lim cosx n'existe pas. Donc sous la forme donnée, la limite cherchée est indéterminée.
Levons l'indétermination :
Pour tout x< 0, —1 £ ¢coSx £ 1 doncx < xcosx < ~x.
X Xcosx X
Bt d°“°§'='$‘{ s x2+1 = X
X X xcosx x X
Ou encore x = x241 s x2+1 s Txte1 = 22
SOlt}' S ).‘CZOSX S _l
x x4+1 x
. . . ) . cos
Or |im .-l = lim l: 0. D'aprés le théoréme des gendarmes,ona lim Xcosx =0.
Ny x Xt 3y Xyt x2 +1
B- conTinurTE
I- CONTINUITE EN UN POINT xq
1. Définition: .
f est une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant xo.f est continue en xo si et seulement si lim f (x) = f(xo).
X—>X0
Théoréme :
La fonction est continue en xo si et seulement si elle & gauche et 3 droite en xo
Remarque
» Direque lim f(x) =f(a) revientaussia dire que lim f(a+h) = f(a)
X—>a h—0
Graphiquement, on reconnaft qu'une Une fonction n'est pas continue en un pointa
fonction fest continue sur [ lorsqu‘on peut lorsque Ia courbe a une discontinuité en a,
tracer sa courbe sur l'intervalle I sans lever elle fait un "saut”.
le stylo de Ia feuille.
I T
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2. t inui

f est une fonction non définie en xo et admetta

nt une liArniit\ewLAe’ana ( hm £ (x)= LE IR)‘ alors la fonction f est prolongeéble pér
X—¥X0

x)= f(x urxe D, etX#X o
~ continuité en xo. La fonction g définie par: {g( )=/(x), po 4 0 est appelée prolongement par continuité de f en Xo.

g(xo) =L
B S U SRR ERPRR L E SEE
11- UR UN Al
1. Définition:
Soit une fonction numérique f définie sur un intervalle |, on dit que fest continue sur I si fest continue en tout point x, de L.
2 "

Les réels a et b sont finis ou infinies
»  Soit f définie sur ]a; b[ on dit que f est continue sur ]a; b[ si elle est continue en tout point de sur la; b[
»  Soit f définiesur [a,b] onditque f est continue sur {a, b] si elle est continue en tout point dela; b, continue 2 droite de

aetagauchedeb

. Graphiquement, cela signifie que sa représentation graphique ne présente aucun point de rupture : on peut la tracer sans lever le crayon.

3. Théoreme:
= P1: Toute fonction polyndme est continue sur IR.
= P2:Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.

«  P3:Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur IR.

» P4 Lafonction racine carrée est continue sur [0;+ 00[ .

4. Opérations:
Soient f et g continue surl
» f+ g estcontinue surl

» fXg estcontinuesurl

» i est continue sur I si g ne s’annule pas sur

»  Sif estcontinue et positive sur I alors \/7 est continue surl
ntinuité
Théoréme

Si f est continue surl et g continue sur / si g{I) = J alors gof est continue surl

11I- LIMAGE D'UN INTERVALLE PAR UNE FONCTION CONTINUE
L'image d’un intervalle I par une fonction f continue est un intervalle /] = f(I) -
Théoréme 2
f(D)
L'intervalle
! i f st croissante sur | Si f est décroissante sur
[a: b] [f@); f(b)] () @)
la; bl [f@: tim fl ]lignf ;@)
la; b Jums;  £o)] [ry: im]
la; bl Jlims ; m s Juim s lim f|
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L I ﬂ;ilm«:xmés;hmms_ (admis)

. >Si la fohction fest définie et continue sur un intervalle I,siaetd
v sont deux valeurs de | et 4un réel compris entre f(a) et f(b); alors
il existe au moins un réel ctel que &) = &

f(a . Sila fonction Fest continue et strictement monotone sur |'intervalle
k 3 [ ; B], alors pour tout réel k compris entre Ra) et £b), I'équation ‘
£x) =k aunesolution unique dans [a; b].
a X b
Corollairel

°,

% Soitf une fonction continue sur un intervalle 1, a et b deux éléments de |
sif(a) et f(b) sontde signe contraire c'est-3-dire si Ka)Ab) < 0 alors il existe au moins un réela compris entre a et b
solution de I'équation f(x) = 0
% Soitf une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, a et b deux éléments de I,
sif(a) et f(b) sontde signe contraire c'est-d-dire si Ra)LD) <0 alors il existe un unique réela compris entre a et b
solution de I'équation f(x) = 0 ’

Application ; approximation des solutions d'une équation.
Diverses méthodes : par bala yage (tableur) ou par dichotomie ;
& Théoréme de Ja bijection :

Si f une fonction continue et stfictemerit monotone sur un intervalle | alors f réalise une bijection de I vers un intervalle J=f£(D)
Elle admet une bijection réciproque notée f~! qui estaussi continue sur ] et est monotone et de méme sens de variation quef,
Les courbes Cr et Cr? sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x dans un repere orthonormé

NB - ’

< Ondit que fest une bijection de I sur ] si pour touty de J, il existe un unique x de I tel que f(x) = y. (rout élément de ] admet

un unique antécédent dans [)

9,

% La fonction qui a y de ] associe son unique antécédent x de I est appelée bijection réciproque de f et est notée f -
Ly=f(x) & x=f-1(y)

3
Méthode ; Etudier la continuité d'une fonction \
J(xX)==x+2 pourx<3 \‘\ \
On considére la fonction fdéfinie sur IR Pary f(x)=x-4 pour3<x <5 1 o \
J(x)=-2x+13 pour x>5 0 \ / \\
0 1 )\y4 56 7
La fonction fest-elle continue sur IR ? - ' \'\

Les fonctions X > —x+2, X > x—4 et x = —2x +13 sont des fonctions polyndmes donc continues sur IR,

Ainsi la fonction fest continue sur ]—00;3[ , sur [3;5[ et sur [5;+00[ .

Etudions alors la continuité de fen 3 eten § :

- lr,m f(x)= L,E},(_.x.;. 2) ==3+2==1]; l\']—rg f(x)= ]X,ES, (x~4) =3-4=-1: i,_rg f(x)= PE f(x)= f(3) donclafonction £

x<3 x<3 x>3 >3 x<3

est continue en 3.

x>3

lim SO =lim(x-4)=5-4=1; lim f(x) = lim (~2x+13) = -2x5+13 =3
x<5 x<5 x>5 x;)s

La limite de fen 5 n'existe pas. On parle de limite 4 gauche de 5 et de limite & droite de 5.La fonction £ n'est donc pas continue en 5.

La fonction fest continue sur ]-00;5[ etsur [5; +OO[ .

<%
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Méthode : Résolution approchée d'une équation

On considére la fonction fdéfiniesur IRpar f(x) = x* - 3x% + 2.
1) Démontrer que I'équation f (x) = 0 admet exactement une solution sur l'intervalle [2 ; +oo[ .

2) Al'aide de la calculatrice, donner un encadrement au centi¢me de la solution.

D f2)=2"-3x22+2=2et lim f()= lim x’ x(l_Li):m.

X +0 X+ X
La fonction fest continue sur l'intervalle [2;+oo[ f'(x) = 3x* - 6x =3x (x - 2) Donc, pour tout x de [2;'1'00[ )

f(x)>0.

La fonction fest continue et strictement croissante sur l'intervalle [2 + o0 [ .alors elle réalise une bijection de [2 +00[ vers

[~2; +oof or 0€ [~2; +oo[ alors 'équation f(x) =0 admet une solution unique a € [2;+00[ .
2) F(2.73) x f(2.74) < Oalors 2.73 < a < 2.74

DERIVATION

I- DERIVABILITE en un pointxg

1. Nombre dérivé
a- Définition:

* Dire que la fonction fest dérivable en xu signifie que la limite lorsque xtend vers xs du quotient ﬁ%:-%@l existe et qu'elle est finie
- X0

* Lorsque c'estle cas, elle porte l'appellation de nombre dérivé de la fonction fen xu.

1l est noté £(xg). Autrement écrit: £'(x)) = lim £2) - £x9) oy Fx9) = lim Kxo+ ) - fx0)
_ x®mw X-X0 h®0 h
b- Tangente
Définition :
La courbe représentative de f a pour tangente en M(x, ; f(x,)) la droite (T) de coefficient directeur " (x,). ( T) a pour équation y=f
’ "(x,) (x~-x,) +f(x,). Cas particulier. Sif'(x)) =0, (T)est paralléle A 'axe des abscisses (horizontale).

Remarques :

= si lim ﬁ—%{——i—l est un nombre réel [, on dit que la fonction fest dérivable 2 droite en x, et que [ est le nombre dérivé a
X——)X(,

droite de fen x, noté fd' (xo). La courbe représentative de £ a alors une demi-tangente de coefficient directeur len M (x,;

f(x,)) (Propriété similaire avec une limite a gauche et un nombre dérivé a gauche)
% Pour qu'une fonction fsoit dérivable en x, il faut qu'elle soit dérivable 3 gauche et & droite en x,, et que les nombres dérivés &
gauche et a droite sofent égaux.

= Si lim M 400 on dit que f n’est pas dérivable en x, et la courbe représentative de fa alors une fangente

X=>X,

verticaleau point M (x, ; £x)). ‘
»  Soient [ et l' deux nombres réels différents si hm M =1 et lim £ - fx0) _ I' f n'est pas dérivable en x, etla

x-xg X x=x; X X0

courbe représentative de fadmet dewx WMW. Une demi-tangente 2 droite de coefficient
directeur fa' (x0)= [ et une demi-tangente a gauche de coefficient directeur fg' (xo)=1'

T

(ALY AV, P

= =
=, 8 F
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C. Propriété

Une fonction dérivable en xo est continue en xo. (La réciproque est fausse) Agplication : toute fonction dérivable sur un intervalle I
est continue sur].

- FONCTION DERIVEE

Siune fonction f est dérivable en tout poiht x,d'un intervalle I, on dit que f est dérivable sur I. L'appiication qui a tout x de [ associe le
nombre dérivé de f au point x est appelée fonction dérivée de f. La fonction dérivée de f est notée f .

Remarque;

* Silafonction f' est elle-méme dérivable sur I, la dérivée de £’ sera notée f" ou f®, on 'appelle dérivée seconde de f.
*  On peut ainsi, par itérations, définir si elle existe la dérivée d’ordre n de f que l'on notera fm,

2. Théoréme :
*  P1:Toutefonction polynéme est dérivable sur IR,

*  P2:Toute fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle inclus dans son ensemble de définition.
*  P3: Les fonctions sinus et cosinus sont dérivables sur IR.
*  P4:Lafonction racine carrée est continue sur]0; +oof

*  P5:Lafonction tangente est dérivable sur tout intervalle inclus dans son domaine de définition.
*  P6:Solent f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I. Les fonctions f + g: fg., f(g #0); f"(n€IN"); \/7 >

Oet af+fg avec a€/R et FE/R, sont dérivables sur I,
*  P7:Soit f une fonction dérivable sur [ et g une fonction dérivable sur ] si f(I) = J alors gof est dérivable sur .

111- DERIVEES DES FONCTIONS USUELLES & OPERATIONS SUR LES DERIVEES
1-  Dérivées des fonctions usuelles
Fonction f Dérivée £ Domaine de dérivabilité
fx)=celR fix)=0 IR
f(x):x f,‘(x)= 1 ‘ ‘ IR
f(xX)=ax+b ff(x)=a I B IR
fx)=x"nelIr f'(x) =nx"1 [ IR
f(x) =Vx fl(x) = ﬁ l | IR} =10; +oof
1 , ’ -1 .
f(x)=; f(a;);;—z— ’ IR
1 -n
f(x)=;c—nneIN" f’(x)=xn—+1 } IR”
f(x) = sinx f'(x) = cosx 1 IR
f(x) = cosx f'(x) = =sinx ’ IR
' T
f(x) = tanx f'(X)=-—1-2--=1+tan2x i [R'{E'Hmkez}
cos?x

2-

Opérations sur les dérivées

Soient U et V deux fonction dérivable de dérivées respectives U’ et V'

Fonction Dérivée
Au AU
u+v u+v
| uv u'v+uv’
1 -u
u uz
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Sonew | T
u u
u u'v-uy
v v
v (ux) u'(x). v'(u())
un nu uml
\u U
2u
Cos() -u'sin(u)
Sin(u) Ucos(u)
Iv- ERI APPLICAT
1- Variation

Théoréme (rappel)

. Sif est nulle sur, alors f est constante sur 1.
Si f’ est positive-ou nulle sur |, alors f est croissante surl.
Sif eststrictement positive sur ], alors f est strictement croissante sur [.
Si f" est négative ou nulle sur |, alors f est décroissante surl.
Si f" est strictement négative sur |, alors f est strictement décroissante sur I,

2- Extrémum:

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | contenantx,, Si f’ s’annule en x, en changeant de signe alors f admet un
extremum en Xg.

3-  Point d'inflexion

LA}

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I contenant x,. Si f s'annule en x, en changeant de signe alors f admet un point
d’inflexion en x,. Dans ce cas la courbe de f traverse sa tangente en x, en changeant de concavité.

4- Inégali crojssements finis !

Théorémel

S'il existe deux réels m et M tels qué m < f' < Msur [, alors poui‘ tousréelsaet bdelaveca <b: m(b~a) < f(b) —
fla) <M(b-a)
Preyve
v En effet, notons g la fonction définie sur I par : g(x) = Mx — f(x). Alors g est dérivable et pour tout réel x de |,
g'(x) =M — f'(x) ; etde 'hypothese f'(x) < M, on déduit que g'(x) = 0. Ainsi la fonction g est croissante surl;a < b,
on déduit que g(a) < g(b), c'est-a-dire: Ma — f(a) < Mb — f(b). Donc f(b) — f(a) < M(b — a).
Nous démontrerons de méme I'inégalité m(b — a) < f(b) — f(a) en utilisant Ia fonction h définie sur | par h(x) = mx — f(x).

Théoréme?2
Silf'] < M sur i;n 'in;érv'a_l‘l_e 1, alqi‘s'q'ueis que soiénta et bbdan_s _1‘, ayeéd <b: _ if(b) - f(@) <Mlb-al
Preuve
v Eneffet, hypothése |f'| < M est équivalente d: —~M < f' < M. Nous en déduisons, d’aprés le théorémel
précédent Pour a<b,—M(b—a) < f(b) - f(a) < M(b —a)
Pour a 2 b, -M(a - b) < f(a) — f(b) < M(a — b) D'oil le résultat annoncé.
5- érivatj bijection récipro
Théoréme
- Soit f une bijection dérivable d'un intervalle /sur un intervalle JOn note f l‘a'b’ijecAti‘o‘n récibrodué de f Soitxy €1 tel QUe f(xo) =
- 0. Alors la fonction f~* est dérivable en y, = f(x,) et:(f~1)(y,) = i'-Of-‘}T)
- . . . (]
Preuve
v Soitxg € I ety, €] et f(xo) = yg, pour tout x € / et pourtouty €/ f(x) =y<> f1( =x
T =T -
lim C=lim—2"Xo = 1 o ]‘l - Puis que f est dérivable en xy avec f'(xp) # 0.Ce qui
e Y=Y on ()= f(x) (=) o ()

1 1
S (xq) f'of_l(yo)

prouve que la réciproque f~* est dérivable en y, et (f~1)'(y,) =




Y
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Remarque: 1
Sipour toutx € I,ona f'(x) # 0,alors f~* est alors dérivable sur/ = fhet:(f71) = Frof

ETUDE DE FONCTIONS
F P ' 'UNE FON

Pour étudier une fonction nous pouvons sauf indication contraire adopter le plan suivant:

Déterminer le domaine de définition ( Ecrire le domaine sous forme intervalle ou de réunion d'intervalles)

Etudier la parité et la périodicité si nécessaire
Limites aux bornes de son domaine de définition et En déduire si possible les asymptotes

Etudier les variations (Déterminer la Dérivée de la fonction puis étudier le signe de la dérivée en déduire le sens

H L=

de variation de la fonction et en fin dresser le tableau de variation)

5. Représentation graphique de la courbe de la fonction

NB

»  Préciser si possible les éléments de symétrie
> Points d’intersection avec les axes

» Tangentes particuliéres a la courbe

Méthode ; Etude d'une fonction composée

On considére la fonction Fdéfinie par f(x) =

On note Csa courbe représentative dans un repere.

1) Déterminer l'ensemble de définition de £

2) Etudier les limites de faux bornes de son ensemble de définition et en déduire les équations des asymptotes a la courbe C
3) Etudier la dérivabilité de £

4) Etudier les variations de £

5) Tracer les asymptotes & Cpuis la courbe €

6) Vérifier a I'aide de la calculatrice graphique.

Résolution

1) La fonction racine carrée est définie sur [0;+oo|: donc la fonction fest définie pour > (. On dresse le tableau de signe:

3x+1

¥

x —o0 - 0 +00

2x -
3x +1 -

2x
3x+1

Donc la fonction fest définie sur |—00;—— [O +oo[

2) - Recherche des limites a l'infini ;
La limite de la fonction rationnelle sous la racine est une forme mdetermmée
Levons I'indétermination :

2x _ 2
3x+1

. 1 . 2x 2
-0r lim [3 + —-A =3 donc lim =~—.Deplus jmv X = 2 Onen déduit, comine limite de fonction
34 Xty JC) x40 3y + ] 3 Y2 3
3

I

X

composée, que }im flx)= \/g On démontre de méme que }im S(x)= \/g
X4 PR 3

Ainsi la droite d'équation y = —3- est asymptote horizontale a la courbe Cen +00 eten —0.,

¥
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. 1.
3
1
llm (3x+1) 0 et hm 2x = _2 donc lim = 400 En effet, pour x < —— , 3x+1<0.Deplus hm NX = +w
X+
"*"3 x—v-—}- 3 . ! 3x + 3
x<—-l-
3
1 : A
Donc, comme limite de fonction composée, ona [im f(x) = oo Ainsila droite d'équation X = -—5 est asymptote verticale a la courbe C
x-1
3
!
X<
3

N x>

1 . .
3 f est strictement positive et dérivable sur :l—oo;—-é- U ]0;+oo[ . Comme dérivée de fonction composée, fest
X+

dérivable sur :!—oo ~-§[ ]0 +oo[ Etudions la dérivabilité de fen 0 :

2h
f(h) Jf0) = lim Y31
h

h-—v() A ()
h>0 >0

im i
- h«»o h V 3h +1
= lim On en déduit que la fonction £ n'est pas dérivable en 0.
ho \) 3h +1
\ 3h2

hao
= +00
4) Pour tout réel xde :!._oo __[ ]0 +oo[ on pose %(x) = 2x .
3x+1
2(3x+1)-3x2x
u'(x)=__(_..._.__)_.2_. f'(JC)= 2 > X !
(3x+1) (Br+1)” [ 2x
_6x+2-6x _ Donc 3x+1
(3x+1)° _ \Bx+l
-2 (3x+ 1)2 J2x
(3x+ I)Z
Etdonc f'(x)>0.
Par conséquent la fonction fest croissante sur jJ__Oo__l{ et sur :‘io-+°o[ .
’ 3 ?
On dresse le tableau de variations :
x| —o i 0 100
3
JS'(x) + [110117000117017111111111177 +
- F
|5 I 11001011 / 3
3 0

F(0)=0

5)
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| 1

z II- PARITE
‘ Une fonction f définie sur un sous-ensemble D de R est paire si :D est symétrique par rapporta O c'estadire vV x € D alors (-x) €
DetvVxeD,f(-x)=f(x)

PR

1 Remarque :
! Graphiquement, la courbe représentative d’une fonction paire dans un repére orthogonal (0,1,]) admet (0,j) comme axe de

symétrie. Par conséquent, il suffit d'étudier f sur D N R + et de compléter la représertation graphique en faisant une symétrie
orthogonale par rapport & (Qy).

1 2. Fonction impaire

Une fonction f définie sur un sous-ensemble D de R est impaire si: Dest symétﬁque par rapport 3 O ¢'est-a-direVx €D, (-x) €EDet
1 VXED,f(-x)=-f(x)

Exemple : Courbe représentative de la fonction f: x = "'(1;

S
T A A T = S A7 e AT R H
N

Remarque : Graphiquement; la courbe repféséntative d;ﬁne fonction imﬁaire dans un repére (0,7,]) admet le point O

comme centre de symétrie. Par conséquent, il suffit d’étudier f sur D N R + et de compléter la représentation graphique
en faisant une symétrie par rapport a 0.

HI- PERIODICITE

Une fonction f définie sur un ensemble D est périddiqde si et seulement si i1 existe un réel T strictement positif tel QUé 'VXxED &

x+T)eDetf(x+T)=f(x)
gzgf
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NB
WVxED,VKEZ, x+kTED et f(x+kT)=f(x).

On en déduit que si f est périodique, de période T, tout réel de la forme nT (n € Z) est aussi une période de f, mais on a toujours

intérét 3) utiliser la plus petite période.

; ;
7 a+T a-+ AT \u e IVT ¥

i, o ¢,

V- ELEMENTS RIE
1- n es ie

Soit f une fonction définie sur un ensemble D etCla courbek réprésve‘n'tativvé. On dit qu'e. 1 (é;'b) ‘est centre de sxmétrie deCsiet
seulementsi Vx€D,a-xED,a+x€D,2a-x€Det f(2a-x) +f(x) =2bou f(a-x) +f (a+x) = 2b. On dit aussi que Cest
~ symétrique par rapport al(ab).
ustration
le point f(0 ; 1) est le centre de symétrie de la courbe (C)

\ 3_~
M

(D)
©)
3 -2 -1 K 1 2 3

2-  Axe de symétrie

 Soit f une fonction définie sur un ensemble D et C la courbévreprésentéti've. On dit (iué la droite A d'équation x =a est axe de
symétrie A Csi et seulementsi Vx€D,a-x€D,
a+x€D,2a-xeDet f(2a-x)=f(x) ou f(a-x) =f(a+x).
Dustrapi . .
= A
A
AT
SN

]

\

v
1)

!'(a:- x) . "IT_ —‘l\
o
i
)
|

1"
/

T

!
!
]
1
1
!
1
|
1
i
i
.
+

O
-l

a-x QT

S —
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T

o Intersection avec I'axe des abscisses

Soit f une fonction et C la courbe représentative de f.

XA

Un Point A (}’A

f(x)=0)

e Intersection avec I'axe des ordonnées

SN

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

) est un point d'intersection de C et I'axe des abscisses si et seulement siy, = 0 et f(x4) =0 (résoudre

Le point B (f(OO)) s'il existe est le point d'intersection de C et avec 'axe des ordonnées.

Exercice 1:

1. Déterminer les limites suivantes :

x4 "42, ¢ lim 9% +3 -3x,

a. lim , b lim
=1 ] - x2 x>0 | — X X—>+0
x>t

4 lim 28inen) -1
6x—-r

r
X~
6

2.Sachantque 0 < f(x)-1< [25in 3x|sur Vintervalle ] 1; 10{

déterminer lim f(x).
sz
2

Exercice 2;

Soit f la fonction numérique définie par: f(x)=xv1-x .
1.a. Déterminer I'ensemble de définition de £.

b. Etudier la dérivabilité de fen 1 et interpréter graphiquement
le résultat obtenu.

». Montrer que fest dérivable sur ]-—oo ; 1[ etque f'(x)= 22-3x

l-x

pourtout x <1.
|. Dresser le tableau de variation de £
. Représenter graphiquement la fonction £

cNE)

-olution x, dans ]—oo;O] et que -—;-<x1 <0.

2. a. Montrer que I'équation f(x) =

admet une seule

. Montr(.aer‘que I'équation f(x)= admet exactement deux

1
343
solutions x, et x, dans [0 ; I] etque 0 <x, <—§-< x, <1.

onner une valeur décimale approchée 3 107> pras de X, -

3.a.0npose uqk%(x - -?1’-). Montrer que I'équation (E) :

',c\/l ~x‘ =-—l— est équivalente 3 (E": 82’ —6u—1=0.

3V3
) 3 I N
Pour /=1,2,3,0npose u, = E(x,. —5). Montrer qu'il existe un

unique réel 8, de [0; 7] tel que u, =cosé,.

Prouver que cos38 =4cos’@-3cos@ pour tout Hréel.
'n rappelle que cos(a+b) = cosa.cosd - sinasinbet sin 2a=
2sina.cosa)

LIMITES -CONTINUVITE - DERIVABILITE
- Exercices corrigés

d. Déduire des questions précédentes que (E') est équivalente a

1 .
Péquation cos36 = 3 Résoudre cette équation dans [0; 7 ] et
en déduire les valeurs exactes de xi1, xz et xi.

Exercice 3:

1-x?
A. Soit Aa fonction définie sur /R —{—2}par f(x)= 5
+x

1. Pour tout xréel différent de —2, trouver trois réels a, 4, ctels

+2
2. Etudier les variations de fet tracer sa courbe représentative (C)
dans un repére orthogonal.
3. Montrer que si (C) admet un centre de symétrie, alors on peut
déterminer son abscisse. Démontrer que (C) admet un centre de
symétrie,

que f(x)= ax+ bt ——
x

I -sin?
B. Soit ¢ la fonction définie sur IR par ¢(1) = ———S—T-—t
2+sint

1. Pour tout réel 4 montrer que ¢(x - () = @(f). Expliquer

o - T
comment |'étude des variations de @ sur { ~—2- ; -Z—J permet de

«

construire la courbe représentative de ¢ .

2.3.0npose a= \/§ — 2 . Justifier 'existence et I'unicité de
T .

5 E{—E ,—2-} tel que sin(4)=a.

b. En utilisant @ comme composée de fonctions, étudier les

variations de ¢ sur [~§ b :] puis sur [!0 ,%]

c. Soit @' la dérivée de ¢ . Pour tout nombre réel £ prouver
I'égalité : ¢'(¢) = f'(sin ) cos ¢. Retrouver alors les valeurs pour

lesquelles ¢'(?) s’annule sur [——75 ; LS
22
d. Tracer la courbe représentative de ¢ sur {—3—2”— ; %J .
Exercice 4:
Partie A

Soit @ la fonction numérique de la variable réelle xtelle que :
3x*+ax+b

ox) =22

S




Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de

@ soit tangente au point I de coordonnées (0 ; 3) & la droite (T)

d'équation = 4x+ 3.

Partie B

Soit fla fonction numérique de la variable réelle xtelle que :
Ix*+4x+3

J(x)=
x2+1

repére orthonormal d'unité graphique 2 cm.

et (C) sa courbe représentative dans un

Bx

X%+

1, Montrer que pour tout xréel, ona f(x)=a+ 7 ; o oet

[ étant deux réels que I'on déterminera.
2. Etudier les variations de £ Préciser ses limites en I'infini et en
donner une interprétation graphique. Dresser le tableau de

variations de £
3, Déterminer 'équation de la droite (T) tangente ala courbe (C)

4. Démontrer que | est centre de symétrie de ©.
5. Construire la courbe (C) et la tangente (T) dans le repére

au point | d'abscisse 0. Etudier la position de (C) par rapporta (T).
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e 0<f(x)-1< E 2sin 3xi : par passage 4 la limite, qui conserve

Yordre,ona:
lim 0 < lim (f(x)-1) < lim |2sin 3x],
X-—)-;L X-—)-;L x—;%

et d’aprés le théoréme des gendarmes, lim (fx)-1 )=0
I3

X

3
puisque lim |2sin3x|=0.Cn conclut donc: lim f(x)=1.

= x—==
X3 3

Exercice 2:

AN

1.a f(x)=xvl-x,Dr=]-;1}.

iy JAER=SD_ AF WN=h _
h h h—»0"

b.

h—-0" b0

f=h

Donc pas dérivable, tangente verticaleen 1.

. Déterminer le sens de variation de £

A o

proposé.
¢. fest un produit de fonctions dérivables donc dérivable.
Exercice 5: -1 21-x)-x 2-3x
(x)=1=-x+x = = .

" A 2V1-x 2J1-x 2J1-x
Pour chacune des fonctions suivantes : 2 ’
- Expliciter I'ensemble de définition d f(2/3)= 2 ’1 2 x | —© 2/ 1
- Déterminer le domaine de dérivabilité. 3 3 3\/5 £ + _
- Calculer la dérivée. 0

La limite en —oo est : 2

(Max)(«f%&c) i 92 +3-9¢2
o

¢ limVJoe+3-3x=lim
X—HO

X3

9

= lim ——————————=0",
s (Ox7+3 +3x)
' sinx—l sinx——
d lim 2sin()=1 _ i 2 2 - lim 2 .0n pose
x-)% 6x—n x-)% _r 2 x-.’.’.
6 ¢ 6
sinx-t fw-s & S@-fE)
fx)=sinxona 2 _ 6" et lim 6 ___f|(§_)
n V4 n 6
X — X e X=—
6 6 6
car fest dérivable en %—./’(x) = COSX;
Dai —
lim M:lf'(ﬁ)—lx[{:_"f’_:_l_
= 6x-7 3 6 3 2 6 23

=..

a) f définie de IR dans IR par f(x) = 2x(1 — 3x%)3. évidemment —co. 303
2 -
b) f définie de IR dans IR par f(x) = === ¢ / \
¢) f définie de IR dans IR par F(x) = V2cosx — 1. _ 0
CORRECTION
2
Exerclce 1. y
o tim 274 - v car lim(x—4)=-3 et tim(1-x2)=0"; | * * " 7 * b
x> 1—x2 x>l x—1
x>1 x>1 x> 2
. -4 . . _
b. lim = lim 2L = lim ——1—-=0 .
totw | —x2 x4 —x2 x>t —X 4

-10
2.a. Comme fest

strictement croissante dans ]—oo ; O] et que 'ensemble des

images est également ]—oo ;0] ,on est sr que 'équation

fx)=

-1
——— auneseule solution x, dans l'intervalle de départ

343
| ;0] . Aprés il faut calculer
—==f(x,)</(0)=0 ce qui

f("%Jb%\/:; 3:/25 33

= — <
justifie I'encadrement de x.
b. Entre 0 et 1, fest croissante puis décroissante et est toujours

-1

—— e 1 ]
33 343

existe donc bien deux valeurs de xdans [O ; l] pour lesquelles

positive. Son maximum est qui est supérieur &

ST

s



v

|

f(x)= —-1——- ; de plus ces deux valeurs encadrent l'abscisse du

343

1
maximum de £ soit 2/3. A la calculatrice ona S—ﬁ = (,19245009 et

£0,217)=0,19201741, £0,218)=0,19277907 ; ces deux valeurs
encadrent xi.

3 1 2 1 : .
au=—(x—=—)>-Ut—-=x ; par ailleurs si on éléve au
usylr-ge 33

carré:

Ix«/lfxﬂ =3—\]/§ c>x‘(l—-x)=% a(gug—lj (1—37331]):;—7 .. 8 ~6u~-1=0

b. u =i(x. —-l—). Pour que u = cosd,, il fautetil suffit que
23

> 1.2 1.2 1
l<p<les—2lemz -2y +=—2-Sl+=12x2-7.
sy sle-g.olrg 2 3h 3273773 3

C'est bien le cas donc il existe un unique réel 6] de[0; 7] tel que

u, = cosd, .
¢. On calcule avec les formules d'addition :
005 30=cos(26+6) =008 20oas H-sin 285in =(2cos” - eos6-X1—cos® G)cos H=4cas’ G-309

‘d, On pose donc u=cos & dans (E):
81 —61—1=0 <8¢0’ F—600s6~1 =0 =>Adcos’ H-3cxsH)=1 <:>00530=%
Les solutions de cos 36 =% sont

36=i—:~(27r)<:> H:i%(%’j.On ne garde que 3 des

solutions (par ex. les positives), ce qui donne
n 7 2 Irw 7 4z 3%
9 :—,9 = e p e T — e —=——d’\
R I I I onen
remontant les solutions exactes :
x =—2-cos—7£+-]- x -_2.c052_7’_+l Xy = 2cos ]3”+ 1 fl
Y3937 3 9 3P T3 g 3
peut étre judicieux de vérifier a 1a calculatrice...
Exercice 3:
Al
2 camrividbre araabbe | |7
. c +2btc +2b+c
f)=actbr— = = 20+b=0=x b=2
x+2 x+2 x+2 j
2bte=l =

Donc f(x)=-x+2- i2 (on utilise cette écriture de fpar la suite).
X

2..

-3 3-(x+2)° (\/§~2—x)(\/§+2+x)

(x)==1+0— = =
fi(x)==1+ G12F  (xt2) 127

Asymptote: y=-x+2,etc
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£ - 0 * 0 -

4-23

SN

—c0 —0

+oo\ /

4+2J3

%

3. Le centre de symétrie de (C) s'il existe estau milieu des
extrema, soit en A(—2 ; 4). Montrons que A est bien centre de
symétrie : '

3 3 A2+x)+f(-2-%) _
(24 X)+f(=2-%)= 4oy ——t+b4+x+—=8D— =
| x x 2
, C'est bon. - .
B. 1. On sait que sin(z —f)=sin t donc o7 ~ )= @(t). Sion sait

V4 b4 . .
tracer ¢ pour ) < t < = alors on sait le faire pour

2
n _3n n
Pep <o m-Letsnrzeo=2127,0n
2 2 2 2 2 2

) ) T 3z .
sait donc le faire entre —-é— et ——2—— , soit sur un intervalle de

longueur 27 .Or sin a pour période 27, on sait alors tracer ¢

sur [J.
2.a. 1l est immédiat que —1<a<1,il existe donc une unique

Tz . . .
valeur & de [ -3 ; 5—} qui a pour image apar sin (lire sur le
cercle trigonométrique).

T . .
b. Pour —--2- <t<1,comme sin est croissante, ona

. w . . .
sm(—-é-) <sint<siny <& -1<sin¢< a=\/§—2. Comme
@(f) = f(sin 1), que sin est croissante et que fest croissante entre

. /3
~leta ona @ croissante sur ‘:——2—;10 } .

i . . P
Sur ]: I ,—2-] , sin reste croissante mais fest décroissante donc

@ est décroissante,

c. On peut faire un calcul direct :

1-4sin ¢—sin
(2 +sin )}

On peut également utiliser la dérivation des fonctions composées
auquel cas le résultat est immédiat:

@'(H=(sin 8)' f'(sin ) = cos tf '(sin £) . Sur [—-g— ; -725} ,cost

est positif, le signe est donc celui de /, ce qui redonne bien les
résultats précédents.

2y

soit @'(f)=cos! - ,soit @'(H)=costf'(sin 1),

Exercice 4:
Partie A
3x2+ax+b
ox)= =
x?+1
(méme coefficient directeur que la droite T).

est tangenteenlsi ¢(0)=3 et '(0)=4

4
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@0)=b=3 et £ (?x+3)(x—1)—(x‘+3x—6)xl _N—bc+3x—3-—x2—3x+6 =x’—2x+3
(6x+a)x +1)-2x(3x" +ax+3) ., (e-1f (x-1f (x-1f
= T = p'(0)=a=4. '
Le numérateur estun polyndme du second degré qui ne s'annule

Partie B - . o L
1 jamais (A<0) etle dénominateur est positif, donc la dérivée est
‘ strictement positive et la fonction f strictement croissante sur

Bx o +D+fx _ ax’ +fx+a -3, B=4. IR\{1}.

p'(x)

fx)=at

el x+l X+l "3
2 2
+1)—- —_ - °
2. fi(x)= Ax 1) 43(2)6) = 4(2x 21) d’ol les racines —1 et s
(x*+1) (x*+1) ’
1. Négatif & l'extérieur, positif a lintérieur.
4x 4x 4 :
AYinfini — X~ -—f— =— qui tend vers 0 donc ftend vers 3, 2
x +1 x X Y
asymptote horizontale y= 3. e V/ SETET l P A A SRS SN M ML
3. La tangente a évidemment pour équation y=4x+3.0n faitle ]
signe de
4x : Ax—4x(x* +1) _ —4x ¢ f(x)=~2cosx-1.11 faut étudier le signe de 2 cos x- 1.
f(x)-(4x+3)=3+—3 -4x-3= 5 =~ 1 . -
x +1 X+l X +1 2005x—-120<:>2005x21<:>oosx2§<:>(x2-——3-+2k7r)a(x_<_3-+2k7r).

qui est du signe de —%, soit (C) est au dessus de (T) pour x < 0 et

en-dessous pour x=0. 5
4, Pour que le point (1, v) soit centre de symétrie de (C) il faut
que f(u+x)+f(u- x)=2v ;icigadonne:

4x 4x

)+ f(=x)=3+——+3-3 =6=2.3,0k!
x*+1 x“+1 . L s

M/

VA "+
|

2

e fest donc définie sur Z ; % | gérivable sur } z ; -7—[—[ .
“ 4] c a 3 3 3 3
. {
- f(x)=+2c0osx -1 =(2cosx - 1)?
) 1 .
Exercice J: 1 . -5 —sinx
'(x) = —x(~2sin x)(2cos x — 1) 2 = ———=
f16) 2 J2cosx—1
a f(x)=2x(1- 3):2)3 _ fest définie et dérivable sur IR comme
fonction polynéme.
£ =2A1-3x) +20x3x(-6x)x(1 —32f =X1-3xF(1-3x-18x) .
=2(1—3,\:1)2(1—21x2)=2(1-3x2)2(1-J2"1x)(1+J2_1x) et >
1 1 -3 -2 -1 1 2 3
£ est positive sur [~—== : ——1, donc £y est croissante. Elle est
J21 7421 - 7
décroissante ailleurs. b f(x)= x*+3x-6 Pour x € |- 7 /3 ; 0], la dérivée est positive (sin xest négatif)
x-1 donc fest croissante, et pour x€ [0; 7 /3), fest décroissante.
) fest une fonction
rationnelle définie et
\ dérivable sur IR\{1}.
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N W L Rscueu-. D'EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2
ms -cQNTmTE DERW“IH’I'E '
‘ txcrdcos mon aonig‘: .
£ L i __ i 5 2°/ CaIculerleshmites suivantes : a) |im .’.‘._'3"_2_*.2‘_3)
1°/- Déterminer, 31 elle exlstentles lirmtes suivantes SR o x=2| 4%+ xP 4 X =6 |
w/1+xz -1 simt ( “tan'3x J vj g tan x
me——; llm-—— ael]\r lim = |; b) i i €) hm[ -
41!1)0 J; .10 sy . x>0 l'f' X+1) ) ,:To 2+smﬁ 0 Jx? 44 4+x -2
S o xzsu{l) Exorcice 8
1. cosx 1{ X+2- 3”3] im [Si“"'t’“") lim———XZ Calculer les limites suivantes Ioz‘squ'elles existent : N
x—’O X -hxz : x-»O A"x" - ) :—u(l smx . . x +2X 3
lim (l—c_o.sx)»; “m(:asnfx—cos&l),;’ lim - L .v-‘~|—2x e 2
'x—+0 xtanx ) x-0l X X0+, : in3x.
i S .. sin — . ; ; ,/x.t.z ,/ § i SIN
: x hrr(,/4x‘ —2x=2-2x+I) lim ;‘_‘}g‘——sm o
Ex ’ : ‘ .
— . (1
_'Détermmer, si elle exnstentles llmltes suxvantes C sin2r-1 %2 sm(;) e l+smx cosx
. ,/ +1 " 1-tanx lim—~———; |im —t
Iim hm ¥ hm( 2 ) % €0s2x i x% ] x-*o 1 —smx cosx
*""“’ 1 x-'+wx+smx X2 l+tanx e 4.
V . : mn +£ .-(1 \/__ -
:.m‘ (Jx7T-2 &Tn/ri ‘ hmjm-q i **7 Jin 208X - im SN 2%
X3 §/X’—.x—6 H' ~/2x-6 7-410-x - xe \ sin, 2x I ,'.'.'3 ox . X_)% 6x -7 x-+o tan3x
o cosx Y o .sm(x—-_l) R ‘ 4 ‘
; Iim(———)- lim ————2 S . Sinox —cosdx
-sinx)" el xPe2xe3 L :‘{_rgg 5 (a < IR): lim -
ercice 3 : o

Déterminer, si e]le exnstent les hmltes suwam:es ' 1°/ Déterrhiner. si possible ; les limites suivantes.:

R ,/x +l+4x~/_ : "'-v.»Ex |
| ’ Jim ey v ’.'.Tm( = "’.*_3"f’)’ x'_’,'l‘an(xz';_ hm(‘/zxzﬂj lim \/X’+1—~/X’+2)

X == 00| X~»+o0

| T ) e 7 SN0
. X+ i

X x-»tw\ “172°/ On considére 1a fonction f définie par:

PR (R B ang
hm _x_il-x_j_ ; hTeo (x +42x’-—5x +1 ); »lmil (x x :) f(x) VX2 si x22 oltaelR
'v o 42 A L Coxee ¥x -l f(x)=x%+ax+1 si x<2
o o B B - ‘ a) Déterminer, si possible, la limite 3 gauche et la hmxte
Exoreiced : ’ s v "y ‘ a droite de fen 2.
: ] Détermmer. si elle existent les limttes syivantes Lo B S b)  Détermineralors, si possible, Ia valeur de a pour que
(X +sinx ) '_x3_ B . x3+smx .| - - fsoitcontinueen2."
‘llm 1 . lim | o= | ; hm-e—--.
kx| 2 —-sin X x>t 342s8inx | Xt X . cice 8 ;- ‘
2°/ Déterminerles réelsa etb pourque la droute d’équation Soienta et b deux réels, on considére la fonctlon f définie par:
Y =ax + b soitune asymptote ala courbe représentanve de o {f (x)'=2vx vx€[0, 1]
o TR B f(x)—a(x2—1)+b(x—1)+2 vi>1
I ‘ la fonction X k> \/x2 ,--——, L L festelle continue sur IR+?
. .7 Ut 12, -Donner une relation nécessaire et suffisante entre a et b pour
Exgrclgg L L T b - . "que soit dérivable en 1. Exprimer alors b en fonction dea
1°/ S : R . .7+ 1.3. . Onsuppose que fest dérivable en 1
] a) Démontrer que pour x>0 ona I S K a) Etudxer, suivant les valeurs de a, le sens de variations de

/x + x + _ \/" - x+x R R )| Comment[faut —[ il choisir a pour que fs annule en un
] : pointde {l;+c0f .
X+ X + J; + J— €) Représenter f pour a=-1

-b) En déduire alors que lxm (\/x +Yx.+ ', - \/‘) Exorcice 9 :

I
1




Soit 1a fonction f de IR vers IR définie par:’

7) =____,/1:: =

x sixz0
@%‘

3 Etudler la continuité de f sur Dy,
2) Montrer que fest dérivable en 0, et préciser la tangente 3

C A0; —).
©ena; =)

Exercice 10 ;

Exore Ico18

x|x~2
= I 5 l | Six#2
Soit. x(x -x-2) .
f @ ==
1: Etudier la continuité de . f sur D
2. Peut-on pro!‘onger fpar continuité en 0? ?.
" Exercice 11: .
Soit g la fonction définie par: ) g(x) = 2 six# 3'
glx)= six=3

a. Déterminer Dg

b. Pour quelle valeur de [ gest-elle continue en IR 7
Exercice 12 ;

I-J1-x

h est la fonction définie par: j(y) = A
' x

a. Déterminer DA.
b. Montrer que h admet un prolongement par continuité en x0 -0
¢. Définir ce prolongement C ’

Exercice 13:

‘Soient a et b deux réels et f la fonction définie par:
»f(x) ax +6x - 55|x5l :

‘ f(x)=-—x

's1x>!

Détermmer aet b pourque f soit dénvable sur 1.

Exgrc ce'14.;

"
- Soit la fonction définie sur IR par: S
flx)= x 1] +.]x2 —3x'+2'. ' '

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur IR. .
2) Préciser la position de (Cr) par rapport 3 ses demi -
tangentes au voisfnage de A(l 0 ) et B(Z ; 1)
Exercice 15:

2~x
_ 24x
1. Déterminer D . Préciser les asymptotes a C

Soit f(x)=x

2 Etudierladérwabilité de f en X, —2
3. Calculer f (x)

' RECUEH. DEXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

Soit f(x) 2y |1 x|
1, Etudier la dérwabilnté de f en 1

2. - Dresserle mbleau de variation de f v
Ekgg 17; B

Soltf(x) x° +2x+1 : _
‘1. Montrer que l'équation f (x) O admet une solutlon' _

o unique O dansiR..
2. ’Déterminer une valeur approché de X a ]0 prés

3. "Mémes questions pour g(x) =-2x’ - Tx+4 et

U h(r) =A% 3% 42
4. Démontrer que Iéquation 14+ 4cosx = 0 admet une

; solution uniquea & ]; 2—3{

Smt f la fonct!on déflme sur IR par f(x) = .
A 1+ 'xl :

1) v Démontrer que f'est bornée. -

2) Etudierla paritédef. .

3) . Etudierla dérivabilité de fen 0. o
4), Démontrer que f déﬁmt une buectmn de IR sur ] -1, 1f

- | Exerclcg 19 :
| Le plan érant muni‘gl un repére orthonormé On cons:dére la', .
C 3xt4ax+b
fonction rationnelle- f déﬁme f(x) X ey
2 .
' xt+1. ‘

1 Déterminer les réels t‘\ﬁ%our quela courbe
représenmtive Q f soit tangente au point.

abﬁssema droite d'équ oy = 4x + 3.

2 Pourl 'feurs de aet #rouvées ala1ére question,
' démﬂ rgue : pour tout nombre réel X, S

etk

3. Etudxer les variations de f.
4 Démontrer que le polnt 1(0; 3).yt un centre de -

S

symétrie deC,,.

5. Tracer C etla tangente au pomt]
g;wcczo-
Soit: f(x)...-—x —-3-" o
.2 :
1. Montrerque f réahse unebijecuon de’ [0 +00[vers
jéprécxser :
2. 'ADéterminerlabuectlon réciproque f ‘de . f Et

' tracer C ‘et C




Exercice 21 :

1°/ Soit la fonction g définie par g(x) = 4x> +3x2-2

a) Etudier les variations de g.

b) Montrer que sur [0;+00[ , 'équation g(x)=0 admet une
solution unique o.

c) Montrer que par contre que I'équation n'admet pas de
solutions dans ]—oo;O .

d) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x

2°/ On considére sur l'intervalle [= ]—1;+co[ la fonction f définie

2x +1

x3 +1

par: f(x)= et (C) sa courbe représentative dans un
repére (O; u; V). (unité 4cm)

a) En utilisant les résultats du 1°/, étudier les variations de f.

b) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point
d'abscisse 0.

c) Etudier les positions relatives de (T) et (C) sur L. Que
représente le point d'abscisse 0 pour (C) ? Retrouver ce
résultat par le calcul.

a) Justifier que o est compris entre 0,6 et 0,61.

b) Démontrer que f(a)= .
302

c) Endéduire que 1,7 <f(a)<19.

1°/

a) Démontrer que (C) admet des asymptotes

b) Représenter dans le méme repére les courbes (C) ; (T) et les
asymptotes a (C).

Exercice 22 :

3
. X~ +2x?
Soit f(x) = 1 (C) sa courbe représentative dans un
X —

repére (0; uv ) (unité graphique 2 cm).

Partie A

Soit g 1a fonction définie par g(x) = x*-3x-4

1. Etudier g, puis montrer qu'il existe un unique réel a tel que
g(a)=0.Déterminer @ a 102 pres

2. Déterminer le signe de g sur IR

Partie B
1. Déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de
définition
. X-
2. Calculer f(x) puis montrer que £'(X) = —(——g(—-x))z- En déduire
x2-1
le tableau de variations de
3.
R - X+2
a) Montrer quon peut écrire  f(x)=ax+b+ vxel
x2-1

b) En déduire les asymptotes de (C) au voisinage de I'infini
¢) Etudier les positons relativede (C) etladroite
(D):y=x+2

Partie C

1. déterminer 'abscisse des pointsde (€ ) oil latangente
est paralitle 2 la droite (D):y=x+2

&——
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2. Déterminer une équation cartésienne de chacune de ces
tangentes et les représenter
3. En déduire graphiquement, suivant les valeurs dem, le

nombre de solutions de 'équation f(x) =x+m

Exercice 23:

Soit f la fonction définie par :
f(x)=3x2—2x-b six ( 2
f (x ) = _2__a_x_:}——2—- si x ) 2

x -1

r@)==»%

1°) Déterminer les réels a et b pour que la fonction f soit

continue sur IR.
2°) Etudier alors la dérivabilité de fen 2.
Exercice 24:

1) Soit f lafonction définiepar: r(x)=

_* .
2 —-sin(l)
x

x
a) Démontrer que V Xx€ ]0;+oo[ona: -gsf(x) < x.

b) En déduire la limite de fen+ 0.
2) Déterminer le réela pour que la fonction f soit continue
en0;ondonne:

2x+1
=505

six20

f(x)=x2+x+a si x<0

Exercice 25 :

Soit f:xH ——-l—l- Jx définie sur ]I;+00[.
x —
1. Prouver que I'équation f(x)=0 admet une seule solution
ae ]12[
2. Montrer que 'équation f(x)=0a méme ensemble des

solutions que I'équation | +_|_ =x
X

3. Soit g:xr—)l+—j-=
X
a) Déterminer son domaine de définition

b) Montrer que VX € [1;+oo[ ona [g'x)‘ < %

En déduire que VX € [I;+<x>[ |g(x) - al < %|x - al

Exercice 26 :

Soit f la fonction donnée par f(x)=sin 2 (x) +cosx

1°/ En étudiant la parité et la périodicité de f, justifier le choix de
[0,x] comme intervalle d'étude.
2°/ Etudier les variations de f sur {0,x] puis tracer la courbe de fsur [-n, nt].

o ‘s . 21 3n
3°/ Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet dans [—3—,—;1—] une
solution unique dont on donnera une valeur approchée a 102 prés.

Exercice 27 :

Soit f:x > cos?xsin2x
1. Montrer qu'il est possible de réduire 'ensemble d’étude

al'intervalle I:();l}
2

2. Etudier puis représenter f sur [0;121-}

S
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Exercice 28 :

.s_
% ) ,
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On considére la fonction f définie par f(x) = sinx pour X € [_’L;Zj\
43

T 7
1) Etablir un encadrement de f*(x) sur l'intervalle \:—4—.,—3—} .

<[_.—__i_2_ 5_‘/_5_.

Démontrer que : 1 <
12 T 12

Exercice 29 :

f est la fonction de 1 vers IR définie par:
f(x) = 8sin® x —8sin’ x + 4sinxcosx +1

1) a. Linéariser sin*x , sin’x et sinxcosx.

b. Vérifier que f(x) = cos4x + 2sin2x.
¢. Justifier le choix de I'intervalle [0, ] comme intervalle
d’étude def.
2) Démontrer que pour tout réel x, f '(x) = 4cos2x(1-2sin2x):
Résoudre dans IR I'équation f‘(x) = 0. Déduire le tableau de
variation de f.
3) Tracer l'arc Cf sur [-m, 2]
Exercice 30 :

H

PROBLEME 1:
1 —_y2?

Partie A : Soit f 1a fonction définie par: f(x) = X2 et (C) sa
X+

courbe représentative de f dans un repére (05 V)(unité 1cm)
1°/ Déterminer le domaine de définition de f puis déterminer les
c
réels a ; b et ¢ vérifiant : f(x) =ax+b+——r.
X+2

2°/

a) Etudier les variations de f et dresser son tableau de
variations.

-2
b) Démontrer que le point Q ( 4 } est un centre de symétrie
pour (C).
c) Déterminer les branches infinies de (C).

d) Tracer (C).

PROBLEME 2 :

x1-1

g(x)=5 x=2

On considére la fonction g telle que: six>1.

Le but de cet exercice est de résoudre dans [0, 7] 'équation :

1
1 —-—2— x+cosx=0 (xesten radians).

Soit f la fonction définie sur [0, ] par f(x) = l——l-x+cos x ;on
2

considére par I la représentation graphique de f dans un repére
orthonormal (0, i,j) unité 2 cm.

1) Etudier le sens de variation de f.
2) Déterminer chacune des équations des tangentes D1 et

3) Tracer I ainsi que les deux tangentes D1 et D2.

4) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une et une
seule solution xo dans U'intervalle [0, 7},

5) Démontrer quexo €[1,7; 1,8].

6) Endéduire une valeur approchée & 102 prés par défaut de xo.

Exercice 31:

D2 3 la courbe I' aux points d'abscisses respectives 0 et 4.

,“xz —x‘ six<1

1. Etudierla continuité et la dérivabilité de genleten 0.

. Interpréter graphiquement ces résultats.

3. Soit hlarestrictionde ga ]-co, o[ . Montrer que h
réalise une bijection de |- o, 0f versun intervalle] 3
préciser.

4. Soit h~'laréciproquede /1. h~" Est- elle dérivable sur

] 7 Dresser le tableau de variation de h'.
5. Calculer i(—1)et (™Y '(V2)
6. Exprimer k™' (x).

PROBLEME 3 :

2
X

Soit la fonction numérique f définie par:
f(x)=1-8cosx—4cos2x.
1. a) Démontrer que f est périodique de période 2r.
b) Etudier la parité de f .
¢) En déduire que 'on peut restreindre V'étude de f a
I'intervalle [O, ﬂ]et expliquer comment on complétera
la représentation graphique de f sur [0, ﬂ]pour
obtenir celle de f sur IR.
2. a)Calculer f'(x)etvérifier que:
f'(x) =8sinx(1+2cos x).
b) Etudier le signe de "' (x) et dresser le tableau de
variationde f pour X € [0,71'].

3. a) vérifier que, pour tout X, f(x)=-8 cos x—8cosx+5

b) En déduire la résolution par le calcul de I’équation
f(x)=-1dansIR.

Soit funefonctiondéﬁniepar: )= x+1 six<l .
f(x)=1/x2+x+2 six>1

1. Etudier la continuité et la dérivabilité en 1, puis
interpréter graphiquement.

2. Etudier les variations de f .

3. Construire C .

4. Soit g larestrictionde f aTintervalle
I= ]l; + oO[ Montrer que g réalise une bijection de
I sur un intervalle ] a préciser.

5. Déterminer l'expressionde g~ (X).

6. Déterminer de deux fagons différentes (g'l )(x)

7. Construire Cg_, dans le méme repére que Cf .

PROBLEME 4 :

1°/ Soitg g:x 1~ 24/x +1 définiesur [— 1;+oo[.
a) Etudier les variations de g.
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b) En déduire le signe de g.

2°/ Soit fla fonction définie par: f(x) = m -X

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f.

g(x)

2Jx+1

¢) En déduire les variations de f puis dresser son tableau de
variations

d) Montrer que 1,25 est le maximum de f.

3¢/

a) Montrer que f réalise une bijection de [0 ;3] sur [— l;l] .

b) Démontrer que I'équation f(x)=0 admet une solution unique
ae [0;3]. Déterminer une valeur approchée de a. 3 102 prés.

b) Montrerque: VX € ]—1;+oo[ ona: f'(x) =

¢) Montrer que o est solution de I'équation X +1=x*.En
déduire la valeur exacte de a.
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PROBLEME 5 :
On considere la onction f définie par:
2
f(x) = X243 six<letx#-1

X+
f(x)=vVx*+x+2six>1
1°/

a) Etudierla continuité etla dérivabilité de f.

b) f est-elle dérivableen1? Interpréter les résultats obtenus.

2°/

a) Calculer les limites de f aux bornes de Dr.

b) Montrer que (Cf) admet une asymptote verticale et deux
asymptotes obliques que I'on précisera par leur équation
cartésienne.

¢) Préciser la position des asymptotes obliques par rapport a

(Co.
3°/
a) Etudier la dérivabilité de f puis calculer f(x).
b) Etudier le signe de f'(x) puis dresser le tableau de variations
def.
¢) Construire (Cr) et ses droites remarquables

4°/ Soit g la restriction de fsur [ = [l;+oo[
a) Montrer que g réalise une bijection de I sur un intervalle] a
déterminer.

b) g" est -elle dérivable sur ] ?
c) Calculer (g'lkx) pour x €]
d) Calculer de deux fagons différentes (g—1 ) x).

Construire la courbe de g1 sur le méme repére.

PROBLEME 6 :

2 six<0
VJ1-x et

g(x) = |1—x2| six>0

g(x)=x+3-
Soit g la fonction définie par: §

(C) sa courbe représentative dans le plan muni (O; u; '\7).

1°/ Ecrire g(x) sans barres de valeur absolue.

2°/

a) Etudierla continuité degen 0. _

b) Etudier la dérivabilité de g en O et 1. Donner une
interprétation graphique des résultats obtenus.

3/

a) Montrer que la courbe représentative de g admet aux
voisinage de -o0 une asymptote oblique (D) dont on précisera
une équation cartésienne.

b) Etudier la nature de la branche infinie a (C) en +oo.

H

¢) Etudier la position de (D) par rapport & (C). On admet que
(C) est en dessous de (D).

4°/

a) Montrer que g est dérivable puis préciser son domaine de
dérivabilité.

b) Calculer g'(x). :

¢) Déterminer le signe de g'(x) puis dresser le tableau de
variations de g.

5°/

Montrer que I'équation g(x)=0 admet une solution unique o sur

]—oo;O[ etqued € :]- 2;-——;—[ .

Donner un encadrement de o 3 101 preés.

Résoudre sur [0;1]1'équation g(x)=x puis interpréter
graphiquement ce résultat.

6°/ Soit fla restriction de g sur l'intervalle = ]——00;0].

a) Montrer que f admet une bijection réciproque ! définie sur
un intervalle ] & préciser.

b) Calculer f(-3) puis en déduire I'équation de la tangente 3 la
courbe représentative de -1 au point d'abscisse -1.

¢) Déterminer la primitive de la fonction h définie sur
[= ]— oo;O] par h(x)=x+3-f(x).

PROBLEME 7 :
1°/ Etude graphique
Soit f une fonction dont la courbe représentative est donnée ci-
dessous

1°/ Déterminer f(-1) ; f(2) et De
2°/ Déterminer les limites de f aux bornes de Dr.

3°/

a)f est elle dérivableen -1 eten 2.
b) Déterminer les variations de f sur ]—— oo;-—l[ et sur ]2;+00[

I1°/ Etude numérique
Dans cette partie on prend f(X) =X +2 IX2 -X- 2‘
1°/

a) Déterminer le domaine de définition de f

b) Ecrire f(x) sans les barres de valeurs absolues puis
calculer les limites aux bornes de Dr.

¢) Montrer que (Cf) admet une asymptote oblique (D) + »
et dont on donnera une équation.

d) Etudier la position de (Cr) par rapport a(D)

e) Préciser la nature de l'asymptote a Cren - @

2°/
a) Etudier la dérivabilité de fen -1 et 2. Interpréter le
résultat obtenu
b) Donner I'ensemble de dérivabilité de f puis calculer
- f(x).

¢) Démontrer quona: f '(X) > Osur ]2;+00[ et
f'(x) <0sur Joo—1]

d) Résoudre I'inéquation Voxr+x+2$2x -1 sur
L2

e) Dresser le tableau de variations de f

3°/ Soit gla restriction de fsur [ = }2;+00[

a) Montrer que g est une bijection de i surl.
b) En étudiant la fonction h définie par:

h(x) = x — g(x) montrer qu'il existe un réel O
vérifiant g(oc) =Q.




¢) Déterminer par lecalcul la valeur exacte de Ol puis
déterminer (g_‘ )' ((I) si possible.

d) Tracer dans le méme repere (Cg) et (Cg")

PROBLEME 8 :
Soit la fonction numérique f: IR — IR telle que::
2x .
-x+2-—; i osiox <1
f(x)= *
x=1-3.Jx2=1; si x >1
PARTIEA
1. Justifier que De=IR.
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen X, =1.
3. Déterminer les limites de f aux bornes de Dr.

a) Montrer que la courbe (Cr) admet deux asymptotes
(D1) et (Dz)a préciser.
b) Préciser la position de (Cf) par rapport a (D1) et (D2)

4.
a) Calculer f‘(x) dans les intervalles ou f est dérivable
(Justifier I'existence de ces dérivées).
b) Etablir le tableau de variations de f.
¢) Tracer (Cr) et les asymptotes dans un repére
orthonormé (0;7; J
PARTIE B

Soit g la restriction de f a 'intervalle ] —00; 1].

Montrer que g est bijective de ]—— o0, l] sur un intervalle J &

préciser.
2. Montrer que I'équation g(x) = x admet une unique solution
[ etona: — < ff<—.
3 4
3. a) Etudier la dérivabilité de g *!.

b) Calculer (g-1) * (2).

c) Construire (Cg ! ) dans le repére précédent.

d) Montrer que g admet une primitive sur ]—oo 5 l] puis
déterminer sa primitive qui s'annule en 0

PROBLEME 9 :
1. Soit g:x > 2x —v1+x?
a) Etudier les variations de g
b) Montrer que 'équation g(x)=0 admet une solution
unique « que 'on déterminera
¢) Endéduire le signe de g(x) en fonction des valeurs de x.

%
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2. Soient f(x) = 21+ x2? —x ,(C) sacourbe représentative
dans un repére (O;G;V) , (D):y=x et (A):y=-3x
a) Etudier les limites de fen *o0
g(x)
b) Calculer f(x) puis montrer que f'(x) = —==="En
: o e
déduire les variations de {
¢) Calculer lim [f(x) + 3x]. Que peut-on déduire ?
X—-©
d) Montrerque (D):y=x estuneasymptotea (C ) au
voisinage de +©
e) Etudier les positions relatives de (D): y=X et
(4): y = -3x par rapporta (C)
f) Tracer dans le méme repére (D): y=X , (A): y=-3X
et (C)
PROBLEME 10

Soit f:xH X+ Ix2 - 1| et (C) sa courbe représentative dans

le plan muni d'un repére (O;_i.; ])

1. Etudier la continuité et la dérivabilité defen-letl

2. Déterminer les limites de f aux bornes de Dr.

3. Démontrer que { C) admet deux asymptotes (A) et (A')
que 'on déterminera

4. Calculer f(x) puis déterminer le signe de f'(x) suivant les

valeurs de x.
Construire (C), (A) et (A') ainsi que les tangentes aux points

) ere()

2sin 2x
1+ cosx
Montrer qu'on peut réduire I'ensemble d'étude & l'intervalle
E= [0; 1:]
montrer que f est dérivable sur E. Calculer f(x)

Soit f:x

1.

Montrer qu'il existe un unique réel & € })ﬂ[ tel

que f'(a)=0.
‘ —1+J§
2

a.

Montrer que €osQ. = . Calculer sina et

f(a)
Etudier la signe de f(x) sur E

Dresser le tableau de variations de f
Montrer que pour tout entier relatif k

f'(a +km)=0
Montrer que les droites d’équation (An )ix= (2n + l)r: sont
asymptotes a la courbe représentative de f

c
d
e.

a. Construire la courbe représentative de g restriction
defsurE
Dites par quelles transformations géométriques on

obtient le reste de la courbe de g

b.

PROBLEME 11

A) Soit 'application | définie sur IR+ par I(x) = xix + xw/;

et (%) la courbe représentative de 1 dans un repére orthogonal (
0,1,])avec0l =0 =2 cm

1) Etudier la dérivabilité del en zéro.

S

2.
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2) a) Chercher le nombre dérivé I'(x) enx, x € IR:

b) Chercher une équation de la tangente T a (¥) au point
d’abscisse 1

¢) Dresser le tableau de variation de ]
3) Tracer Tet (3))

4) En déduire le signe de k(x) = x*/x + xJ; —(4x—-2)pourx €

IR+
x\/;c_ -1

x—x

3
f=3

Soit Cf la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (0',I'J')
avecO'I'=0"=1cm.
1) a. Etudier la limite de fen 0, en +
b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus
2) Montrer que f est continue en 1

3) Montrer que I'équation f(x) =x,x € IR: admet une solution a

ayant pour valeur approchée 1,3. On notera A le point de Cf
d’abscisse .

fx)=

*
B) Soit I'application f définie sur IR+ par pour x # 1.

k(x)

_2_(.2___)? pourx € IR:— {1}.
x*-x

4) a. Montrerque f'(x) = —

On admet que f est dérivable en 1 et que f'(1) = _2
8

b. En déduire que f est une bijection de IR: sur un intervalle que
F'on précisera

c. Montrer que la bijection réciproque f -1 est dérivable en 3 et

2
préciser (f1)’ (3).
2

5) Tracer Cf puis la représentation de f -1 dans le repere (0, I']’)
PROBLEME 12:

Soit f I'application numérique définie sur IR* par:

f(x) = |x2—3x+2| si x 21

f(x)=x—2+l si xz0et x <1
x

1) Préciser les limites de f aux bornes de IR* En déduire que (Cf),
dans un repére orthonormé, posséde une asymptote verticale.
Etudier le comportement asymptotique de f aux infinis. Conclure.

2) Etudier la dérivabilité de fen 1 et en 2. Etudier les variations de -

f dans un tableau.
Construire (Cf).

3) Soit g la restriction de f sur [1, i ]- Prouver que g est une
bijection de {1, 3 ] vers ] que l'on précisera. g-1 est - elle
dérivable sur]?

Construire (') 1a courbe de g-!1dans le méme repére.
PROBLEME 13 :

. 2
A- Soit f:x+>x2+1+—et(C)sacourbe représentative dans
X

le plan muni d'un repére orthonormé (O; u; V) ( unités

graphiques 2cm : abscisses ; 1 cm ordonnées )
1. Etudier les variations de f

2. Soit ([):y=x2+1

a) Montrerque (C)et (F) sont deux courbes asymptotes
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b) Etudier leurs positions relatives I'une de 'autre.
3. Résoudre dans 3 I'inéquation f(x)=0

4, Tracer (C)et (1") dans le méme repére

B- Soit g la fonction définie par g(x) = ,[f(x)
1. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de

D
variations ( en plus des limites aux bornes de &)

a) Soit X >-1 montrer que

g(x)—g(-1) _ x2—-x+2

. En déduire que g n’est
x+1 x(x+1)

pas dérivable en -1 .
b) Déterminer les branches infinies de (C'): y = g(x)

¢) Tracer dans le repére la courbe (C')
PROBLEME 14 :

e

1. Soitfetgles fonctions définies par ¢(x) = x - X_j_ et
6

g(x)=x —sinx

a. Etudier les variations de fet g sur [0;+co[
3

b. Endéduireque VXx20 ona x -."6_5 sin x < x
2. Soient h:x > x* ,aetbdeuxréels tel s que a<b
a. Montrer que Vx € [a;b] ona 4a’ <h'(x)< 4p°
b. en déduire que Vx € [a;b] ona
4a3(b-a)<b* —a* <4ab’(b-a)

3. soient n un entier naturel tel que n =2
PROBLEME 15 :

A) Soit fla fonction donnée par f(x) = 2x |1 - x2|

1) Ecrire f sans barres de valeur absolue. Calculer les limites de
fen 4o et-

2) Etudier la dérivabilité de f en 1 et -1 puis interpréter
graphiquement les résultats

3) Calculer f(x) sur les intervalles ol f est dérivable puis établir

le tableau de variation de f

On considére la fonction définie par:

{g(x) =f(x) si x €]0,+0[

B)

g(x) =—x + VX2 —2x sixe]-,0]

1) Etudierla continuité etla dérivabilité de g en 0. Montrer que
g est continu sur R

2) Etudier les branches infinies et la position de la courbe de g
par rapport aux asymptotes éventuelles

3) Dresser le tableau de variation de g en utilisant les résultats

du A)

Tracer les droites remarquables et la courbe de g dans un

repére orthonormé (unité 2cm)

5) Soithlarestrictiondega] -, 0]

a) Montrer que h admet une bijection réciproque h-1 dont on

précisera le domaine de définition, 'ensemble de dérivabilité et

les variations

b) Sans utiliser I'expression de h-1(x), calculer (h-1)'(2)

c) Déterminer I'expression explicite h-1(x) sur ] -, 0].

Tracer la courbe de h-! dans le repére précédent
PROBLEME 16 :

4)

s ) X = |
On consideére la fonction f : x > et
X+1-vX2+x+2

(Co) sa courbe représentative dans un repére (O; TH V)

S

2 BT
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1. On considére la fonction f définie par:
a. Déterminer D¢ ' x4+ x - 2 i x> 1
b. Calculer les limites de f aux bornes de Dr. En déduire les f(x) = Y + 3

branches infies de (Cr) 2 i — xlxl si ox <1
c.  Montrer que f admet un prolongement par continuité gen 1. . , N o .

1 déri 2 1) Déterminer I'ensemble de définition de f et Ecrire f(x)

g est il dérivable en 17

2 sans ]e symbolg de_: la valeur absolue o
a.  Calculer la dérivée de f puis montrer que : 2) Etudier la continuité de fen 1 etla continuité de sur son

. en ensemble de définition
f1(x) = 4VX?+x+2-3x -5 ' 3) Etudier la dérivabilité defenlet en0
(2 _Jxz2 4) Calculer les limites aux bornes du domaine de définition
WK X 4 2(x.+'l XThxs 2)2 5) Calculer la fonction dérivée f' de f .

b Dresser le tableau de variations de f 6) Montrer que la courbe (Cf) admet une asymptote

3. Soit hlarestriction de f sur ]1;+oo[. oblique (D) en — 0
a.  Montrer que h est une bijection de |1;+<[ sur un intervalle 7) Etudier les positions relatives de (Cf) par rapportala

J & préciser droite (D)

preciser. . 8) Tracer la courbe (Cf) et (D).
b. Montrer que h-1 est dérivable sur ] puis calculer (h_ )'(5).
PROBLEME 17 :

A- PRIMITIVES
1. éfinition

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. On appelle primitive de f toute fonction F dérivabie surltelle que F'= fsurl

2. Théorémes

Théorémel
Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur L.

Théoréme2

Soit F et G deux primitives d’une fonction f sur un intervalle 1. Alors F et G différent d’une constante: F(x) = G(x)+¢

(c € IR) pour tout X € /.
Primitive définie par un

Théoréme3

ition initial

la condition initiale F'(x,) = y,

3. Tableau des primitives usuelles et Opération sur les primitives

e — L iTveS usuelles
% SRE Fonction R ege MR i i e g
f(x)=k(constante) | F(x)=kx+c IR
. 1
f(x)=x F(x)=~2-x2+c IR
f(-?f):ax+b F(x)=%ax2+bx+c IR
= xll n+i
/) I'x) = +c IR

(nelNetnxl) n+l

1

fx)= F(x)=2Vx +c

f(x)= F(x)= lnlx[ +c¢ | IR*

o[- &Il

¥

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soient X, € [ et y, € IR .1l existe une unique primitive F de f surlsatisfaisant -




&4
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% ECU

1 '
/) -;T F(x)=——1——_—|+c IR* g. lnIUI
(n-1x" U
(nelNetn=l)

] U -1
f(x)=cosx F(x)=sinx+c¢c |IR U U™
f(x)=sinx F(x)=-cosx+c |IR U'sinU —CosU

=1 = 'E' z . . -
@G | F(x) =tanx+c Fodo B veosu SinU
X x v U U
f(x)=e F(x)=e"+c IR U'e e
Méthode : Recherche de primitives
Dans chaque cas, déterminer une primitive Fde la fonction fsur l'intervalle L.
. 2
a) f(x)=x"=2x surl=IR b) f(x)=xe" suri=IR
3 x =
€) f(x)=3x%--— sur I = |0;+00 d) (x)= sur/ =IR
o e3e o= Joel O

e) f(x)=cos(2x)—35in(3x~l) surl = IR ) f(x)= 23"2 surl = IR
x*+

Résoluti
1

a) F(x)=—-x'-x*

) F(x) 4x x

b) f(x)= xe* = % x 2xe” donc F(x)= %e,,z

o f(x)=3x’ —-37=3x2 —3x~ donc F(x)=x3'—3><-1—x"2 =x +.2.§.2.
x - X

d) f(x)= * - 2x donc F(x)=\/x2+1
V4l x4+l -

e) f(x) =-;—x 2eco§’(*2'x‘)—3sin (3x~-1) donc F(x)=%sin‘(2x)+cos(3x—l)

3 2x 3
D flx)==x donc F(x)==In(x*+2
S@=5xa0 () =>In(x*+2)
Basique _
T Soit la fonction I,’déﬁniké par x) = (sin2x- 3 sin x+8)cos x. Déterminer sur |R la primitive Fde f telle que F(-:%”-) = 0.

-+ Correction
Ax) = (sin?x- 3 sin x+8).cos x = cos xsin®x- 3 cos xsin x + 8 cos x;
b u(x) = sin3 x, u'(x) = 3cos xsin’x v(x) = sin? x, v'(x) = 2cos xsin x, w(x) = sin x w'(x) = cos x.

F(x)=-;:sin3 x—-—;-xsinzx+8xsinx+k.

37 | . 337 3. .37 . . 3z
—)=0<¢ =sin® ——=xsin“ —+38 —+k=0 ——-=~ 8+k=0 = ———— = —,
R =0 @ gsint o mgxsin® -+ Bxsin 37y drk=0e k= 6

| 3., . 59
x)=—sin” x~—sin“ x+8sin x +—.
Fx) 3 2 6

B-CALCUL INTEGRAL
I- GENERALITE

1. Définition

b b
intégrale de a a b le nombre réel notéf f(t) dt et défini par :f f(t) dt = F(b) - F(a)
a a




%

7., I 2

b
Notation: f f(t) dt= [F(t)] =F(b) - F(a)
a a
b
Remarque : On note aussi F(b) - F(a) = [F(t)] qui se lit: "F(t) pris entre a et b".
a

Exemple
Calculer chacune des intégrales suivantes :

3 1 2 p 1 2 3,
t+4)dt; b 262 - 1) dt; 3dt o [ “sinxdxe) | —=LX==dx; D (2t-1+—1-)dt,g) dx
a)jo *9 )J-1( ) C)L \t fo Jo\/xzﬂ “% 2 Jz (1-x)3

Théoréme

" Si f est une fonction continue sur un intervalle 1, et sia € I, la fonction F définie sur I par:

. X
- F(x) = f f(t) dt estl'unique primitive de fs'annulanten a.
: a

2. Propriétés

f et g étant deux fonctions continues sur un intervalle 1; a, b et c étant trois éléments de I et Aunréel, ona:

ofaf(t)dt=0 ; fbf(t)dt=-faf(t)dt
a a b

b c c
D j f(t) dt + j f(t) dt =f f(t) dt  (Relation de Chasles)
" "a b a

b b b
f (f+g)(t)dt=f f(t)dt+f g(t) dt
a a a

b b
. f (AF)(®) dt=lf f(t) dt
a a
e Soient f et g des fonctions continues sur [a ; b].

b
% Sia<betsipourtoutxde[a;blonaf(x)=0, alorsf f(x) dx =0
a

b b
<% Sia<betsipourtoutxde [a;b]onaf(x) £ g(x), alors f f(x)dx < f g(x)dx.
a a

Démonstration
On considére F une primitive de f sur I et G une primitive de g sur |

. a
<> f f(t)dt=F(@)-F(a)=0
a
b a
< j f(t) dt = F(b) - F(a) =- [F(a) - F(b)] = f f(v) dt
a b

b o c
" f f(t) dt + f f(t) dt = F(b) - F(a) + F(c) - F(b) = F(c) - F(a) =f f(t) dt (Relation de Chasles)
a b a
< F étant une primitive de f et G une primitive de g, on sait que F + G est une primitive de f+g.Ona alors:

b
f (f+ g)(t) dt = (F + G)(b) - (F + G)(a) = F(b) + G(b) - F(a) - G(a) = F(b) - F(a) + G(b) - G(a)
a

b b b
doncf (f+g)(®) dt=f £(t) dt+f g(t) dt
a d a

F étant une primitive de f, on sait que AF est une primitive de Af. On a alors:

Exd

b b
f (A£)(t) dt = (AF)(b) - (AF)(a) = AF(b) - AF(a) = A[F(b) - F(a)] = Af £(t) dt
a a

Méthode ; Calculer une intégrale a partir-d'une primitive

Calculer:A=Ij(3x2+4x_5)dx B=J.I|e_2de C=IO *+3
- e* +

1 X

e




i
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- 5 2 1 .
A= (3% +4x-5)dx B={ et c-| xe+3
1 e
= I:x’ +2x* —S)c]5 1 L] .
? =| 3¢ =[in(e*+3)]
=5 +2x5” = 5x5-(2’ +2x2’ - 5x2) - , ‘
a1 =In(e'+3)-In (e° +3)
=125+50—25-—(8+8—10) -2 -2
i y =In(e+3)-In4
— -2
- 144 =——g +_e2
2 2 - n(_e:}_J
e 4
2 2
Propriétés : Soit fune fonction continue sur un intervalle I ; aet & deux réels de L.
a a b a
a) J'“ f(x)dx=0 i b) L f(x)dx = —L f(x)dx 90 L f(x)dx=F(a)—F(a)=0
d) [* f(x)dx = F(a)= F(6) = ~(F(b) = F(@) = =[] f(x)dx
Remarque : N
Si une intégrale est nulle, alors la fonction n'est pas nécessairement nulle. o /‘
Par exemple : .
2 1L 1 N
J. dex=[—x4j| =—-><24—--—><(—2)4=4-4=0- 2
-2 4 i 4 4 }z /-;,y ' o 1 2 3
L
4 4
Méthode : Calculer une intégrale en appliquant la linéarité ij/ 6
2r 2x
0npose:A=I cos® xdx et sz sin® x dx
0 0
a) Calculer A+ B et A— B. b)Endéduire det B
Résolution
a) On calcule en appliquant les formules de linéarité :
_ 2n 2 x4, 2 . .
A+B= jo (cos x)dx+‘[J (sm x)dx 4-B= j-z (cos’ x)dx—-r (sinz x)dx
in 2 .2 d 2 ’ ’
= jo (cos x+sin x) x = j.o (cos2 x —sin? x)dx
2
- jo lx = L“(cos 2x)dx
=[x 2r 2
[ ]_° =[-l-sin2x]
=27-0 2 N
=27 =%sin(2x27r)-—%sin(2x0)=0
b) On a ainsi: :
A+B=2n donc 24=1n soit: A=B=m.
A-B=0 A=B
Méthode : Encadrer une intégrale
! )
a) Démontrer que pour tout xde [0;1],0ona 0<e¢" <e". b)Endéduireque 0 < jo e"z dce<e-1.
Résolution
a)Sur[0;1], %2 < x.Comme la fonction exponentielle est croissante et positive sur IR, ona 0<e” <e'.
| [ |
b) On déduit de la question précédente que J'Ode < IO e dx s Io e‘dx.
1
[lodr=0et [lear=[c] =e-1Do00<[ e drse-]
4] 0 0 0
3. i del'i le
f>0eta<b | f>0eta>b | f<Oeta<h 1 <0 eta>b
h b h o, ho.
I/(z)dt>o | J'f(t)dt<o | j‘f(t)d1<o | J'./(r)dr>o
o a a u

SN
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4. Lavaleur moyenne
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] (a<b).

b
La valeur moyenne de fsur [a; b] estle nombre réel: u= -b—l—af f(t) dt
“%"a

5.Inégalités de la moyenne
Soit f une fonction continue sur [a; b] (aveca <b).

b
S'il existe des constantes m et M telles que pour toutx de [a; bjonait m= f(x) <M, alors: m(b-2a) < f f(t) dt<M(b -a)
a
<M|b-al.

b
¢ Si,pourtoutxdel, lf(x)l<M. alors I f(x)dx
a

II- INTEGRATION PAR PARTIES

Propriété (intégration par parties)

..... T L AT R

' vSoi'ent uet v deux fonctions dérivables sur un intervalle I, dont les dérivées u' et v' sont continues sur I. Soient a et b deux éléments de L.

. b b /b

- Ona: j u(t).v'(Hdt = [ u(t).v(t)] -f u'(t).v(t) dt

. a a ‘a
Démonstration

Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1, dont les dérivées u' et v' sont continues sur I. La formule de dérivation d'un
produit permet d'écrire (uv)' =u'v + uv'. On en déduit que pour toutt € ,ona (uv)(®) =(uv)'(t) - (u'v)(V)
Les fonctions étant continues, on a alors poura € I etpourb €l

b b b b b (b
f (uv)(®dt= f (uv)'(t)dt - f (u'v)(t)dt donc f u(t).v'(r)dt =[ u(t).v(t)] - f u'(f).v(t) dt
a a a a

a a
Exemple
U3
Pour calculer f 2y cos x dx , posons u(x) =x v'(x) = cos x
0

u(x) =1 v(x) = sin x

B

s P X
On a alors fzxcosxdx=|:xsinx]2 -J‘zsinxdx=|:xsinx]2 -[-cosx]
0 0 "0 0

Les fonctions u et v sont dérivables et leurs dérivées sont continues surl:o ;-725 :l
4]
2 =[xsinx+cosx:|
0

o ~Nfo

z x
donc fzxcosxdx=ﬂsin£+cos£-(0 sin 0+ cos 0) donc fzxcosxdx=3-1
0 2 2 2 0 2

Applications :
2 n
Calculer =L xlnxdx et J= j‘o e*sinx dx-

rcic
z L
Pour tout entier naturel 1, on définit /, =I 2 ¢ sin xdx et J, =I 2™ cos xdx.
0 0

1. Calculer b et fo
I,+nJ, =1
2. En intégrant par parties /» puis /» montrer que e
-nl,+J,=e ?
3. En déduire les expressions de /» et /- en fonction de 2.
4. Déterminer la limite de /» et celle de /- quand ntend vers +w .
Résolution

z z z z
1 I sajozsinxdx=[—cosx]g =1, Jo=j 2cosxdx =[sinx]2 =1.
0

£ g
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Résolution

11 faut faire une double intégration par parties :

1
On pose d'abord : u (x) = 2x2 —1etv' (x)=cos3x dou:u "(X)=4xetv(x)= sm 3x.

3 3

. 1 U T - ("4
Dou:l=|2{2x%— — |, —xsin3xdx = xsin3xdx -
[3(2x l)sm3x]_% j__ 3 I_£3

4 4 _ 1
Intégrons une deuxiéme fois par parties en posant: u (x) = 3 =x etv'(x)=sin3x dol:u'(x)=73 et v(x) =—73 €0S 3x.

< 4 4 4 = g 4T
j % sin3xdx = [—gx cos 3x] 9 j cos3xdx = “ +37 27 .Donc finalement: 1= —g T — 57
-z P

Exercice 2: BACS2 2006 2éme groupe:

-1 a
1°) Déterminer les réels a et b tels que : x(x 1) = +t3X+1

4
2°) a) Calculer j —-——dx
1 x(x+1)

L, . e ¢ In(x) . -1 1
b) En intégrant par parties, calculer | intégrale: 1= L x—(;;dx (On remarquera que : (-——-1 X =1 +x)7? )
Résolution .
1°) On trouve facilement aprés réduction au méme dénominateur du second membre et idntification des numérateurs : a = 1;b=-1.
1 ¢
20 = —_ = — =1—-In(e+1)+1In2.
) a) J'l x(x+l) j [x x+1:ldx [Inx In(x+ 1] (e+1)
b) 0 : =1 ) = En utili 1 del’é é dédui ) == e
)Onpose:u(x) =Inxetv'(x)= T+02 n utilisant la remarque de 'énoncé, on en déduitque : u' (x) =7 etv ®=-T1x
D'out: J‘c ﬂidx = _E_f. I _ 1. Cette derniére intégrale ayant déja été calculée au 1°, on trouve finalement :
L x(x+1) 1+x ] 7 xGD)

I=—77% +1-In(e+1)+in2

PRIMITIVE et CALCUL INTEGRAL
Exercices corrigés

Exercice 1. Exercice 6:
Calcul de primitives Calculer F(x)= J dx.
x+1 x -1

a flx)=——7 = sur]l +oof. .

(xz+2x) b ftx)= Exercice I:

1. Soit gla fonction définie sur I'intervalle J1 ;+od par:
C. ./'(x)=x—l+-lP—£ sur IR+*, 1 P
X = —
Exercice 2: &) x(x? - 1)'
Soit la fonction £ définie par fx) = (sin2x- 3 sin x +8)cos x. a. Déterminer les nombres réels a, bet ctels que I'on ait, pour tout
Déterminer sur IR la primitive Fde £ telle que F(gir-) =0. x>1: g(x)=f-+_b-+i.
2 x+1 x-1

Exarcice 3:

b. Trouver une primitive Gde gsur lintervalle ]l ;+od .
2. Soit fla fonction définie sur I'intervalle ]l ;+od par:

1. Montrerque ¥+ 52+ 7x+4=(x+3)(®+2x+1) + 1
2. En déduire une primitive de la fonction fdéfinie par

3 2 . 2x R ’
f(x)= x 25x tx+ 4 sur]—o ; —1[. S(x)= GIoIp . Trouver une primitive Fde fsur l'intervalle
x° + 2x + 1
Exercice 4 W5+od
3. En utilisant les résultats obtenus précédemment, calculer :
A. Calculer F(x)= J. xe"dx.;B.Calculer F(x)= J‘ xe™ dx. 3 2y
' = J‘ 3 In xdx . On donnera le résultat sous la forme
Exercice 5: 2 (x"-1)
Calouler F(x)= .[ nx dx \ pIn2+g¢gln3 avec pet grationnels.

S

2 27 F
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- hx L, —nx
2. On pose par exemple {u =¢ Y

y'=sin x

d’'ou
V=—COSX

z
_j 2 ™ cosxdx = 1-nJ, & I, +nJ, =1.0n procéde de méme pour la deuxiéme intégrale.
0

Swln /N

r
I, = I 2 ¢™™ sin xdx =[—e"’" cosx]
0

’ _ I, +nd, =1 I l—ne_n% .
3. On résoud facilement le systeme : x >(+n*),=1-ne 2 & [, =—7— puis
—nZ
-n*l,+nJ,=ne ? L+n
ZJ - _”i
nl,+n"J, =n ) _nx nte 2 ‘
x>0 +n°), =n+e 2 & Jy=——"
X
—nl,+J,=e 2 T+n

. 1-0 . . n
4. L'exponentielle 'emporte toujours, donc lim [, =——=0et lim J, = lim —=0.
n—r+o 1+ N>+ n—+o n2

Remarque
La formule de dérivation par parties est basée sur la propriété des dérivées: [uv]' =u'v+uv'
Elle pourra étre retenue de fagon abrégée sous la forme fu'v =[uv]- fuv' ou fuv' =[uv]- fu'v

Apreés avoir fait une intégration par parties, la nouvelle intégrale que 1'on a & calculer doit étre plus simple que la premiére. Si ce n'est pas
le cas, il faut peut-étre modifier le choix deu et v'.
On pourra, si besoin est, utiliser plusieurs fois I'in tégration par parties

Exemples
Exercice 1
En effectuant une intégration par parties, calculer:
p 2 1
f x sin x dx j xIn x dx f (2x+ 1 eXdx
0 1 -0
re ) X 1
J —n?xdx . f Intdt (x>0) 2(x3+1)lnxdx
1 x 1 2
Exercice 2
En effectuant deux intégrations par parties successives, calculer :
1 0 T
f (x+ 1)2 eXdx f x2 sin 2x dx f e %X sin x dx
-1 -p 0
Exercice 3

I U3
On pose I=f4(2x+1)coszxdx et I=f4(2x+1)sin2xdx
0 0

1.Calculer [+ .
2.Calculer -] al'aide d'une intégration par parties.
3.En déduire les valeurs de l et de J.

I1- APPLICATION DU CALCUL INTEGRAL

1. calcul d'aires de surfaces planes
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] (a < b) telles que, pour
tout x € [a; b] : g(x) < f(x).
L'aire de la partie du plan limitée par les courbes de f et de g et les droites d'équation
x =a et x = b, c'est--dire 'ensemble des points M(x ; y) vérifiant {a <x<b;g(x)
<'y £ f(x) } est donnée en unités d'aires par:

r (f(x)—gx))dx ju.aotu.a = [i}|jl unité d'aire
a

Exercice 1: BACS2 2002 2¢me groupe
Calculer | = j'ﬂ (2x2 —l)cos3xdx .
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b. En déduire, a 'aide de la calculatrice, un encadrement de 4

i Partie A
Le but de cette partie est de déterminer un encadrement de I'aire
Adu domaine délimité par I'axe des abscisses, la courbe (C) etles
deux droites d’équations x =1 et x=2.

On note Met Nles points de (Cp) d'abscisses respectives 1 et 2, P
et Qleurs projetés orthogonaux respectifs sur 'axe des abscisses.
La figure est donnée plus bas.

1. a. Montrer que fest positive sur [1;2]. .

b. Montrer que le coefficient directeur de la droite (MN) est
2In2.

4
c. Soit £le point d'abscisse —. Montrer que sur l'intervalle
e

‘ [1;2].1e point £est 'unique point de (C) en lequel la tangente 2
(C) est parallele a (MN).
d. On appelie (T) la tangente 4 (C) au point £ montrer qu‘une

‘ équationde (T) est: (2]n2)x—i+l .
¢

2. Soit gla fonction définie sur [l ;2] par
| g(x)=f(x)-[(2|nz)x-ﬁ+|]..
¢

‘ a. Montrer que g‘(x)=l+|n(%) pour tout xde [1;2].

b. Etudier les variations de gsur [ 1:2 ] et en déduire la position

relative de (Cy) et de (T) sur cet intervalle.
| 3. Soient M et N les points d'abscisses respectives 1 et 2 de la
droite (T). On admet que la courbe (C)) reste sous la droite (MN)

sur l'intervalle [ 1 2] et que les points M et ¥ ont des

l ordonnées strictement positives.
a. Calculer les aires des trapézes MNQPet M N QP.

Exercice 8:
1 d’amplitude 10-1,
1. Déterminer les réels a, b, ctels que pour tout u différentde —, Partie B
2 Le but de cette partie est de déterminer la valeur exacte de A
2 2
-1
. =au+b+ 1. A l'aide d’une intégration par parties, calculer J. xln xdx .
2u-—1 2u-1 |
0 x2 -1 2. En déduire la valeur exacte de 4
2. Calculer P
| o 25y e
0 cos’x AT
3. Calculer — /
-Z1-2sinx 2
6
Exercice 9: 15 //
Les résultats suivants sont-ils justes (justifier briévement les
réponses...) ? 1 "
z z \\ /) -
n 1 _4— . - 7
a) cos2tdt=-— ;b) sin 2tdt =— 0.5 &
0 2 p
sin ¢ 1 0 =
¢ Intde=1. d)I3 di=1. e)J' tddr=1. X
) .[ 0 cos’t 0 0 05 1 15 2
| Exercice 10: .
i On considere la fonction fdéfinie sur ]0 L+ oo[ par CORRECTION ' I
f( x) =1+ xIn x.On note (C) sa courbe représentative dans un .
L Exercice 1:
repére orthogonal (O ;i,J).
Toutes les aires considérées dans ce probléme seront exprimées B et L 242 L) L s Lo Lo (),
en unités d'aire. (1 +2x) 2 (2+2x) 24'(x) 2 22

u=xX+2xn-1=-3,n=-2,

.-_.l_ 2 '2=___1_
Fx)= -7 (" +2x) 4(x=+2x)2'

2x
x%-1

b. fx)= xzx—l =%

u'(x)

x avec u(x) =¥ -1,
U T
F(x):%lnu(x):-l—ln(xz—])i-k-

c f(x)= x-l+—lP-—=x-—l+lxlnx x-—l+;x2u'(x)xt{x)avec
X

x
u(x) =Inx,
F(x)———x+ w¥(x) = ——x+ (Inx) +k-

Exercice 2:

£x) = (sin2x- 3 sin x+8).cos x= cos xx sin?x~ 3 cos xx sin x+ 8 cos x;
u(x) = sin3 x, w'(x) = 3cos xsin’x, v(x) = sin? x v'(x) = 2cos xsin
x, w(X) = sin x, w'(x) = cos x.

F(x)=%sin3x—-;-><sin2 x+8xsinx+k.

ot T 3t g i) L a0t 2282
2 3 22 32 6 6
_ F(x)=-;~sin3x—%sin2x+8sinx+%9.
Exercice 3:
e £+ +7x+4 420D+ i3
X +2+1 R4+ P42+ (x+17
F(x)=—-+3x———1—.
+1




»

Exercice 4:

A fix = fil;gé = g:e":>J. xé‘dc=xé'—.[ ddi=xé ¢

donc F(x)=¢(x-1).

B.

fix—f:1;g:¢" —)g:ésl"( _ﬁ_lj & ié_le"x
a a

donc F(x)= eaz (ax—l).

Exercice 5:

filnx—f :3_|n£c ;€1 1-gx=K x) =xln’x—"‘ x_31n_2x dc:xln’x—i%j In%xdk
;on recommc:lce : ¥
f:lnzx—>f’:g—|-n—x;g’:l-—>g:x:>F(x) =xln’x—3xln2x+6j Inxax
; encore une foi)scz
f:lnx—)f’:%;g':1--)g:x::>F(x)=xln’x~3xln2x+6xlnx—6-“ dx

et finalement F(x)=xIn’x-3xIn%x+6xlnx—6x.

Exercice 6:

Rx)= ———ak—J‘ x2dc+

-1

dou F(x )—%x +;alctanx+zln

.4 dc=jfdc+lj—'dcijldc+ljid
2) A4l 4) x+l o 4) x-1

x+1

Exercice 7:
L= x(x2 -1)
.a.

PRSI =) +b(x-l+olx+]) (a+brdd Ho-Bx-a

x x+l x-1 Xx+D(e—1) Wxe+)(x-1)

d’olt on tire par identification :

a+b+c=0 b+c=1 b=1/2

c—b=0 {c-b=04c=1/2.0nadonc

—-a=1 a=-1 a=-1

-1 1 1 11

A TR

b.
J' gx)ak=—h|x|+—; ln]x+l|+—; h|x—lf=>(](x)=—lnx-v~2! ln(x+l)+-% Ine=1)

(ne pas oublier les valeurs absolues au départ, on les supprime
par la suite caron est sur ]l ;+od ).

2. Pour trouver une primitive de f(x)= 5 X 3 , {1 suffit
Ca
1
d'utiliser J. Wy = ——u"! avec u=x> -1 et nm -2
n+1
'[ F(x)dx = R )
-2+1 x2 -1

3. A premiére vue (et méme a seconde vue) il faut intégrer par parties:
, 1 -1
= o— N v =

(o -1 x

u=lnx,v'= e
x° -1

R
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ce qui donne

3o ~hx 1
=| — = —
! 2(x2—1)2hxd‘ f-l]szxf—l)

1 1 1

=—In3+- ln24{—ln3-1—1 In4+— ln2)4(—lr12+! InBH—l In l)
8§ 3 2 2 2 2

1

Exercice 8:

=— ln3-f~l lr12—ln3+h12-i—1 ln2+an—1 In3-—-~Bj 111?H~lz In2
§ 3 2 2 8 6

AN

5 g:ldczjo1+132
421 2482x1

soité-ln3.
8

] o{iney

3, La fonction 2 intégrer ressemble un peu 2 la précédente en
prenant u=sinx :
)= = ; pour

-1 .
= = sin
S = = )= e 1 2sinx

pouvoir intégrer f(sin x), il faut que ce soit sous la forme

sin® x-1 cos? x

(sin x)' F'(sin x) =(cos x)F'(sin x) ol Fest une primitive de £

Or on a a intégrer

a=1/2
—cu+21u—b+c 2b—a0 bl/4:>f(u)—l 1 3/4
2 4 el
ob=1 |c=-3/4

cos® x cos? x 1-sin? x
—— =08 X| —— |=¢ ———— | donc tout
1-2sinx 1-2sin x 1-2sin x
va bien.

On a finalement
3

0 r 0
J. 05 X k= —;—sinzx+%sinx—%ln|25inx—l]] =%ln2
n

_I1-2sinx
6 6

Exercice 9:

z z
a) Vrai: 4costht--li 1sin 2t] ¢ =l.
J 0 2 0 2

n
b) Vrai: 4 sin 2tdt=[——1—0052tj| =l
Jo 2 2

e €

¢) Vrai:

” .
d) Vral: .[ 3 szt dt=[_._l ]
0 cos“¢ cos! | g

1
¢) Vral : Intégration par parties, I tddi= [(t— l)e’ ]:) -l
0

Intdt=[tIne-1]; =1.

Partie A
L.a. Inx>0 sur [l 2] donc fest positive sur [l 2]




v
h

b. Ma pour coordonnées (1;1), N (2;1+2In2) ;le
coefficient directeur de la droite (MN) est

Y ZIn ~2in2 =2In2.

XM — Xy —l

c. La dérivée de fest: f'(x)=lnx+x><l=lnx+l ;la
x

tangente a (C/) est paralléle a (MN) lorsque

2
lnx+1=2ln2¢:>x=e21“2"=l(e'"2) -2
e e
d.
y=21n2(x—i4 )4{14—4 ln(f D:( 2h12)x—2h12x§ 4 ln4—4 = 21n2)x+1-—i‘
e e e e e e e
(In4=2In2).
2. Soit gla fonction définie sur [l ;2] par
g(x)=f(x)_[(zmz)x-i+1].
e
a, g'(x)=f‘(x)—-21n2=l+lnx—ln4=1+ln(%}.
b. g'(x)=1+ln(£)20<:>ln(f-)2—l©£2e" or2d
4 4 4 e
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4 4
Lorsque x = —, gest nulle ; donc décroissante jusqu’a — puis
e e

croissante, le minimum est 0 ; conclusion g{(x) 20 et (C)est

au-dessus de (T).
3.a. Il nous faut les ordonnées de M et NV :

e e

P N +
Aire de MNQP: (—M—tQ——)xPQ=(y—M2J§lxl=l+ln2=l,693 ;
airede M N QP:
1 ] D+ ,
Q_M_%QL)xpgz(y_sz_N)_x] =3ln2+1—iz1,608
e

b. L'aire A est comprise entre ces deux valeurs: 1,6 2 10-1 prés.
Partie B

1
2,v'=— d’oll

1
1.0Onpose u'=x,v=Inx=>u=—-x
2 X

2 2 a2 2
J' xlnxdc=|:—1x2 lnx] -J' 12 x—l-d\c=21n2—l:—1x2] 212> ~0,636
1 2 1 d12 x 4 | 4

2 2 2 .
2 A=J' f(x)asc=j ldc+I xlnxdc=1+2ln2—‘::=i+2m2zl,636.
1 I 1

Exercice 1:

On pose f(x) = %cos’(Zx)sin X
1°/ Linéariser f(x).

T
2°/ En déduire la primitive de f qui s’annule en —

Exercice 2:

1) Dans les cas suivants déterminer une primitive de f sur
l'intervalle K:

-1 =1 _ .
/== ,f(x)———ﬁ(&+l)z,k b, + «];

€O xsinx+cosx

Sy = ==, sur J, z] f(x) = TELETCOSX,
smn-x X

X -x*+8x +8

f(x)=sin’xcosx; f(x)= (x-2)’ k= IR-{2}
2—
S = (x=20x k= J0,+e0; f(x)=cos* x; f(X)zzc 12)):
X—-
2) On donne -
| ) Qx+1)°
-1

a) Trouverles réels a et b tels que pour tout x # -

f)=__9 b
Q@x+D*  Q2x+1)’

b) Déterminer une primitive de f sur :,— -1_, + |: .
2

| PRIMITIVE
. Exercices non corrvigés

3) Soient les fonctions numériques f et g définies par:

f)=xx* +1 et g(x) = (x* +1),/x* +1

e Calculerg’ (x)

e  En déduire une primitive de f sur IR.
Exercice 3:

Soit f(x)=sin*x

1. Démontrer que f(x)= %0054)5 ——;-COSZx + %

n

2

2. En déduire la primitive F de f qui s’annule en

Exercice 4:
Indiquer les intervalles sur lesquels on peut déterminer les

primitives de f puis calculer ces primitives.

2) f(x)=2x"=3x+13b) flx)=—22 _ ;
(x* -1)*
O f(x)=3x(x*+1)?;d) f(x)=(?):_—2—)4_;

2% -3x—4
e) f(x)=—-7_2— i) f(x)=cosxsin’x ; 8) f(x)=cos’x ;
h) f(x) = sinxsin3xsin5x

Exercice 5:
Soit fla fonction définie par:  f(x) = 2sin’ x - 3sin x.

1°) Etudier la parité et la périodicité de f.

S

2. o0 =




Q’V
____

2°) Vérifier que o (_7;__ x) -7 (_7;_+ x) .Que peut-on en

déduire pour la courbe Cf def.

3°) Onnote C1 la courbe représentative de f sur [0. r ] .
"2

Quelles transformations géométriques permettent de construire

CfapartirdeC,.
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N

4°) Démontrer que pour tout réel x f'(x) =-3¢cosxCc082x.

Donner le tableau de variations de f a [0. f_] .
T2

5°) Tracer Cfdans [—27r; 27r].

Exercice 1:

CALCUL INTEGRAL

Exercices non corrigés

Calculez les intégrales suivantes (la rédaction doit étre détaillée ;
vous pouvez cependant vérifier vos réponses a l'aide dela
calculatnce)

a)j(x + 257~ 1)dx 5 b)j
fraiof

3
h) Ismxcosxdx )I(zx —-x+1Ddx ;j) I
d cos2x+1 (Bu-

S Sl AT, .[l“—’ dti
2x+

dx: I(x+l)lnxdx i 8) j-lﬂ-i dx;

du,)

4

¢ 2
In x 1
—= dx ;1 j3e2‘dx ;m j. dx ;n jx’lnxdx
-l[ X ) 4 ) V2x+1 ) )

0 l

2 ’ |
jant dt ;p) jcosxé""‘dx; Q) I W1-£dt ;o)
-1
n

z I
dxs) J.2”1+tan2(£)du. t) I xe?*
-2 2 0
2
5

J'2_1_+__1___
v’ (142x)

o[

Exercice 2:

1. Montrer grice a la formule de duplication que pour tout réel x,

1+cos(2x
cos’ x = ——-—2—(———) En déduire une primitive sur IR de la

fonction £ x —>cos> x.
2. En utilisant la question 1. montrer que pour tout x,
cos(4x)+4cos(2x)+3
os y o SOS(4%) : (2%)

. En déduire une primitive sur

IR de la fonction £2,
3. Montrer que pour tout X, cos” x =cosx —cosxsin’ x . En

déduire une primitive sur IR de la fonction g: x — cos’ x .
4. A I'aide d’'une intégration par parties, donner une primitive sur
IR de la fonction A définie par A x)=2xsin(3x).

Exercice 3.
Soit fla fonction définie sur [1; +oo [ par: f(x)= Jx "
2a
Pour tout ¢ > 1, on considére I'intégrale : f(a)= Sf(x)dx .

a

1. Interpréter géométriquement le nombre I( «a ) .

2. Démontrer gue, pour tout X € [ 1;+0 [ ,ona:

*<f(x)sxe”
3. En déduire pour tout ¢ > 1 unencadrement de I( a ) .

4. Quelle est la limite de I( a) lorsque « tend vers +o 7

5. Déterminer la dérivée par rapporta o de L Quel estson
signe ? Dresser le tableau de variation de /

Exercice 4:

1. Restitution organisée de connaissances

Démontrer la formule d’intégration par parties en utilisant la
formule de dérivation d’un produit de deux fonctions dérivables, 2
dérivées continues sur un intervalle [a; 5].

n
2. Soient les deux intégrales définies par [ = j ¢ sin xdx et
0

n
J=I ¢ cosxdx .
0

a.Démontrerque I=-Jetque [=J+¢ +1.
b. En déduire les valeurs exactes de /et de /.

Exercice 5:

1. Calculer J =I Ixtanz x dx al'aide d’une intégration par
0

parties.
2. Soit la fonction définie sur [0 ,%[ par: f(x)= Jxtan x

dont la courbe () est représentée ci-contre dans le plan P muni

du repére orthonormal (O ;f,]) .
On considere le solide engendré par la rotation autour de I'axe

(O ;7) dela surface délimitée dans le plan P par l'axe (O ; i), la

n
droite d'équation x = 7 et la courbe (C3.

Sachant que I'unité graphique est de 2 cm, calculer le volume Vdu
solide en cm3.
Exercice 6:

Soit la fonction f(x)= ln(x+\/x2 -1 )

1. Montrer que fexiste sur [1,+od ; calculer sa dérivée f(x).

2 dx
2. Déduisez en la valeurde K = I .
V2 x? -1
3. Pensez-vous pouvoir utiliser une méthode semblable pour
1
5 dx

calculer l'intégrale K' =I 2
|
-3 /1 _ 2

S
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Exercice 7:

1. On pose F(x) = axtcosx + bxsinx+ ccosx (a, b, et csont trois

constantes réelles). Calculer F'(x).

2. Déterminer a, b et cpour que F soit une primitive de x2sinx.
n

3. En déduire le calcul de J'”Z x* sin xdx .

3
Exercice 8:

On définit la suite d'intégrales :
1

1 ]
dx & &
1 =J. ) =j dx .y I, =I dx (ndésigne un
1+¢ 1+¢€ 1+€
0 0 0
entier naturel).

1. Calculer A et b + A. En déduire A. Pour tout entier n, calculer

In + In+| .

2. Montrer sans calcul que la suite (/») est croissante.
& &

3. Prouver que pour tout xde [0; 1] —— < <—.En
e+l & +1 2

déduire un encadrement de /.

1
4, A partir de cet encadrement, déterminer la limite de /» et celle de —-.

Exercice 9:

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes :

I [ 2 l
1=Ji—; J=I X K=J. NEyS
0yx?+2 0yx2+2 0
del
Soit la fonction fdéfinie sur [0; 1] par f(x)=In(x ++x? +2).

a. Calculer la dérivée de la fonction x > Vx? +2.

b. En déduire la dérivée £ de £

c. Calculer la valeur de L.

2. Calcul K

a. Sans calculer explicitement ] et K, vérifier que : ] + 2l =K.

b. A I'aide d'une intégration par parties portant sur I'intégrale K,

montrer que : K = J3-1.
¢. En déduire les valeurs de J et de K.
Exercice 10:

Soit la fonction fdéfinie par: {x) =sin* x; x € IR.

1. Exprimer sin2 xen fonction de cos 2, puis sin4 xen fonction de
cos 2xetde cos 4x.

2. Quelle est la forme générale des primitives de fsur IR ?

3. Calculer j gf(x)abc.
0

Exercice 11:

On désigne par 7 un nombre entier relatif différent de —1 et par x
un nombre réel supérieur ou égala 1.

X

1. Calculer 'intégrale /,(x) = J‘ " In tdt (on pourra effectuer
I

une intégration par parties).

X
2. En déduire le calcul de J,(x) = J‘ ’(In t)2 de.
1

3. Caleuler 1,(e)-J,(e).

(e)-h(e)

/
4. déterminer la limite de -2
ep+|

Exercice 12:

quand ntend vers + .,

| B
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€ ¢
Onpose /[y = dex et [, = Ix(ln x)" dx pour tout nentier non nul.

1 1
1. Calculer f et /1 (on pourra utiliser une intégration par parties).

2. Montrer que pour tout nentier 21,,, +(n+1)I, = & Calculer &.

3. Montrer que pour tout nentier, /| < /,. En déduire en
utilisant la relation du 2° I'encadrement suivant :

é é

<l s—
n+3 n+2
4. Calculer lim [, et lim nl,

n—>+0 n—>+00
Exercice 13:
x X

Montrer que : l =1 d ¢

(1+e")2 1+e* (1+e")2
1°/ Calculer Yintégrale j— J"_d_t__ Déterminer une primitive
2
°(1 +e' )
de la fonction , . e’ -
(1 + e")

x
xe
dx

AVTaide d’une intégration par parties calculer I ! -
°ﬁ+eﬁ
Exercice 14:

Calculer les intégrales suivantes :

a) .L% (cos® x - 3cos xsin x)dx b) J'_Oisin“ xdx
2

n n
©) j 4 cos’ xdx d) J'O“ cos? xcos2xdx
T

Exercice 15:

Onpose | = L7(2x+1)coszxdx ,J = J‘ (2x+1)sin? xdx.

1) Calculeri+]}
2) Calculer I -] aVlaide d’'une intégration par parties.
3) Déduire de 1) et 2) les valeursde I et].

Exercice 16:

On consideére les deux intégrales suivantes
k2 ke
A= jo‘ sin? x cos* xdx etB= L‘ cos® x sin* xdx

1°/ Calculer A+B et A-B.
2°/ Endéduire les valeurs de A et B.

Exercice 17:

On considere les intégrales suivantes :

LY n x
I =J‘:(S‘"’) d odnelNTet [ = L
" Jo cost 0 cos/

n

3
1) a) Calculer I(sint)” costdt.
0

b) Endéduire /,,, —/, enfonctionden.

¢) Calculer /| .Endéduire /, et /.

)

ht




2) Soitf: O;E - IR;tH—In tan(-t—+ E)].
3 2 4

Montrer que f est une primitive sur {0;_@} de:
3

g:[o }-»IR H—-—)—l——
3 cost

En déduire [, puis I, et I,.

Exercice 18:

A l'aide d'une intégration par partie, calculer les intégrales
suivantes.

) [7( —Umnuumjzm4mnuoj@x+w“a

d)J X lnxdxe)J. \/_lnxdxoj

o cos® x

Iol xvx+1dxh) Io”xz cos xdx 1) Jj(l+x ) e *dx

dx &)

i) LO (3x2 - x4+ 1)€de k) J.o;x2 sin 2xdx1) J-”‘%er cos 3xdx
2

Exercice 19:

. . 1 em
On pose pour tout entier naturel n, ]" = J.Ol - dt.
+e

1.a) Calculer I, puis /| + I, .En déduire I,.
b) Calculer 1, et I5.

2. a) Pour tout réel tde [0,1], comparer e”' et e("ﬂ)l.

b) En déduire le sens de variation de la suite (1" )
3. Al'aide d’'une intégration par partie, trouver une relation de
récurrenceentre [, et [
Exercice 20:

Calculer les intégrales suivantes :

1%/ j J‘“‘

1-1¢?
2°/ j

Exercice 21.

( poser t=cosu) ; ( poser z*=1+t)

mm—

J—dt

=tanu)

Soit n un entier naturel. On pose In = J: sin” xdx.

1°/ Montrer que pour tout x réel on

sin"? x =sin" x — cos?xsin” x.
2°/ En déduire par une relation entre I et Ins2
2n-1
== >
3%/ Endéduire | 20 T g fwa Vn21
2n
12n+| =_2n_+112n—l VnZI
4°/ montrer que ]2"+l = Zx4x..x2n X 1 et
Ix3x5x...x(2n=1) 2n+1
Ix3x5%x...x(2n-1) =
= N —
O 2x4x6x..x2n 2

N
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5°/ montrer quevne IN" 1, -1,,,20.

6°/ Endéduire que n-l I" | g[ <[ , etque llm(h"l]—]

2n

7°/ En déduire la formule de Wallis

20 1\2 :
lim 27" (nt) « 1 _r
sl (2n)! 2n+1 2

Exercice 22:

Soit (In)nzo la suite définie par:

n

e,
I =Ej'ote dt

1°/ Calculerlo;lietlz
2°/ Trouver une formule de récurrence entre In etIn+1
3°/ En déduire une expression de I» en fonction de n

Exercice 23:

z 4 L
Ondonne J =I0 cos? xdx et J =J‘0 sin” xdx

1°/ Montrer que: cos* x = cos x(cos x - cos x sin 2x)
2°/ Par une intégration par parties montrer que

I=J-”sin2xdx——{-
0 3
3°/ monter que J:J‘”coszxdx_!_.
0 3
4°/
a) Montrer que 1+J=3_” etque [ —J =0
4

b) Calculeralorslet].
Exercice 24:

Soit la suite (I" ) définie, pour tout entier naturel n, par:

1 e”

n

0l+e*

1) Calculer /) +1, et I,. Endéduirelavaleurde /.

2) Calculer 1” + In+l en fonction de n pour n # 0. En déduire

lesvaleursde [, et I,.

(n+1)x

3) Comparer €™ et e lorsquex € [0;1 ] En déduire sans

essayer de calculer /, , que la suite (I ” ) est croissante.

1<l

4) Montrer que ; pour tout réel x de [0;1 ]. 1 < < —.
4 l+e* 2

|
En déduire un encadrement de /, .( on calculera .L e™dx),
puis la limite de la suite (/).

Exercice 25:

On définit une suite (O'n.) en posant, pour tout entier naturel n:
o_ = I x2 -x
1) Montrer que (0,) estune suite croissante,

2) Calculer &, en fonction de n (On pourra effectuer deux

intégrations par parties).

S

= 38 F




% h
| % RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2
3) Déterminer la limite a de la suite (0.” ) . 1) Représentt:r graphiquement la courbe C d'équation
4) Trouver,  I'aide d’une calculatrice, le plus petit entier n y=1-x" dans un repére orthonormal du plan (unité :
tel que IO'” —a‘ <107° 2 cm).
' 2) On appelle (S) la surface limitée par C, I'axe des abscisses
Exercice 26: ) etles droites d'équations
z x=-letx=1,etVlevolume obtenu par rotation de (S)
Soitn e IN. On pose U, = .[4 tan” x dx. autour de I'axe des abscisses.
0 Calculer le volume V en cm3.
1. Calculeru, ef u, ; u, +u
0 L e n+2 Exercice 29:
2. Détermi lim u,.
éterminer h e Soit (In)nZO une suite définie par: J = ST 'J' (1 ,) T4y
3. En utilisant la question 2, morltr:ar par récurrence que : 1°/ Calculer Io
/4 (— 1) - * 1
=(-DP -y —— °/ Dé =] ——_—
2 N R Dy (pe IN ) 2°/ Démontrerque [,,, =1, D!
4. Calculer g4, ., (pe IN ) 3°/ Montrer que ve =1+ ! + ! +.+ ! +1,
‘ 2x11 22x 2! 2"n!
5.  Endéduire |jm (— 1) En dédui Jo=1 1 1 1
SN ndeduire que e = lim| 1+ + +.+ .
‘ I; k=1 k x—->+°°( 2x 1! 22x 2! 2”)’1!}
Exercice 27:
Soit, f(x)=(1-x)e". . Exercice 30:

1) Etudier les variations de f.

On pose
I=|g N
2) Ecrire les équations des tangentes T1et T2 a C sen
1) Soitflafonction définie de ]1; +o0 [ dans IR par:

1
=— X, =—,
x1s 1 et 2 2 f(x)= ln(x+ ’xl_l).
3) Tracer C/ ,T1 et T2 dans un repére d'unité 4 cm. Calculer la fonction dérivée de f. En déduire la valeur de L.

2
! 2) Onpose}= x% —1 dx. Démontrer que
4) Calculer [ ='[0 f(x)dx. ) .[/5

5) Calculer I'aire en cm2, de la surface plane limitée par les ]= J'Z
7

x
dx —
axes, la tangente T2 et C f . 2 sz -1

Exercice 28: Calculer ] 2 I'aide d’une intégration par parties.

FONCTIONS LOGARITHMES

I- LA FONCTION L H PERIEN

1- Définition

N NN NN N S AV O e

.............................................................

Consequences
»  Lafonction In est définie et dérivable sur ]0; +oof etVx € ]J0; +oo[ (Inx)’ ==
= n1=0
= Ine=1
NB
u existe
% In (u) existe si et seulement si {et
u>0
u existe
% Inju| existe si et seulement si {et
u%0
2-  Propriétés

" Pour tous réels a et b strictement positifsona:




Résolution

S x2

Résolution

P2:
- P3:
P4.

P5:
P6:

P7:

o x4+ 12x-

< -xt+12x-

x=_—l2+7@=6~2ﬁetx::L2;2@=6+2ﬁ

o 6x-12¢é°

g ‘ -
7 v
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» P1:

In(axb)=Ina+Inb

ln-1—=-,lna

a

In&=Ina-Inb

nb na-in

ln\[a-=%lna x/

Pourtoutn@Z, In al=nlna
Ina=Inb & a=b

Ina<inb &~ as<b

Méthode : Résoudre une équation ou ﬁne‘inéquét‘ibri »
a) Résoudre dans IR I'équation suivante: in (x - 3) +1In (9 - x) =0

b) Résoudre dans IR I'inéquation suivante : In(6x—1) 22

a) ln(x—3)+ln(9—x)=0
< In(x-3)(9-x)=0

& In(x-3)(9-x)=Inl

o (x=3)(9-x)=1

Les solutions sont donc 6 — 2\/5 et 6+ 2\/5 .

27=1
28=0

b In(6x—1)22

¢:>ln(6x-—l)2!ne2 2

e"+1
L'ensemble solution est donc ;o0

e’ +1

3- Etudedelafonctionln : f(x)=Inx

Di= ]0; + oo[
Dérivée et variation:f' (x) = 1/x > 0 donc la fonction logarithme népérien est strictement croissante de ]0; + OO[ .

Etude des limites: lim InX =+ ; lim Inx =—o donc la droite d'équation x= 0 est asymptote 4 /a courbe.

X=»+o0 x—0
L . Inx . In(1+x
o Autreslimites lim ——=0; lim xInx=0: lim -(——2=1;
x>+ X x—0 x-0 X
limx®Inx=0
o —0*
* Va>0ona: x' Inx
im—=0
X400 x“
lim = +00
X400 (lnx)a
Va >0 ona:
. (Inx)
lim (—)— =0
: KX x—0* x
Méthode ;: Déterminer une limite
. . Inx . Inx
a) lim (x—Inx) b) lim ¢ lim —
X—y+o0 x>l X — X400 Y —

AN
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Z

a) Il s'agit d'une forme indéterminée de type "0 — 00 ". Levons l'indétermination: y _jny= x(l _.,],‘}_x_)
X

_ Inx . |
Comme lim ¥ =0, 0na: lim (1_1’L’£)=1.Etdonc lim x(l——):ﬂo soit lim (x-Inx)=+o0.
x =

x40 X X+ X K340

0
b) 1l s'agit d'une forme indéterminée de type * -6 ", Levons l'indétermination :

lim ln(1+(x—l)) = lim ln(l +X) =1 comme composée de limites.
x-l x-1 X0

0
¢) 1l s'agit d'une forme indéterminée de type " —". Levons I'indétermination :
o0

Inx
Inx Inx nx 1 - . Inx

Inx 5 _ 5 Comme lim 1——::0 et liml-—=1,0na |jy _1_=9=0Etdonc lim ——=0.

— T E = x-r4e0 X X+ X b 40 1 1 X340 X

x-1 x-1 1- 1 1-—

x ’ X
Tableau de variation Allure de la courbe
.
X 0 1 e + 0
In'(x) ; + :
E ' +00 i
Inx /
-0
signe ) +
de Inx e
51
e Signedelnx: Pour0<x<1Inx <0 etpourx>1inx>0
¢ lafonction In est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ alors elle réalise une bijection de ]0; +oof vers IR
4- Composée avec la fonction In. f(x) = Inu(x)
@ Calculde lim Infu(x)]
x—-)x(,

On calcule d'abord lim u(x) = a

X=>Xq

o sia=0"alors lim Infu(x)]= -0

o si @ =+ alors lim Infu(x)] = +

X=>Xy

o si a<0 alors lim ln[u(x)] n'existe pas

x—rxy

» a#+oeta>0 alors lim ln[u(x)]= Ina
% Dérvéede [ x> ln[u(x)] '

s Ensemble de dérivabilité: J = {x € IR/ u(x) > 0 et u dérivable }

Dérivée: f'(x) = (In u(x)) = g'_((_)_c)l
. ux

% Méthode de résolution d’équations ou d’inéquations avec In

1. Résolution d'équations ou d'inéquations avecdes In :
a.  Rechercher I'ensemble de définition D de I'équation.(s7on a /n (u(x)), il faut que u(x) > 0)
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b. Utiliser les équivalences suivantes:

x€D
{ln(u(x)) = In(v(x)) & ulx) = v(x)
xeD
{ln(u(x)) > In(v(x)) o ulx) > v(x)
x€D
¢ {ln(u(x)) < In(v(x)) & ulx) S v(x)

c.  Résoudre I'équation ou inéquation u(x)=v(x) ouu(x) >v(x) ou u(x) < v(x)
d. Parmiles réponses trouvées, conserver les solutions appartenanta D.
Exemple: Résoudre dans IR :In(x+5) +In(x-2) =In8 et In(x-3)-In(x-1)<21In3

a Rechercherl ensemble de défmltion D de Y équatxon (siona In(x),il fautquex>0)
b. Poser le changement de variable X =In (x)

¢.  Résoudre I'équation ou inéquation avecles X

d. En déduire les solutions pour x, appartenanta D.

Exercice: Résoudre dans IR : (Inx)3 - 2 (Inx)?-5Inx+6=10

Exemple :

Soit la fonction fdéfinie sur ]0; 2[ par f(x)=1In (2x - xz) alors f'(x)=

2-2x
2x - x*
Méthode : Etudier une fonction
On considére la fonction fdéfinie sur _’ -2; 1[ par f(x)=1In ( x+2 )

1-x

a) Calculer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.
b) Etudier la dérivabilité de la fonction £

¢) Déterminer le sens de variation de la fonction £

d) Tracer sa courbe représentative.

Résolution

a) x+ 2 x+2 = 400 dONC |im f(x) = +oo comme composée de limites.
x>

x3-2 ] = x—=>=2 =1 ] —
x>=2 x»=2 x<} x<|

b) La fonction y : x > )lc+2
-X

O u'(x) = lx(l x) (x'rz) ( ) l-x+x+2 3 Donc #'(x) > 0.
(1-x)’ (-x)' (=)’
La fonction v est donc strictement croissante sur ]—2; 1[ ,d'our : La fonction fest strictement croissante sur ]—2; ][ .

-2 1

f'(x) N s e i o

f(x) o /4-007 X

est strictement positive et dérivable sur ]-—2; 1[ donc fest dérivable sur }-2; l[

-2 <18 «16 -l4 ~12 -l 08 6.6 -04 0.2 |6 02 04 08 08 L 1.2 !A‘

1I- FONCTIONS LOGARITHME DE BASE A {

Pour tout réel a strictement pdsitif et différent de 1,0n appelle logarithme de baséé la foncfidn notée ldga définie pouf tout x

In(x)
In(a)

Remargques: on a alors lbga(a)”# 1 et ]'oga(l) = 0 1e logarithh;e de baée e éét le k]oggrit}-lrﬁé,néipérrien.
Propriétés :

" strictement positif par : log, (x) =——=

2- !
Pourtoutx>0: |og, (x"):n log, (x) donc log, (a”):n

Sk
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Pourtoutx >0 ety >0  log, (xy)=log, (X) +l0ga(y)
3- fonction logarithme décimal

a- Définition : On appelle fonction logarithme décimal, 1a fonction notée log définie sur ]O;+oo[ par @ |og(x)= In(x) .

In(10)
. : i i In(10) >0
» log(10) = 1,log 1 = 0; la fonction log est définie, dérivable et strictement croissante sur ]0;+oo[ (car In(10) > 0).

»  Pour a, b réels strictement positifs et p entier quelconque ona:
Log(ab) = log(a) + log(b) ; log (ar) =p log(a); log (10p) =p

| FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
Exercices corrigés

" Exercice 1: 1. La fonction gest définie sur ]0 ; +e0 [ par
Calculer la dérivée des fonctions suivantes : &x)= 2xx =3Inx+6.
2 déterminer son signe suivant les valeurs de x.
1. f(x)=(Inx) -6Inx+5. En utilisant les vartations de & .
7 ( ) 2. La fonction numérique fest définie sur }0,+oof par
x+1
2. f(x)=2x+ln(—-——), f(x)=31nx+x_1_
* Jx
x+Inx a. Démonstration de cours : au choix
3 fx)= 2 Inx &
; * - démontrer que lim —— =0 etendéduireque lim — =+
_E_XGFCICS ' X+ X r—y+o X
ou bien
Vrai ou Faux & iy
x 1 - démontrer que lim — = +oo etendéduireque lim —=
Soit fla fonction définie par f(x)= 5-——\/..— , D son ensemble x=>+® X x>+ X
In(vx) b. Déterminer les limites de fen 0 et -+oo (en +o, on pourra poser X = \/; ).

de définition et C sa courbe représentative. ¢. Utiliser la premitre partie pour déterminer le sens de variation de £
a.0naD = ]0, +oof. 3.Soit A la droite d'équation y= x -1 et C la représentation

b. La courbe C admet une droite asymptote en +o. graphique de fdans un repére orthonormé du plan. Montrer que
A est asymptote de C et étudier leurs positions relatives.

x
c.Pourtoutx € D,ona: f(x)< 5 constraire Cet A .

d.Pourtoutx € D,ona: f'(x)= 1 +——g——3 . Exercice 8 :
2 x(inx) 1. Calculer la dérivée de la fonction fdéfinie par
Exercice 3 : 3+x
PR f(x)=ln( ) sur]0; 3[.

cos(mx?——)+— 3-x

1.Soit f(x)= —————-—T-——-z— ; caleuler lim f(x). 2. a, Déterminer toutes les primitives de la fonction /1 définie par:
X - x>l 4x

ex+3 ) Hx)=——7.

2. flx)= ln( ) ; caleuler lim f(x). (3x2+2)
) N\ x+3 x>+

b. Déterminer la primitive de /4 qui s’annule en 10.
4, Déterminer une primitive F de chacune des fonctions suivantes
qui réponde a la condition posée :

3. f(x):ln[ng?’j ; calculer lim f(x).

X~»+a0

I 2In x+1 a.f(x)=-;—j—9-’~5——- et 1) =0.
4 m x“+x+1
X > 40 2x 2
cos2x
. 1 b. f(x)=———— et A2)=1
5. lim xln(l+—) ) sin x.cosx A2)

- Xy 00 x 1
Exercice 4: 4. Calculer la dérivée de la fonction définie par f(x)=1In ( = )
1. Résoudre 'équation : In(x? ~3x~2)=In(2x -6). x+

ZIn( '.),q 5. Trouver une primitive de la fonction définie par: f{x)= _;il__j. .
2.Résoudre I'inéquation: e ¥/ >2e. (#7+2x)
2
Inx-iny=1 6.a. Montrer qu'une primitive de x - Inx estx > (nx)y’ .

3. Résoudre dans IR? le systéme : . 2
x+y=2e *
En déduire l'ensemble des primitives Fde £

4. Résoudre l'inéquation: In(1+x)~In(1—x)>In2x~In(l1+x). b. Déterminer la primitive de £qui s'annule pour x= 1.

5.Résoudre: 1 + In(x+ 3) =In(# + 2x- 3).
6. Résoudre : In(¥ - 4e?) < 1 + In(3x). Exercice 7 :

Exercice §:




”
o

1. On considere la fonction f: x> . Montrer que fest

x2 +x+1

définie et dérivable sur IR et déterminer la fonction dérivée £ de £

In x

2.0On considere la fonction g: x> eton

(lnx)’ +Inx+1

désigne par " sa courbe représentative dans un repére
orthonormal d'unités graphiques 1 cm.

a. Exprimer gen fonction de fet préciser l'ensemble de définition de &
b. Déterminer la fonction dérivée g’ de g (on pourra utiliser la
question 1.).

c. Etudier le signe de g'.

d. Déterminer les limites de gen 0 et +o0,

e. Dresser le tableau des variations de g

f. Construire la courbe I en précisant la tangente au poiint
d’abscisse 1.

Exercice 8 :

Dérivation et encadrement

Le plan P est muni d'un repére orthonormé (O ; i,7) (unité
graphique 3 cm).

1. On considére la fonction définie sur [0,+ocf par:

foy=GtD Goso
X

J0)=1
Montrer que fest continue en 0.
2. a. Etudier le sens de variation de la fonction gdéfinie sur

2.3
[0,+cc[ par g(x)=In(1 +x)—[x—f2—+i3—).

/

2 3
Calculer g(0) et en déduire que sur IR*: Jn(1+x)< ( x _%+%) .

b. Par une étude analogue, montrer que si x > 0, alors
2

x
m(l+x)2x-——.
(I+x) >

c. Etablir que pour tout xstrictement positif on a

_}_< In(I+x)-x <__1_+x

27 x? P EER
En déduire que fest dérivable en zéro et que f'(0) = —%

3. a. Soit & la fonction définie sur [0,+c[ par }(x)=-)~c-I-—ln(I+x).
x+

Etudier son sens de variation et en déduire le signe de Asur
[0,+oof .
Hx)

b. Montrer que sur [0, +oo, f'(x)=—5".
x

¢. Dresser le tableau de variation de fen précisant la limite de fen 4+
d. On désigne par C la représentation graphique de £ Construire la
tangente T & C au point d'abscisse 0. Montrer que C admet une
asymptote. Tracer la courbe C.

Exercice 9 :

Logarithme+ expo+ acc finis
PartieA -~
Le but de cette partie est d'étudier la fonction fdéfinie sur ]0;

+00 [ par: f(x)¥x+21nx.
x

(C) est la courbe représentative de fdans un repére orthonormal
0.1 j) (unité graphique : 1 cm),

S

AN
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1. Etude de la fonction auxiliaire g définie sur ]0 ; +oo [ par
gx)=x+2+2Inx.

a. Etudier le sens de variation de get calculer g(1).

b. En déduire le signe de g(x) pour tout xde }0; +<0 |,

2. a. Calculer les limites de fen 0 et en +00.

b. Etudier les variations de fet dresser son tableau de variations.

c. Montrer que la droite A d'équation y= xest asymptote a (C) et

étudier la position de (C) par rapporta A.

d. Déterminer les coordonnées du point A de (C) sachant que (C)

admet en A une tangente T paralieled A.

e. Tracer (C), A etT danslerepere (O ;i, /).
3. Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan limité par A, la courbe

(C) et les droites d'équations x=let x= e
4, Montrer que I'équation {x) = 0 admet une solution unique xo.

Prouver que —;—S x <1

Partie B

Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de
X

0. On désigne par /la fonction définie sur J0 ; +00 [par Ax)=e 2.
1. Montrer que xv est 'unique solutiﬁde I'équation A(X) = x.

1
2. On note [ I'intervalle I:E ;1 ] Montrer que, pour tout x

appartenant 3 I, 4(x) appartientaussial.
3.a. Calculer la dérivée A" de A et la dérivée seconde 4 "de A
b. Etudier les variations de 4 surl.
|
c. En déduire que, pour tout xde l, ona | A'(x)|< e 2.

4. 0n considére la suite définie par wo = 1 et un+1 = A(un) pour
tout entier naturel nde IN.

a. Montrer par récurrence gue, pour tout ndeIN: —<u, < 1.

|-

b En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que,
pourtout nde 7 : |u,,, —a|<se"?|u, -al.
-n

c. En déduire que, pour tout nde IN: |, —x, | < %e-f.
5. a. Déterminer le plus petit entier naturel mo tel que, pour tout
~n

entier n > mo, on ait: Ee 2 <1072,

b. Montrer que : |u,,o -X; | <1072, Que représente u,,

relativement a xo ? Calculer u, & 102 prés par défaut.

Exercice 10 :

L'objet de ce probléme est d'étudier une fonction a I'aide d'une
fonction auxiliaire et d’en déterminer une primitive.

Partie A

Soit £la fonction définie sur I'intervalle ]—1; +o0 [ par:

F(x)=——-2In(x+1).
x+1

1. Calculer lfx), étudier son signe et en déduire le tableau de
variation de la fonction £
2. Calculer £0). Montrer que I'équation f{x) = 0 admet exactement
deux solutions dont I'une, que I'on désigne par &, appartienta
[~0,72; —0,71].
3. Donner le signe de Ax), pour xappartenanta ]—1; -+ [,
Bartie B
Soit gla fonction définie sur I'ensemble D =]-1; 0{ W ]0; 40 [
par: gx)= M .

x? :




__

J

1. Etude de £aux bornes de son ensemble de définition.
a. Calculer les limites de g(x) quand xtend vers 0 par valeurs
inférieures et quand xtend vers 0 par valeurs supérieures.
b.Calculer lim gx)et Hm gx).

x| X—>+0

x>:l
2. Sens de variation de g
a. Calculer g'(x) et déduire, 3 'aide de la partie A, son signe,

b. Montrer que ga)= 5 . En déduire une valeur

I
20(a +1)
approchée de g(a) enprenant o~ -0,715.

3. Tableau et représentation graphique de g
a. Dresser le tableau de variation de la fonction g
b. Représenter graphiquement la fonction gdans le plan rapporté
a un repére orthonormal (unité graphique 2 cm).
4. Calcul d'une primitive de g
In(x+1) 1
x? Wx+1)

a. Déterminer des fonctions v et vtelles que on puisse écrire

Ax)=u'(x)."(x)+ 1(x).v'(x) eten déduire une primitive de 4,
1

1
b. Apre ir vérifié que =——
pres avoir vérifié q D) x el

Soit /2 1a fonction définie sur D par: #(x) =

, déterminer une

rimitive de .
P X(x+1) .

s
¢ Déduire des questions prévédentes, une primitive de g

Exercice 11:

On considére la fonction f définie sur 'intervalie [0; 40 [par:

1 f(x)::xln(l-k—];)si x>0 et f(0)=0.
- X

On note (C) la courbe représentative de J dans un repére

orthonormal (0 ;;,}') (unité graphique : 5 cm). Le but du

probléme est d'étudier certaines propriétés de la fonction £ .

: : i iliaj
On considére lafonction gdéfinie sur I'intervalle ]0 ; +o [ par:

&x)= ln( ] +i}— 2

Coox2) x4l
1. Calculerla déri‘vée &' de g Montrer que pour tout xde J0; 4+,
, x2~1
g (x) = ..2(_2__)
x(x%+1)?

2. Etudier le signe de () selon les valeurs de x. Déterminer la
limite de gen +00. Déterminer la limite de gen 0,

3. Dresser le tableau des variations de & :

4. En déduire qu'il existe un unique nombreréel @ > 0 tel que

~ &la)=0.Vérifierque 0,5<q < 0,6 . Déduire des questions

précédentes le signe de g(x) sur I'intervalle 10; 4o,

On ne demande pas de construire la courbe représentative de la
fonction g.

L. a. Calculer la limite quand xtend vers oo de xf(x) {onpourra

poser X=vi2 ).
X

b. En déduire que ) tend vers 0 quand xtend vers +w. Montrer . .

que pour tout xde ]0; +oo [, on'a F'(x)= g(x). Dresser le tableau
de variations de fsur 10 ; 4o [

2. Etude de fen 0

e

1
a. Montrer que x In( 1+ vy ) tend vers O quand x tend vers 0
X

par valeurs supérieures. Que peut-on en conclure ?
b Etudier la dérivabilité de f en0.

c. Préciser la tangente a la courbe de f au point G,

3. Donner I'équation de la tangente au point d'abscisse 1.
4. Donner l'allure de (C).

Exercice 12;

Partie A .
On considére la fonction gdéfinie sur ]0; +o0 [ par

g(x)=-2x"-1+lInx.
1. Calculer ig'( x ) pour tout xde ]0; +o [. Etudier son signe sur

10; 4o, ‘

2. Dresser le tableau de variations de gsur }0; -+oo [. (On ne
demande pas les limites de gaux bornes de son ensemble de
définition). \

3. En déduire que pour tout xde ]0; +o [, g(x) <0.

Partie B

S lnx
Soit f1a fonction définie surJ0; +o [ par f(x)=-x+1 >

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan muni d'un
repére orthogonal (O ; 1, J) d'unités graphiques 2 ¢m sur 'axe
des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.

1.a, Calculer la limite de fen 0. Interpréter graphiquement ce
résultat.

b. Calculer la limite de fen +o0.

¢. Démontrer que la droite A d’équation y =—x+1 est asymptote
& la courbe C.

d. Etudier la position relative de et A sur]0; +ool.

2.a. Calculer f'(x) pour tout x> 0.

g(x)

2%

¢. Déduire de la partie A. le tableau de variations de fsur]0; 4o .
d. Calculer {1). En déduire le signe de fsur 10; +o.

3. Dans le plan muni du repére (01, ), tracer la droite A etla
courbe ¢

b. Vérifier que pour tout xde ]0; +o[, f'(x)=

Partie C (version 1)
1. Vérifier que la fonction Fdéfinie sur 10; 4o [ par
1
F(x)= —-%:c2 +x»z( Inx ) est une primitive de £

€
2. Calculer l'intégrale [ = I J(x)dx (ondonnerala valeur exacte).
1

3. a. Hachurer sur le graphique Ia partie E du plan limitée parla
courbe C, I'axe des abscisses et les droites d'équations ¥ =l et x = ¢
b. Déduire de la question 2. de la partie C. la valeur exacte de I'aire
Sde E en cm?, puis en donner la valeur arrondie en cm?, au mm?
pres.
Partie C .
1. Démontrer qu'il existe une unique tangente a C paralleled A,
préciser les coordonnées du point de contact /et 'équation de
cette tangente T. Tracer T dans le repére précédent.
2. Soit xun réel supérieur ou égal & 1. Met Nsont les points
d’abscisse xsitués respectivement sur C et sur A,
a. Préciser, en fonction de x, la valeur de Ia distance MW,
b. Etudier sur {1 ; +oo [ les variations de la fonction 4 définie sur
[1; +oo[par h(x)=L10%

2 x
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c. Déduire des questions précédentes que la distance MNest
maximale lorsque M est en Jet préciser la valeur de cette distance
maximale, :

Exercice 13

Le plan est rapporté A un repére orthonormal (Q ;i,;).0n
consideére la fonction £ définie sur l'intervalle J0 ; 400 [ par:
f(x)=-3-Inx+2(Inx)".

On note (C) sa courbe représentative.

Partie A - Etude de la fonction fet tracé de la courbe (C)

1. a. Résoudre dans |0 ; +oo [ I'équation f(x)=0.(On pourra
poser Inx= X).

b. Résoudre dans ]0 ; -0 [ 'inéquation f{x)>0.

2. a. Déterminer les limites de fen 0 et en +oc.
b. Calculer f'(x).

c. Etudier le sens de variation de fet dresser son tableau de
variations.
3. Déterminer une équation de la tangente (T) 4 la courbe (C) au

5
point d'abscisse ¢ .
4. Tracer la courbe (C) et la droite (T). (Unité graphique : 2 cm sur
chaque axe.)
Partie B - Calcul d’'une aire
1. Restitution organisée des connaissances :
Démontrer que la fonction A, définiepar 4:x > xlnx~-x est
une primitive de la fonction logarithme népérien sur 10 ; +oc |
(attention on ne demande pas simplement de le vérifier...)

3 3

] e
2.0npose fy = |, lnxdx et I =f' (lnx) dx.
e e
a. Calculer 1.
3
b. Montrer que g ——5-.
4 e

3

e
c. Calculer [= I . f(x)dx.Endéduire l'aire, en unités d'aire,
e
1 3
de I'ensemble des points M(x; J) du plantels que — < x < ¢? et
e
f(x)<y=o0.
CORRECTION
Exercice 1.
1 f'(x):leInx-6-l—=.__...._2lmrw6 .
) x x x
1
2. f(x)=2x+ln(ﬁ—)=2x+ln(x+1)—lnx::>
x
Foy=ze 1 20#D4x-x-1_20425-] IPYPYN DU I
x+1 x X x x Xx+1)

+In
3. fy=2ix _1 lox

x? x  x*

I
f(x)z_—+;xxz—lnxx2x= | x=2bnx 1 1-2lnx_1-2lnx-x

x? x* x* 5 PO x
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Exercice 2 :

™

a. Faux : On doit avoir v/x # 1 et x>0 donc D= 10, IfU]I, +oof .

b.Vrai: lim f(x)=+oo———]—=+oo et lim f(x)-—i=0 donc
+00 2

X—»+0 X->+c0

y= -;— est asymptote de C.

c.Faux: f(x)< Zsi- <0, soit In(~/x)>0 donc quand

1
2 In(+/x)

\/;>l=>x>l.

1Y u'
d. Vrai : Rappelons que (— ) = ——— etremarquons que
u u

x 2
f(x)==———; nous avons donc
Inx

2
/
Ux 1 501 1
2 x(In x)?

- (In x)?

U
f@=3 2[

Exercice 3 :

cos(rx? —-Z{) + !

2 _ iy S-S0
x-1

1. lim
x>

=7'(1) avec

x~1 x-»

J(x)=cos(mwx?~ %)

7f 27 1
f(l) = COS(?Z' —'3~) = cos(_:{.) - __2_

On calcule donc f'(x)=-2xxsin(7zx? - 1:—) d'ol
2

2
£1()y=-2msin(r-Z)= 27sinZ = - 2733 _ -7V3.
3 3 2

2. fim &3 o5 lim 1n{”+3j=me=1

x>+0 X+ 5 X340 x+5
3.
i 2t -0 e e 12 s - 12 -
Jim! L 5 )' lim x2+3) lné‘] X%Wx‘(Hﬁ/h x th Inx+m H;) x}

or lim ln(l+~3~J=lnl=0 et
x2

Xyt

lim (Inx®-x)= lim 2Ihx—x)= lim x(zk’i‘-l}-oo car fim _l."i:o.
X—¥ho X—Ha0 X-Hoo X

X4 X
. 2lnx+1  In .1 . In
4. lim = lim —x+hm——=0 car lim -——)E=0 et
X0 T xee ¥ x>0 2X X=+0 X
im —=
x40 2 x

ln[l+~]—)
%) o im RO+ X)_ | dapresle
X0+ X

cours,

Exercice 4:

ook



7
v

|
|

o

1. Domaine de définition : D,:L«:ﬁ"/ﬁ T EESERU
] 2 L) 2
par ailleurs 2x— 6 > 0 si et seulement si x > 3, On a donc
3+417
szDlﬁ]3,4®[=:f-3—+-2—\/l——-l,+w[ Car—2—-—N3,56.

Pour la résolution : In a=In béquivaut 3 a= Adonc, I'équation

devient: x> -3x-2=2x -6 ouencore x° -5x+4=0 d'ou
les solutions 1 et 4 ; mais seule 4 est valable.

2. Domaine de définition : il faut que x> 0, soit Dr = 105 +oof.

z:(—')d R 2
e W Shpemptu >2e<:>—2h1x+1>lr(2ao-2hx>h2+h1e\-ldnx<—2 x<e 2
i
- _L 1 \/E
Onpeutsimplifierunpeu: e 2 =("?) 2 = — = Y% &
peut simp p (e"?) 55
finalement § = ]0;[2—[.
] 2
X y= 2e
Inx-lny=1 {ln==le x=ye te
3. { * )/2 y «::{ . yz o 12;3.Les
+y= =
rry=ze x+y=2e yery=ce =—
l+e

deux solutions sont positives donc c’est bon.
4. Attention a 'ensemble de définition :

I+x>0,l—x>0,2x>0:>x>—1,x<1,x>0=>xe]0;1[.
On a alors

1+x] ( 2c) l+x 2 1420458 <2042 143¢
— Pl — (o>~ >0 > >
l-x Hx/ 1=x I+x (1=xX1+x)

(1=x(1+%)

Le numérateur et le dénominateur sont positifs sur Jo;1[1a

solution est donc I'intervalle 0 ; 1].

5. 1+In(x+3) =In(¥* + 2x- 3) : il faut que x> - 3 et que x* +
2x-3=(x-1)(x+ 3) >0 (3 'extérieur des racines) donc D = }-
3; 40|

1+In(x+3) =In(¥+2x-3) < Ine+In(x+3) = In(2 + 2x-
3) @ Ine(x+3)=In(¥ +2x-3) &

e(x+3)=x+2x-3.

In est une bijection: # + (2~ e)x-3(1 +€) =0,
A=(2-e)+12(1+e)=4-4e+e*+ 12+ 12e = e? + 8e +
16 = (e + 4)2.

_2-9x(e+4)

2

6.In(x - 46*) <1+ In(3x)

Il faut que & - 4¢? >0 et que 3x> 0 i.e. x>0 et 2 > 4e? C'est--

dire (x> 0) et (x> 2e ou x<-2e).

D=]2e; +o0 |

In(# - 4€%) <1 +In(3x) < In(+ - 4e?) < Ine + In(3x) © In(#

-4e?) <In(3ex) < ¥ - 4e? < 3exc>

(E) # - 3ex- 4e% < 0.

x ,x1=—355Dou&=e+1€D.S={e+1}.

+
A = 962 + 16e2 = 2562 = (Se)z, x= 3@__5@

i (E) & -~e<x<
4e.S =]2e; 4e[.

Exercice 5 :

2
L gO)=2r+2x——3l P42 3 _3x 3 . £-Vx

2x T x YN x X wx
Onaalorsxz*\/:t_zo'::bxzZﬁox"Zxc:x(x}-l)anle
car x est positif.,
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Conclusion gest décroissante avant 1, croissante aprés ; on a un
minimum en 1 qui vaut g(1)=2+0+6=8 et est positif. Finalement
&(x) est toujours positive,

2. flx)= 3Inx

N

a. No comment.

+x -1

. In
b. Comme lim X 0,sionpose X =/x, cela nous donne

1+m X
2
lim X o iy BXC g X
x—)+=o\/; Xo40 X X+ X

1 In x
En 0, Inxtend vers —0 et — tend vers +© donc —— tend
vx vx
vers —o0 ainsi que £
c.

2

2 L, 12w 2k
+1=3§/;‘

o x_ ol ol _63nedr_ g
x 2 2

1 1
LN S,
f(x)=3i£c 2
X

x x
Donc £ est du signe de get donc toujours positive, fest donc

croissante.

3.0na f(x)-(x—1)= 0%

N

positif (C au-dessus de A ) lorsque x>1, négatif lorsque x < 1 (8

endessousde A).
25

qui tend vers 0 a l'infini et qui est

14

20 4

20
.5 4
-10 4
.15 J
Exercice 6 ;
L ()= In(Ux)= f'(x) = () In'(s(x)) = %('%)
avec ux)= 3+x
-Xx
W(x)= 1x(3-x)-(-1)x(3 +x)_3-x+3+x __6
(3—x)2 (3__x)2 (3_x)2
6
d’o‘:l " - u'(x)= (3_x)2 - 6 3__x _ 6 '
T ux)  3Ex T (Goay 3ex (3-x)3+x)
I-x
4X 4 6x 2 uv(x) 2 i
2.a. = —_— =2 =2,
) (3x2+2° 6 x(3x2+2)3 3" wx)y 3 u'(x)ux)

avec Ux)=3x>+2 et n—1=-3 = p= 2.

! +K= !

H(x)=§xi’fﬁ+1<=-

5 W >+ K (Kréel).
et X

T3Gx2+2)

v



b. 0 K= 1 dod
H(10)=0¢& 3{3})(1()2+2)2+4K 0 K= 3X3022 273612
1 1
H =52y 273612
I-x
4, =ln| — |
f(x) (x+l)
F5) = In () avee )=~
x)= X =
x+1
. “Ix(x+D-(1=-x)x1 _-x=l-1+x -2
u(x): = = H
(x+1)? (x+1)2 (x+1P
2
f'()_l‘_(.’.‘l Gl 2 xwl 22 2 2
05 1=x  (x+l7 1-x (+x0(1-% TG %1
x+1
1
5. f(x)z,_li_.?
(x*+2x)
Soit u(x) = ¥ +2x0ona: U (x) =2x+2=2(x+ 1)et
x+1 x+1 1 u'(x
fx)= ol 2t LD )
(x2+2x) 2 (x*+2x) 2 W (x) "2

qui est de la forme —;—u'(x)x £ (x) avecn—1=-3,oun=-2

Les primitives de telles fonctions sont de la forme :
n 2 -2
F(x)=lxu(x)=lx(x +2x) =-—lx————1——;
no 2 ~2 4 (x*+2x)

2
(ln x)

(+ constante...).

6.a. Dérivons y(x)= u'(x)= 1.2.l.ln x Jnx donc u est
2 x X

. L In x
bien une primitive de —— .

Toutes les primitives sont alors de la forme u(x)+ K

2
b. 1(1)+K=0@K=—1(1)=-9‘l£1l=o_
s 06?4 166t = 2562 = (56, x = 22 () & -e

< x<4e.S=]2e;4e]

Exercice 7 :

1. fest un quotient de fonctions dérivables et le dénominateur ne
s'annule pas, elle est donc continue et dérivable sur IR.

x> +x+1-x(2x+1 —x2 +1
f'(x)= ( 3 ).l
(x2+x+1) (x2+x+l)
Inx
2.a. g(x)= =f(lnx)donc,commefestdéﬁnie

In2x+lnx+1
sur IR, gest définie sur ]O ;+oo[.

b. (fog)':g'x(f'og).

~In?x+1

g(x)=1r"(Inx)=~ (

c. Le signe de g’ dépend de celui de
I-In?x=(1-lnx)(1+Inx).

ln2x+lnx+1)

0 1/

e
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1-Ink + + 0 -
1+InX - 0 + +
2% - 0 + 0 -
0 1
&%) \4
0

d. En +o0 gse comporte comme les termes de plus haut degré en

Inx 1 1
=TT = 0 ; en 0 c'est pareil car In xtend

In“x Inx +0

vers — , donc encore 0 comme limite.

f. Tangente au point d'abscisse 1 y = x — 1.

In, soit

. - . 1
résultat précédent montre que cette limite est précisément ——2-

qui est donc £(0).
3.2 Kx)=———In(1+x),

x+1

1 1 1-x—~1 -
B(x)= e Z_<0;0na K0)=0

(x+12 x+1 (x+D?  (x+1)
et Adécroissantedonc A x)<0.
b. f(X)"——————-—-——-
xz xz
c. lim f(x) = lim n@+%) 5 i M2 .
Xy X X x—=® X

Exercico 8 :
ln(x+1)
1 Jx)= six>0 . fest continue en 0 ssi
J0)=1
Iin‘a f(x)=£(0), or le cours donne justement la limite
X
fim 22
x>0 X
2.a.
1 l-l-x+x+xl-x}-x> -
== =X+ = <0
g(x) T+x ( ¥ x) 1+x 14+x
. Donc gest décroissante et comme g(0)=0, ona également
2 3
g(x)<0,so0it ln(l+x)$(x—%—+£3—}.
b, On prend
2
A-xtx+d X
K0 =In(14)-x+ e (=~ = e L 50
2 1+x l+x 1+x
2
et k(0)=0 donc k(x)2 0, soit ln(1+x)zx—52—.
c.
£ X £ X 21 x (x|
X e 22— < +— 2In(lx)x2— S+ = <—
23h()223k()—223)c22
'fdérivable en zéro : on calcule
111(1+x)‘_1
lmf(x)-f(0)=lim x = lim In(l+x)=x ;orle
=0 x-0 x>0 x x>0 x2

s



’
o

1.2 LV

08 1
0.8 |
0.4 -

0.2

Exercice 9 :

Partie A
' o)) 2
lLa g(x)=2r-2- % )=-(x—1)(x+1).
X X X

flo 70 ! .
L mew - oy
&%) \3 /

g =12+2-2x0=3,
b. 3 est un minimum de la fonction gsur]0; +oo [ donc la fonction
gest positive quel que soit x,

2Inx . . Inx
)= lim x+2 lim
x>0t x=0% X

—_— = 00

2.a. lim f(x)= lim (x+
0% x=0%

ln-1~

X - lim (~XIn X)= —c0.
X+

X

. Inx .
car lim ——= lim
x=0%t X X —+o0

lim )= im (2" = tim 142 fim Inx ocar tim hx .
X0 X400 x x—>w0 X0 X X X

lexx-Zln xx1
) = X ’ _x2+2—2lnx__g(x)
b. f(x)—-l+ 7 = o = 2 du

signe de g(x), c’est 4 dire positif !
fest donc strictement croissante surj0; +of,

X 0 o0
£(x) +
+oo
£(x)
—00

¢ lim (f(x)-x)= lim a‘—{ =0", donc la droite d'équation y
X—>+00 X+ x

= xest asymptote a la courbe. Lorsque x< 11a courbe est en

dessous de A, lorsque x> 1, la courbe est au-dessus.

d. (C) admet en A une tangente de coefficient directeur 1 ssi

f'(xA)=l :

f'(x,,)=l©gxx—’:) =lex,+2-2nx, =X, =2-2nx, =0<=2lnx; =2¢inx; =l =¢
4
2]
)= fQ= e+ =R 02345
e e
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10+

k
¥

7 [ H K 2 16
¥
s
67T
i
|
A i >
// “ + (1]
e
¢ “In x 1
3. Il faut calculer J- (f(x)-x)dx =2J. —dx ;or — estla
i 1 ox x

dérivée de In x, donc ona quelque chose de la forme #'.x dont

1
une primitive est Euz :

e _ elnx _ l’l 5 e— l._ _
J.l(f(x)—x)dx-ZL—x-—dx—2L2(lnx) ],-2[2 OJ—I

4. La fonction fest continue, strictement croissante, sur J0; +o |,
c’est donc une bijection de ]0 ; +o [ sur O .1 existe bien une
valeur w appartenant 3 10 +oo [ telle que Ax) = 0.

AN

1
2ln— 2In! 1
1_1 2_1 et f()=l+—-=1>0donc -<x, <I.
f(EJ—-2~+ l —E—4ll’l2<0 f() 1 2 0
2
Exerglcem:
ParticA
f(x)= xil ~2In(x+1), Dr=1]-1; 40|,

1. fest dérivable comme somme de fonctions dérivables : en effet,

x
U.x> ——Testdérivable surDret vixi>x+1=y-2iny est

X+
dérivable sur Dy f'(x)=£i!—zv 1 = 1~2(x+])= ~2x-1 .
(x+1P2 x+1 (x+17  (x+1p

2. f’(x)ZOc:>—2x—lZO<$xs—-21-.

1
x |-1 -—5 +a0
7(%) + 0 —
-1/2
Ax) / 7 \
—Q0

s




v
___

x=2Ax+Din(x+1)
x+1

lim f(x)= lim
x| x—>-1

x>1 x>]

=-—0 car lim XInX=0",
X0

. x
lim —i—]-—2ln(x+l)=—oo car lim ——=1let

Xt X 4 x-p400 x 4 |
lim -2In(x+1)= -0,
X=>+00

-1/2

f(= 1/2)-—-——/—2——2ln—=—1+2ln2 ~0,39, £0) =0.

3. fest continue et strictement croissante sur I'intervalle 1-1;
—1/2[ et £x) change de signe sur cet intervalle ; il existe donc un
nombre & de]-1;-1/2[telque f(a)=0. f(~0,71)~0,027

et f(~0,72)~ -0,025 donc -0,72 <a <-0,71.

Signe de £x) :
a 0 +0
0 + 0| ~
Partie B g(x)=l“(x2+1),D=]-1;0[u]o;+oo[.
x+1
1.a ]lmgX) lim r(x+1)><l——wcar ll'( ) let hn'l— =0,
P o x x x x0x
x<) x<0) x<0
. . In(x+D 1
eme lIMmgx)=lm———x-=
De méme x_{)gx) . x oz
x0 x>0
b. hm gx)=—w et hm g(x)- lim ———= In(x+1) 3c—""l--() car
X340 (x+1) x?
lim l_'l__—o et lim -L=
Xa+0 X+ x2
1 x
—~xx2—-l'1(x+l)x2x ——=2In(x+1)
2. a g(x)_ - =x+I f(x)
a
0
0
b. ga)= Ina + );oronsaitque Sfla)=0 donc
a?
=2 in(a+1)=0 e In(@+1)=—%_
o+l Aa+1)
On déduit que
In(a+1) a 1 1
a)= = — = e 3 =D, 455,
&) a? Aa+1) a? 2a(a+l)% 4
« 0 40,

™
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' 4.2 Hx)=

\ 7-|
\

ln(x+1)_ 1

x? x(x+1)

I 1
W= — y=——Dh=w'+u'y.
x+1 x? x

In(x+1)
x

=n(x+1),u =

La fonction uv = - est une primitive de A

i 1
" x x+l

_x+D-x 1
- Wx+1) —x(x+l)

In(x)—In(x +1) estune primitive de

donc la fonction

¢ Une primitive

1
x(x+1)
ln(x+l) =)+ 1 est
x° x(x+1)

de la fonction gx)=

+lhx-In(x+1).

_In(x+1)
X

Exercice 11:

1. a. gest dérivable comme somme de fonctions dérivables, En

1
effet, In ( 1 +—2) est dérivable comme composée de fonctions
x

dérivables, de méme que —

x2+1°
X 2
d=t 2><2x2 @ 2 &A@ 22D
() A ()E+l) o #+) (f+l) (#+) ()
b 2
b. Le signe de g'(x) est celui de x* ~1] = (x=1)(x+1).Comme g’
estdéfiniesur 0", ,ona:si0< x< 1, g1(x) est négatif ;
si x> 1, g(x) est positif,
2. lxm g(x)- hm ln(l+—l—)— lim ; lim —-1—=0
X% ) xo40x24]  xoiw x2
donc lim ln(l+—-l~)=.lnl=0 et lim 2 =0 donc
X+ Xx? x>0 X2 4]
lim gx)=0
X—>+c0

.1
lim — = 4+ donc

3, lim g(x)-lxmln(l+—-J~11m—2—---
x>0 x2

x>0 X x=0 x?+1]

x~50

lim =
x>0 x2 4
4.2

. 1
hmln[l+—~)— lim In X =+ avec X~l+—~l- et
x?

Xt x*

2 donc 11m &(x)= +w0,

x—0

oo s




r%;
%M%

X
£(X) -
+0
& \ /
-0,3
gD=In(1+ -—)———--mz-1~-03

+1

4.b.la fonctlon est contmue et dérivable sur ]0; 1], de plus elle

est strictement décroissante sur cet intervalle en changeant de

signe, donc il existe une valeur a >0 telleque ga)=0.

Ona g0,5)~0,009438 et g0,6)~ -0,141452 donc
£0,5)> 0= gla)> g0,6) et comme gest décroissante, 0,5 <
a <06

5.Pour 0 < x< «, alors g(x) est positif ; pour x> @ alors g(%)

est négatif.

a

w

~

l.a. lim xf{x)= lim len(H——l—j: lim
X0 X400 )‘2

X0
(cours).
b. lim xf(x)=1< lim f(x)= lim —]-=0.
X—>r+00 X-»+0 X=>»+0 X

1
2. f(x)=xIn(1 +;2—),

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES T82

. 1
Conclusion: lim xln(1+——j 0.
x-»0 x?

x>0
b. Fdérivable en 0 si et seulement si la limite de son taux

d'accroissement est finie.
=1imf(x) (l+—1—)=+oo
xZ

x)-f(0

o S0 -10)
x-0 x>0 X

c. La tangente en O & fest verticale. Son équation est x= 0.

4, La tangente au point d'abscisse 1 a pour équation

La fonction n'est donc pas dérivable en 0,
y=L(ME=-D+f1) fM)=1InC +—1;)= In2,

= lim In
x—0

x50

f'(H=gl)=In2~-1 d'od
y=(n2-1)(x-1)+n2& y=(In2-Dx+1.
5.
1_..
\\\
: 5 5 i
Remarque :

On a vu dans la partie A que g(1) = 0, or g(1) = £'(1), c'est-a-
dire la dérivée seconde de fen 1 : 1a courbe admet un point
d'inflexion pour x= 1.

i 2 Exercice 12
4 1 X 1 2
X =ln e i =T D
A o1 (1+x2)+x pe 1n(1+xz) = €9 | partie A
2 e L g(x)=-2x"-1+Inx,
—— 2 —-—
p 0 a oo g.(x)=_4x+_1_=1 4’ _(1-2x)(1+2x) o
F(x + 0 - 10 [seul ] * x X
%) fa ; +00 [ seulle terme 1-2x change de signe : positif avant 1/2,
/ ) \ o négatif aprés 1/2.
2.
, \ X 0 1/2 +c0
. . x? Z
3.a hm‘xln[1+— =ln‘nxln(—i1 =lim ( xIn(x*+1)-xInx?) e
x=0 x2} x=0 x2 x50 ! 3
)l‘i_n)aoxln(x’+1)=0 car lmln(x2+l)= In1=0. £2x)
x>0 x>0
1
- 2ln—
lim-xln = lim— 0% < fim+ 20 i X = i 20X g
= e L ! vy 1 o X 3. Le maximum de gest —z—ln2 donc g(x)< N3 <o
¥ x 5 g X)= > = '2-—n <u:
avec X =—]-. Partie B
X




|
|

[x_To
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1
La f(x)=-x+l-—: 22
2 x

1
=—Inx ;oren0 Inx tend
x x

1
— tend vers +oo. Conclusion, ftend vers +© quand
x

vers —© et
xtend vers 0 ; la droite x = 0 est asymptote de C.
) In x
b. On saitque —— tend vers 0 quand xtend vers 400 donc ftend vers
x

—© car —x + 1 tend vers =,

Ilnx
. (—x+1)=~x+1-——+x-1
cf(x)(x)x 2xx S T

donc la droite A y=-x+1est asymptote a la courbe C.

1n
d. Lorsque x > 1, —5—-{<0 car Inx > 0.Doncsur

X

[1 ;+oo[ Cestau-dessusde A ;sur ]0 ;1] Cestendessousde A.

llx-lnx
2.ab.c fi(x)=- __2_x

28 -1+lnx _g(x

—= 5 =g( 2).Doncfest
x 2x 2

négative et fdécroissante. )

+0_|

LF(®) -

+00

f \ —0

d. f1) = 0: lorsque xest inférieura 1, f(x y>f(1)=0 car fest
décroissante. Lorsque x est supérieura 1, f(x)<f(1)=0.

3. w \L
u ‘{ | ‘ \\\\N\;
Partie C (version 1)

1. F‘(x)=——;—(2x)+l-%(2élnx)=—x+l—%l-9x—x=f(x) :

Fest une primitive de £

D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS$2

2.

I= lf(x)dc#(é—-}{l){——;éw-i(héz]—[-;f+l-ahl)2]=——;3w—z ~LTH

3.b. L'unité d'aire est 1cm x2cm = 2 cm? ; on prend la valeur

absolue de l'intégrale multipliée par Punité d'aire, ce qui nous fait
& - 2e+—;— , soit environ 3,45 cm? au mm? preés.

Partie C
1. Pour avoir une tangente paraliele a A, il faut trouver xtel que
2x% -1+Inx
f'(x)=-1,soit —————2——2———-=—1<:>lnx=1<:>x=e.
X

1
L'ordonnée estalors f(e)=—e+1 "2 P'équation de T est
e

1 1
y=—x+e—e+1——-—=—x+l————.
2e 2e

2. a. Comme C est en dessous de A,ona

MN=(—x+l)—f(x)=-;-l—nf'=h(x)'

, 11-
bh(X)z'z— xz

x .
qui change de signeen X = e ; la distance

MN est maximale lorsque Mesten Jet cette distance vaut

Ine 1
he)=—=—.
( 2e

Exercice 13 :

Partie A f(x)=—3—lnx+2(lnx)2.

la f(x)=—3—lnx+2(lnx)2 =0 :onpose X =Inx d'od

w

BoX+2X =02 X =-1X, =—3— dot x=¢ ' ou x=é

b.

3
B_X+2X >0¢:>X=lnxe]—oo;—l[uE ;+oc{<:xe]0;e“ [ui\ez 1400

2. 2. Toujours avec X = In x ,lorsque xtend vers 0, Xtend vers
—o donc —3— X +2X? se comporte comme 2X? quitend
vers 4 ; lorsque xtend vers +X, Xtend vers +o0 donc

_3- X+2X? secomporte comme 2X° quitendvers +.
-1+4Ilnx

b. f'(x)=—-l—+2x2x—l-><lnx=
x x

FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
Exercices non corrigés

Exercice 1:

Onpose P(X)=2X>+7X>+2X-3.

a. Calculer A—1), en déduire une factorisation de P.
b. Résoudre dans IR I'équation AX) = 0.
¢. En déduire la résolution dans IR de:

£

2x8 +7x4 +2x% -3 =0
23 x+7Intx+2Inx-3=0

In(2x +3)+ In(x? +2x +2) = In(8x +9)
Exercice 2 :

soit P(x)=3x" —9x2—-39x+45




1°/
a  Vérifier que 5 est une racine de P(x)
b. Résoudre dans IR I'équation P(x)=0

¢. Résoudre I'inéquation P(x)=0
2°/ En déduire les solutions dans IR de:

3 g
1n(3’i—ﬁ3j = In(9x +39) -
X

b. 3(In) -9(nxpP-39Inx+45<0
- Exercice 3 :

Soit P(x) = 2x° ~x2=5x -2

1°/

a) Vérifier que - 1 estracine de P(x).

b) Factoriser alors P(x).

¢) En déduire les solutions dans IR de I'inéquation P(x)<0.

2°/ En utilisant les résultats de 1°/ , résoudre dans IR
a) 2In’x-In2x-5lhx-2=0
2In*x-In?x-5Ix-2>0

Exerciced :

Déterminer le domaine de définition et les limites aux bornes des
fonctions su1vantes

a) f(x)‘ ,g( )_];:nx ; h(x)=Inx+3In(4-x);
f(x)=ln( j o(x) = .___.-‘“(" 2)
h(x) = In(x2-3x +2).

b) f(x)=hP2x+1;gx)=1In "'1‘,
X+2

h(x) = In|- 3x? + 5x + 2|

Exercice 5 :

Calculer les limites suivantes si elles existent.

X—»+00 X —p+00

. inx -~ (In{x2+1) ,
a) hm( . J,xirgw(—g———}; lim (x-Inx);

X+ 1y x” +1

lim (x -2x- Inx) et lim [x+ln(x2+1)]
X—>+©

b) Iim{xln(“iﬂ ; lim (x -
x—>0) X, x>0

:ii)nnlx(lnx)z] et lim { len(x—})J

x —
Exercice 6 :

Inx); lim (Sinx-lnx);
x>0

A- Résoudre dans IR les équations suivantes

a) In(x+3)+In(x+2)=In(x+11);

b) In(x*-x-1)=0 ;In(x+3)—In(x-5)=1Inl5
¢ In@x+8)—-In(3x+2)=In{x+1);

d) 3In2x-5lnx+2=0; In?x + (1-2in2)inx - 2In = 0
o) 2+ -9In2(x+1)-2IN(x+1)+9=0;

I x+2In2x+inx+2=0;

[ x
21 2 |- 3] 2|31 -0
(x—Z] n(x-Z an—2 2

Exercice 7 :

B- Résoudre dans IR les inéquations suivantes
a) mm2x—-e)>1;
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b) n@Z-x)+in(x+4) > In(3x +2)
0 In(2x+3) < tn(x +3)
1 -Inx
In=>Inx; >0; (7
D x > x 1+lnx (

o) 2i(x+)-9nHx+1)-2In(x+1)+9<0

- X 220
£ 2In (x_z) 3|n2(x_2) 3In|\x_2)+

Exercice 8 :

~inx)2 +Inx)<

Résoudre dans dans IRxIR:
Inx+iny =-1

x+y="17 )
lnx+Iny=2in2+In3 " nx)? +(Iny)’ =

b){ x+y=25 ; {x—y:Z—e
Inx+Iiny=2In12 {nx+y)=1
[ x*-y*=700
© 1nx—~lny=2lnf;—;

Inx+3lny=1

3!nx-—21ny=%9

Exercice 9 :

Etudier les fonctions f ; g et h suivantes
1 |
a) f(x) =—r—‘—x—, g(x) = llnxl et h(x)=x-Inx
X
b) f(x) = x|Inx] ;

g(x)=x2-2Inx et

ho) = X L inx - Inx +1)
X

) f(x) = -1+In2x; g(x) = VInx eth(x)=1In

X 0
x+ll'

f(x) = ——1-—;g(x) L w(x) = cos(Inx)
xlnx 1+Inx

Exercice 10

Inx
1°/ Soit f:x > —x +— et (C) sa courbe représentative dans

le plan muni d'un repére (O;.i‘;—j)

a) Déterminer Dr et préciser les branches infinies de ©

2°/ Ondonne g:x > —x2+1-Inx

a) calculer g(1)

b)étudier les variations de g puis en déduire le signe deg(x) en
fonctions des valeurs de x

¢) calculer £(x)

d)Dresser le tableau de variations de f puis tracer (C).

Exercice 11:

On donne f(x) = ln(]“xj
2+x

1°/ Déterminer le domaine de définition de f puis dresser le
tableau de variations de f.

2°/ Déterminer si possible l'intersection de (Cr) avec l'axe des
abscisse

Exercice 12 :

Soit f la fonction définie sur ]— oo;~l[par: f(x) = x*-2x
(x+1)*

1. Déterminer trois réels (I, b, C telsque, pour X de ]— 00;—-1[ ;on

i b
ait YT 7 1f D S—
Tw)=a x+1 (e+1)

2. Déduisez-en la primitive F de f sur ]—— 00;-1[telle que F(-2) = 1.

e




Exercice 13:

a)
b)

a)
b)

Soit fla fonction définie par:

Soit f la fonction définie sur ]—- 00;1[ par: £(x)= ic;:TZ‘)-c_-_Z
-1
1. Déterminer trois réels d, b, C tels que, pour X de
}—oo;][ on ait: f(x)_—,,,ﬁ_.,._b)f.f_c_'_.
x=1 x*+x+1
2. Déduisez en la primitive F de f sur ]—- 00;1[ telle que

F(-1)=In2.

Exercice 14:

ff(x) =(x-1)* six<l
f(x)=Inx six>1

Montrer que f est continue sur IR

Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter ce résuitat

géométriquement,
Soit g la fonction définie par:

g2(x)=3x?+2x+1 six<0
gx)=x+1+In{x+1) si x=0

démontrer que g est continue sur IR
étudier la dérivabilité de g sur IR

Soit fla fonction définie par

Exercice 15 ;

f(x)=x2\/ﬁr—1:] Vx>0
f(0)=0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0
2. Etudier f sur son domaine de définition
Exercice 16:
Soit f:x > (x ~1)In|x =1 -xInx
1. Déterminer D¢
2. Etudier les variations de f
0)=g(h=0
3. Soit g définie par: g(0) =g .
gx)=f(x) six#0etx=1
a) Montrer que g est un prolongement par continuité de f
b) Etudierla continuité etla dérivabilité degenQet 1
¢) Calculer lim f(x)
X—»~®0

d) Etudier g puis représenter sa courbe représentative ( C; ) dans un

repére ( unité graphique 2cm )
Exercice 17 :

x
1. Soitfla fonction définie par: |/ (X) = nx six=0
f0)=0

a) Etudier f sur son domaine de définition

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0

c) Représenter f dans un repere (O; i; })

al 0
2. Soitgla fonction définie par: { §(¥) = T+mx *
g0)=0
a) Déterminer Dy
A

£k
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b) Soit (C") la courbe représentative dans le repére
(O; 7; ;) Montrer que (C' ) est l'image de ( C) par une
homothétie que I'on précisera.

Exercice 18 :

. x?In
Soit fla fonction définie par: f(x) =~ ‘ X
+X

si x>0 et f(0)=0

X +1

A-/Soit g: x> 2+lnx

X +
1. Etudier les variations de g puis montrer qu'il existe B € b;l[

telque g(B)=0.
Vérifier que 0,54 < < 0,55

Montrer que f est continue en 0. est elle dérivableen 07

Dresser son Tableau de variations

Construire la courbe représentative de la restriction de f sur
b,l[ (unités 10cm sur I'axe des abscisses et 20cm sur I'axe

des ordonnées)

W= N
&M T ™ c

Exercice 19

Montrer que Vx>0 ona:

lim [x ln(l + lﬂ
X+ X/

< ln(-}- + 1) < —1~ En déduire

x+1 X X

Soit f: X >

\
(x+l)
+1In
x2 -1 x -1,

Exercice 20;

1. Montrer que f est impaire et étudier ses variations

2. Construire sa courbe représentative dans le plan muni d'un
repere ortho normal,

3. calculer la dérivée de la fonction :

g: x> (x+DInfx +1) —(x - In(x —1) . En déduire la
primitive F de f vérifiant F(\/E)= 0

Exerclce 21 :
.
Soit £:x > In [| it
- X

1. Montrer que f est impaire puis Construire sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repeére orthe normal.

2. prouver la restriction de f sur ]—— 2,2[ réalise une bijection de
}- 2,2[ sur IR

Exercice 22 ;

Soit f:x > In(Inx)

1. Déterminer son domaine de définition 1.

2. sans calculer la dérivée montrer que f est strictement
croissante sur |

3. Etudierles limites de f aux bornes de [

4. Montrer que f est une bijection. En déduire que Ja €IR tel

que: f(a) +1=0. En déterminer une valeur approchée a

107° pres.
Exercice 23:
1 i .
A- On considére la fonction g:x > < In%(x) Inx six #0
g(0)=0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de g




2. Etudier les variations de g. En déduire le signe de g(x) suivant
les valeurs de x

X
f(x)==—— six>0
(x) n

B- Soit fla fonction définie par X
f(0)=0
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1. Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0
2. Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de
définition
3. montrer que f est dérivable puis calculer f ‘(x)
4, Etudier les variations de f
Exercice 24 :
1 X
Soit f:x > et ( C) sa courbe représentative dans un

repére orthonormé.

1. Etudier les variations de f

2. Soient M1 le point de rencontre de ( C) avec l'axe des
abscisses , M2 le point ol la tangente passe par O et M3 le
point ol la tangente est parallele a 'axe des abscisses.

a) Déterminer les abscisses X ; X, et X3 de points M1 ;M2 et M3
respectivement
b) Montrer que X, ;X, et X3 sont en progression géométrique

dont déterminera la raison.

Exercice 25 :

On considere les fonctions f et h définies par:
: x—1 2x
fx)= eth(x) = |Jn—.
JxP-2x+5 x+1
1) Etudier les variations de f puis construire sa courbe ( 2 cm),
2) Montrer que I(1;0) est un centre de symétrie de CF.
3) Placer les points d'abscisses 0 et 2.

g(x)=f(x) si x<I

g()=0

g(x) = h(x) si x >1

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de gen 1.

b) Etudier les variations de g.

¢) Montrer que g réalise une bijection de IR sur un
intervalle } 3 préciser.

d) Déterminer g-'(.__l.) puis g-“(_}.).Pourx>0
2 2

4) On désigne par gla fonction:

expliciter g~ (x)
- Exercice 26 ;

x+1

x-1
1) Démontrer que g est impaire.
2) Etudierles variations de g.

3) Montrer que l'origine du repére est un point d'inflexion.
4) TracerCg.
Exercice 27 :

soit g(x)=1In

X +1
Xx-2
h(x)=ln(x-«/x—2—:l-)

1. Déterminer le domaine de dérivabilité de f,geth

2. Calculer les limites de f, g et h aux bornes de leur domaine de
dérivabilité
3. Calculerles dérivéesdef,geth.

On donne f(x) = ln[

j , g0 =l +4+1) et

H

Exercice 29 :

Soit (u a )m une suite géométrique croissante de raison g et 3
u, xu, =144
termes positifs telle que :
U, +uU, +u; =63
1°/
U, xu, =144
a) Montrer que ’
u, +u, =51
b) En déduire u etus puis la raison q.

2°/ Déterminer le terme général de (un )“Zl puis étudier la

n
convergence de la suite (Sn )n.>_2 définie par S = Zup :
p=l

3°/ Soit (vn )nzl la suite définiepar vV, = ln(un ) Montrer que

(Vn )nz] est une suite arithmétique.

Probléme 1:
Soit / = k);+oo[ ; f lafonction définie sur [ par:

f(x)=(1+Inx)* —2xet (C, ) sa courbe représentative

dans un plan muni d’un repére orthonormal (0,7, ) od Tunité
graphique est de 5cm.,
1. Déterminerlalimitede f en0.Qu'en déduisez-vous

pour la courbe (C', ) ?
2. Montrer que, pour tout X de I, on peut écrire :

2
f(x)=x l+21_n_x_+4 ]n‘/; — 2 |. Déduisez-en
x x JVx

lalimitede f en +0.
3. Déterminer la fonction dérivée f'de [ et montrer
que ; pourtout x € /, f'(x)ale méme signe que
Inx—-x+1.
4. Soit g lafonction définie sur / par:
gx)=Inx-x+1.
a) Etudier le sens de variationde & .
b) Déduisez-en, pour tout x € J,le signe de
g(x).

5. Dresser le tableau de variation de f et tracer la courbe ( C 7 )

Probléme 2:

x+1

On considere la fonction f telleque: f(x) =x+1+In

1. Déterminer D, le domaine de définitionde f et les
limites aux bornes de D_/ ; n déduire les asymptotes.

2. Calculer f'(x), déterminer son signe et en déduire
les variations de ; établir le tableau de variationde f .

S




3. Montrer que le point /(0,—1)est 2 la fois un centre

de symétrie et un point d'inflexion de C 7 €crire une

équation de la tengente d’inflexion.
4. Montrer que, I'équation que f(x) = 0 admet une

1
solution unique & etque 0 < @ < E

5. Tracer dans un repére orthonormal (unité 1cm) La
courbe C, et la tangente d'inflexion.
Probléme _3:

-1

lnx

On considére la fonction f définie par : f(x) =

1. a) Déterminer le domaine de définition Df .
b) Calculer les limites de f  aux bornes de D, .

c) Préciser les équations des asymptotes éventuelles a3 C r

2. a)Calculer f '(X)puis étudier son signe.

b) dresser le tableau de variation de f .

3. Représenter Cf dans un repére orthonorme (QO,7, j)

4. Soit Zlarestrictionde f alintervalle /| = ]1;+oo[.
a) Démontrer que g réalise une bijection de J

vers un intervalle J que I'on précisera.
b) Calculer g(e)et (g*')’(yz).

c) Tracer Cg et Cg-, dans nouveal] repére.

Probiéme 4:
Inx-1 |
Soit la fonction f définie par: fx)= (Inx)z six>0
f(0)=0

a) Déterminer le domaine de définition D, de f .

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de /" a droite en 0.

X
2.Soit /1 a fonction définie par: A(x) = —.
Inx

a) Montrer que /1 est dérivable sur Dh puis calculer A '(x) .
b) En déduire une primitive de f sur ]0,1[.

¢) Montrer qu'il existe une fonction g définie sur Dh
continue 4 droite en 0 et telle que Vx € b,l[ g(x) =h(x).
d) En déduire une primitive de  f sur [0;1].

Progléme 5:

PARTIE A
Soit fla fanction définie sur ]»2,+oo[ par:
Sf(x )— ,

2
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1. Calculer f'(X),étudier son signe et en déduire le
tableau de variationde f .
2. Calculer f(—1).Montrer que I'équation
f(x) = 0 admet exactement deux solutions dont
'une notée & appartient 3 ]—1 72;~1. 71[

3. Donnerlesignede f(X)pour x € ]—- 2 +00[
PARTIE B
Soit g la fonction définie sur ]—— 2,—-1[U ]— 1,+oo[ par:

_ In(x,+2‘).
g = T

1. a)Calculer lim g(x) et lirrll g(x).
x=-1" x==1"

b) Calculer lim g(x) et lim g(x).
x—>-2" X3 +00

2. a)Calculer g'(x) puis vérifier que

x+Df(x) X)

g'(x) === pourtout X € 21U 1,400
(x+D*
En déduire alors le signe de g'(x).
1
b) Montrer que g(¢) = ———————. En déduire
g(@) 2+ 1) +2)

une valeur approchée de g() enprenant ¢ = —1,715.
3. a) Dresser le tableau de variation de .
b) Représenter graphiquement la fonction £ dans le

plan muni d’un repére orthonormal unité 2cm.
Probléme 6:

1. Etudier les variations de la fonction P définie sur R par:
P(x)= x> —6x+5.

2. Soit f'la fonction définie sur IR, par:
f(x)=(Inx)* -6Inx +5.
a) Calculer les limites de f enQeten+w,

b) Etudier les variations de f .
c) Calculer la dérivée seconde f'' de f . Pour quelles

valeurs X, dexl'égalité f''(x) = O est - elle vérifiée ?
Déterminer une équation cartésienne de la tangente D a la courbe
I' de f au point Mo d'abscisse X, .
3. On consideére la fonction g définie sur ]0; + o[ par:

g(x)=(nx) -~ 6lnx+5-~ —%4-;+5.
e

a) Calculer les dérivées premléres et secondes de g.
b) Etudier le sens de variations de g ‘ et en déduire le signe de g (x).
¢) Etudier le sens de variation de g et en déduire le signe de g (x).

d) Déterminer la positionde I etD.

4. Construirela courbe I" (onprendra 1mm sur 'axe des
abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).On construira
les points d'abscisses €”, n entier ; la droite D et on
précisera son point d'intersection T avec I'axe des
ordonnées.

5. Résoudre graphiquement f(x) >0 et f(x)<-3.
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Probléme 7: (BAC 52, 2003) ¢) Préciser les asymptotes & (C), courbe .
A. On considére la fonction u:: représentative de f dans un repére (O; i)
[0; +o [ IR 2.

a) Montrer que f est dérivable puis calculer f'(x)

2x b) Endéduire le tableau de variations de f

x? -1 1

. ¢) Montrer que f(ot) = ——

1) Déterminer I'ensemble de définition de u. Calculer u(0y et lim u(x). 3OL(OL + l)2
X—>+®

encadrement de f( o ) 3 10-2 prés

x+1

x> In

x-1 . En déduire un

2) Etudier les variations de u.

. T . 3.
cai)c:ﬁ:el; sl;)r:it:béza;xgle;)arianons (il n'est pas nécessaire de a) Déterminer une équation de latangente (T)a (C)
; ) . au point d’abscisse 1.
3) Déduire des résultats précédents que : b) Tracer dans le méme repére (T) et (C)
a) V xe[0;1], u(x) 2 0. Probléme 9:
m‘Vxeh;+w[¢4ﬂ < 0. lepartie; Soft g:X > 4x° +x3+1
B. Soit g la fonction définie par 1°/ Etudier les variations de g puis dresser son tableau de
g: [O; + 0 [—» IR variations.
1 2°/ Montrer que I'équation g(x)=0 admet une unique solution o
X+
- i

x> xln x-1 i dans3etque a € } -3— - -2—[ Donner une valeur approchée
1) Déterminer Dg (le domaine de définition de g) ; puis étudier la d
limite de gen 1. ,, Jee )

x4l 3°/ Déterminer le signe de g sur [R,
. . - 1
) Vérifier que: x—-1 1+ x—1 Montrer que 2¢mepartje: Soit f:x 2 ln(x2 + 1)—— et (C) sa courbe
X
lim x-1 inl 14 2 - représentative dans le plan muni d’un repeére orthonormé

P -1 (0; ;).

1°/ Déterminer Drpuis montrer que f est continue et dérivable.
2°/ Calculer f'(x) puis exprimer f'(x) en fonction de g(x).
géométriquement ce résultat. 3°/ Doaner un encadrement une valeur approchée de f(a).

¢) Dresser le tableau de variations de g. 4/

d) Montrer qu'il existe un réel (@ appartenant 3 ]0 ;1 [tel que

b) En déduire que lim g(x) =1.Interpréter
x>+

a°/ Calculer les limites de f.
b°/ Montrer que pourxnonnul ona:

-g(a) = 0. Donner un encadrement d’ordre 1 de o. . 1

3) Tracer la courbe Cg de g dans le plan rapporté 3 un repére In(x*+1)=2 l"lxl + 1"(] + -2)

orthonormé (unité = 2 cm). . X

C. Soit f:[O;l [-—)[R ,Ia fonction définie par ¢/ Déterminer les branches infinies de (C)
— 5°/ Soith la restriction defa ]0,+oo[

" f(x)= (xz —l)ln x+1 a°/ Montrer que h est une bijection.
l-x" b°/ Démontrer que h-t est dérivable.
Probléme 10:

Montrer que f est dérivable sur [0 i1 [ etque

Le Plan est rapporté & un repére orthonormé (O; ;.; _7) ( unité 5cm)
fix)=gx),Vxe[0;1]

A-  Soit g ‘application de ]0, +oo[ dans IR définie par:

Probléme 8.

Soit f(x) = INX g(x)=xInx.
oit f(x)= k1) 1. Etudier les variations de g
2. Déterminer les limites de @ aux bornes de son intervalle
~ Premiére partie : Etude d'une fonction auxiliaire de définition. Montrer que £ admet un prolongement
' par continuité en 0.

Soit g:x > x +1-3xInx 3. Tracerla courbe représentative C, de g dans le repére

1. Etudier les variations de g puis déterminer ses limites aux > =
-— bornes de son domaine de définition (0;1 1y ). On précisera I'allure de C ¢ au voisinage de

2.  Dresser son tableau de variations

I'origine,
3. Montrerque o e [1;2] / g(a) =0.Montrer que 8

B-  On considére maintenant 'application fde [0,+oo[

L,69<a<1,7
R dans IR définie par: {f(O) =0 .
%emgg_mgmmg:ﬁltudedef f(x)=]xlnx| six#0
_ a) Etudier la limite de fen 0+ 1. Etudier les variations de [ et tracer sa courbe
b) Montrer que Vx e [l;+0] 0 <f(x) < %’i représentative (', dans le méme repére (O;1; .

o2




2. Démontrer qu'il existe un rée unique & appartenanta
1
I'intervalle ]l,e[ tel que f (@) = —.Placer le point
e

correspondant sur la courbe C /.
3. DonnerYaide de la calculatrice, une valeur approchée
par défautde  a 107 prés.

C-  On définit la suite numérique (%, ) par son premier
terme #, (U, ™ 0 et x # 1), et pour tout n, par
U, = f (u,,), ou [ désigne I'application définie au B.

1. Pour quelles valeurs de 4 la suite (un) est-elle
stationnaire ?

1
2. Onchoisit ¥, € :|O,— . Démontrer que:
e

1
A VnelN,O0<u, <—.
€
b) La suite (u,,) est strictement croissante.

c) La suite (u,,) converge vers —
e

1
3. Onchoisit maintenant U, € ]—,1 . Montrer que
e

1 :
U € |- 11 . La suite (u,,) est-elle convergent ?
€

4. a)Pour U, > € montrer que la suite (&, ) est
strictement croissante.

¢) En déduire que u,, —u, = 2(u, ~u, ;).

d) Montrer que %, —u, 22" (U, —u,).

€) Montrer que 4,,; 2 %, + (4, —uy (2™ —1) .EN
déduire la nature de la suite (%,,).

5. Quedire de la suite (%, ) sion choisit ¥, =&, &

étant la valeur introduite au B (question 3 )
Probléme 11:
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b) Montrer que, pour tout X supérieura €.0na f'(x)22.

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (0, i, j) avec unité 1 cm
1) Soit f la fonction définie sur :! _r. _75[: par:x +>1n (COS x)
: 272

a) Etudiez la parité de f.
b) Etudiez les variations de f ainsi que les limites aux bornes

22
¢) Tracez la courbe (C) de f.
2) a) résolvez dans IR cosx + \/5 sink =0,

b) Soit g la fonction définie sur } _r ; .5_”_ I: par:
6 6

x =>1n (COS)C + \/3_Sin .X)_et () sacourbe. Montrer que (

I') se déduit de (C) par une transformation simple a trouver.
¢) Tracez la courbe (") dans le méme repére que (C).

N

Probléme 12:
Partie A
! —L six % 0
On consideére Ia fonction g:x 5 {In%(x) Inx
g0)=0

1°/ Etudier la continuité et la dérivabilité de g

2°/ Etudier les variations de g. En déduire le signe de g(x) suivant
les valeurs de x

Partie B

t‘(x):-l—n’ix— six>0
£(0)=0

1°/ Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0. En
déduire I'existence d'une démie-tangente a la courbe
représentative de f au point d’abscisse 0.

2°/ Etudier les limites de f aux bornes de son domaine de
définition

3°/ Montrer que f est dérivable puis calculer f‘(x). Comparer £ (x)
et g(x). En déduire les variations de f et son tableau de
variations.

4°/ Déterminer I'équation de la tangente (D ) a (Cr) au point
d’abscisse e,

5°/ Soit M le point de ( Cr) d’abscisse x et N le pointde ( D) de

méme abscisse. On pose @(X) = NM.

Soit f la fonction définie par

X + e?

a. Montrer que @(x) =f(x) +

b. Déduire du A) le tableau de variations de ¢’ puis le signe de
@ sur ]1;+oo .

¢.  Endéduire le signe de ¢p(x) sur ]1,+00[ et la position de ( D) par
rapport a (Ce) pour les point d’abscisses x appartenant a ]l,+oo[

6°/ Représenter dans un repeére orthonormé ia courbe ( Cr)et la
droite ( D) ( unité graphique 2cm).

Partie C:

On revient a la fonction g du A) . On note (F) la courbe

représentative de g dans un repére orthonormé (unité 2cm).

Calculer, en cm?, I'aire de la partie du plan comprise entre la

courbe (F) , Paxe des abscisses et les droites d’équations x=e et x=e?.

Probigme 13:

festlafonction définie sur )0 ; +o [ par f(x)= xIn ;c ‘
x+
+1+1
1. Montrer que I'on a, pour tout réel xde 1 J0; +o0 [, f'(x) =___x( )nzx )
x+1

2. Lafonction ¢ est définie sur]0;+w0|par p(x)=x+1+Inx.
Etudier ses variations, en déduire que I'équation ¢(x)=0 admet

une solution unique £ . Etudier le signede ¢ .

3. En déduire les variations de £ étudier les limites de fen 0 et +00,
4. Montrer que, pour tout entier strictement positif 1, I'équation
Jf(x)= n admet une solution unique que I'on notera e, .0On

cherche maintenant a étudier la suite (¢, ).

5. Montrer que, pour tout entier 7> 0, f(€") < n. En déduire que
@, > ¢ etlalimitede (o, )

6. Prouver que la relation f(«,)=n peutse mettre sous la forme
a

In [ —1'—) =,
d a,

En déduire la limite de %

ook




l Probléme 7: (BAC S2, 2003)

A. On considére la fonction u :

, [0; +o0 [ IR
{ x—= In _x__ﬂ_ 2x
x-1] x*-1

' 1) Déterminer I'ensemble de définition de u. Calculer u(0) et lim u(x).
X—>+x0

2) Etudier les variations de u.

Dresser son tableau de variations (il n'est pas nécessaire de
calculer la limite de u en 1),
3) Déduire des résultats précédents que :

a) V xe[O;l[, u(x) 2 0.
by V xe ]1; +oo[, u(x) <0.
B. Soit g la fonction définie par

g:[0; +oo[-+1R

x+1

x-1
1) Déterminer Dg (le domaine de définition de g) ; puis étudier la
limite de gen 1.

x> xlIn -1

x+1 2
) Vérifier que : = l+——. Montrer que
x-1 X~
lim X2 ln(uij =1,
l x>+ D x-1

b) En déduire que lim g(x) =1.Interpréter
X—>+00
géométriquement ce résultat.
¢) Dresser le tableau de variations de g.
d) Montrer qu'il existe un réel & appartenant & ]O ;1 [tel que

g(a) = 0. Donner un encadrement d’ordre 1 de o
3) Tracer la courbe Cgde g dans le plan rapporté a un repére
orthonormé (unité = 2 cm).

C. Soit f:[O i1 [~—> IR ,1a fonction définie par

~ f@)=(*~1)In

x+1

-X
Montrer que f est dérivable sur [0 ;1 [ et que

[ (x)=g(x),Vxe[0;1]

Probléme 8:

Inx

(x + I)3
Premiére partie : Etude d'une fonction auxiliaire

- -Soit f(x) =

Soit g:x> x+1-3xlnx

1. Etudierles variations de g puis déterminer ses limites aux
bornes de son domaine de définition
2. Dresserson tableau de variations

3. Montrerque Fa e [1;2] / g(a)=0.Montrer que
L,69<a <17

Deuxiéme partie : Etude de f
1

_ a) Etudierlalimite de fen 0+

b) Montrer que vx e [l;+oo[ 0=<f(x)s -In—;(-
X

Lo s
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) Préciser les asymptotes 3 (C ), courbe
représentative de f dans un repére (O; T; j)

2.
a) Montrer que f est dérivable puis calculer f'(x)
b) En déduire le tableau de variations de f
¢) Montrer que f(a) = . En déduire un
30L(0L + 1)2
encadrement de f( o ) 4 10-2 prés
3.

a) Déterminer une équation de la tangente (T)a (C)
au point d'abscisse 1.
b) Tracer dans le méme repeére (T) et (C)
Probléme 9;

ltrepartie: Soit g:xX > 4x° +x2+1
1°/ Etudier les variations de g puis dresser son tableau de

variations.
2°/ Montrer que I'équation g(x)=0 admet une unique solution a

dans3etque o€ ]—%;— %[ Donner une valeur approchée

de o,
3°/ Déterminer le signe de g sur IR.

2¢me partje: Soit f:xm»2 ln(x2 +l)--1~ et (C) sa courbe
X

représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0;6; ).
1°/ Déterminer D¢ puis montrer que f est continue et dérivable.
2°/ Calculer f'(x) puis exprimer f'(x) en fonction de g(x).
3°/ Donner un encadrement une valeur approchée de o).
40

/ a°/ Calculer les limites de f.

b°/ Montrer que pour xnonnul ona:

In(x? +1) = 21n|x| + ln(l + ——I—J
XZ

¢°/ Déterminer les branches infinies de ©
5°/ Soithlarestrictionde f3 b,+oo[

a°/ Montrer que h est une bijection.
b°/ Démontrer que h-! est dérivable.

Proglg‘mg 10;

Le Plan est rapporté  un repére orthonormé (0, ?‘, ]) (unité 5¢cm)
A-  Soit g ‘application de ]0, +°0[ dans IR définie par:
gx)=xInx.
1. Etudier les variations de g .
2. Déterminer les limites de g aux bornes de son intervalle

de définition. Montrer que & admet un prolongement
par continuité en 0,

3. Tracerla courbe représentative C ¢ de g dans le repére
(O;1; ). on précisera I'allure de C, auvoisinage de
P'origine.
B- On considére maintenant I'application fde [O, +oo[
dans IR définie par : J'f(O) =0 .
[f(x):{xlnxl six#0
1. Etudier les variations de [ et tracer sa courbe

représentative C'; dans le méme repere ((;7; 7).




¢
___

2. Démontrer qu'il existe un rée unique & appartenant 3
1
I'intervalle ]I, e[ telque f(&) = —. Placer le point
e

correspondant sur la courbe Cf .
3. Donnerl'aidedela calculatrice, une valeur approchée
pardéfautde & 3 107 pres,

C- On définit la suite numérique (u,,) par son premier
terme Uy (U, >0 etx#1),et pour tout n, par
Upsy = f(1,), 00 f désigne Fapplication définie au B,

1. Pour quelles valeurs de U, la suite (un) est-elle
stationnaire ?

1
2. Onchoisit 4, € :’0,-— . Démontrer que :
e

a) Vne IN, 0<u, <l.
e

b) La suite (u”) est strictement croissante.

1
€) La suite (u,,) converge vers —
€

‘ 1
3. On choisit maintenant #, € }—,1 . Montrer que
e

1
u e ]—é 1| . Lasuite (u,) est-elle convergent ?

4. a) Pour %, > e montrer que la suite (u,) est
strictement croissante.

¢) En déduire que u,,, ~u, 22(u, - U, ).

d) Montrer que u,,; —u, 2 2"(u, —u,).

e) Montrer que %, >y, + (u, —uy)(2™ - 1).EN
déduire la nature de la suite (%,).

5. Quedire de la suite (u,) si on choisit Uy =a,

étant la valeur introduite au B (question 3)
Probléme 11

b) Montrer que, pour tout X supérieur3 €.0na fl(x)=2.

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (0,1, ) avec unité 1 cm
1) Soit f la fonction définie sur ] _Z. _’E[ par:x > In (COS X)
272
a) Etudiez la parité de £,
b) Etudiez les variations de fainsi que les limites aux bornes

de]~£-£ .
272

¢) Tracez la courbe (€) def.

2) a) résolvez dans IR cosx + \/5 sinx = 0.
b) Soit g la fonction définie sur ] _r . 3z [par:

6° 6
x 1n (COS X + \/§-Sin x)Aet (T) sa courbe. Montrer que (
[') se déduit de (C) par une transformation simple & trouver.
¢) Tracez la courbe (I) dans le méme repere que (C).

I—

e |
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Prabléme 12:
Partie A

1
On considere la fonction g : x - In*x) Inx
g(0)=0
1°/ Etudier la continuité et la dérivabilité de g
2°/ Etudier les variations de g En déduire le signe de g(x) suivant
les valeurs de x
Partie B

six =0

X \
Soit fla fonction définie par Jf(x)= Tx x> 0
f(0)=0

1°/ Montrer que f est continue et dérivable & droite en 0. En
déduire 'existence d'une démie-tangente 2 la courbe
représentative de f au point d'abscisse 0.

2°/ Etudier les limites de faux bornes de son domaine de
définition

3°/ Montrer que f est dérivable puis calculer f‘(x). Comparer £(x)
et g(x). En déduire les variations de f et son tableau de
variations.

4°/ Déterminer I'équation de la tangente (D ) a (Cs) au point
d’abscisse e?,

5°/ Soit M le point de ( Cr) d'abscisse x et N le point de (D) de

méme abscisse. On pose @(x) = NM .

X +¢?
a. Montrer que @(x) = f(x) +

b.  Déduire du A) le tableau de variations de ¢’ puis le signe de
¢’ sur ]1;+oo .

C.  Endéduire le signe de o(x) sur ]],+co[ et la position de ( D) par
rapport a (Cr) pour les point d'abscisses x appartenant a ]] ;+oo[.

6°/ Représenter dans un repere orthonormé la courbe (Ce)et la
droite (D) (unité graphique 2cm),

Partie C:

On revient 4 la fonction g du A).On note (I‘) la courbe

représentative de g dans un repére orthonormé (unité 2cm).

Calculer, en cm?, I'aire de 1a partie du plan comprise entre Ia

courbe (F ) » 'axe des abscisses et les droites d’équations x=e et x=¢?,

Probléme 13:

festIa fonction définie sur J0; +<0 [ par flx)=2 In x .
x

+1
x+1+nx
1. Montrer que I'on a, pour tout réel xde 1105400, (%) =—
(x+1)
2.La fonction ¢ est définie sur]0;+oo [ par p(x)=x+1+1nx.
Etudier ses variations, en déduire que I'équation ¢(x)=0 admet

une solution unique 4. Etudierle signede ¢ .

3. En déduire les variations de £ étudier les limites de fen 0 et +<0.

4. Montrer que, pour tout entier strictement positif #, I'équation
S(x) = n admet une solution unique que I'on notera a,.0n

cherche maintenant  étudier Ia suite (a,).

5. Montrer que, pour tout entier 7 > 0, f(¢") < n. En déduire que
2, > ¢ etlalimite de (a, )

6. Prouver que la relation Sf(a,) = n peut se mettre sous la forme
[

In (._n) =
d a,

En déduire la limite de %. ’




Probléme 14:

Premid -
On considére la fonction numérique fdéfinie sur [0 ; o[ par:
+
f(x)=xIn **2
x
f(0)=0

1. a. Montrer que fest continue en 0.
b. fest-elle dérivableen 07

six=z0

2
c. On pose 4 =— avec (x >0). trouver la limite de fquand x tend
x

vers -0,
2.a, Pour x> O calculer f'(x)et f"(x) et vérifier que
4
['xX)= .
x(x +2)

b. Etudier le sens de variation de f'(x) et trouver lalimite de
f'(x) quand xtend vers +. En déduire le signe de f'(x).

c. Dresser le tableau de variations de f(x).

3. 0n appelle C la courbe représentative de f(x) (unités: 4 cm).

Tracer C en indiquant la tangente en O et au point A d'abscisse 2.

2x etH

4, Soit ula fonction définie sur [0 ;+oo[ par «(x) = =
x

“sa représentation graphique dans le méme repére que C.
a. Dresser le tableau de variation de v et vérifier que pour tout
x>0 ona f(x)-x)= xf'(x) . Endéduire la position relative de

-C et H. Tracer H en indiquant le point B d'abscisse 2.

b. A étant un réel strictement positif, montrer que la tangente 3 C

au point d’abscisse A rencontre Y'axe des ordonnées au point]

d’ordonnée u(}). En déduire a I'aide du tracé de H la construction
~de la tangente & C au point d'abscisse A. Indiquer la construction

ainsi de la tangente 4 C au point A.

On se propose de déterminer I'ensemble (E) des fonctions g
définies et dérivables sur )0, +f et possédant la propriété

2
suivante P: g(x)—xg'(x) = ——-)—c—i . g étant définie et dérivable sur
X+
]0, +oof on pose G(x) = —S(i) .
x
1. Montrer que gposséde la propriété P si et seulement si

1
G'(x)= ——1— .
x+2 x
2. En déduire 'ensemble (E).

’robléme 15:

On désigne par a un réel de I'intervalle 10 ; #[ eton considere la
“amille de fonctions numériques £ définies par

fa(x)=ln(x2 ~2x¢0s a+1)).

On appelle G, la représentation graphique de fa dans un plan muni
I'un repére orthonormé (O ; 1, f).
.. Montrez que I'ensemble de définition de £ est IR.
2. Déterminez les limites de fen +¢ et —©.
. Montrez que la droite d'équation x = cos a est axe de symétrie de Ca.
- aet & étant deux réels distincts, montrez que Ca et Cs sont
- sécantes en un unique point que I'on précisera.
5. Calculez f,(x) et déduisez-en son sens de variation,

.. Donnez l'allure des courbes Ca.
_'robléms 16:

Soit Aa fonction définie sur D = IR — {3} par
f(x)=(x+1Din ]x -3 l ol In désigne la fonction logarithme

| %
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népérien. C est la courbe représentative de fdans un repére

orthonormal (0 ,7,]) (unité 1 cm).

+1
1. a. Vérifier que si x € D alors f'(x)=—x—3+ln|x-3l.
x—-

b. Pour xappartenant a J, calculer £{x) ok f“désigne la dérivée

seconde de £ En déduire les variations de £,

¢. Caiculer les limites de fen —o eten 3.

2. a. Montrer que £s'annule sur ] -0;3 [ pour une seule valeur
a . Donner un encadrement de « d'amplitude 0,1. Etudier le

signe de A¥) sur ]—o0 ;3.

b. Etudier le signede f'(x ) sur ]3;+o[ etdresser le tableau

de variations de £

2. Etudier les limites de faux bornes de D. Préciser les asymptotes
éventuelles a C.

3. Calculer les coordonnées des points d'intersection de C et de
I'axe des abscisses.

4. Tracer la courbe C.

Le but de ce probléme est d'étudier, dans un premier temps
(partie A), la fonction fdéfinie sur [O Do [ par

[x+2

f(x):xlnk "

puis (partie B) de trouver une approximation de la solution de
I'équation Ax) = x.
Partie A

Dans cette partie le plan est rapporté au repére orthonormal
(O ;7,7 ), unité graphique : 2 cm. On désigne par Cla
représentation graphique de £

x 1 1
+=+—pourx>0et f(0)==,
) e f0)=3

Soit gla fonction définie sur ]0 ; +oo [ par:

Ax)=In(x+2)~Inx- 2 +l.

x+2 4
1. a. Etudier le sens de variation de g
b. Déterminer lim g(x).

X—>+®0

c. En déduire le signe de g(x) pour tout xde J0; +0 [,

1
2. Montrer que, pour tout xde [2;3],ona gx)< 3
1L Etude de £

1. Déterminer la limite, quand xtend vers zéro par valeurs

; . x+2 1
strictement positives, de x In (on pourra poser x = — )
t
et démontrer que fest continue en 0,
2. La fonction fest-elle dérivable en 0 ? Donner une interprétation
graphique du résuitat.

3. Etudier le sens de variation de f(on vérifiera que f'(x)= g(x)).

. x+2
4.a. Démontrer que lim xln (———— ] =2 (onpourra utiliserle .,

x>+ X

résultat: lim
h—0

b. En déduire lim f(x).

X+

n(ieh)
———==1).

¢. Montrer que la droite A d'équation y = —+

R RV

est asymptote a

e

C au voisinage de +0.
5. Tracer dans le repére (O ;7, /) ladroite A,lacourbeCetla
droite D d'équation y = x
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

I-

1. Définition

 La_ fdnc_tio_n exponentielle hotée Exp est'bﬁj_ection‘récip_rf)c-]}'l'e‘;d’e> fa fo_nétion logarithmg népérien
e La fonction exp est définie de IR vers ]0;+00[

e Exp(0)=1
e Pourtoutx € IR, exp(x) > 0.
¢ La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur IR.
* Pourtoutx € IR, In(exp(x)) = x
e Pourtoutx € IR}, exp(Inx) = x
Notation

Pour tout x € IR on note exp(x) par e*.Etona:
= Pourtoutx € /Re*>0
= Pourtoutx € IRIn(e*) =x
* Pourtoutx € IR}, e'™* = x

2. Propriétés

‘ Soient a et b deux réels, ona:
Pl edtb=eagh

P2: eP>0 ;

P3: eb =1 H
eb

P4 eab=&
eb

P5: Sinestunentierrelatif: e = (ed)?
P6: ed=eb &S a=b

p7. e22eP o a2b

Méthade ; Résoudre une équation ou une inéquation
2~ P -

a) Résoudre dans IR I'équation €* > — e =0.; b)Résoudre dans IR I'inéquation ¢**™' > 1.
Résolution .

2
a) ex -3 __ e~2x = 0
= exi-z = 2F
o xt-3=-2x Les solutions sont -3 et 1.

©xP+2x-3=0

S x=-3 ou x=1

b) e*' 21

et 2 el 1

< dx-1>0 L'ensemble des solutions est I'intervalle | —;+00

1
S x2 -
: 4

3. Etude de la fonction Exponentielle f(x) = e*
¢ D= IR
o Dérivée et variation

La fonction exponentielle est dérivable sur IRetV x € IR (e*)’ = e* > 0. La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR
e Etude des limites :

lime® =0% et lim e* =+

X X~=>403

Lo %
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!

\ lim x®¢* =0
: X—»-00

', Ya>0 ona:y ¢

lim — =+

x40 x ¥
. x°

Va >0 ona:lim —=0
X—>r+o o

e"—l=1

lim
x>0 X

!
|
f
“ Méthode : Calculer des limites
\ Calculer les limites suivantes:

; |—l lim e +x
. -3x M X 1 e
» lim (x+e™) ) lim e 0 lim ——
Résolution
a) lim e =0 donc lim (x+e’3")= +00
X—>+0 X—>40
X X ‘ 1+ &
+= 1+ 2 . > 1 ) +X
l b) & +x —{X d _ € comme hm£= lim€2-=+°0-°na ]m]'_;_= li[n%:ODonc lim e2 =-1-—_-1 etdonc lE-Eoe" . =1.
2 - x> X X0 Y xorie0 X400 x>0 X x -
e-x ¢ 1__52_ l—ﬁ 1—;;

| e ,
l . "l 1 !
lim (1—.—— =ldonc lime *=e =¢
‘ X—»—-0 X X—3 =00

¢) Le dénominateur comprend une forme indéterminée de type "0 — 00 ". Levons l'indétermination :

¢  Tableau de variation Allure de la courbe

‘ X —0 +00

(expx)' +

-+00
o], = .
0 ..
l . . - _ o e ﬁ
-3 -t /z—zx 1 2
UUR S .’.,,—'.’.',.,: R
o e“® existe si et seulement si u(x) existe ( c'est-3-dire Dy = D, e

e limite de e¥™®
si limu(x) =1 etlime* =/" alors lime*® =/'
xX—>a x—! X—-»a

1 — u(x)
‘ o  Dérivée:Lafonction f :X > "™ est continue et dérivable sur 'ensemble de dérivabilité de u ['(x)=u'(x)e

Méthode : Etudier une fonction

X
Soit fla fonction définie sur IR par f(x) = xe 2.

a) Etudier les limites de /2 l'infini.

| b) Calculer la dérivée de la fonction £
¢) Dresser le tableau de variation de la fonction £
d) Tracer la courbe représentative de la fonction £

Résolution
i X X
. . -5 N ey X
a) lim x = -0 et lim e 2 = +o0 donc lim xe ? = ~o0 x x 3
X—>=-00 x> -0 x—>=c0 . lim xe ? = lim —= lim | 2x-4|=0
X~ +®© X~ +0 e? X = o0 e.{
‘ b) fy(x)= e'%+xx[—--l—Je_% =(l -z e-g
| L2 2




X
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- X . . .
¢) Comme € 20, f'(x) est du signe de 1- -i fest donc croissante sur l'intervalle ]—00;2] et décroissante sur l'intervalle [2,+00|: .

¥

On dresse le tableau de variations :
X —c0 2 +00 d) : W
S'(x) + 0 - o
2 ;o
f (x) / \ 2 o1 2
e C
—o0 0 /
)
/
/s
/
[
/
Exercice '

1 & +1
Soient fet gles fonctions définies de )0 ; +oof dans [g par: f(x)=2x +—2—- r

1 1
a. Démontrer que f(x)=2x+5+ =2x——+

& -1 2 £ -1

b. Factoriser g(x).
c. Déterminer le signe de la dérivée de £

et g(x)=2&% -5¢ +2.
1

rrection
1 & —142 1 & +1
2x+—+ =2x+ =2x+—. =f(x)
BETTE 2 -1 271
2x_l+ e =2+—é‘+1+2e" =2x+l.e"+1=f(x);
2 -1 2e -1) 2 &£ -1
543 K1=¢'=2 1
b, gx)=2 -5 +2, X =¢ , A=5-4x2x2=25-16=9=3%, X =—F, 1, gx0)=2A-2)(¢ -2).
4 X2=ex2 =§' 2
11 & A& -1 - AP -2 +1)-&  28F -5 +2  gx)
C. =2 — - 1! =2- = = = =
/= x+2+e"—l 7' (& -1 (& =17 (& -1) (& -1 (& -1

est donc du signe de g(x) et fest donc négative entre In 2 et - In 2, positive ailleurs.

II- LA FONCTION EXPONENTIELLE DE BASE a
1. Définition:

NN

. On appelle fonction éxpohentielle de base a, a réel strictement posmf, lﬂal‘f;)hc’t‘iol f déﬁme bar . f(x) = >axv = ey"vlna ;‘)ouvr x réel

" quelconque. Sia =1, f(x) =1 fonction constante.

2. Propriétés:

e Pourtoutréelx : In(a¥) =xIn(a)

e Pourtousréelsxety : a*xa¥=a**’; —a—; =a*V; (a"‘)y =g
e Pourtoutréelxona: f'(x) = (Ina) exna i (Ina) ax

3. Variation, allure de la courbe

Si 0<a<1 alors Ina<0

Sia>1 alorslna>0

e f'<0,lafonction exponentielle debasea |e f'> 0, la fonction exponentielle de base a est

est donc strictement décroissante sur IR. done strictement croissante sur IR
o Limites
lim a*= lim exlna =400 e Limites
X—>—00 X——w . lim ax = lim exlna =0
X——0 X——

$er g
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lim a*= lim e""®=0 lim a*= lim e =+
X—>+0 X—>+e0 X—> 400 X—>+
. Tableau de variation . Tableau de variation
X 0 + 00 X 0 +
@’ - @' +
+ + o0
0 0
ax ax

e La droite d'équation y = 0 est une
asymptote horizontale a la courbe au
voisinage de + 0.

e La droite d'équation y = 0 est une
asymptote horizontale a la courbe au
voisinage de - o .

e Allure

a>1

) \
S I A SN Y
¢ =

FONCTION EXPONENTIELLE

Exercices corrigés

Exercice 1: d. L’équation f(x)=0 a une unique solution sur IR,
Exercice 3:
Vrai ou Faux

& Vrai ou Faux
Soit f lafonction définie sur /R par f(x)=—; et C sa
x

Soit f lafonction définie par: f(x)= ¢ -In(1+&) et C
courbe représentative. 1+

sa courbe représentative,

a. f estune bijection de /R} sur i . .
/ : ¥ [ 27° +°°[ a. f estdéfinie et dérivable sur IR, et pour tout x réelona:

b. La droite ( A )d'équation x = 3 estaxe de symétrie de la courbe C er
¢. C admetune unique tangente paraliéle 2 'axe (Ox ) etelle J'(x)= a+&)
est obtenue au point d'abscisse x = 3 . li
i =0,
d. Latangented C au point d'abscisse 1 a pour équation : b x_)njwf(x) 0
y=-2ex-e. ¢. L'équation f(x)= 0 n’a pas de solution réelle,
Exercice 2: d. La droite Dd'équation y =1+ x estasymptoted C .
Vrai ou Faux Exercice 4:
e R Démontrer que quel que soitle réel xona: In(e* + 1)~ In(1 + e )=x
Soit f lafonction définiesur 0 par: f(x)= T———= et .
x*+1 2 Exercice 5:
C sa courbe représentative. Résoudre les systémes :
a. xk)rrloof(x)zwo. 2 s Inx+Iny=-2In4d
x a. b. |
b. La droite D d’équation y = ~3 estasymptoted C. Ix2*+3Y =24 € = T
e

c. f estdécroissante sur IR.




Exercice 6:
Soient fet gles fonctions définies de ]0 ; +oo[ dans IR par:
' 1 & +1
Jx)=2x+=- et glx)=2¢" —5¢" +2.
3 71 &x)

1 1 1

a. Démontrer que f(x)=2x+—+ =2x———+-—£—-
2 -1 2 €-1

b. Factoriser g(x).
c. Déterminer le signe de la dérivée de £

Exercice 7:
Soit fla fonction définie sur I'intervalle [0 ; +o0 [ par

f(x)=(x-1)(2-€¢").

Sa courbe représentative Cest tracée dans le repére
orthonormal ci-dessous (unité graphique 2 cm).

1. a. Etudier la limite de fen +0,

b. Montrer que la droite A d'équation y =2x —2 est asymptote d C.
c. Etudier la position relative de Cet A.

2.a. Calculer f'(x) etmontrer que f'(x)=xe~ +2(1—e_").

b. En déduire que, pour tout réel xstrictement positif, f’( x ) >0.

c. Préciser la valeur de f'(10), puis établir le tableau de

variations de £.

3. A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'aire,

exprimée en cm?, du domaine plan limité par la courbe C, la

droite A etlesdroites d’équations x =1 et x =3.

4. a. Déterminer le point Ade Col la tangente A Cest paralléled A.

b. Calculer la distance, exprimée en cm, du point 4 a la droite
A.

11/
L/

Exercice 8:

.On

On considére la fonction fdéfinie sur IR par f(x)=
-X

note (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté au

repere orthogonal (O : 1, /), 'unité graphique est 2 cm sur

I'axe des abscisses et 5 cm sur I'axe des ordonnées.

Partie A

Soit gla fonction définie sur IR par g(x)=¢€* —x-1.

1. Etudier les variations de la fonction gsur IR. En déduire le

signe de g

2. Justifier que pour toutx, € —x>0.

Partie B

1. a. Calculer les limites de la fonction fen 400 et —o0.

b. Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

2. a.Calculer f'(x), fdésignant la fonction dérivée de £

£
4 |
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b. Etudier le sens de variation de fpuis dresser son tableau de
variation.

3. a. Déterminer une équation de la tangente (T) 3 la courbe (C)
au point d'abscisse 0.

b. Al'aide de la partie A, étudier la position de la courbe (C) par
rapport a la droite (T).

4. Tracer la droite (T), les asymptotes et la courbe (C).

Exercice 9:

=

On considere la fonction gdéfinie sur IRpar g(x)=(x+ 1e*

Soit C la représentation graphique de la fonction gdans le
repére orthonormal (O ; 7, j) , unité graphique 2 cm.
1. Calculer la dérivée g de g Montrer que g{x) est du signe de
(1 - x2). En déduire les variations de g
2. Montrer que:
a. lim gx)=+w.

X—>—0
b. lim gx)=0 etpréciser 'asymptote & C correspondante.

X=->+00
3. Tracer la courbe C dans le repére (O ;1{, j).On placeraen
particulier les points de la courbe d'abscisses respectives -2 ; -
1;0;1et3.
4. a. Par une lecture graphique, indiquer, suivant les valeurs du
nombre réel & le nombre de solutions de I'équation g(x) = &
b. Prouver rigoureusement que lI'équation g(x) = 2 admet une
solution a et une seule. Prouver que o appartient a 'intervalle
[-2;-1].

a

¢. Montrer que a vérifie la relation o = ~1- erz .
Exercice 10:

Soit fla fonction numérique définie sur R par:
f(x)=In(E* - +1)

le symbole /n désignant le logarithme népérien.

1. Montrer que &* — & +1 est strictement positif pour tout

réel x. Etudier les variations de la fonction £

Soit (C) la courbe représentative, dans un repére orthonormsé,

de la fonction £

2. Préciser les limites de fen +w et —

3. Vérifier que f(x)-2x = In(1-¢* + ¢ 2*) et montrer que

£x) — 2xtend vers une limite lorsque xtend vers +c. En

déduire I'asymptote correspondante de (C).

4. Construire la courbe (C) (on précisera la tangente au point

de (C) d'ordonnée nuile).
5. Déterminer, en utilisant la courbe (C), le nombre de solutions

réelles de |'équation d'inconnue x: & - +1 =-;—

a. par le calcul,
b. en utilisant la courbe (C).

Exercice 11:

Soit fI'applicationde ]0 ;+oo[ dans IR définie

par f(Jc)--=2)c+%:1r A

1
" , et gl'application de IR dans IR

définie par g(x) =26 —5&° +2.
Partie A

1. Montrer que, pour tout xde ]0 3+ [ ,on

1 1
=2x+— .
a f(x) x+2+e"—1

S

=0

%

S



|

2. Montrer que pour tout xde |0 ;+ [ on

1 &
‘a f(x)=2x-——+—".
(x) St 7
3. Résoudre I'équation g(x) = 0 puis factoriser £(x).

e d
1. Calculer les limites de fen 0 eten +00.

1
2. a. Montrer que la droite (D) d'équation y = 2%+ 5 est

asymptote 2 la courbe (C) représentative de £

b. Etudier la position de (C) par rapport a (D).

3. Montrer que la fonction dérivée de fest du signe dela
fonction gde la partie A et dresser le tableau de variation de £
4, Réprésenter (C) et ses asymptotes dans un repére
orthonormal (unité graphique : 1 cm)

5. a. Etudier graphiquement suivant les valeurs du nombre réel
m, l'intersection de (C) et de la droite (Dm) d'équation y= 2x+ m.

b. Démontrer par le calcul ces résultats (on pourra utiliser le Al).

1. En reconnaissant la forme

L

, déterminer les primitives

sur |0 ; +oo[ dela fonction x > ——.

e -
2. En déduire, en utilisant A.2,, les primitives sur ]0 ;+ [ de
1
S(x)-(2x +-2~)-

3. Calculer I'aire du domaine plan limité par (C), (D) etles
droites d’équation x=In2 et x=1n 4.
Exercice 12:

Dans tout le probléme ( 0; 7,] ) est un repére orthonormé du

e—x

plan P. On note fla fonction définie sur R par f(x)= =t
+e
On appelle C la courbe représentative de fdans le repére ( 0; ;,] )
Partie A
1. Etude de £
a. Calculer les limites de fen —co et +<0. Justifier vos calculs.
b. Préciser les équations des asymptotes.
2. Donner I'expression de £ (x) ol £ estla dérivée de £ Dresser
le tableau de variation de £ Préciser £0).
3. Déterminer une équation de la tangente 4 C au point
d’abscisse x=0 ; on note To cette tangente.
4. Courbe :
a. Soit xun réel quelconque. Calculer x)+A- x).
b. Quelle propriété de symétrie peut on déduire de la question
précédente ?
¢. Tracer C, ses asymptotes et la tangente To .
rtie B )
1. a. Soit #(x)=1+e *.Calculer ¥(x).
b. En déduire la primitive #de fqui prend la valeur - In2 en x =0.

1
2.a.0npose 4 = I f(x)dx . Calculer A
0

b. Déterminer le réel ctel que A=Inc.

l+-l—

3. Pour tout entier naturel 7 non nul on pose v, = | | " f(x)dx
n
a. Exprimer vaen fonction de n.

b. Calculer lim v,.
n—+00
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Exercice 13:

Soit fa fonction définie sur IR par: f(x)=4——
& +1

On désigne par C la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal (O I ] )

(unité graphique : 2 cm)

1. Déterminer les limites de fen —oo eten +oo .En déduire les
droites asymptotes a C.

2. Etudier les variations de fet en dresser son tableau de
variations.

3. Démontrer que le point d'intersection A de C et de I'axe des
ordonnées est centre de symétrie pour C.

4, Donner une équation de la tangente a C en A.

5. Tracer sur un méme graphique : C, sa tangente au point A et
ses droites asymptotes.

B. Sa dérivée

On considére la fonction £, dérivée de £ On note ' sa courbe
dans (O 7 ] ).

1. En utilisant le fait que C admet le point A comme centre de
symétrie, justifier que /" est une fonction paire.

2. Déterminer les limites de £ en —© et en +0. En déduire les
droites asymptotes a C'.

& -2
1+€%)

et dresser son tableau de variations.

4, Tracer C’ sur le méme graphique que C.

5. Justifier la position de C' par rapporta C.

1. a. Justifier que fadmet des primitives sur IR.

1. b. Soit £, la primitive de fsur IR qui s'annule pour x= 0, et
soit ' sa courbe représentative dans un repére orthonormal (
O ; 4, ) (unité graphique: 2 cm).

Quel est le sens de variation de £7

2. Expliciter Ax), pour tout xréel.

3. a. Déterminer les limites de Fen —o eten +o0. En déduire
une propriété de la courbe T".

3.b Démontrer que la droite A d'équation y=4x-4In2 est
asymptotea I".

4. Résumer les résultats précédents dans un tableau de
variations.

S.Tracer [ et ses asymptotes sur une autre feuille de papier
millimétré. '

3. Montrer que f"(x)=4 ; étudier les variations de /

CORRECTION
Exercice 1

a. Faux : La fonction fest dérivable sur IR} et
& (x-3)

f'(x)=———=,orpourxe [3,+od, f'(x)20 car
x

& >0etxt>0 etpour xe] 0,3 [ f'(x)<0.fn'estpas

- * N . .
monotone sur [J | et elle ne réalise donc pas une bijection.

b. Faux: Sila droite A d'équation x = 3 estaxe de symétrie
de la courbe C alors fdoit étre paire dans le repére

- y=Y
1,i,j) avecI{3,0).P 1
( j) (3,0) . Posons {x=X+3 alors
v =r(x) X3 ( o3
= =———#f(-X)=—————.Donc fn'est
(x+3) ) (-x+3)

pas paire dans le repére ( I, 7, ;) avec /(3, 0).

=, 05 F




c. Vrai: f'(x)=f—£—x—4——3—)—=0 pour x=3 car & >0 donc
x

C admet une unique tangente paraliéle a I'axe ( Ox ) etelle

est obtenue au point d'abscisse x = 3.
d. Faux : La tangente 3 C au point d’abscisse 1 a pour

équation: y=f'(1)-(x—l)+f(1)=—2ex+3e.
Exercice 2:
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a. Faux:
er x 1 x 1

lim lim ——=——-==-occar lim ——s——0r=
x—l->+oox2+1 2 xotof (P41 2 x>+ ¢ (x% +1)

—X
=0 doncla

b.Vrai: lim f(x)—(—-’i)= lim
X—>+0 2

2
X—>+0 x

+1

droite Dd'équation y = —% estasymptoted C en +wetelle

—X
e
est située au dessus de Ccar — " >0.
X"+

¢. Vrai: La fonction f estdérivablesur U ;

e (x4 1)-eF(2x) 1 goit

f'(x)z (x2+l)2 2
Fix) = —e—x(x2 +2x+1) _l _ —e_x(x +l)2 __l_ qui est
2 +1)? 2 (x4 2

toujours strictement négative car somme de deux termes
strictement négatifs. f est décroissante sur O .

d. Vrai: La fonction f estdérivable et strictement
1 1
décroissante sur 0 , {0)=1 positif et {1)= 5— - —2— donc
e

négatif. fest donc bijective et il existe un unique réel
a e] 0;1 [ solution de'équation f(x)=0.

Exercice 3:
2
a_Faux:f,(x):ex(ex-{-l)—ex— ex _ __e2x <o
(e"+l)2 e’ +1 (e"+l)z
b.Vrai: lim < —In(1+&*)=0car lim & =0etinl1=0-
x—>—0]4 ¢ X——©

c.Vrai: D'aprésa. f'(x) <0 donc feststrictement

décroissante et d'aprés b) f tend vers 0 en - o donc £< 0 sur

1
C etl'équation na pas de solution réelle dans I= } —E ,+oo[

d. Faux:

. . 1
= lim —F———= =
X—ﬂ@e"+l X—l’m+°°/.( 1 +Ij lcarx!_l.)m+wex 0

&
lim In(1+&)= lim In&(e*+)= lim x+In(e* +1)
X0 X—3-H0 xX—>+o0

donc lim -In(l+€")-x= lim —2x-In(e”" +1)=—o0 et
JPlaln X—>+0
S pourfinir _lim f(x)~(1+x)=o0.
X—>+00

Conclusion : la droite D d’équation y=x-+1 n'est pas asymptote
3 ) mais la droite d'équation y =1-x estasymptote a Ax).

¥

Exercice 4:
- & +1 & +1
In(¢* +1)-In(l+e*)=xSM—F=x _x=e" &
1+e” 1+¢€
od+l=+1.
Exercice 5:
2F -3 =1
= 4x2* =32,2"=8,x=3,
3x2*+37 =33
x=3 x=3 x=3
= = ,$={(3:2)}
{8—3"=—1 {3y=9 {y=2
nx+lny=-2In4 lnxy=ln4'2 xy=—11€
1 = 1, soit
é‘.ey—j_; & =g 2 x+y=—%

Soit & résoudre 'équation : X - SX+ P=0,
X? +-l-
2
Or, bien évidemment, les valeurs négatives sont exclues car In
n'est pas définie sur IR. donc S = .

X+L=0<:>(X+-l—)2=0<:>X=—l=x=y.
16 4 4

Exercice 6:
a. 2x+]—+ = x+‘g_‘;1i-2_=2x+l_‘e"+l =/(x)
2 -l 2Ae" - 1) 2 -l
L ¢ =2+_e"+1+ze" =2x+1.ex+l=f(x):
2 & -1 2 -1) 2 -1
b gx)=28"-5¢ +2,X=¢", .
5+3
A=52-4x2x2=25-16=9=3%, X=——,
X2=ex2 =’1_'
2

gx) =2 ~2)(¢" —%).

1
: =2x+—= ,
c f(x) x+2+e“_1

.G —IP-¢ _2(2‘ 26 +1)—¢ _22' —5¢+2__ §%)
@- (@ (@-1f @-Y  @-

est donc du signe de g(x) et fest donc négative entre In 2et-In
2, positive ailleurs.

fx)=2

Exercice 7:

1.a.En 400, x—1 tend vers +w et 2—¢ * tend vers 2 car
& tend vers 0 ; fa pour limite 400,

b. f(x)-(2x-2)=(x—1)(2-e"‘ )—2(x-1)=(x—1)(-e"‘)

: avec les croissances comparées, ¢ * emmene tout le monde
vers 0,ladroite A d’équation y =2x —2 est bien asymptote a
C.

c. Signede f(x)—(2x—2)=—(x—1)e" :lorsque x <1 Cest

positif, donc Cest au-dessus de A ;lorsque x >1 Cest
négatif, donc Cest en dessous de A.

3.2 LOYx-D( 26 - 267 ) 2" Hx-1e" 22" 4"
d'oll f'(x)=xe ¥ +2(1-¢7").

ook



W

b Comme xest posmf xe

x>0=>-x<0=>¢”
donc £ est positive.
c f0)=0+2(1-1)=0.

*>0 et

<d =12 -1<01-¢%>0

3
2.Comme x >1 il faut calculer —J. —(x~-1)¢*dx :onpose
1

u=x-1 u'=1
= d'ou
vi=e”* v=—e~
J- 3(x— e dx =[—(x—1)e"‘ :'3 —I * X dx = 26" —[e”‘ ]
1 | 1
Comme l'unité d'aire est de 2 cm x 2 cm, soit 4 cm?, on a donc
(e" -3¢7 )4 ~0,87 cm?.
3.a. Latangente a Cestparallelea A lorsque f'(x)=2:
mémes coefficients directeurs ; on a donc

fi(x)=xe"+2-2e =20 x" -2 =0 (x-2) =0 x=2
. Le point A a pour coordonnées 2 et

f(2)=(2-1)(2-e‘2 )=2—e‘2
b. La distance du point 4a ladroite ax+ by+c=0 est
|ax,, +by, +c¢

| ;ici A apour équation cartésienne
Vat +b*
2x ~y—2=0 dounotre distance est

|22-@2-¢%)- 2\ e
——,soitencm: 2 —.
V22 +(-17 ~/§ Vs
x 0 +a0
10 +
+00
f /
-1
Exercice 8:
Bartie A
1. g'(x)=¢" -1 estpositivelorsque x>0 ;
2(0)=1-0-1=0 : comme gest décroissante avant 0 et

croissante aprés, gest toujours positive.
2.Comme g(x)20,0na & -x21=¢ —x>0 (ceci
montre que fest définie sur IR).

Partie B
l.a. lim f(x)= lim ¥~ lim —1-=—1—=0;
X400 x40 gy x40 &5 +00
X
lim f(x)= llm = lim ——1—————1———1
X—>—o g —x x-S 0-1 '

b. On a une asymptote horizontale en — : y = —~1 etune
autreen +00 : y =0,
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%

(& —x)-x(F ~1) & —x-xef +x (1-x)

2- . ! = = = .

BT Ty @ -2F (@ —x7

b. fest du signede 1—x.

3a. y-f(0)='(0)x-0)= y=1x.

b.

fo)-x = X e x—xé +x° ___—x(e‘ —x—1)=—xg(x)
€ —x € -x € -x € ~x

.Comme gest positive, ainsi que € —x, f(x)-x estdusigne

de —x, soit positif avant 0 (C est au-dessus de T), négatif apres
(Cest en dessous de T).

4,
X —0 1 +0
f + 0 -
1
f / e—l\l
31y
2 4
1 -
. o : X
6 -4 2 2 4 6
-2 4
.3 4
Exercice 9:
g(x) (x+])2 2l
1.

g'(x) =Ax+1)e* +(x+ 12— ) =(x+De*2-x-1)=(x+1)(1 —x)e’

2.a. lim gx)= lim x2¢* = lim X2 =0,
Xp—00 X—p—0 X—>+00
b. lim gx)= lim x?¢* = lim X% =0.
X—>+00 X—»4a0 x-)—go
C a une asymptote horizontale en +oo0.

7'y i

-3 2

4. a.Si k< 0, pas de solutions ; si £= 0, une seule solution :
x=—1,si0< k< 4/¢, 3 solutions, si k= 4/e: deux solutions
dont x= 1, enfin si > 4/¢ une seule solution,

b. Si x> —1, {x) est toujours inférieur ou égal a 4/ e (<2), donc
fx) = 2 n'a pas de solution sur [1; +oo[. Lorsque ¥ < =1, fest

J
X
1
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continue monotone strictement croissante de ]—oo ; —1[ vers PartieB:
]O ; +oo[. Comme 2 est dans cet intervalle, il existe une seule . .
valeur de xpour laquelle {x) = 2. Calculons f—2)=7,39 et 1. Pour >0, ¢ >1 donc lim ¢ -1=0icomme
£—1)=0;comme0<2<73%0na~-2< a<-1. x>0
c. Nous savons que lim é‘ +1=2 onendéduit que fjm ¢! - o et comme 2x
\/——' x—0 x50 & — ]
a+l= 2e" x>0 x>0

_ 270 5w, -
fle)=2=(a+lye” =2&(at 1)2 =28 = tend vers 0, ftend vers 400 en 0+. En +00 numérateur et
a+1=—2& i
dénominateur sont équivalents 3 ¢ donc le quotient tend vers

; comme & < —1 on choisit la racine négative, soit 1 et ftend vers +© en se comportant comme

a 1 1
=-1- 2 2x+—.1=2x+—.
a 1 \/Ee . 5 )
C . } 1
Exercice 10: 2.a. f(x)—(2x+——)= tend évidemment vers 0 3
1. & - +1=X-X+1 en posant X =¢".Onaalors 2 -

I'infini donc asymptote.

A = -3 < 0 doncle trindmes est positif ainsi que €2 — & +1
b. & —1>0 <> x>0 donc (C) estau-dessus de (D).

26— Q1)

)= donc fest du signede 2¢* —1. 3. fest la somme de deux fonctions dérivables et est donc
, e+l F e+l 1
‘ 1 1 dérivable. On dérive a partirde f(x)=2x+—+
Ce terme est positiflorsque & >~ < x>lh—< x>-In2. 2 & ‘1
2 2 Foy=241—=2 24 12-& 25342 g)
Par ailleurs f(—ln2)=ln(e'2'"2 —e'l"2+l)=ln(%—%+lj=ln%. (é'—l)z (é‘r—l)2 (e‘“'l)2 (ex—l)2

festdonc dusigne de (¢f -2)(2¢" -1),0r

- ¢’ i * dent 0.Onadoncf
2.En oocestfacxlecare2 et & tendent vers nadonc o250 x>In2 et 265 —150 x>In1/2=~In2.

qui tend vers In1=0, En +o© er - & +1 se comporte comme X 0 In2 o0
&* et tend donc vers +o0. er—2 _ 0 "
3. 2er—1 + +
. J’Y—é\"ﬂ 2 2 f' - +
So-2x=In& —e‘+l)—lr(e7")=ll{ > = —¢ +)¢ ¥ ]=In(1-¢* +¢%) o goms
Les termes ¢ > et ¢~ tendentvers 0 4 I'infini, donc f \ /
f(x)—2x tend verslnl=0.Ladroite y = 2x estdoncasymptote - fIn2)
de (C). 4, (C) admet deux asymptotes : la droite d’équation (x=0) et la
4, La tangente en 0 est- (y = x). Figure a la fin. droite (D).
5. L'équation &% — & +1 =% est équivalente & 8§
3 7 3 7
=1In(7/8).Comme —<—<1,ona In-<In—<0,il 6
S(x)=1n(7/8) 153 2 2 y
a donc deux solutions. Par le calcul on pose X = ¢€*, ce qui .
7
donneléquanonX X+I~E—O®X2 X+§ 0,
A=I—l=—l— d’ou les racines x =_1.+ 1 =y = ‘ et i
2 2 Y, It zf
1 1 0 1 ) 3 4
.X2 =——> 0 Qxl 7 T - .
2 2J§ 2 2\/— 5.a. mreprésente 'ordonnée a I'origine de la droite, ces droites
sont toutes paralléles.
; 1
1y Sim< 3 ,la droite (Dm) est parallele a (D) et située sous (D)
4
1 1
* _ s donc elle ne coupepas (C);si m= 3 on voit que (D) ne coupe
2 '/ . |
"1 Y7 pas ( C), c'est'asymptote ; si m> 5 il semble que la droite
N >4 (Dm) coupe ( C) en un seul point.
b.
1 2mt]
: c%c+—+—— —2v+m<:>——m— 1=l s 2
fxarclos 11 Meneixo 2 &l &-1 -1 2m-1

Partie A : 1l suffit de « partir de I'expression de droite » dans
chaque cas, les résultats sont immédiats.

£ ez
o8 %




2m+1 >0<:>me[—oo;—l:lu[+l;+oo] et
2m-1 2 2

comme x doit étre positif :

-2m+1
x=In 2m+1 >0<::’2m+1>“i>2m+1 m
2m—-1 2m-1 2m-1

Donc il faut

>0<::>m>l
2
Partie C
e
1..[ ——dx=ln(é‘—l)+K car € -1>0.
e -1
2

f(x)—(2x+%)=———l:>‘[ fo)- (2x+—2—) =In(é ~1)-x+K

'3 Comme (C) est au-dessus de (D) , I'aire cherchée vaut

n4
1) 2x+—) [ln(e‘ 1)—x] =in3-n4-In1+h2=h3-In2
In2

Exercice 12:

Partie A

1. a. Remarquons de suite que
fix)= ex e ex 1
1+e* it & T

est L=0 etlalimite en —© est ——]—=1.
+00 0+1

donc la limite en 400

b. Les asymptotes sont y= 0 en

T —In2 O | 4w ety=1en —o.
U - e +1) &
0 o | T T Ty

qui est évidemment
- strictement négative.

JOEE

\ ln(B//
1

3.y =f’(0)(x-—0)+f(0)=——3x+—.

2
X

4.a S AN Bk bk

foHf) 1+ 1+&° (l+¢-

2+e ¥ +¢
)(1+e“) e X111

b. Le point de coordonnées ( 0; 5 ) est un centre de symétrie de C.

c
y
02
. & X
% 4 2 0 2 4 6
Partie B
lLa ux)=l+e*. u'(x)=-¢*

_x L]
e -u
b. On remarque que f(x)= l = —— donc les primitives
u

e
de fsontde la forme
F(x)=—ln|u|+K=—ln(l+e_x )+K.

S
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En0,ona A0)-In2=-In(1+1)+K= K=0.
2.a2.&Db.

A= J' :f(x)dc=[——h1( 1+e* )]; =In{1+¢" )+ 1+€)= ln——— 2

1+e'  etl

3
! 1 1
‘h-‘-j?/("ﬁ*'{lw‘eﬁ le“"};;w( 1"+ 1+ 2

On pouvait s'attendre au résultat car

Ly 1
J : "foh s | S

n

Exercice 13:

A. La fonction £

._ex—zT—’ lim _xl =1, lim f(x)=4l
&+l ¥+l x4me ] X —> +00
lim & =0= lim f(x)=0.

X —> —© X —>» —0

La courbe C admet donc deuxasymptotes horizontales : la
droite d'équation y= 4 en +c0 et la droite d'équation y=0en
—Q0, )
2. x> € estdéfinie et dérivablesur IR; x> € +1 est
définie et dérivable sur IR et n'est jamais nulle. Donc fest
dérivable sur IR, et

& +1)-F 5 &
fi(x)=4 ( ) 5 =4 > : £(X) > 0 pour
( & +1 ) ( e +1 )

tout xréel, donc fest strictement croissante sur IR.

Tableau de variations de £

x
+00
fx) |+

KX) / *
0

3. xa=0et ya= £0) = 2: pour montrer que le point A est
centre de symétrie de C, montrons que, pour tout xréel, * xa - x
€Dr et xa+xe D¢ : vraicarDr=R

*£xa-x)+ Lxa+x) =2y

f(—-x)+f(x)-4—£-+4_ EE e+ | EFreF 2 4
el EEF4) | FreFe2

C.QF.D.

4./(0) = 1:I'équation de la tangente 3 Cen A estdonc: y-2 =

1(x-0) soit: y=x+ 2.

B. Sa dérivée

1. f est définie sur IR. De plus, on sait que pour tout xréel,

f—x) + £x) = 4, soit en dérivant :

=f{(*)+f(x)=0= f'(=x)=f'(x) : £ est une fonction paire.

2 4 4 €% donc lim f'(x)=0 ;
f'(x)=4 =4 '

D T A

lim f'(x)=0:C
x——)—eof (x)=0 : C' admet donc une asymptote

de plus,

horizontale, d'équation y= 0, en 4+ eten —wo,




ex(e"+1)2—é‘x2e"(é‘+1) JFE D)= x2

3. f"(x)=4 =4
’ (é+1)] (&1
& - g2x
n( ) 4
f &

/‘(x) est du signede & —&
_s0od > ox>2xe0>x.
Tableau de variations de /:

X —00 0 +00
() + 0 —

" / 1 \1\)
0

S. Il semble que C se trouve au-dessus de C'. Pour le montrer,
étudions le signe de x) - (X) :
1
PP i _ & &
(¢4) (#n) P (ex+1)

LX) - £(x) > 0 donc C estau-dessus de C'.

C. Une de ses primitives

1. a. fest dérivable sur IR, donc elle admet une infinité de primitives.
1. b. Soit Fune primitive de fsur IR. fest sa dérivée, et {x) > 0 pour
tout xréel donc F est une fonction stricternent croissante sur IR

¥
ux)

2. On reconnait dans I'écriture de £x) le modéle: £x) = 4

avec u(x) = e +1
Les primitives Fde fsur IR sont donc dela forme :

F(x)= 4:ln( e +1 ‘)+ K, K e 1) . Or, pour tout xréel,

e+ 1> 0 donc F(x)=4ln(e"+l)+K,KeD .

De plus, A0) = 0donc: 41In(2) + K=0; c'estadire K= —4In
2. ll vientdonc: Alx) = 4In(ex+ 1) ~ 4In 2.
3a.  lim x)=+0 ; lim =—4In2.

a x—>+ooF( ) oim Hx) n2. I admet

donc une asymptote horizontale, d'équation y=—41In2,en —©.
3.b. Etude de I'asymptote oblique en +<0 :
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H

. - I . _ = ki Xy
xllm (Rx)~(4x—4ln2))-th (4In(€V +1)-4in2 4x+4ln2)—xl_u)'n°°(4ln(é"(l+e N—4x)
= lim @x+4in(1+¢*)-40=_lim (4In(1+6¥))=0
X0 X—>He0

[T admet donc une asymptote oblique, d'équation y=4x—41In2,en +x.
4, Tableau de variations de F:

X —00 +00
£x) [+
—4In2
Graphiques
4
S - . Arymplote harizvatale -y < 4
2
/ Y0 ()
Asympioic horizontale © y = ) 7 X:

VT

Asympiote oblique 1y =4x - 4ln2

“v

Asymplote horizontale 1y =-4In2

Exercice 1:

FONCTION EXPONENTIELLE
Exercices non corrigés

Calculer les limites suivantes :
x 24 |

1. @) lim
) Jx| 2+ x3 — [xf >+ x4 1

. X 2x M e H
2. lim 2" -¢**; lim ; lim

X+ x =0 X x =0 X

lim (x - *) lim[ ¢ ] lim (5 - 3x)e™,

X =+ x40l X — | X~ oo

o[ 3e* -1 [ e +se-12
lim + lim '
x| 5e* 2 | xvred ~2e7% 4 5¢% -2

X 3x
lim(ln[e +1D, lim (x-e"), llm( ° ]
X—> 100 e* -2 x—>tw x—to| 5x —1

llm[(x 2)e™ '} et lim [(x 2} '}

x—1

3. calculer les limites suivantes
3 2
lim (2" lnx) lim [ex 'l] . lim (f_i],

x—>0* x—0* -\/;
lim (x3"‘ e") , lim

|
L ) .
xe* |; lim (e X )
x—=0* x—0*

i 1

" eSnX | &
”;“ — |’ lim|—
X X x—0* X

Exercice 2:

Résoudre dans IR? les systémes suivants :




e* +e¥ =2 e +e¥=7 2%.2Y =8
a) ,b) €4, et
3e* ~2¢¥ =4 ety =10 2% 42V =542

e) %" (‘/E)y =24
3*.27Y =9
Exercice 3:

Résoudre dans IR les équations et inéquations suivantes :

o~ _—e—1,b) e 4e*=2=0,0)

L ae Jer

X
e =3e*,d) e ~3=4e" ) ez 2
1-3e*
2% X _
[-') e__.:_?___4.=]
3e* -2
2. &) -1 -3)<0,) e <0
ex _2e3x

1-3e>7x
Exercice 4:

>2,4d),

f(x)=xe" six<0
f(x)=xlnxsix>0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0
2. Montrer que f est dérivable et calculer f(x)

On considére la fonction f: 5 {

Exercice 5:

Soit S =0 et g(x) =ln(1+x+e"‘)
f(x)=(0-e")Inx
1. - Déterminer Dret Dg
2. Etudier la continuité et la dérivabilité de fet g,
3. calculer les limites de f et g aux bornes de leur domaine de
définition
4. calculer f(x) et g'(x)

Exercice 6:

1. Soit ¢:x+——>(l+l)e£ +1
x

a) Etudier les variations de ¢
b) En déduire le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x

, . - f(0)=0
2. Soit fla fonction définie par:
fx)=—7
1+e*

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0
b) Etudier les variations de f

¢) Soit ( C) la courbe représentative de f dans un repére (O; T; ])

i.Calculer |jm [f(x) - f}
2

X—p400|

X Vx20

ii.Conclure puis tracer ( C)

Exercice 7:

A-
1. Soit g:xF>x+1-Inx

a. Etudierles variationsde g
b. Endéduire le signe de g(x) en fonction de x

2. Soit x> (1 + l) In x - Etudier les variations de h puis tracer
X
sa courbe représentative

B-

s
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L,
Soit f 1a fonction définie par {f(x =x *si x#0

f(0)=0
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0
. f(x
2. a)calculer lim ) . Démontrer que Vx>0et x#0
X—»+0 X
lnx
ona J)-x_er -1
Inx Llnx

b) Montrer que la fonction x S(x) admet une limite en
x

+00, La fonction x > f(X) — X admetelle une limite en +c0 ?

3. Montrer que f est une bijection de [0;+oo[ sur lui-méme.
4. a) Montrer que f"(1) =0

b) Tracer la courbe représentative de f et la tangente
A cette courbe au point d'abscisse 1. (Considéré
comme point d'inflexion).

Exercice 8:

H

nx
x-1

f(x)=e
f)=e

1. déterminer le domaine de définition de f

2. montrer que f est continueen 1

3. déterminer les limites de f aux bornes de son domaine de
définition

4, montrer que f est dérivable puis calculer £ (x)

Exercice 9:

Soit f une fonction définie par:

Soit £ la fonction définie sur IR par : f(x) = e -1

e’ +1 ‘

1. Justifier que f est continue et dérivable sur IR,
Expliciter f "

2. Dresser le tableau de variation de f et tracer dans
un repére orthonormé C,

3.  Montrer que f réalise une bijection de IR sur un
intervalle a expliciter.
4. Soit f “'sa bijection réciproque, En quel point sa

réciproque est-elle dérivable ?

5. Calculer (f_|)'(0) ; (f“')'(_;) et(f-l)v(_,i_).

6. Soit y € f(IR). Déterminer son antécédent par f .

En déduire f" .

7. Tracer dans le méme repére C e

Exercice 10:

Soitla fonction f définie par: F() N |,12€‘ _|’.
2
1. Déterminer le domaine de définition de f

2. Etudier les variations de f




AN

£4
. : _
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3. Déterminer lim (f(x)—x)et Probléme 1
X—»=00 e—\'
i _x 1 Soit f une fonction définie par: f(X)=x+——r.
A -5ty 2Ae*-2)

. be représentative et ses asymptotes. . S
4 Tracerla courbe rep Cf yme 1. Déterminer le domaine de définition Df de f

Exercice 11:

2.. Etudier les limites aux bornes de son ensemble de

Soit f la fonction définie par: f(x)=x-2+ = . définition D/ _
1. Montrerque f(x)peuts'écrire 3. a) Montrer que la droite Dl d'équation: ) = X est
une asymptote a la courbe représentative C ,de f .
Sx)=x+2-—— :
l+e Préciser la position relative de C 7 par rapport a Dl .

2. Vérifier alors que C‘/. admet deux asymptotes b) Calculer ;. [f(x) C(x+ _;_)] _En déduire
obliques au voisinage de -+ 0O et au voisinage de
— 00, Préciser les positions relatives. I'existence d'une asymptote oblique D2 aC T

3. Etudier les variations de f puis construire C/' ) Donner une équation de D2 ; ainsi que la position de

Exercice 12:
Soit f une fonction définie par:  f(x)=x" —2x+2xe™. ]
1. Etudier les variations de f 4. Montrer que le point I(n2;In2+ Z) est centre de

C , par rapport a cette asymptote.

2. Soit g lafonction définie par: g(x)= x? =2x. symétrie de C, '

Montrer au voisinage de + 0, ¢ et sont
g C/ Cg 5. a) Montrer que f est dérivable sur D / et calculer f "

asymptotes. Préciser leur position relative.

3. Vérifier que I'équation f(x) = 0admet une solution b) Montrer que pour tout x € D‘,- )
aell5.6 , (e* =1)e" - 4)
Exercice 13: f'(x) = (er —2)°
1
x+1 - . -
1. Etudier les variations de & définie par: g(x)=——~e" +1. ¢) Etudier les sens de variation de f sur D.f' '
X

d) Dresser le tableau de variation de f .
Et en déduire le signe de g(x).
6. Construire C  dans un repére orthonormal
2. Soit f la fonction définie par: :

x (O; 7;]‘).

= six#0
/() | i 7. Soit & la restriction de f aTintervalle ]— 0; 0].
+e
a) Montrer que & réalise une bijection de

f©=0 ) we '
a) Etudier la continuité et la dérivabilité de £ en 0. ]_ 0, 0] vers un intervalle ] & préciser.
b) Dresser le tableau de variationde s, b) Calculer g(0).
¢) Etudier les limites quand X tend vers T o0 de ¢) Soit g"l sa bijection réciproque. Etudier la

,:f(x) - %:] . Conclure.

dérivabilité de g™ en——.
d) Construire C Iz 2

. Probléme 2
Exercice 14: On se propose d’étudier la suite u, définie par:
_._I u’l
Soit f La fonction définie sur IRpar: ) f(x)=¢ * six#0 U, = 1 . u e
0= = .
£(0)=0 2° w42
1. Démontrer que f est continue sur IR, 1. Soltfla fonction de l'intervalle [0; 1 ] dans IR définie
2. Démontrer que fest dérivable Vx # 0. Calculer e’
alors f(x). par: f(x) = —r.
3. Etudier alors la dérivabilité de fen0. ' x.,+ 2
, o a) Calculez F'(x) ; f"(x).
4. Dresserle tableau de variationde f . b) Etudlez le sens de variation de f. Quelle est I'image du
Construire C/, dans un repére orthonormal segment [0, | ] parf?




¢) Démontrez que, pour tout réel x de I'intervalle [0; 1 ]

1 2
<)< =
4 3
d) Etablissez que I'équation f(x) = x admet une solution

unique dans 'intervalle [0, 1 ] :

2. a) Prouvez que si la suite u admet une limite L, alors f(L) = L.
b) En utilisant le 1.c), démontrez que, pour tout naturel n:
urz+l _L < 2
u,-L 3
Déduisez - en que la suite u converge vers L et déterminez

0<

un naturel no tel que si # 2 A, alors ‘u" -—L‘ <107°.

Probléme 3

Partie A
Soit fixH> (1 + x)(l +e'™* ) et (C) sa courbe
représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé.
1. soit g:xt>1—xe'™
a.  Etudier les variations de g. En déduire le signe de

2. a. Etudier les limites de fen Foo.
b. Etudier les branches infinies de ( C)
c.  Etudier les variations de f puis montrer que f
admet une réciproque f1. Est elle dérivable en 4?
d. Etudier la position relative de ( C) par rapporta sa
tangente au point d'abscisse 1.
e. Construire dans le méme repére les courbes (C), (C)

et (A):y:x—let (A):y=x+1

1. a. Montrer que f(x)=x© x<-1
In(x-1)-x+1=0

b. Etudier la fonction A#:x+> In(~x~1)-x+1.En

déduire que 'équation f(x) = X admetune

solution unique qu’on notera a dans IR
2. a. Comparer f(x) et x pour x=-2 puis x=-1. En déduire

que Vx € [—~2;—l] ona—2< f ' (x)<~1
b. Déduire des questions précédentes que x e [_ 2;_1] ona

l s(f")(x)s .

14262 1+é?

c. Montrer queVx e[-2;~1] ona |f"(x)—a|s 1
1+

o Ix—al'

d. Soit (u, ), la suite définie par {”0 =1
u, =f",,) ¥nz20
i. Montrerque V220 ona u, € [—- 1;—2]
ji. Endéduire alors que V=0
, -l

1
(1 + ez)"
Probléme 4
Soit fl'application de ]0;+oo[ dans IR définie

u, - a - Calculer lim u,

n—>+®0

1¢+1
par f(x)=2x+ 5—;———1 , et gl'application de IR dans IR

définie par g(x)=2&* -5¢& +2.

Partie A

H
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1. Montrer que, pour tout xde ]0 y+ oo[ ,on

1
a f(x)=2x+—+—.
J(x) A
2. Montrer que pour tout xde ]0 ;+oo[ on

1 e
af(x)-—2x-5+ Fh

3. Résoudre I'équation g(x) = 0 puis factoriser &%),
Partie B : Etudede £
1. Calculer les limites de fen 0 et en +0.
1
2. a. Montrer que la droite (D) d’équation y = 2x +-£ est

asymptote 2 la courbe (C) représentative de £

b. Etudier la position de (C) par rapport a (D).
3. Montrer que la fonction dérivée de fest du signe dela
fonction gde la partie A et dresser le tableau de variation de £
4, Réprésenter (C) et ses asymptotes dans un repére
orthonormal (unité graphique : 1 cm) _
5. a. Etudier graphiquement suivant les valeurs du nombre réel
m, intersection de (C) et de la droite (Dm) d'équation y= 2x+ m,
b. Démontrer par le calcul ces résultats (on pourra utiliser le
Al).
Partie C : Calcul d'aire
1. En reconnaissant la forme

u'(x)

X

, déterminer les primitives

¢
sur ]0;+oo[ de la fonction x > ——.

& -
2. En déduire, en utilisant A.2,, les primitives sur ]0 3+ 00[ de
1
f(x)—(2x+§)-

3. Calculer l'aire du domaine plan limité par (C), (D) et les
droites d’équation x=1In2 et x=1In 4.

Probléme §

&

Soit fla fonction définie sur IR par: f(x) = 4?——
+1

On désigne par C la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal (O ; 7, j )

(unité graphique : 2 cm)

1. Déterminer les limites de fen —0 eten +c0 .En déduire les.
droites asymptotes a C. o
2. Etudier les variations de fet en dresser son tableau de
variations.

3. Démontrer que le point d'intersection A de C et de I'axe des
ordonnées est centre de symétrie pour C.

4, Donner une équation de la tangente a Cen A.

5. Tracer sur un méme graphique : C, sa tangente au point A, et
ses droites asymptotes.

On considere la fonction £, dérivée de £On note C’ sa courbe
dans (O, i, ] ).

1. En utilisant le fait que C admet le point A comme centre de
symétrie, justifier que /* est une fonction paire.

2. Déterminer les limites de /" en —00 eten +co0.En déduire
les droites asymptotes a C'.

& -2
(1+ &)

dresser son tableau de variations.
4. Tracer C' sur le méme graphique que C.

3. Montrer que f"(x) =4 ; étudier les variations de £et

£ %




5. Justifier la position de C’ par rapport aC
.Un es primitiv
1. a. Justifier que fadmet des primitives sur IR.
1. b. Soit £, la primitive de fsur IR qui s'annule pour x=0, et
soit ' sa courbe représentative dans un repére orthonormal (
O ;% ¥) (unitégraphique: 2 cm).
Quel est le sens de variation de F?
2. Expliciter Ax), pour tout xréel.
3. a. Déterminer les limites de Fen —© eten +.En déduire
une propriété de la courbe I".
3. b Démontrer que ladroite A d'équation y=4x-4 In2 est
asymptotea I'.
4. Résumer les résultats précédents dans un tableau de
variations. "
5. Tracer I et ses asymptotes sur une autre feuille de papier
millimétré. :
Probléme 6
L'objet de ce probléme est I'étude d'une fonction et le tracé de
sa représentation graphique (partie B) s‘appuyant sur ['étude
d'une fonction auxiliaire (partie A). On calculera enfin une aire
(partie C). On prendra soin de faire figurer sur la copie les
calculs intermédiaires conduisant aux résultats.

PARTIE A

1°) Soient 4, bet cdes nombres réels.

On définit une fonction gsur Rpar g(x) = (ax+ b)ex+ ¢
On note g’la fonction dérivée de g

a) Calculer g(x).

b) Le tableau de variation de gest le suivant:

x —0 0 1 2 +00

g'x) + 0 -

2 - 22
26 —
X - 1 \
-0

En utilisant les données numériques de ce tableau, établir que a
=1, b=-1et c= 2. Ainsi pour la suite du probléeme : g(x) = (2
x-1)ex+2.

2°) a) Montrer qu&1'équation admet une solution unique dans
l'intervalle [- 1;:0]. On note & cette solution.

b) Déterminer a l'aide de la calculatrice la valeur décimale
arrondie au dixiéme de .

3°) Etudier le signe de g(x) pour x appartenant a IR

2

PARTIE B
Soit la fonction définie sur Rpar £x) =2 x+ 1-xe*

1) a) Déterminer la limite de fen 4+ (on admettra que lim_e_"_ = 40)

X
X —>+0

b) Déterminer la limite de fen -0 (on pourra mettre x en
facteur dans I'expression de fx)).

2) a) Soit f’la fonction dérivée de £ Montrer que £ (x) = g(x)

b) Dresser, en le justifiant, le tableau de variation de fsur R.
3) Dans le plan muni d'un repére orthonormal on appelle C la
représentation graphique de fet D la droite d'équation y=2x+ 1,

a) Déterminer lim{f(x) - (2x+D)]
X = +0
b) Donner une interprétation graphique de ce résultat.
¢) Etudier la position de C par rapport a D.
d) Tracer D et C dans le plan muni du repére orthonormal (O, ; . _7 )
On prendra pour unité graphique 2 cm.
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PARTIE C

Soient H la fonction définie sur R par H(x) = - e (1 + X) et hla
fonction définie sur R par #(x) = xe*
1) Montrer que la fonction H est une primitive sur R de la

fonction A.

2) Hachurer sur le graphique précédent le domaine limité par
la courbe C, 1a droite D et les droites d'équation x=0 et x= 1.
3) Calculer l'aire S en cm? du domaine hachuré.

Probléme 7
Partie A:
On considere la fonction: @ 1 x > e +x +1.

1°/ Etudier les variations de ¢ et déterminer ses limites aux
bornes.
2°/ Montrer que I'équation (x)=0 admet une unique solution

aetque: @ € -1,28,-1,27]
3°/ En déduire le signe de o.
2

PartieB:

e
On considere la fonction f définie par: f(x) = " et (C)

X
€
sa courbe représentative dans un repére orthonormé
(0; i; _]) (unité graphique 4 cm).
1°/
a) Montre que f est définie, continue et dérivable sur
IR.
b) Déterminer les limites de f aux bornes de son
domaine de définition.
¢) Montrer qu la droite d’équation y=x est une
asymptote a (C) et étudier sa position par
rapport a (C).
2°/
a) Montrer que f est dérivable sur IR

e’ p(x
b) Montrerque f '(x) = £P() ; en déduire

2
(e’r + 1)
les variations de f.
c) Dresser le tableau de variations de f.

3°/ Montrer f(&) = a +1 eten déduire un encadrement

de f(@).
4°/ Soit (T) la tangent a (C) au point d’abscisse 0. Donner une
équation de (T) puis étudier sa position par rapporta (C).
5°/ Tracer (C) ; (T) et (D) dans le méme repére.

PartieC:
On désigne par g la fonction définie par g(x) = ln(e" + 1) ;

1 0
(I) sa courbe ; / (OJ ; A (ln 2) et B le point de (I

d’abscisse 1.

1°/ Déterminer 'ordonnée de B.

2°/ Etudier les variations de g.

3°/ Donner une équation de la tangent 3 (I') 3 A.

4°/ On note P V'intersection de cette tangente avec le
segment [IB].
a) Donner une équation cartésienne de (IB)
b) Calculer les aires des trapézes OIPA et OIBA.

Probléme 8

S

=

=




____

On considere la fonction numérique fdéfinie sur j —o ; 1[ par
x+1
e

f(x)=

(x-1y"
On désigne par ( T ) la courbe représentative de fdans le plan
rapporté a un repére orthonormé (O ; i, j) , 'unité graphique

étant 2 cm.
Partie 1

1.a. Soit X =

e

. Prouver l'égalité f(x)= EXZeX .En
x —
déduire la limite de fquand xtend vers 1 par valeurs inférieures.
b. Déterminer la limite de fen —o0,
c. En déduire une asymptote a la courbe (T ).
2. a. Soit vla fonction numérique définie sur ] —co ; 1] par

Ll
Wx) = e*~1 . Calculer v{x).
x+]

el

(x-1*

c. Etudier les variations de £

d. Tracer la courbe ( I ).

Partie 2

1. Déterminer une primitive de fsur ] —o ; 1[.
2.Soit « unréeltel que 0 < o < 1. Déterminer

«a)= ]0 FCx)dx.

3. Quelle est la limite de glorsque « tend vers17?

4. Quelle est 'aire en cm? du domaine limité par la courbe de £
Y'axe des abscisses, les droites d’équations x= o etx=—a ?
Partie 3

1
1. a. Démontrer que I'équation f(x)= —2— a deux solutions dont

b. Démontrer que f'(x)=

Pune est —1. On notera £ 'autre solution.
b. Donner un encadrement de S de largeur 10-2,

2. Soit aun élément de ] —0 ; 1[. Déterminer graphiquement en
fonction de a, le nombre de solutions de I’équation fx) = £a).

Probléme 9
Le plan est rapporté a un repére orthonormal ( 0; 7,]‘ )

(unité graphique : 2 cm).

Partie A

On considere 1'équation différentielle : y” + 2y’ + y= 2e-~ (E)
1. Déterminer le réel a tel que la fonction y définie sur IR par
Yo(x)= ax*e™™ soit solution de I'équation (E).

2. Démontrer que y, fonction numérique deux fois dérivable sur
IR, est solution sur IR de (E) si et seulement si la fonction z
définie par z= y- jv est solution de I'équation différentielle
(E1): z"+22'+2=0.

3. On admet que les solutions de (E1) sont de la forme
z=(ax+ B)e* :fairela vérification.

4. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation (E).
5. Déterminer la solution fde (E) dont la courbe représentative

dans le repére (O ; i, 7) passe par le point de coordonnées
(-1; 0) et admet en ce point une tangente de vecteur directeur
i.

Partie B

Soit fla fonction définie sur IR par f(x)=(x+ 1)>¢*.Onnote

(C) 1a courbe représentative de £dans le repére (O ;1, /).

1. a. Déterminer la limite de fen ~c0o .

%
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b. Déterminer la limite de fen +oo . Donner une interpretation

graphique de ce résultat.
¢ Etudier le sens de variation de fet dresser son tableau de

variation.

2. Déterminer une équation de la tangente (T) & (C) au point
d'abscisse 0.

3.0n se propose dans cette question d'étudier la position de
(C) parrapporta (T).

a.Onpose k(x)=x+1-¢€".

Calculer k1x) ; en déduire le sens de variation de ket son signe.

b. En déduire la position de (C) par rapport a (T).
4. Aprés avoir reproduit et complété le tableau de valeurs ci-

dessous, tracer (T) et (C) dans le repére (O ; ;,])

X -2

-05]-025 (05| 1 2 3 4 6

fx)

Les valeurs de f{x) seront données a 10-2 prés.
5. On considére la suite (ux) définie, pour tout entier naturel 2
" n+l

non nul, par:u, =4 f(ndr.
n

a. Représenter us sur le graphique précédent.
b. Démontrer que, pour tout entier naturel 7non nul i

4f(n+1)< u, < 4f(n). En déduire le sens de variation de (un).
c. Déterminer la limite de la suite (un).

Probléme 10

On considére la fonction gdéfinie sur IR par gx)=(x+ Ye*

Soit C la représentation graphique de la fonction gdans le
repére orthonormal (O i, ]‘), unité graphique 2 cm.
1. Calculer la dérivée g de g Montrer que g (x) est du signe de
(1 - x2). En déduire les variations de g
2. Montrer que
a. lim gx)=+o.
X~>—00
b. lim gx)=0 etpréciserlasymptote a C correspondante.
X —>+0

3. Tracer la courbe C dans le repére (O ;7,}). On placera en

particulier les points de la courbe d'abscisses respectives -2 ; -
1;0;1et3.
4, a, Par une lecture graphique, indiquer, suivant les valeurs du
nombre réel & le nombre de solutions de I'équation g(x) = &
b. Prouver rigoureusement que I'équation g(x) = 2 admet une
solution a et une seule. Prouver que «a appartient 3 I'intervalle
[-2;-1}.

a2
¢. Montrer que o vérifie la relation o =-1- x/iez .
Partie B
On appelle Ala fonction définie sur l'intervalle [ = [- 2 ; - 1]

X
par: f(x)=—1-+2¢2.
1. Etude de £
a. Etudier les variations de fsur I,
b. En déduire que, pour tout élément xde I, {x) appartienta I.

c. Montrer que, pour tout élément xde ], |f'(x)| < ——1—

N
d. On rappelle que f(@) =« .En intégrant I'inégalité
précédente, montrer que, pour tout élément xdel,ona:

|f(x)—a|s—;—|x—a|.

S
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2. Approximation de o al'aide d'une suite
Soit (un) la suite d'éléments de [ définie par la relation de

récurrence us+1 = f{un) etla condition initiale 1, = ——2— .
a. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona:

1
|ty — | 55|u,, ~al.

b. En déduire que, pour tout entier naturel 7, on a

¢. Prouver que la suite (us) converge, préciser sa limite et
déterminer un entier mo tel que %, soit une valeur approchée

de a3 10-3pres. Calculer u,) .

Probléme 11

X
A. On désigne par fla fonction définie sur IR par f(x)=e? — €'

et on appelle C la courbe représentative de fdans le repére
orthonotinal (O i) )
1. Etudier les variations de £ Préciser les limites de fen —o et
en +o .
2. Déterminer le signe de Ax) en fonction de x.
3. Tracerla courbe C.
B. Dans cette partie, on se propose d'étudier la fonction g
X

définie sur IR" par g(x)=In|e2 —&* |.

On note G la courbe représentative de gdans le repére ( 0; 7,] ) .

1. Préciser les limites de gen —o0, en 4w etenO.

2. Calculer g{(x) et déterminer le signe de g{x) en utilisant le
signe de f(x) et le signe de fx). Dresser le tableau de variation de g
3. Démonter que pour tout x réel strictement positif,

g(x)—x=ln[l—e_5J.

Montrer que la droite D d'équation y = xest asymptote a la
courbe G. Etudier la position de la courbe G par rapporta D
pour tout x réel strictement positif.

4. Démontrer que pour tout xréel strictement négatif :

g(x)—-)2£=ln[l-e5}

Montrer que la droite dd'équation y =§ est asymptote a la

courbe G. Etudier la position de G par rapport a dpour tout x
réel strictement négatif.

5. Construire G, Dret d (on utilisera un graphique différent de
celui de la partie A).

Probléme 12
Soit gla fonction définie sur IRpar g(x)=¢" (1-x)+1.

1. Etudier le sens de variation de &

2. Démontrer que I'équation g(x) =0 admet une unique
solution dans l'intervalle [ 1,27 ; 1,28 ] ; on note a cette
solution.

3. Déterminer le signe de g(x) sur ] oo ; O[. Justifier que
&%) >0sur[0; af et g(x) <Osur]a; +o |.

B. Etude de la fonction £

SN
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+2,

fest définie sur IR par f(x)= e‘x 1
+

On désigne par Crla courbe représentative de fdans un repére
orthogonal (O ;i,7) ; unités graphiques : 1 cm sur I'axe des

abscisses et 2 cm sur l'axe des ordonnées.
1. Déterminer la limite de fen +o et interpréter
graphiquement ce résultat.
2. a. Déterminer la limite de fen —w .
b. Démontrer que la droite (d) d'équation y = x +2 est une
asymptote pour Cr
c. Etudier la position de Crpar rapport  (d).
3. a. Montrer que la fonction dérivée de fa méme signe que la
fonction gétudiée dans la partie A.
b. Montrer qu'il existe deux entiers pet gtels que fa) = pa
+q
c. Dresser le tableau de variations de la fonction £
4. Tracer la courbe Crdans le repére avec ses asymptotes et sa
tangente au point d’abscisse a.
Pour tout entier naturel n, tel que 7 2 2, on note D, I'ensemble
des points M(x, ») du plan, dont les coordonnées vérifient: 2 <
x < net2 < y < f(x) et on appelle A, son aire, exprimée en
unités d'aire.
1. Faire apparaitre Js sur la figure.
2. Démontrer que pour tout x, telque x > 2,ona:

7

—xe* <

8 & +1
n
3.0npose ], = J xe *dx.Alaide d'une intégration par
2

<xe*.

parties, calculer /» en fonction de n.

4. Ecrire un encadrement de A, en fonction de /s,

5. On admet que 4 a une limite lorsque ntend vers +w .
Déterminer la limite de /,lorsque ntend vers +co .

Que peut-on en déduire pour la limite de 4 lorsque ntend vers
+oo 7 Donner une interprétation géométrique de ce dernier
résultat.

Probléme 13

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (0; i, f),

toutes les courbes demandées seront tracées dans ce repére
(unité graphique 4 cm).
Partie A - ‘une foncti

X

festla fonction définie sur IR par f{x)= , I estsacourbe

+1
représentative dans le repére (o L)

1. Etudier la parité de .

2. Montrer que pour tout xappartenant IR, ~1 < f(x) <1.

3. Quelles sont les limites de fen —o0 et +oo ? En déduire les
équations des asymptotes éventuellesa .

4. Etudier les variations de fet dresser son tableau de variations; en

déduire le signede f('x ) surlR.

5.a. a étantunnombre appartenant a ]~1; 1[, montrer que
I'équation f(x )=« admet une solution unique 1. Exprimer
alors o en fonction de « .

1
b. Pour a = 5, donner une valeur approchée de o 3 10-2 preés.
Partie B - Tangentes 4 la courbe

1. Déterminer une équation de la tangente T12 I" au point
d’abscisse 0.




I
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. oY - 2 2. Déterminer la limite de gen —oo .
2. Montrer que pour tout nombre ¢réel, f ( {) =1- [f( t)] -En 3. Dresser le tableau de variation de la fonction g En déduire le
déduire un encadrement de £(9. signe de g(x).

3. Pour xpositif ou nul, déterminer un encadrement de i

Soit fla fonction numérique définie sur IR par

X
(H)dt, puis justifier que 0 < f(x) < x Quelles sont les
Iof() pus) a @) ¢ f(x)=€ In(1+2€°).

positions relatives de I" et T1? : 1. Calculer 7(x) et montrer que pour tout réel x,
4, Déterminer une équation de la tangente T2a I" au point 4 f(x)= 2672 &x).
1

’ e — 4X InX
d'ordonnée 2 2.Enposant X =1+2¢", montrer que f(x)= (T\’_l—)’—X_ .
5. Montrer que le point Bde la courbe I',d ordonn;ée positive, En déduire la limite de fen 400
ol le coefficient directeur de la tangente est égal a 3 a pour 3.En posant h=2¢", calculerlalimite de fen —wo .

4, Dresser le tableau de variation de £

coordonnées : ( In ( 1+ \/5 ) ;1 ) 5.0n note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a

un repére orthogonal (O ; 7,]’) (unités graphiques : 4 cm sur

6. Tracer I', T1 et T2. On placera les points A et 5.
I'axe des abscisses et 1 cm sur l'axe des ordonnées).

rtie C - Cal 'inté a. Déterminer une équation de la tangente T a la courbe C au
& —e* point d'abscisse 0.
1. Montrer que f(x)= — ien déduire une primitive de £ b. Tracez la courbe C et la tangente T.
& +e Probléme 14
2. Quelle est I'aire en cm? de la surface comprise entre I, la On appelle fla fonction définie sur IR par:
| droite d’équation y = xet les droites d'équations x =0 et x =17 I
' Hachurer cetteI surface sur la représentation graphique. f(x)=x e six<0
3. Calculer I [f(x)]2 dx . _ f(0)=0
0

) S
' 4. En utilisant une intégration par parties, montrer que : SGx)=xe" six>0

1 _
l J' ( 1 ——[f(x) ]2 )dx = ¢ -1 —In ¢ +1 . En déduire 1. Etudier les limites de fen —oo et 4.
0 & +1 e 2. Etudier la continuité de fen 0.

| 3. Etudier la dérivabilité de fen 0.
| Io x [f(x)]2 dx . 4, Etudier les variations de £

5. Montrer que la droite d'équation y=x-+1 estasymptote a

Probléme 14

1
l Soit gla fonction numérique définie sur IR par la courbe de f£(on sera amené a poser x = ?) .
&x)= ~In(1+2&), 6. Tracer la courbe de fdans le plan muni d'un repére
14+2€ orthonormal d'unité 3 cm.

1. Calculer g(x) et montrer que ce nombre est strictement
‘ négatif pour tout xde IR,

’ l PROBLEMES DE SYNTHESE I

Probléme 1 3. Montrer que 2e”
Soit £ la fonction définie sur /R {1}par: ' Mevxelbaw 0ff(x)=x+1- P
x-1 .
Ini—g) sixe [0: [ Ui + o 4. Calculerles limites de f aux bornes des intervalles de son
S(x) = e* —1 ensemble de définition.
T sixelo; 0 5. Endéduire les équations des asymptotes a la courbe C / de f .
PARTIEA: 6. Calculer f '(x) pourtoutx € IR — {0;1}.
1. Etudier la continuité de f au point d'abscisse 0. . o
’ . 7. Etudier les variations de f .
2. Pourtoutx € ]0; 1 [
8. Tracerlacourbe C, . Unité: 2cm)
a) Montrer que !
| vxelo; 1f x-l|=1-x et LX) In1=x)_In(l+x) PARTIE B
X x x . _— . - - 11
b) Etudier la dérivabilité de fau point d'abscisse 0. Soit g larestriction dela f?nctlon fa lintervalle | = ]1, + OO{
¢) En déduire les tangentes a la courbe représentative de 1. Montrer quela fonction g réalise une bijection de
, fau point d'abscisse 0. I'intervalle I sur un intervalle .J a préciser. Soit g'l sa
bijection réciproque.

| M
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Montrer que : I'équation g(X) = —e admet une unique
solution @ € ]1; +oo[.
» 2e”
Montrer que: Vx € J; g7 (x) =1—-— T
e —

4. Tracer la courbe Cg_,.

5. Déterminer l'aire du domaine :

(A)={M(x;y);-InT<x<-L,0< y < g (x)}

Probléme 2

Soit f une fonction définie par:
f(x)=xIn(l+x) six 20

In(1+¢e*) et Cf
f(x)=x+2In2- ————-In(l+e") si x<0
e

sa courbe représentative dans le plan muni d’'un repére
orthonormal direct (O,Z—i,f}).

I On pose A(x)=——+In(1 + x).
1+x

1) Etudier les variations de h sur Dh.
2) Calculer h(0) et en déduire le signe de h(x).
1)) 1) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
Interpréter ce résultat.
2) a) Etudier la nature de la branche infinie de Cfen + o,
b) Montrer que (D) : y = x + 2In2 - 1 est une
asymptote a Cfen -,
¢) Etudier la position de Cf par rapport a (D) sur } -0 ; O[.
3) a) Calculer f* (x) sur [0, +w [ et préciser son signe a 'aide
de celui de h(x).
In(1+e%)

X

e’

b) Montrer que sur ]-c0;0[ f'(x) =

4) Etudier les variations de f et dresser son tableau de
variation.
5) Tracer Cf.
1) 1) Montrer que f réalise une bijection de Dh vers

un intervalle ] que I'on précisera.
2) Soit f-lla bijection réciproque de f. Etudier la
dérivabilité de f-len 0.
3) Calculer f(1) puis déterminer (f1)'(In2).
4) Construire Cf1 la courbe représentative de f1

Probléme 3

Soit f 'application de IR vers IR définie par :
|
f(x)=ize" six <0
x

Jf)=x*Inx si x>0

f(©0) =0.

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en zéro.

2) a)Calculerleslimitesde f en - « eten +w,.

\
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b) Calculer f'(x), on précisera 'ensemble de
dérivabilité de f
c) Etudier le signe de f '(x) et dresser le tableau de

variations de f .

3) Etudier les branches infinies de la courbe C£
4) Tracer soigneusement la courbe C/(unité graphique 4 cm)..
5) aétantunréel tel que 0 < o < 1; calculer en cm?l'aire

a (o) de I'ensemble des Points M (x, y) telsque:a <x <1

et f x)sys
6) Déterminer hm a(a) et interpréter le résultat obtenu.
-0
Probléme 4

six20

ex
Soit la fonction définie par: | f(¥) =
xe’ +1

f(x)=xInx? si x<0

1. Soit g définie sur [0;+oo[par: gx)=x+2-¢€".
Etudier les variations de & .
2. Montrer que I'équation g (x) = (Qadmet une
solution unique (¥ . Déterminer alors le signe de
g(x) sur [0;+<o] .
Partie B
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

2. Vérifierque Vx>0 fx)= €"g(x) En déduire le sens
(xe™ + l)

de variationde £ sur IR+ .

3. Dresser le tableau de variation de f sur iR,

4. Etablirque f(a) = —-1—-
a+l

5. Déterminer une équation de la tangenteen In2

Probléme §

On considere la fonction f définie par :

f(x)= x+ln szxe]—oo I[U]—IO[
f(x)= x2 sixe [0,+oo[

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé unité 2cm.

Partie A

1. Donnerl'ensemble de définition de f. Calculer f(-2) et f(3).

2. Montrer que f est continue en 0.
3.
a. Etablir que la dérivée f’ de fa pour expression

f(x )- si xe foo~1[U}-1,0[ et
f'(x)=xe (2—x) si x € [0;+00].

La fonction f est-elle dérivable en ? Justifier votre réponse.
Dresser le tableau de variations de f.

Démontrer que I'équation f(x)=0 admet une solution o
comprise entre -1,6 et-1,5.

v o




P
|

e
a. Justifier que la droite (D) d'équation y=x est une
. asymptote 2 la courbe (C) au voisinage de —o0 .
] b. Etudier la position de (D) par rapport a (C) dans

Joos0]~ {13
7. Tracer (C), les asymptotes et les demi tangentes eau point
| d’absciise0 et les points d’intersection de (C) avec les axes
de coordonnées.
Partie B

Soit g la restriction de f a [0;2].
| 1. Montrer que g définie une bijection de {0;2] dans un
intervalle que I'on précisera.

‘ 2.  Onnote g'1laréciproque de g.
a. Montrer que I'équation g"1 (x) =1 admet une solution.

‘ b. Montrer que g"(—l-) =1.
e

3. Onappelle (C') la courbe représentative de g-2.Tracer (C')
en utilisant la courbe ( C) et une transformation 3
l préciser. Placer tous les points remarquables.
Partie C

Soit A un réel strictement positif. On pose I(A) = J'A f®adr-
0

’ 1. a.Interpréter graphiquement I(A).

b.En procédant par une intégration par parties calculer [()A)

2. Quelle estla limite de I(A) lorsque A tend vers +.
3. Onpose A=2

I a. CalculerI(2)
b.  Endéduire la valeur en cm? de I'aire délimitée par

4
(C') et les droites d’équation y=0, x=0 et X = -
e
l Probléme 6

, Soit fla fonction définie par
f(xX)=x*Inx si x>0
£(0)=0 :
1.

b) Etudier la continuité de fen 0.
c) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter
‘ géométriquement les résultats obtenus.

2.
a) Calculer les limites de fen — 00 et + o0
| b) Calculer f’(x), on précisera le domaine de dérivabilité
def.
¢) Etudier le signe de f ‘(x) et établir le tableau de
l variations de f.
3.

a) Etudier les branches infinies de la courbe
I représentative de f.
b) Tracerla courbe représentative de f dans un

repere orthonormé {O; T; 3) (unité 4cm).
l ) o étantunréeltel que: 0 < @ 1, calculeren
cm? 'aire q(Q) de I'ensemble des points

1
f(x)=;c—ze six<0 ot
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M(x) tels que : { a<x<1 yyaide dune
y fx)sys0
intégration par parties.

d) Déterminer lim q(Q) etinterpréter ce
a—0"

résultat.

4. Soit g larestriction de f sur ]0;%[ .

e

a) Montrer que g admet une réciproque g1 Préciser
son ensemble de définition J.
b) Etudier la dérivabilité de g-* sur]
c) Représenter sur la méme figure g1,

Probléme 7

P L R W W

x+1 ,
f(x)=(x2=x)e™ si x € Ji;+oq]

f(0)=0

Soit f la fonction définie par:

Partie A
1. Montrer que f est définie sur IR-{-1} et calculer

lim /(x), lim f(x) et lim f(x).

2. Etudier la continuité de fen 0 et en 1.. On pourra poser Y= 1
x=1
3. Etudier la dérivabilité de f en 0 et en 1 puis interpréter ces
résultats.
4. Etudier la nature des branches infinies.

Partie B
1. Soit A(x)= ln|x| + x + 1. Etudier les variations de h.

2. Montrer que I'équation h(x)=0 admet une unique solution Ol et
vérifierque 0,27 <o < 0,28
3. Déterminer le signe de h(x) suivant les valeurs de x.

a) Calculerf'(x) sur J-oo;l]—{~1}.
b) Déterminer le signe de f‘(x) sur ]— 00;1] - {-— 1} .

¢ Caleuler f'(x) sur ]1,400]

5. Dresser le tableau de variations de f.
6. Résoudre l'équation f(x)=0.
7. Tracer la courbe (C) (unité 1cm)
Partie C

1.

a) Déterminer les réels a et b pour que : L. a +—b— .
x+1 x+1

X
b) Donner alors une primitive de la fonction : x 5 —— .
x+1

¢) Enintégrant deux fois par parties donner l'aire A(/‘L) du
domaine délimité par la courbe de f, I'axe des abscisses et
les droites d'équation x =1 et X = A avec A > 1.
Calculer alors |im A(k).
A4

Probléme 8

=79 =




___

f(x):xe% six<0
f(x)=xIn(x+1) six>0
courbe représentative dans le plan muni d’un repére
orthonormé (O; ﬁ; V) et (A) la premiére bissectrice.(

(a):y=x)

1ére Partie:
1. Montrer que f est continue et dérivable IR.
a) Montrer que pour tout réel strictement négatifxona:

£'(x)>0.
b) Etudier les variations de f sur [0;+oo[ . Déduisez en que
f'(x)>0 sur :b;+00[

¢) Dresser le tableau de variations de f.

Soit f x> et (C) sa

. X
a) Déterminer lim [f( )j . Interpréter graphiquement le

X—>r+®0 X

résultat.

1
b) Montrerque lim lx(e’ — 1)J= 1 (Justifier votre

X—p=00
réponse).
¢) En déduire que (C) admet une asymptote (D) non parallele
aux axes que I'on précisera au voisinage de —©0.

d) Déterminer les points de rencontre de (C) avec (A)
e) Construire (C) et tous ses éléments remarquables.

2éme Partie :

1. Soit G: x> x2In(x+1) définie sur [0;+oo[.
Montrer que G est dérivable puis calculer G'(x).

2.
a) Montrer que fadmet sur [0;+00[ une primitive qu’on
notera F.
b) Déterminer les réels a, b et ¢ vérifiant:
2
(5
=ax+b+——
x+1 x+1

¢) Enintégrant par parties, déterminer alors la primitive de f
sur [0;+00[ qui s'annule en 0.
4. Déterminer en unité d'aire l'aire définie par

{M(xj telque0<x<e-1;f(x)<y<x
Y

a) Démontrer que f réalise une bijection 3 sur lui-méme.
b) Soit f1laréciproque de f et (C') sa courbe.
b-1) Préciser les points en lesquels {1 est dérivable et
dites pourquoi.
b-2) Déduire de la question l'aire de la boucle délimitée
par (C) et (C")

%
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Probléme 10

On considére la fonction

x)=e* —x-1six20
fixi f(x) :
f(x)=xln|x| six<0

a) Déterminer Dret les limites de f aux bornes de Dr.
b) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

a) Calculer la dérivée de f puis dresser son tableau de
variation.
b) Déterminer les branches infinies de (Cr) courbe
représentative de f dans un repére orthonormé.
¢) Construire (Cp).
3. Soita un réel strictement négatif.

a

a) Calculer /(a) =I S (#)dt puis en déduire lim I(a)
e a—0"

b) Calculer I'aire du domaine

{M(x;y)telque:-ls x<let0< ysf(x)}
e

$eo %

Probléme 11
Partie A

On considére la fonction g sur b;+oo[ définie par:

g =InG)+2-2.
X X

1. Etudier les limites de g en 0 et +00 ( en 0 on pourra poser

X= 1 et mettre X en facteur)

X
2

a. soit g' la dérivée de g. Calculer g'(x)

b. Etudier les variations de g et dresser son tableau de
variations.

3

a. démontrer que I'équation g(x)=0 admet dans b;+oo[ une
solution unique noté a.

b. Justifier 'encadrement 0, < <1.

¢. Donner une valeur approchée décimale & 10-2 pres par
exces de .

4, Déduire de I'étude précédente le signe de g(x) suivant les
valeurs de x.

Partie B




—
____

On considére la fonction f définie sur :k);+oo[ par

f(x)= e"[ln(xz) +Z]
x
1.

a. Calculer limf
+Q

X

b. Calculer la limite de f en 0( on pourra mettre A en
X

facteur)
2.
c¢. Calculer la dérivée de f
d. En déduire les sens de variations de f
(on pourra utilisé les résultats du A) )
1°/ Construire avec soins dans le plan muni d'un repére

orthonormé (O; i; ]) la courbe représentative de f en

prenant comme unités 4cm (axe de abscisses) et 0,5cm
(axe des ordonnées).

3.Calculer la dérivée de la fonction h définie sur b;+oo[ par:

h(x) =e" In(x?)

Probléme 11
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I1°/-

1.

a. Résoudre 'équation différentielle y"-3y'+2y =0

b. Donner la solution f vérifiant les conditions initiales f(0)= et
f'(0)=0

2.0n considére la fonction g:x+>e” — e’

a. Etudier les variations de g et construire sa courbe
représentative (Cg) dans un repére orthonormé (O; i; j)

unité lcm.
b. A tout réel B> (PB) ol (PB) désigne I'ensemble des points

M du plan dont les coordonnées x et y vérifient :

P<x=<0
0<y<gx)

. Hachurer ce domaine ; calculer en cm?

AN

l'aire A(B) de ce domaine et la limite de ce domaine
lorsque > —o0.
11°/ On considere la fonction /1 x > ‘e" - er' définie sur IR

X

. . €
1. Déterminer lim

. Justifier votre réponse.
x—=0 X

N

Etudier la dérivabilité de h & droite puis A gauche de 0.
3. Fairel'étude compléte de h puis construire sa courbe
représentative ( Cz) de h dans un second repere

orthonormé (O; u; V). On représentera les demi tangentes
en 0 a (Chn).

111°/ On considére la fonction 7 : x > In
1.

2x

x
e —e

Préciser le domaine de définition de n.
Démontrer que 1(x)—2x =In(l—e™) pour tout réel
x>0.

c. Déterminer lim In(1—e™").
X =>4

d. En déduire I'existence d'une asymptote oblique (A, ) On
étudiera la position éventuelle de (A] ) et (Cn).

a. Démontrer que pour tout réel x<0;
n(x)-x=Inl-e”).

b. Déterminer lim In(1-e*), en déduire I'existence d’'une
X —>—00

asymptote (Az) étudier sa position par rapport a (Ch).
3. Faire I'étude de n et construire (O;,;8, ).
4. Montrer que la restriction ¢ dena b,+oo[ admet une

réciproque <p" et construire la courbe représentative de

(C") dansle repére (0; E, 5 52 )
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SUITES NUMERIQUES

I- GENERALITE
1. Définition

..... o

.. Une suite est une fonction ( Application ) définie de IN ou d'une partie A de IN vers IR. L'image par la suite u de I'entier n est notée un au
. lieudeu(n). Lasuiteelle-méme estnotée (un).
Remarque : Ne pas confondre :
e  Lasuite (un) qui est une application ;
e Leterme derangn, un qui est un réel ;
e  {un, n € N}, ensemble des valeurs de la suite.
2. Modes iti ! ite
s Suite définie en fonction du rang n: un = f (n) (définition explicite).
le :
Soit la suite (un) définie par : us = n? — 5n + 3. Alors :
w=0—-(5x0)+3=3; u=1-(5x%x1)+3=-1;
w=2*-(5x2)+3=-3; u10=10%—- (5 x 10) + 3=53; us=5*—(5x5)+3=3.
“»  Suite définie par une relation de récurrence: un +1 = f (un) et la donnée du premier terme uo (relation de récurrence) .On peut
alors calculer de proche en proche les termes de la suite : u; = f(ug) ; uz = f(u1) ; us = f(uz),; etc.......

Exemple:

Soit la suite (un) définie par:un+1=2un+ 3 etuo=~— 1. Alors:

uir=uo+1=2u0+3=1; w=uw+1=2u1+3=75; w=u+1=2u2+3=13;etc..
3. Sens de variation d'une suite

Définition :

Soit un) nea une suite de nombres réels. On dit que :

La suite (un) est croissante (a partir du rang ne) lorsque un < un+1 pour tout entier 7= no.

La suite (un) est décroissante (a partir du rang no) lorsque un = un+1 pour tout entier 2 no.

La suite (un) est monotone (a partir du rang no) si elle est croissante ou décroissante (2 partir du rang no).

La suite (un) est stationnaire lorsque un = un + 1pour tout 2 = no.

(Constante si (un) est définie a partir du rang no).

N.B On définit la stricte croissance (ou décroissance) 4 I'aide de I'inégalité stricte un < un+1 (Un > Un+1).

Regle:

Pour étudier le sens de variation d’une suite (un), on compare V' n, un et un + 1 deux termes consécutifs. Pour cela, on peut étudier le
signe de leur différence, ou, s'il s'agit de nombres strictement positifs, comparer

Exemple :
+2
Soit la suite (un) définie par: us = ‘ng Alorsun+1= 2(81-:_11))‘:21 = znn133 .

_n+3 n+2 =3
Un+1=Un=on+3 "2n+1 " (2n+1) 2n+3) "
Pour tout entier naturel n, on a donc: ua+ 1 — un < 0. La suite étudiée est par conséquent décroissante.

Méthode : Etudier les variations d’une suite

1) Pour tout nde IN, on donne la suite (u:) définie par: # = n+4n+4,
Démontrer que la suite (1) est croissante.
Résolution
Uy =t =(n+1)' +4(n+1)+4-n* —4n-4
On commence par calculer la différence u,.,—u, +  _ R +2n+1+4n+4+4—n —4n—4
=2n+5

On étudie ensuite le signe de U, , — U, :0rpourtout nentier 2n+520 donc u.,—u, > 0 .0n en déduit que la suite (u5) est croissante.

2) Pour tout nde IN, on donne la suite (vx) définie par: y = . Démontrer que la suite (vx) est décroissante.

Ty
.
On commence par calculer le rapport Ut :Mz(n+l)(n+2)= n(n+1) L
v, v, 1. (n+1)(n+2) n+2
n(n+1)

Or0<n<n+2,ona:Yen .} etdonc Voa~—V, < 0. On en déduit que (vx) est décroissante.

n

2_;; <
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Propriété:

Soit une fonction fdéfinie sur [0;4.00[ et une suite numérique (us) définie sur INpar u_= f(n).

Si fest croissante sur l'intervalle I:O;+00[ , alors la suite (un) est croissante.

- Si fest décroissante sur l'intervalle [0;+oo[ , alors la suite (ux) est décroissante.

Démonstration :

- fest croissante sur [O;+oo[ donc par définition d'une fonction croissante, on a pour tout entier »n : comme 71+ 1>n,

f(n+1)2 f(n)etdoncy  2u,.
- Démonstration analogue pour la décroissance.

Méthode ; Etudier les variations d'une suite 2 I'aide de la fonction associée
Pour tout nde IN, on donne la suite (us) définie par: 4 = __1__
" n+l

Démontrer que la suite (us) est décroissante.
Résolution

| On considere la fonction associée fdéfinie sur [0;+oo|: par f(x)= —l-—l Ainsiu = f(n).
X+

Etudions les variations de fdéfinie sur [0;+00|: f(x)= _—_1_.7 . Pour tout xde [O;+oo[ ,ona: f(x)<0.
[ (x + 1)
Donc fest décroissante sur [0;+oo|: . On en déduit que (un) est décroissante.

4. Suites bornées

On dit que la suite (un)neaest:
o  majorée s'il existe un réel M tel que, pour toutnde A, un <M.
e minorée s'il existe un réel m tel que, pour toutnde A, un2m
' e  bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.

rque : .
; La suite (un) n e est bornée s’il existe un couple (m, M) de réels tel que, pour toutndeA,ona: m<un <M.
5. Suites périodi

Soit p un entier naturel non nul. On dit que la suite (un) n e a est périodique de période p si, pour toutnde A,ona: un+p = un.
| Exemple:
Soit (un) la suite définie sur N par un = (- 1),
Pour tout entier naturel n, on a un+2 = un. Cette suite est donc périodique de période 2,
Exercice :
Montrer que le suite (un) est périodiques et déterminer leur période. Pourn € IN un = sin%
| Raisonnement par récurrence
incipe du raison rence ; r ntrer

- Vérifier la propriété P a un rang particulier souvent au rang 0 ou 1(Initialisation),

- Puis on suppose que la propriété P est vraie au rang #,
I - Et on démontre que la propriété est vraie au rang n+1 (Hérédité).

alors la propriété P est vraie pour tout entier n 2 no.

' Méthode : Mener un raisonnement par récurrence
On considére la suite (ux) définie pour tout entier naturel n par u,, =u, + 2n+3et U, = 1.

t Démontrer par récurrence que : U, = (n+l)2.
Résolution
* Initialisation ;
2
] uy=le(0+1) =1,
La propriété est donc vrale pour n= 0.
o Hérédité;

Supposons qu'il existe un entier ktel que la propriété soit vraie : u, =(k+ 1)2 .

- Démontrons que; La propriété est vrale au rang A+1: u, | = (k + 2)2 ‘.

=, 83 F
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U, =u, +2k+3,pardéfinition
=(k+ 1)2 + 2k +3, par hypothése de récurrence
=k*+2k+1+2k+3
=k’ +4k+4
= (k+2)

. onclusion ;
La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'aprés le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier

. —_ 1 2
naturel 7, soit: ¥, = (n+ ) .

II- SUITES ARITHMETIQUES

1. Définition

2. ion du énéral
Si (un) est une suite arithmétique de premier terme uo et de raison r, alors : us = uo + nr.
Si le premier terme est uy, alors : U=wm+m-1r
Cas général : un =up+(Mm-—p)r (pzn)

3. Somme de termes consécutifs

Pour toute suite arithmétique (un) de premier terme uo, on a:

_(n+1)(uo+un)

. u+ur+ ...+ uy = 2

_ngu1+un)

. mtuwm+ ...t uy = 2

(n—p+)(u, +u,)
2

. Up+l1p+1+ ..... +un=

NB:
Trois termes a; b et ¢ sont en progression arithmétique sia + ¢ = 2b /a raison de la suite arithmétique estr =b —a =c —b
Méthode : Déterminer la raison et le premier terme d'une suite arithmétique
Considérons la suite arithmétique (un) tel que %, = 7 et u, = 19.
Déterminer la raison et le premier terme de la suite (ux).
Résolution
Les termes de la suite sont de la forme u,=u,+nr
Ainsi U =u;+5r="7 et
uy =u, +9r=19.
On soustrayant membre 3 membre, on obtient: 5 — 97 =7 — 19 donc r = 3.
Comme #; +5r =7 ,ona: u, +5x 3 =7 etdonc: u,=-8.

1I- SUITES GEOMETRIQUES
1. Définition

...... e TN NN N NS NN N T

-~ toutn€ IN Un+1=1uaXgq.

PN NN AN NN AN AN AN AN NN T LSS e U o e

Méthode : Démontrer si une suite est géométrique

La suite (un) définie par: u = 42" est-elle géométrique ?

AN

- Une suite (un) est dite géométrique si chaque terme s’obtient en multipliant le précédent par un méme 'ncvn‘nbrevq aﬁpélé raxsonpour -

$er s

A N
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u,, 42(n+l)-l 4Zn+| 2 .
| T e

| n

Le rapport entre un terme et son précédent reste constant et égale a 16.
. 20-1 _
(us) est une suite géométrique de raison 16 et de premier terme u, =4 =0,25.

2. _Expressiond éral
Si la suite géométrique (un) a pour premier terme uo et pour raison q, alors: un =uo X q*
Sile premier terme est uy, alors : up =uw Xqr-t
Cas général : Un =upXqr-P (p=En)

l Méthode : Déterminer la raison et le premier terme d'une suite géométrique

Considérons la suite géométrique (un) tel que ¥, = 8etu =5 12.
Déterminer la raison et le premier terme de la suite (un).

l Résolution

Les termes de la suite sont de la forme % = g" X %,

l Ainsi U, =q' xu, =8 etu, =q X #, =512 Ainsi: i g—x—l-‘—_qjetyl=

u, q*xu, u,

5—:;2-=64 doncq3=64.

o 3f
[ On utilise la fonction racine troisi¢me de la calculatrice pour trouver le nombre qui élevé au cube donne 64. Ainsi ¢ = Y64 = 4

1
4
Comme g* x u,=8,ona: 4" xu =8 etdonc: u, =§—2-.
[ 3. _Somme des premiers termes
Pour toute suite géométrique (un) de raisonq # 1,ona:
1—qgntl
1 * uWotur+t..tun =uo><"—1—_qq—
1—qr
" wmtuz+t..tun =ug x—l—:c:—
I 1__ qn—p+l
. Up+ Up+1t+ vt Ua =Up X
I-¢

| e
Trois termes a; b et ¢ sont en progression géométriques siac = b? /a raison de la suite géométrique estq = b/a = c/b
Iv- LI ! I

l La notion de limite en + 00, déja rencontrée a propos des fonctions, s'étend au cas des suites. On a les résultats suivants :

Théorémel:a) lim +WYn=+o; lim n’=+o; lim n3=+oc0.
n-+o n-+oo n—+o
| » im doso; m 1eos wm koo m Lo
n- -+ o n-=+ow n-+ o n-+c
Théoréme 2:
l Soit q un nombre réel.
“* Sig>1: lim qr=+0c0,
n-+4oo
%* Si-1<q<1: lim gv=0.
’ n-++o
Théoréme 3 :
Les résultats concernant les opérations sur les limites de fonctions s’étendent aux limites de suites.
| v CONVERGENCE D'UNE SUITE
1. Définition: sui n

2. Remarque:
*  Soit (un) une suite du type un= f(n) : Si hm f(x) =1, alors hm un =1

l Une suite (un) qui a une limite réelle [ est dite convergente. Elle est dite divergente dans les autres cas.

*  Les théorémes vus en Premiére sur les hmltes de fonctions s apphquent donc aux suites.
’ . En conséquence, on récupére dans ce cas tous les théorémes sur les opérations algébriques ainsi que les théorémes
de comparaison, en particulier le théoréme des "gendarmes".

] M

H
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Exercicel
1

2-u,
a. Calculer #,, 4y, #;. On exprimera chacun des termes sous forme d'une fraction irréductible.

1. Soit la suite udéfinie par uy =0, %, =

n
b. Comparer les quatre premiers termes de la suite uaux quatre premiers termes de la suite wdéfinie par w,, = -r;r—l' .

¢. A l'aide d’un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n, u, =w, .

2. Soit vla suite définie par v, = In ( " )
n+1

a.Monter que v, +V, +v; =—In4.
b. Soit S, la somme définie pour tout entier 7non nul par S, =V, +v, +...+V,. Exprimer S, en fonction de n. Déterminer la limite de

S,, lorsque ntend vers l'infini.

Correction
1.a.0nau =0,y = L —l __1 -3 = 1 _2’_
aman =0, 4= 5=y % T2 3 T2 4
b. On voit facilement que les termes de unsont ceux de w, = -—nT .

n+

0
¢. Par récurrence (ainsi que demandé) ; on vérifieaurang 0: ) =0, w, = 1 =0, ok

1 n+l

Supposons alors que #, = w,, et montrons que u,,, = W,,, : ceci est équivalenta , Soit

-u, n+2
n+2 n+2 2n+2-n-2

2-—u,,= <31‘:1=2— = =
n+1 n+l n+1 n+1

2.a. v =ln(—é—), v, =ln(§), v, =ln(%).

On peut utiliser In(a/8) =Ina—Inb: v, +v, +v; =In1-In2+In2-In3+In3~In4=-In4 oubien

. Tout va bien.

1 2 3 123 1
In(ab) =lna+Inb: vy +v, +v; =ln—+ln=+In==In| === |=In—=-In4.
¢ R R R "(234) At
b. S,,=vl+v2+...+v,,=lnl+ln-2—+,..+ln11:—l+ln—n——,
2 3 n n+l
soit S, =In1-In2+In2-In3+..+In(n~1)-Inn+lnn-In(n+1).

Tous les termes intermédiaires disparaissent

SUITES NUMERIQUES
Exercices corrigés

Exercice 1: Exercice 2:
On considére la suite (u,) ., définiepar % =0, ¥ =1 et, On considere la suite complexe (z,),q; définie par zy =1 et

1 2 , 1+
pour tout 7€ IN u,,, = 3 e 3 pour tout entier n, z,,, = — o Pour n entier naturel, on
On définitles suites (v, ), . et (w, ), , Par V, =i, —4, appelle M, le point d'affixe z.

2 - . ; . 1
et w, = u,, + = a.Lasuite (|z, |)"E” est une suite géométrique de raison S
a.Lasuite (v, ), estarithmétique. b. Quel que soit n entier naturel, les triangles OM,M,,,, sont
b. La suite (w, ), estconstante. rectangles.
3 c. M, appartient & I'axe des abscisses si et seulement si 7est un
c. Pour tout n€ IN, ona: u, = ;( W, =V, ). multiple de 4.
.nr
d. La suite (u, ), _n* n'apasde limite finie. d. Pour tout » entier naturel, - et .
=y
(V)

£z



Exercice 3:

On consideére les deux suites (u,) et (v,) définies, pour tout

U = 3 Vo = 4
entier naturel z, par: u, +v, et Upiy +V,
Upy) = > Vel =——2—

1. Calculer 4, v, %,v,.
2. Soit la suite (w,,) définie pour tout entier naturel n par
W, =V, —U,.
a. Montrer que la suite (w,,) est une suite géométrique de raison Z .

b. Exprimer w,, en fonction de net préciser la limite de la suite

| (w,).
3. Aprés avoir étudié le sens de variation des suites (u,) et (v,)

, démontrer que ces deux suites sont adjacentes. Que peut-on en
déduire ?

4. On considére a présent la suite (¢,) définie, pour tout entier

u, +2v,
3

I a. Démontrer que la suite (£,) est constante.

naturel n, par ¢§, =

b. En déduire la limite des suites (,) et (v,).
Exercice 4:

’ On considére les suites (ux) et (vi) définies sur IN par wo =3 et
les relations :
+v,

n 7
Upe) = ety, =—
uﬂ
I 1. Calculer w, w1, v, tz, v2, w3 et v3. Donner l'approximation de us
et v3 lue sur la caiculatrice,
2. Justifier par récurrence que pour tout 7de IN, u» > 0 et va> 0.
] 3. a. Démontrer que quel que soit n de IN,

(u,+v, )2—28=(u,,—v,, )2.
1

(un_vn )2‘

c. Conclure que quel que soit7 ona u,-v, 20 .

4. En s’aidant de la question 3. ¢, prouver que la suite (u») est
[ décroissante et que la suite (v») est croissante.

' b. En déduire que u,,; —v,,| =
Upy1

21
5.a. Démontrer que quel que soit nde IN*, u, > —8— .

l b. Utiliser le résultat précédent pour démontrer que
1 2
Unil ™ Ve S]_a(un_vn) '

’ ¢. En déduire, a I'aide d'un raisonnement par récurrence que
1

102"

’ d. Déterminer la limite de un~ v lorsque n tend vers +o0.
6. Conclure que les suites (ux) et (vs) sont adjacentes et
déterminer leur limite commune,

U, —v, <

7. Justifier que ws est une approximation de \ﬁ a10-7 pres,
l 8. Proposez une méthode générale pour trouver une valeur

approchée de \/—a- ol a est un réel quelconque positif,

Cette méthode est celle utilisée par le mathématicien grec Héron
' (1er siécle) pour déterminer une approximation des racines

carrées

K4
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ORRECTION

a. Faux: Sila suite v, estarithmétique, v,,; —V, est
constante :

1 2 5 5 5
Vit =V =Sz~ ) (s -u,)=§u.+1 *3 U~ 24y, +4, =3t =3

;c’est donc faux, mais nous gagnons une information intéressante :

Vel ==V +V, = —EV,, ; V, estgéométrique de raison -—-5 et
2 n
de premier terme vy =1-0=1 d'od v, = [ _g) .

b. Vrai : Recommengons :

W, W, = +2 - —g -—-.l +2 +2 - __2_ =0
el ™ Wn =y 3"n+1 Ul 3“n 3"n+1 3”n 3”n+l Unel 3"n

2
donc c'estvrai. Enplusona w, =wy = i + -3-140 =1,

;3 3 2 3(5
¢ Vrai: ;(w,,—vn)=g(un+n +§un—ml+un)=g(§un)=uﬂ Ok!

3 2Y
d. Faux : Remplagons pour calculer u, : u, = g( 1 —( —g) J

dont la limite est % .

Exercice 2:

Question|a |b |c |d
Réponse [F [V |V |V
1+ ' 2
a.Ona |—L|= l+l=£ donc (|z,|) . estunesuite
4 4 2 el
. . . 2
géométrique de raison —2-—
b. Il nous faut calculer
+i
— _ Zpel =2y _ 2 _ I-i 7
(M, 0,M,M, )= arg( 'g— . ~)=arg o =arg= 7

n

, ainsi que (OM,,,W,,H) = arg(.z_'li‘_) = arg% = -;5 Le
z

n

. . u .
dernier angle vaut donc bien Y (on aurait pu calculer un seul

angle mais ¢'aurait été moins amusant...).

n n o
1+i n 5 7 flsdd
¢. On a évidemment z,,=(T’J Z= ge"‘ =[12—2J et

donc M,, appartient & 'axe des abscisses si

nZ =k =2 _ 4.
4 V4
d. Avec la réponse au c. et en remarquant que iz_z— = LZ on
s
4

retrouve bien z, = -
(+2)

Exercice 3:




fim(u, —v,) =0 orc'estjustementlalimite de W, . Les suites
n—»0

(u,) et (v,) convergent donc vers la méme limite (inconnue

pour l'instant...).
4. a.

2 2 3

1 7
.Onadonc t, =—(y +Vvy)=—.
' 3 3
b. Les suites (%,) et (v,) ont méme limite /donc a l'infini, en

remplagant dans £, : ;;-=%(l+2l):>l=g—.

Exercice 4:
3+z
7 7 U+ 3 16 8
lLy=—=—; Y= =—=—=—;
uy 3 2 2 6 3
8 21
v]=l=l=3_1. _w+v _3'g _64+63 127
w 8 8 T3 2 48 48
3
127,33
bl o1 336, =tot a8 127 32257, cagos
w 121127 2 2 12192
48
7T 834, eas7s,

¢ Y T — S e I e

© 7 T 32257 32257
12192

11 semble que les suites tendent vers 2,64575... et quela

convergence soit trés rapide.
2.Pniun>0etva>0 P:uw=3>0etw=7/3>0:FPest
vérifiée.

U, +v,

Supposons Pvraie: u,,, = > 0 puisque un et vasont

positifs, et bien sir il en résulte que v,,; = >0.0na bien,

+1
quel que soit nde [J, un> 0 et v> 0.
3.a.

() -B=(4,—v,)" {4 4v,)" {4, =BT =By, =7¢wn=£

+
» _%;2"»»,1 =_§(l‘1+vn+2lﬁ+l +anzl(’4:+"n+% v"+v"]=%(%+2v,,)=t,,

%V N
% RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2
7/ .
Wty 7 w+y 15 u+v 29 w+y 59 1 1 1 { (+y )2
1. Y= ==Y = S—, Yy = = Y T =—, 3.b ( _ 2= 2_28 =1 UtV 7
Yo —(u—v,) =——{(%,+w) AN
2 2 2 4 u’fv 8 2 16 oy n 4’4»1( h ) . 2
",
2oa gy Heth WtH R W 2 " Wth2 %% ]
o S T ST T T 2 4 g an 1 ) 7
1 1 = (un+1 —7)=un+l_'—=un+l—vn+l'
b. wy =V —t =4-3=1donc w, =1.— = — ;salimite +1 Uns
4" 4" 3. ¢. De I'égalité précédente, on conclut que un+1- Var1est
est évidemment 0. strictement positif quel que soit n, c'est-a-dire en remplagant
_ - e >1. .
3.0na vu que Uyt ~Un _ w_., >0 donc % estcroissante ; n+1 par n,0n a un~ v positif pour n21.11 faut vér}/ﬁer;ue‘
2 l'inégalité est aussi vraie pour 1=0: 4y = vy =3 ——=—=>0.
par ailleurs w, =v, —u, >0 donc %, >V, ;enfin 3 3
On a bien us- va> 0 ou encore U > Va.
vk o 2L =t Lyt <o +v U+ v, —2u, v, -
V,H,]—Vn‘zum\-l 2V,, Vn_zum-l n"2 D) n—4un n 4'un+l—un=un2 n_u"_: n ; n nzun<0 car va
donc v, est décroissante. Il reste 3 montrer que 7 _l_ ) T, —14,,,)

~Un<0; V=V, = >0 car un+1~- Un
Upyp Uy Uy Uy

< 0 et ua> 0 quel que soit 2. La suite (un) est bien décroissante

et la suite (va) est croissante.

5.a. On sait que un > vaor la suite vs est croissante, donc va > 1,

21
onadonc: u, >v, >V, =—8—.

5. b. Par équivalence :

1 1 ] 2 | | 5
Uyt =Vt S=( %, =V, )2 o>—rAu,-v, )2 s—(u,-v,) o— 5-1—6 iy, 210 u,, 25

10 A4 10 At
. 21 .5 .
.Or on sait que u, > 3 > 5 d'ott le résultat.

5.c. On veut montrer par récurrence la propriété P,:

Uy =Yy S——.
10

Vérifions Po: 2 — v =—§-< =1, ok

1020-1

Démontrons Pa+1 ¢

5 .
1 2 _1[ 1 1 1 1 1 t !
14*|—V,,,,1$-—(1§,—v,,) < ( ) ==X 3 =X =
10 10 (wf_,) 10 1?D2 0,172 5102 loz'*‘-4

5dOnal<u,~v, <

eton saitque lim
102"—] n—>+w 102”—1

donc lim (u, -v,)=0 (gendarmes).
n—r+0

6. Les suites (un) et (va) sont adjacentes, elles sont donc
convergentes vers la méme limite A . Celle-ci vérifie la relation

lim v, =— <:>1=1<:>12=7;orl>0doncl=\ﬁ.
40 lim u, /
N>+
1 1 -7 .
7. U =Wy ST(-)-ZT-I-=IOT= 107" :larapidité dela

convergence est impressionnante puisqu’a chaque itération on

+1
gagne un facteur environ 102", En fait on double le nombre
de décimales a chaque coup...

On se trouve en présence d'une convergence dite quadratique.

8. Pour trouver \/-(.; , 1 suffit de faire la méme chose avec

U, +v,
Upy) =

a
et v, = — pulsque si (us) et (v) sont
uﬂ

adjacentes, elles ont méme limite /telle que / = ? <P =a.les

S\N%

=

<
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démonstrations précédentes peuvent se faire de maniére exemple pour calculer les décimales de 7, c'est Y'algorithme de
identique, ¢a marche bien. Brent et Salamin. Il s’agit essentiellement de I'algorithme de la

moyenne arithmético-géométrique étudié par Lagrange puis par
L'algorithme présenté ici débouche sur bon nombre de Gauss au 19¢me sigcle.

problémes dont certains sont trés actuels : on l'utilise par

SUITES NUMERIQUES
Exercices non corrigés

Exercice 1: 1, Démontrer parrécurrence sur n que (u,, ) et (v,l ) sont
A. Calculer les sommes suivantes : ' ) des suites strictement positives

In=1+3+5+..+ (2n-1) (somme des n premiers entiers ) 5 5
naturels impairs) a) Calculer v, —u,,, etendéduireque

Pn=2+4+6+..+ 2n (somme des n premiers entiers

naturels pairs) Vnz0 wu,<v,

B. La suite ( ) estarithmétique de raison r = 8. On sait que b) Démontrer que (un ) est croissante et (Vn ) décroissante.
u1e0 = 650. Que vaut u; ? c) Démontrer par récurrence sur n que
n
I 1
Exercice Vn=00na 0<v, —u, <| = | (v, —u,)
. 2
Etudier le sens de variation de chacune des suites suivantes et d) que peut on dire des suites (“n ) et (vn).Montrer quelles

préciser leur limite éventuelle : L
convergent vers la méme limite.

n
1 1
a) u"=]+;.p0urn21;b) un=(§ ) -E_x-e_rcices:
Exercice 3: A)OnposeSn= 12 +2% +3% +....+n’.
n
Soit (U, ), v 1a suite de terme général U/, =ZLZ 1) Calculer S} , S, , S, et §,.
1 P 2) Exprimer S, enfonctionde S, .
1. Démontrer que V p 22,0na:%5 ! _l. 3 p vns1 S _n(n+1)(2n+1)
p p-1 p ) ProuverqueVnz = 6 .
2. DémontrerqueV n € IN ona: U,< 2- _1- B) Une suite (a)n 5o arithmétique est telle que
n

a,=3eta; = 1.

3. Endéduireque (U, ),y estune suite bornée.
1) Calculer sa raison et son premier terme.

Exercice 4.
2) CalculerS= q, +a, +a, +...+dy.
Soit (Un) la suite définie pour n2 2 par: C) Déterminer a et b, réels, tels que a, a+2b, 2a + b, soit une
. . . 2 2
Un = __1_2_+L3+ +_!_ suite arithmétique, et (a + 1) , (ab +5 ), (b +1 ) soit une
n
3 n suite géométrique.
1. Démontrer que pour tout entier natureln>2,ona:
1 1 Exercice 7:
P2
"1 On considere la suite (Un )neIN de réels définie par:
2. Calculer en fonction de n la somme S, =) —-
pP=2 21’ 1
3. Endédui U ée. = 21 !
n déduire que (Un) est bornée U, _5 et U, —E[U" +-.U_-) pour toutn20.
"

Exercice §5:
Soient (un ) et (v,7 ) deux suites définies par :

1. DémontrerqueVn; U, >0.

0<u, <v, 2. Soit V, =—= .Etablir une relationentre V,, et V,
u,, = u,v, ¥n20 "

b MtV s En déduire la limite de ¥, puis cellede U, quand n tend
! 2 vers + 00

Exercice 8.

S

=, 89




Soit a un réel fixé et (Un) la suite de réels définie par:
Uo=0,U1= 1etUn+1=aUn+ (1-2)Un-1; (Vn) la suite définie
par Vn=Un+1-Un.
1. Démontrer que (Vn) est une suite géométrique.
Calculer Vn puis Un en fonction de a et de n.
2.  Déterminer a pour que la suite (Un) soit convergente.
Préciser alors sa limite.

Exercice 9:

On considere la suite (Un) définie f)ar récurrence par:

Uy=let U =2

Un+2 = 6[']n+| - 5Un
1. Calculer U,, U, et U,.
2. Résoudre 'équation du second degré suivante :

x? =6x-5.
3. Déterminer deuxréels AetBtelsque: U, = 4.5" + B.

4. Endéduire U ;.
Exercice 10:

Soit a et b deux réels tels que 0 <a<b; (U,, ) et (V,, )
définies par:

2U V. U +V
U,=a et U, =—2" V,=bet V, =—"—"
U,+V, 2
1. DémontrerqueVneIN:0< U, < V.
2. Démontrer que (U M ) est croissante et (Vn )est décroissante.
1
3. Démontrerque VneIN; V,,, - U, < E(Vn —U,,)

En déduireque V, —U, < (%) (Vo -U, ).En déduire

que (Vn -U, ) converge vers 0.
4. Soit Llalimite commune aux deux suites (U” ) et (Vn ) ;

montrer que U n Vn =ab etendéduire L en fonction. de ab.

Exercice 11:

Etudier la convergence des suites :

noo] n’ cosn
DU =Y b)) Uymo—— ;
;x(x+2) P in—a °
U, =n* +4n+5 - (an+b);
2" n _
&) U,=——:¢ n___n__c_f)s_n.
2" ~-3" n+sinn

Exercice 12:

Soit la suite (Un) définiepar: U/, =0 et U,,, =1/2 +U,-
1) Dans un plan rapporté a un r.o.n, représenter la fonction
f(x) = V2 + X etles premiers termes de la suite (Un).

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

Quelle semble é&tre la limite de la suite ?
2) Démontrer a I'aide d'un raisonnement par récurrence, que,

pourtoutn, U, € [0; 2].
3) On considere la suite (Vn) définie par V, =2-U,
.a) Quel estle signede Vn?

b) Montrer que pour toutn, L/ﬂ:i <!, puis, & 'aide d’'un
2

n

raisonnement par récurrence que:: J/ < '_I'T
2"—

¢) En déduire la limite de la suite (Vn) , puis la limite de la suite
(Un).

Exercice 13:
. . - _ 1+U
Soit la suite (Un) définieparUo=1et U , =U, + h
1+2U,
1) Calculer les quatre premiers termes de la suite.
2) Montrer que la suite (Un) est positive et croissante.
3) Montrer que pour tout entier naturel n :
Un+1 = Un +§
n
En déduire par récurrence. Que U” -1 +—2-.
4) lasuite est elle convergente ?
Exercice 14:
Soit (un )“20 une suite définie par: Uy =t =1
un+| = un + u/l»-l V" 2 l

1. Exprimer un en fonction de n

vnz=0

un+l

uVl

2. Onposev, =

a) Montrerque V21 v, =1+

vn—l

b) Montrer que (vn )nZO converge vers une limite | telle que

1>0
= 1+_ll_ . Déterminer alors |

NB: La suite (u n )"20 est dite suite de Fibonaci et | est appelé
nombre d’or

Exercice 15:

Soit (u n )nzo une suite numérique définie par:

oll up et u1 sont des réels.

Ugs Uy

u,, =6u,,-%, Vnz0
1. On consideére la suite (v,1 )nZO définie par u, = 3" v,
a)

Exprimer V,,, —V, enfonctionde v, —V,_,.Exprimer

alors v,,, —V, enfonction de voetvi.

b) Exprimer alors vn puis un en fonction de n ;uo et us.

2. onsupposeque ¥, =1 et U,

Que peut on dire des suites (vn )nzo et (un ) ?

n20 °

S

=,

u

<

=




|
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b) Calculeralors §, =u, + U +........ + u,, enfonction Exercice 19:
de "-' Solent (u,, )nzl et (vn )nzl deux suites telles que u, <V, et
) lasuite (S ., )nzl admet t- elle une limite ? U +p
pour tout entier naturel n u, = o A T RS v, = _u_"_.t.L-_L

Exercice 16:

Soit U la suite définie par U, , =U,,, +U, +1,avec
U=le U, =2,

1/ Montrer que U est une suite positive et croissante,
2/ On définitlasuite V' par ¥, = U, + 1 pourtoutn> 0.

Donner I'expression précise de Vn en fonction de n.

3 / Démontrer que ;

(R1): (Vzn )2 = V2n-l V2n+l -1

2
(RZ): (VZnH) = VZn V2n+2 +1
4/ Déduire de la question 3 / larelation (R3) :
, 2
Wyt - Uppet)* = U2n—lU2n+l +U,, +U

5/ Montrer que:
(R4):

(U2n+l + U2n—l )2 = 5 UZn—IUZrH-l +U2n—| +U
(R5):
=5 Uzn—1U2n+1 = (U2n+l + UZn-l )(Uzn—x + U2n+1. ~-D.

6 / A partir de (R5) démontrer quesi U 2n-] ©st premier, alors il

2n+l.

2n+l.

divise soit Uz,,*,,soit U2n+! -1.

Exercice 17:

Soit (un )nao la suite définie par:

u, =0
_3u, +2

Vrnz0

ni+l

u,+2

1. Montrer que pour tout entier naturel n u, #2.
u, +1

u, -2

2. On pose pour tout en entier n v, =

1. Montrer que (v,, )nzo est une suite géométrique dont on
précisera la raison et le 1¢r terme.

% Exprimer (un )nzo et (Vn )nzO en fonction de n.

3. Etudier la convergence de (un )”20 et (v,, )nzo.
"xercice 18;

oient g JO; 32{[ et (u” )”2 , 12 suite définie par: { Uy =2cos6

Calculer les cinq premiers termes de la suite (u,, )nz()'

2. Montrer par récurrence sur n que : u, = 2005(._1_)

Montrer alors que (u,, )nzo est convergente puis
déterminer sa limite,

un+l = V2+un ‘

£ s

1
a.  Exprimer u,,, ~v, | enfonction de u,-v,.

b, Déterminer la nature de la suite (u,, -V, ) Exprimer
alors u, — v, en fonction de n,

€. Montrer que les suites (u,, )"2, et (v,, )nzl sont
adjacentes et déterminer leur limite commune.

Exgrclce '20:

Soit (un )nzl une suite géométrique 2 termes positifs telle que:

U xu, =144
U +u, +u, =63
1. Déterminer cette suite.

2. Déterminer le terme général de (u n )nal puis étudier la

n
convergence de la suite (Sn )"22 définie par S, = Z Uy,

p=l
3. Soit (v,, )nal la suite définie par v, = ln(un ). Montrer

que (v n )nal est une suite arithmétique.

Exercice 21:

Soit (U, ) pev 1a suite définie par :
Uy, =0

2U, +1

n+l = U, +2
1/MontrerqueVneIN:0 < U, <1.

2/En déduire le sens de variation de (Uo)aen -

U ,VnelN

3/a)MontrerqueV n e IN:IUM] -—1, S—;-IU,, ~1| .

1
b) En déduire que|U,, ~ ]| s—z—n—,‘v’ nelN.

1+U,
21-U,
a)Montrer que (V) ,;n st une suite géométrigue dont on

précisera la raison et le premier terrae,
b) Exprimer V, puis U, en fonction de n.

Exercice 22

4/Onpose: V, = nelN,

Soit (U, ) ey 1a suite définie par:

U0=1
Upu =412+u,,VnelN

1/Calculer les trois premiers termes de la suite ( UL ) nemnn
2/Montrer par récurrence, que la suite ( Ui e est
croissante.




i
___

3/Montrer par récurrence, que la suite ( U, ) pem €stbornée
par 0 et 4,

Exercice 23:

Uy =10
Soit (U, ) pery 12 suite définie par: U, =3+ -I-Un
4
1) Calculer U, et U, Cette suite est-elle arithmétique ou
géométrique ?
2)Onpose V, =k + U ;kelR.

a)Exprimer V,,; enfonction V.

b) En déduire la valeur de k pour laquelle la suite (V;) nen
est géométrique

i=0
Exercice 24:

n
3) Calculer §_ = ZUi =Ugy+ U +..+ U, enfonctionde 7.

S B LW __(—1)".t _cosnm
"Th+lr " Jasl " 3 07 n
s, = n’

S FEEY VT

Exercice 25:

Démontrer que chacune des suites ci-dessous converge vers 0.

Soit u, =yn?+1-n

a)Calculer les cing premiers termes de cette suite.
b) Etablir que tous les termes de cette suite sont positifs.

¢) Montrer que la suite (u n )" o est décroissante.

d) Etablir que la suite (u,, ).,y estbornée.

. 1
e) Démontrerque VneIN", u, <—.

Exercice 26:

Ondonne u, = n-1 .
n“+n
n-1

a)On pose v, =-——1,
n-+

Montrer que (vn )n <y €St majorée par 1 et est bornée.

b) En déduire que (u n )neIN converge vers 0.

Exercice 27:

U, =1
Soit (U, ) neIN la suite définie par : U
U, =—il‘-+l, VaelN
a)Calculer Uy, U,, U,.

b) Démontrer que cette suite est strictement croissante.
¢)Onpose V, =U -2,

c1) Démontrer que (V) ;v ©st une suite géométrique.
cz) Calculer V,, en fonction de 7.

d) Montrer que la suite (U, ) ;v €St convergente.
Exercice 28:

B}
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Ug = 3
Soit (U, ) pen 1 suite définie par: 2
T vy,

1) Démontrer que tous les termes de cette suite sont positifs.
2) Silasuite (U4, ) ;v ©stconvergente, démontrer que sa

limite 1 est solution de I'équation x2+x-2=0

u, -1
3) Soit (V, ) v 12 suite telle que v, =—*—; YnelN.
u, +1

Démontrer que { Vg ) pemn €St une suite géométrique
convergente.

4)En déduire que (U, ) pepn €St convergente et déterminer sa
limite.
Exercice 29:

n 1 ]
On pose u, =Z—' et v, =u, +—
= p! n!

1) Prouver que (U, ) ,o;y estcroissante et (V, ),y est

décroissante.
2) Prouver que u, < v, ¥n € IN. En déduire que (U, ) nemn €t

(V4 ) neIN SONt convergentes.

3) Prouver que lim (un -V ) =0 .En déduire que
n=>+0

lim u, = lim v,.

N~ +00 N—>+w0
Exercice 30:
So0it (d,) pev €t (B,) ey deux suites définies par:

89225 by =4 § ng =7 (a, +3b,) etb, =+(Ga,+b,)

Onposeu, =a,+b, et v,=a,-b,

Dans le plan rapporte a un repére on considére alors les points :

An (an »0) et Bn (bn ’O)

1) Démontrer que (U, ) neqy €St une suite stationnaire et en
déduire que les segments [A 2Bn ] et [A n+1Bnsl ] ontle
méme milieu I dont on précisera les coordonnées.

2) Montrer que (V) pen €St une suite géométrique

convergente. Que peut-on en déduire pour la distance
lim(A,B,)?

f1~>+0
3) Exprimer a,et b, enfonctionde 7 et démontrer que (

8,) nemny €t (Py) pen convergent vers la méme valeur.
Exercice 31:

Soit a,b,c réels fixés.
Démontrer que la suite de nombres réels
(a + xl (b + X), (c + x) est en progression arithmétique et

géométrique si et seulementsi a=b =c.
Exercice 32:

Soit a,b,c réels fixés.
Déterminer X pour que la suite de nombres réels
(a + x) (b + X), (c + x) soit en progression géométrique.

Exercico 33:




W%

1/Démontrer que la suite % définie, pour tout entier n, par
u, =2n +1 est une suite arithmétique. Préciser son premier

[ terme et sa raison,
{ 2/Démontrer que la suite V définie, pour tout entier n , par

v, =3" estune suite géométrique.

{ - Exercice 34:

"u,-3
1) Montrer que { V| Jnoiv  est une suite arithmétique .
2) En déduire U et V, enfonctionde 7.

__ Exercice 35:
U, =1
On donne UnH:-U—“f—Z—Y"—,vneIN et
I_ Vv, =1
Vn+,~U"+43v",VneIN

'A 1/Onpose W, =V, -U, .

Montrer que (W, ),y est une suite géométrique; puis
exprimer W, =V, - U en fonction den.

2/Montrer (U, ) .,y que est une suite majorée par V, et
( V” ) nesv €St décroissante et minorée par U, .

3/Onpose W, =3U, +8V, Montrerque (I,) .y est
constante
4/En déduire U, et V, en fonction de #2.

Exercice 36;

U,=2,U, =3

On donne
U -2
- U,,+,=—"—3—U"—'i,VnelNet v,=U,-U,,

1) Montrer que (V) .y est une suite géométrique;
puis exprimer V, en fonction de /1.
2) Calculer S, =V, +V; +..4V, enfonctionden.

- 3) Endéduire U enfonctionden.
Exercice 37:

n
1°Soit nzlets, = k.

k=1
Montrer par récurrence que S, = E_(_n__-f_-_lg_Z_r_l_L]) .
n
2°Soitnzlets, =) k’.
k=1
2 2
Montrer par récurrence que S, = P——(T——l .
oQni 1 1 1
3°Soitn 21et§, = + ot .
12 2x3 n(n +1)
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a)Ecrire S, al'aide du symbole Z

b) Montrerque S, =

N

k=l k=1 k=l k=2
c) En déduireque S, = L
n+1
Exercice 38:
Soitn2>letS, Z——-
=1 K
1. Montrer que, pourtout k=22 ; ! <-—1--_1.
' aep Y KT Tk-1 K

2. Endéduireque S, < 2—1.
n

3. Montrer alors que (S, ) .oy est bornée.
4.  En déduire la monotonie de la suite (S, ) jemv
.Conclure.

Exercice 39:

n

Soitla suite (U, ) ;o » définie pour tout n 2 1, par: U, = —
n:t

1. Etudier le sens de variation de la suite (U ) jein -

2. Montrerque pourtoutn >3, 0< <—

U,,2

3. Endéduire que, pourtoutn24, 0< U, < (%—J

4. Calculer alors la limite de la suite (U ) 1oy -

Exorclgg 40:

Soit la fonction définie surl = [0;2] par f (x) =4/2+X

1. Montrer que / eststable parf .
2. Soit(u,) e lasuite définie par:

Up =]

Uy =+42+u,,VnelN
Déterminer les limites éventuelles de (U, ) jep -
3/

a) Montrer que pour tout n 2 0,|u nel 2' < %Iun - 2|.

n
b) En déduire que |u,, —2| < G-) .

¢) Déterminer alors la limite de (U, ) ey -
Exercice 41:

1) Soit f(x)=

X
2x -1
a) Etudier les variations de f.
b) Tracer (Cf) (unité 2 cm)

2) Soit (u a )nEIN la suite définie par

UO=1

Upyp =

1‘v’neIN

n—

S %




a) Montrer que u, >1.

b) Montrer que (u n )n o €st décroissante.
) (u n .)n o est-ellebornée?

d

Déterminer une limite éventuelle de

(u n )neIN *

. 1- Up
3)  Soitv, =
n
a) Exprimer v, ., enfonctionde v.
2n
b) En déduire que v, = (5) .

4) a)Déduire de 3)b) 'expression de U, en fonctionde n.

b) Calculer la limite de u ,.

Exercice 42:
Uy = 1

Soit (un )nEIN la suite définie, pour tout n >0 par: 1
U —Up

= 2n+l

1 1

1) Soits, :-;—+—2+.,.+ n21
2

2n-—l
Exprimer S, en fonction de n

2) En déduire le terme général de la suite (u a )HE,N .

3) Quelle estlalimite de (un )neIN .

Exercice 43:

Dans chacun des cas, exprimer #, en fonction de 7.

1) (u n )nexN est une suite arithmétique.
3
a) uy=-6, r =—2- ( raison ¥)

2
b) U3='3', u”= .

2) (u n )nelN est une suite géométrique.

a) u; =35, q=-é (raisonr )

€) Uy =1,etlasomme des 101 termes est égale a 2.

3 1
b) u; = u =-1-5—.
€ q=2 et ug+u;+u;+..+u), =24573,
Exercice 44
Soit la suite (un )"Em définie sur IN par:
ug=a (a=0)
_Su, +3
n+l = u, +3

1) Pour quelles valeurs de a ; (un )
croissante ?

heiv ESt-elle une suite

2)

a) Montrer que la suite (u N )n <N ©stconstante.

b) EtablirqueV neIN", u, <5.En déduire que (u,, ) .
est une suite bornée.
3) Onposeuy =1,
a) Montrer par récurrence que, Vn & IN, (uml - un) a

le méme signe que (ul - uo)

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

b) En déduire la monotonie de (u n )n <N ‘Conclure.

2. Onpose w,=u, -3

a) EtablirqueV neIN”, |wn|<~§-|wn_1| :

2 n
b) En déduire que |wn | <(—j .

3
¢) Endéduire l'expression la convergence de (w, )n <N etde
(u n )nelN ‘
u, -3
3. Onposev, = .
u, +1

a) Montrer que (vn )n <IN €St une suite géométrique.
b) Endéduire I'expression de v, en fonction de n; puis
celle de U, en fonction de n.

¢} Calculerlalimitedeu,.
Exercice 45:

™

Déterminer les couples (a, b) de réels satisfaisant aux
conditions suivantes.

% Db+1, 2a,2a + b sont trois termes consécutifs d'une suite
arithmétique.
% b, 2a,10a-4b sonten progression géométrique.

Exercice 46:

Trouver trois réels a, b et ¢ en progression arithmétique,
N a+b+c=33
sachant que :
a’ +b% +c? =365

Exercice 47:

Sur un livret de caisse d'Epargne, les intéréts obtenus chaque

année s'ajoutent au capital et produisent a leur tour des intéréts.

(On dit que le placement est a intéréts composes).

1) Ondépose 10 000 Afro le 1er janvier 2000,

On suppose que le taux d'intéréts est de 5%.

Quel est le capital disponible aux 1¢rs janviers des années 2001,

2002 et 20037

2) Généralisation
On note respectivement u,, U, , Us,...,u, les capitaux
disponibles aux 1¢ janviers 2001, 2002, 2003, ... (2000+n ).

a)Montrer que la suite (u « estune suite géométrique.

n )neIN
b) Exprimer u , en fonction den,
c) Retrouver les résultats du 1.

Exercice 48:

Trois nombres réels a, b, ¢ sont en progression géométrique.
Calculer leurs valeurs sachant qu'ils vérifient le systéme :

ac =36
3a+2b-—¢c=0

1  a)En considérant que S ,» estla somme des 7 termes
consécutifs d’une suite géométrique, donner ure nouvelle
expressionde S, .

b) En déduire que lim S, = i
n-»+0 11
4, Conclure,
Exerclce 49: *

o ®
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! Uy =6 1) Déterminer le sens de variation de la suite u. Calculer
0~ .
Soit u la suite définie par 1 5 out 1 IN ng‘}_’w Uy,
Hoat = Eu" + < pourtow ' 3) a/Déterminer des réelsa €t b tels que, pour tout n € IN,
f Soitv la suite définie par v, =u, -3 pour tout n e IN. v, =a+bu,.
1 Calculer uj,u,,u; et vy,v,, Vjy, V3. b/En déduire le sens de variation de la suite V et nl_‘ff'w '
2 Démontrer que la suite V est une suite géométrique, .
{ 3 Endéduire les expressions de u, et v, en fonction de n. Exercice 52: '
4 Quelle estla limite de u quand n tend vers +o0, ? Soit ¥ la suite définie par
Exercice 50: 1
| (Lo1)y fe=3
On considére la suite % définie par u, == » pour tout i
n -
U, =u, + ,pourtoutneIN".
nelN". M T ) +2)
l 1) Caleuler uy,u;,u3 ,us,u;0,us. (2 103 pras) 1 Calculer u,,uy,u,. Donner les résultats sous forme d'une
| 2) Etudier le sens de variation de la suite %. fraction irréductible.
3) Al'aide d’une calculatrice, calculer des valeurs 2 Démontrer qu'il existe des réels a et b tels que, pour tout N € IN,
approchées de Ugg, Ujg, gy, U000, U 000« 1 a b
. . = -+
Exercice 51 - (n n l)(n 5) n+l naa
On consideére les suites u, v définies par u, = — , et 3 En déduire une expression de u, enfonctionden.
e+l 4 Déterminer lim u,.
3n i 1 n—>+0
= Pour tout ne IN.
" 2
n°+1

NOMBRES COMPLEXES

I- FORME ALGEBRIQUE

*» Le nombre complexe sest tel quei? = ~1
- Un nombre complexe z s'écrit de facon unique sous la forme a+ 4 ; g€ R,peR
- €= ensemble des nombres complexes (INCZcIDcQcIRc €

» On dit que a + bi est la-forme 'algébriqus du nombre complexe z

AR A RN AR SN AS AR s s AR

NS TN A R N N

. aestla partie réelle de z on note
- bestlaparde imaginairede 7 onnote
lemarque
30itz = 2+ bi un nombre complexe.
* Sib = O alors z = a est un réel
* Sia=0alorsz = ib avec be Rest appelé imaginaire pur.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

)
Deux complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire. C'est-3-dire que si a, b, a', b’ sont des

éels,ona: at+bi=a'+bi « (@;b)=(@";bv) {;:Z.
2.Représentation géométriaue d’'un nombre complexe
Le plan rapporté 2 un repére orthonormal direct (O;U;V) estappel¢ plan complexe,
* Aupoint M de coordonnées (2 b) on peut associer le nombre complexe z = a + bi, ’
'nditque z = a + bi est!'affixe de M ou que M(a; b) est I'image ponctuelle de z = a+ bi.
* AuvecteurV de coordonnées (a; b) on peut associer le nombre complexe z = a + bj, ‘

“nditquez=a+bi estl'affixe de ouque ¥ (a; b) est'image vectorielle de z = a + bi.

* SiMapouraffixe z=a+ 4 etsiM a pouraffixe 7 =4 + b1, alors le vecteur MM’ a pouraffixe 7 -z=(4-4)+ (¥ - b)i

¢ Lorsqu'on repére un point ou un vecteur par son affixe dans un repére orthonormal direct, on dit qu'on se place dans le plan
complexe,

* Le pointQ (-a; -b), symétrique de M par rapporta O a pour affixe -z, opposé de z.

z+2z

* le milieu I de [MM'] a pour affixe zp =
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az+ fz'
a+

* le barycentre Gde (M; a) et (M'; B) a pour affixe z = (c+p #0).

Axe des imaginaires purs
b M(z

ﬁ a—Axe-des réels

3.0pérations dans €
Pour z=a+bi,z’=a+b'i
* Addition: z+z'= (a+a')+i(b+b")
s Produit: zz'= (aa'-bb') +i(ab'+ba')
1 1 a-bi
o Inverse:pourznonnul: —= e 2 e
z a+bi a?+b?

*  Quotient: pourz' nonnul: 2 _ a+bi =(a+bi)(a'“b'i)

z' a'+b'i a'z+b'?
*  Propriétésdei: =-1;B=-i; i#=1; 1_1__,.
P2
4.Conjugué d’'un nombre complexe
a.  Définition
Soit z un nombre complexe de forme algébrique a + bi . On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z telque z =a-bi
M(z
b @
- &
v
Of u 2]
-b _
M'(z)
b.  Propriétés
Pour tous nombres complexes zetz', ona:
e 7z =z
o 2.z estunréel positif
s 4tz =z+472 i z-7 =z-7 i @ =272

« SizZ#0 (l) =1 (.2.) =2
zZ 2 Z z

o Re(z)=2_".;:_z. : Im(z)=2ﬁ2_

e zestréel < Erreur! Signetnondéfini.=z ; zest imaginairepur < z=-z
Méthode : Déterminer un conjugué
. . 4 ) . Y2 3+2i
Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous la forme algébrique. z, = ( 2- l)( - 5) zZ,=
; i

II- FORME TRIGONOMETRIQUE

1.} ! bre co)

1

- Sile point Mest!

AN

image du complexez=a+bi (aeR,be RR) dans le plan complexe. On appelle module de z ,noté IZ, ,ladistance OM

o
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Propriétés :
e |4=0 2=0 ; |-2z=|z| i lz+ 2| <7 +|7)
o=zl o 2"=ldr =l
e Pourz' nonnul: _1_=_1_=_Z__ —’=-|—.'-i-

2 R RE 2 ]
¢ SiMapouraffixe z et si M" a pour affixe z' alors OM =|z| et MM'= |z’ -z
e Si U apouraffixez,alors Ul = |z|. :
2.Argument d'un nombre complexe

Un argument du nombre complexe z non nul est une mesure de I'angle polaire du point M dans le plan complexe muni du repére
- (0O; u;v ), c'est & dire une mesure O de I'angle orienté ( u;OM ). Leréel 0n'apas d'argument. Le nombre complexe i a pour module ‘

. /2
1 et pour argument +~é-

b M(z)
r
»
—-
v o
o|lg  a

b. Propriétés:
* L'argument d'un nombre complexe z n'est pas unigue, il est défini modulo 2.
Si @ estun argument de z, on notera argz =0 [27] ou argz=0+2kn (ke Z)
On appelle argument principal de z 'argument de z appartenanta ]-m; n].
¢ Tout réel positif a un argument égal 3 0.
* Tout réel négatif a un argument égal 3 7.

* Tout nombre imaginaire pur, de partie imaginaire strictement positive a un argument égal 3 ™ et tout nombre imaginaire pur, de
2
partie imaginaire strictement négative a un argument égala-T,

* Soit z nombre complexe nonnul:z=a + bi, IZ|=I' etargz =0 [2x]

r=.a?+b?
alors a Re(z) b im(z) équivauté a=r C.OSG
cosf=—= ; sinf=—= b=r sind

A T

* * — ot - ,
*Pourzeletz eCona 2=z o {lZl=|zlargz=argz’ [2n]
* z et z' étant deux nombres compiexes non nuls on a

% arg(zz) =argz+argz [2n] arg 1= argz [2n]
z .
% argZ =argz-argz' [2n] ; Pour nentier : arg (z") =nargz [2n]
Zl
% arg(Z)=-argz [2n] ; arg(-z) =argz+n [2n]

3.Forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul
a.  Définition

Soit z nombre complexe non nul: z=a + bi, |z|=r etargz =0 [2n]. La forme trigonométrique de z est :
Re(2)
{cose =—

,"!lz(’z) siz=a+ibalorsa = lZ'COSG eth = Izlsine.

2

-

z = |z|(cos@ + isind)
sing =
Siz= ]zlv (tos 6+ isin 9‘) alors :k/ \ bv

% Z=|z| (cos(-0) + i sin(-0)) ;
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% -z= |z| (cos(® + ) +isin(@ + 7)) ; b M(z)
o §= l;i (cos(—0) + isin(—8))

Btgm ......................

Soient § et 6 deux réels et soxent zetz deux nombres complexes non nu]s d arguments respectlfs 0 et 6 ona:

(cos O + i sin 0)(cos &' +1i sin 0) =cos(0+6") + il?]sin'(e +0");
arg(zz') =argz +argz [2n]

1 =cos(-0) +isin(-0); arg (l) =-argz  [2n]

cosO +isin6

o LosOFisinG _ (o9.0') +isin(@-90'); arg (2 = argz-argz [2n]
cos0' +isin@’

* (cos O +isin8)™ = cos(nB) + isin(n8) pourtoutn@Z arg (z") =nargz [2m]

® cos0-isin0 =cos(-0) +isin(-0) ; arg(z )=-argz [2n]

o - (c050 +15in0) = cos(8 +7) + i sin(8 +7); arg(-x)=argz+m;  [2n]
Formule de Moivre

Pour toutn € Z on a: (cos@ + isin@)™ = cos(n@) + isin(nd)

R N N NN NN NG N N NN N N N SN NP e e e e e

- Soitz nombre complexe non nul z=a + bl, Izl le module de z et arg z= 6:[2n], La forme exponentlelle de z est z= Izle‘e avec
- e = cosf + isinf

I N I N N N NN N N N N
Ke.mgmuﬁ
eiei® —oi@+0) . L _.0_.0 . ef_ iee
el exO
Eormule de MOIVRE : () = en®
Formules dEULER :
e -1 n6 iné
COS&=E-—+26—-, -1 cos nH:E__.i_e__'
: 2
i8 -i@
. —e . in8 _ _-in8
sin @ = ~—~—p— Usin ng =2 £
! g 2i

(L'utilisation des formules d'Euler permet de linéariser les polynémes trigonométriques)

Exemple
Linéariser le polyndme P = cos® 5xsin 3x.
Correction
2% L g% &+ g 5% ) ) i3x _ -i3x

cosSx=-—"% . cos’Sx— —_— =l(e"°"+2+e"'°"); sin 3x=-e-l-—e———-

2 2 4 2i

2 . 1 i10x ~il0x de - e-i3x 1 i13x 7 x i3x ~i3x ~iTx —~il3x
cos?5xsin3x = —(¢" " +2+ € ) = (¢PF = ¢TF 423 — 2B L T g )
4 2i 8i
- _L(ejliu _ e—i13x _ eﬂx + e—i7x +2€13x _ —13x)
e/13x - e—:’l]x ez7x —17x ei3x _ i3x
= —( : 25—

2i 2i 2

1
= —(sin 13x —sin 7x + 2sin 3x)

A

Exercjce
On donne le nombre complexe z = —\/2 + \/5 + i\/2 -

(SN

Lok



SN

¢
[ 7 // RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2
Z

‘ a. Exprimer 2 sous forme algébrique
b. Exprimer 2 sous forme exponentieile.
¢. En déduire zsous forme exponentielle.

|| Comrection

2o N2 VB4 2VE ) =24 4E 202 VB2 + 22 D)
| =242 - 202+ V22 -2) -2+ 2 = 2T - 2iA-2 = 22 - 2iV2.
b 22 =242 -2iy2 = 4[£—1—‘/22J=4e"§.

¢ 22=4e 1 =| 2] =|2ff =4 <3| 2| =2, arg(z’):-—;f[Zﬂ] <2arg(z)= -%[2:;] c»arg(z):-’—s’[n]

L (-—-wr) ix
Sur [~z ; 7{ , on auraitsoit z; =2e 8 ,soit z; =2¢* & /=2¢3
Nk

Le signe de la partie réelle et de la partie imaginaire de zdonné dans 'énoncé nous donne z = z, = 2¢ 8

iI- RACINES N-1EMES D'UN NOMBRE COMPLEXE
1. Racines n-idmes de l'unité

Soitn € IN tout nombre complexe z € C tel que z™ = 1 est une racine n-iéme de 'unité.
I ) Rechercbe des solutions sous forme tr{gonomémquez = lz[e" del'équationz™ = = 1.

2tk
z"—lavz—-e n KkEZ

NB:
1 ¢ Pourtrouver toutes les racines n-iemes de l'unité on donne a k n valeurs consécutives par exemple k € [0;1;...... in—1]
¢ Lasomme de toutes les racines n-i¢mes de 'unité est nulle
2in  ain 2i(n-1)n 2im o o2imy? 2im\ "
I S=1+4en +en 4.+ 7 =1+en +(e n) +~-...+(e n)
2\ .
1"(6‘"—) 1-eR 1 ettn 1-1
S = = = =

' (7 <-> ) )
mﬁnmuummmm

2, . s "

I NB:
_*  Pour trouver toutes les racines n-i¢mes de Z on donne 2 k n valeurs consécutives par exemple k € [0;1;.....;n— 1]

®  SiZ * Qalorsl'équation z" = Z admet exactement n racines distinctes
2tkn
l . Sl Z, est une solutlon del'équationz™ = Z alors toutes solution z de 'équation est de la forme : z = zge » avec k € Z.

3. =
e eser CUD v <= .
| Sont Z=a + lb un nombre complexe on appe]le racmes carrées de Z tout nombre complexe z=x+ iy tel que =2
| | ey
’ =a+ibe x2+y =,/a2+b2
2xy =b

oW . ey o\

L’équation (E):az’ +bz +c = 0, oli a, b et c sont des nombres complexes (avec a # 0) admet dans L deux solutions -
! (éventuellement confondues). '
‘ Soit A =b2 - 4ac le discriminant de 'équation.
Premier Gas A4 estun nombre réel,

s siA >0, (E) admetles deux solutions distinctes iZq =i’;2ﬂ etzy :b '; )
. a a

* siA <0, (E)admetles deux solutions distinctes,: zq = b ;d -A etz =b+ 2‘ V-4
a a

’ e siA=0,(E)admet une solution double : =gy = :5
Qemémc;c‘ag a4 est un nambre complexe etA & I R
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Dans ce cas, sion pose 4= 52 (avec & = x + iy racine carrée de 4),(E) admet les deux solutions distinctes: 21 =

-b-3 _-b+3d
2a et = 2a
V- T '

La notion de distance correspond au module - Lanotion d'angle & I'argument.
A, B, C et D étant quatre points distincts d'affixes z,, 25 , 2. €t 2y dans (O ULV ) ,alors:

o levecteur AB apour affixe z;-z,,
e AB= | zB - ZA!
o Tangle (U;AB) apour mesure arg(z;-2,) [27]

e ['angle (AB;CD ) a pour mesure arg(z,-z.) - arg(zy-2z,) = arg(‘_-"o_____z_g)

Zg — 2
e C é ois poi s
e| Zc_ = ZA |estun nombre réel < I'angle (KE,A_C') est nul ou plat@arg(zc - ZA] =0 [n]
Z; - 2, Zg - Zp
. t I i
- AD .Y - T
e | 2o~ Zc | estun imaginaire pur <> I'angle (AB;C ) a pour mesure ~ ou-T < arg(ig____?g}_ {r]

l NOMBRES COMPLEXES ET TRANSFORMATION l
Translation :

— “ + _-.u
Soit une translation de vecteur U d'affixe a; le point M (d'affixe z) est transformé en un point M' (d'affixe z') tel que: MM ' = U
donc z' - z = ad'od J'expression complexe d'une translation est:z' =z + a; ol a est I'affixe du vecteur de translation.
Homothétie: -
Soit une homothétie de rapport ket de centre € d'affixe » ; le point M (d'affixe z) est transformé en un point M’ (d'affixe z') tel que:

—

5—1\; ' =k QM donc z'-o =k(z - 0) d'od I'expression complexe d'une homothétie est: z'-a = k(z - ®) ; ot w est I'affixe du centre et &
le rapport de cette homothétie.

Rotation:

Soit une rotation d'angle @ et de centre Q d'affixe @ ; le point M (d'affixe z) est transformé en un point M’ (affixe z' ) tel que : 'angle

—_—
(QM QM ')=0 doncz' -0 = e®(z - o) d'ol l'expression complexe d'une rotation est: z'- & = ef(z-w); ol w estl'affixe du centre et 0
I'angle de cette rotation.

L'application qui au point M d'affixe z associe le point M' d affixe z' = ze” ou 0 est un nombre réel fixé, est la rotation de centre O et
d'angle 6.
o Le cercle de centre A d'affixe z, et de rayonr est 'ensemble des points M d'affixe z vérifiant : lz-zal =1
Similitude di :
Définiti
Une similitude directe est une transformation du plan qui multiplie les distances par un réel positif ket qui conserve les angles

orientés. C'est la composée d’une homothétie et d'un déplacement (rotation ou translation).

e  D'une maniére générale 'écriture complexe d'une similitude directe est: Z = az+ b

¢  Sile centre est le point Q d’affixe ©, nous avons, Z = az+ b et © = aw + b; par différence on obtient sans probléme :

Z-0o=a(z-w0) '

e Si Mapourimage M’ par la similitude S de centre Q (d'affixe ©), de rapport & et d'angle 6 ; géométriquement nous
avons les résultats suivants :

— —
o QM =kQM et QM QM"Y =0
% Z-0=ke' (z-0)

Propriétés
P1: :
e Sifestune similitude directe de rapport k et d'angle 8, alors f1 est une similitude directe de rapport kl= %{- et d'angle -6.

e SifetF sont deux similitudes directes de rapports respectifs k et k' et d'angles respectifs 8 et @ ', alors la composée f ' o f est une
similitude directe de rapport kk' et d’angle 8 + @ ". (Il en est de méme pour la composée fof')

—ro0 %
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Jne similitude directe qui n'est pas une translation a un point invariant (point fixe) unique.
‘e point est appelé centre de la similitude.

Soit f une similitude directe qui n'est pas une translation,
»0it ) 'unique point invariant de f, k le rapport de fet 8 'angle de f,
- estla composée de 'homothétie h(Q;k) de centre Q et de rapport k et de la rotation r(Q;8) de centre O et d'angle 6.
Ces deux applications commutent, on peut écrire = h(Q;k) o r(€;8) = r(Q;8) o h{Q;k) .
“ette décomposition est appelée forme réduite de la similitude directe f,
Yefiniti
-Jne similitude directe f qui n'est pas une translation est déterminée par la donnée de son centre 1, son rappert k et son angle 6.
On dit que f est la similitude directe de centre £, de rapport k et d'angle 8.
Innotera f=S(Q;k;8) (kestunréelstrictement positif et 8 un réel).
Zas particuliers
3oit f=S(02;k;8)
e Sik=1,lasimilitude fest une rotation. f=S8(Q;1;8)=r{Q;6).
»  Si 8 =0 [2n], la similitude f est une homothétie de rapportk. f=S(Q;k;0) =h(Q:k).
' 518 =m[2r], 1a similitude f est une homothétie de rapport -k. f=S(Q;k;n) = h(Q;-k).

¥
»
Soit f une similitude directe ayant pour écriture complexe z' =az+b avec aeL ,beL.

» Sia=1 et b=0 alors f=id. Tous les points sont invariants par f.

—
e Sia=1et b*0 alors festune translation de vecteur nonnul V d'affixeb.
f n'a aucun point invariant,
. . - b
v Sia€IReta#1 alorsfestune homothétie de centre & d'affixe w = T et de rapport
k=a.

e Sia€C eta@/Ret|a| = 1alorsfestune rotation de centre Q d'affixe w = Tsz' etd’'angle 8 = arg (a).
b

e SiaeCetag/Ret|a|+ 1alors festune similitude directe de centre Q d'affixe w = T de rapport k = |a| et d'angle 8 = arg (a).

Remarque

Jne similitude directe ayant au moins deux points invarfants est nécessairement l'application identique.
_ixercicel

Pour chacune des similitudes directes f, donner le rapport, I'angle et le centre éventuel.

1°) f d'écriture complexe z'=-3z+1-5i,

1°) fd'écriture complexe z'=(1+1i)z-1i.

3°) fd'écriture complexe z'=z+1+1i.

SoientA, B, C, D les points d'affixes : zp =-1-1; zg=i ; zc=1+3i; zp=5+i
Jéterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe transformant A en C et B en D,
Exercice ZBACS2 1999 1er GROUPE
Dans I'ensemble C des nombres complexes on considére I'équation (E)z3+ (3 —2{)z%+ (1 —4i)z—1—2i=0

1°) a) Vérifier que (E) admet une solution réelie.
b) Achever la résolution de I'équation (E)
2°) Dans le plan complexe on désigne par A, B, C les points d'affixes respectifs
Za=—1l;23=—2+41 ;2c=1
2B ~— ZA
Zc—7ZA "

a) Déterminer le module et argument de

b) En déduire la nature du triangle ABC.
¢) Donner le centre, le rapport et I'angle de la similitude plane directe qui laisse invariant A et transforme B en C,

Résolution

:°) a) Soit a une solution réelle éventuelle de.(E ) . On doit avoir ; :

43+ (3-20)a2 + (1-4)a~1-2i = 0=a3 + 302+ a—1~i(2a2+4a +2) =0 ona {33 +3a +a-1=0
2a? + 42+ 2 =0

in résolvant la seconde équation, on trouve que a =
¢elle est — 1.

'b) Utilisons la méthode de Horner pour factoriser le premier membre de (E).

- 1, etla premiére équation est également satisfaite pour a = — 1. Ainsi la solution

L T1]3-2i[1—4 J—i-2i]

Sor s
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-1 -1 —2+2i | 142
112-2i|~1-2§ 0

(E)e (z+ D[22 + 2-2)z—~(1 + 20)] = 0.Letrindme z2 + (2 -2z~ (1 + 2i) apour discriminant:

A" = (2-20)2+4(1)(1 + 2i) = 4; d’'otlesracines:z' =—2+1i et z''=1i, Par conséquent, 'ensemble des solutions de I'équation
(E)est:S = {—-1; -2 +i;i}.
2°) a)

Erreur! Signet nondéfini.= Erreur! Signet non défini. = Erreur! Signet non défini.=
Erreur! Signet non défini. = Erreur! Signet non défini. = i.Donc
Erreur! Signet non défini. = 1 et arg Erreur! Signet non défini. = Erreur! Signet non défini. .

b) Les deux relations précédentes se traduisent géométriquement par :
AB = AC et (Erreur! Signet non défini., Erreur! Signetnondéfini.) = Erreur! Signet nondéfini. Le triangle ABC est

doncrectangle etisocéleen A .
/4

; 74
% —i%
c) D'aprésa), Erreur ! Signet nondéfini.= i => zB—24 = ¢ 2 (20 ~24) = 20—24) = ¢ 2 (zB — zA) . On déduit de cette

v/
T[ 3 2,
écriture que la similitude de centre A, de rapport 1, d'angle — 7 transforme B en C. C'est /a rotation de centre A et d'angle — — E

NOMBRES COMPLEXES
exexrcices corrigés

Exercice 1: zestun OFaux
L'exercice comporte 4 questions. Pour chaque question, on propose 3 imaginaire pur, O Vrai
affirmations. Pour chacune d'elles, le candidat doit indiquer si elle est vraie i 2 - zz
ou fausse en cochant la case correspondante. Aucune justification n'est ajors ] z I est
demandée. égala:
Les réponses & cet exercice sont & inscrire sur la feuille jointe en annexe.
Toute réponse ambigué sera considérée comme une absence de réponse. A, Bet Csont BC =24C [OFaux
Chaque réponse exacte rapporte 0,25 point. Une bonification de 0,25 point, des points - O Vrai
est ajoutée chaque fois qu'une question est traitée correctement en entier d'affixes
(c’est-a-dire lorsque les réponses aux 3 affirmations sont exactes). 2 respectives a, b e T
réponses inexactes dans une méme question entrainent le retrait de 0,25 Q4 P ! ( AB, AC ) =—42km. kell gF au)f
point et ctelles que > 2 4 0 Vrai
L'abstention n'est pas prise en compte, c'est-a-dire ne rapporte ni ne retire b-a = \/5
aucun point. Si le total des points de I'exercice est négatif, la note est c—-da ! ——t ) OFaux
ramenée & zéro. alors : CACB=CA4 O Vrai
Dans I'exercice, le plan complexe est rapporté au repere orthonormal '
(O;u,v).

Exercice 2:

Pour tout n & CF aux Le plan complexe est rapporté 3 un repére orthonormal direct
entier naturel O Vrai (O ; %, ¥) (unité graphique 1 cm). On considére dans Iensemble des
non nul, pour OFaux nombres complexes, 'équation (E) d'inconnue zsuivante :

Q1| toutréel @, cos(&")+zsm(9") 0 Vrai 2 +(-8+1)z? +(17-8)z+17i=0.
. n
( ¢ ) est égal 1. Résolution de I'équation (E).
. . OIFaux 1. Montrer que —~/est solution de (E).
a: cos(nb)) + isin(nb) OVrai || 2 Déterminer les nombres réels a, &, ctels que :
— 2 +(-8+ 022 +(17-8i)z+17i = (2 + i)(az? +bz+¢).
z+z2 DFau{( 3. Résoudre I'équation (E) dans 'ensemble des nombres complexes.
2 O Vrai I On appelle 4, Bet Cles points d'affixes respectives 4 + L4 =i =i
La partie — 1. Placer les points sur une figure que 'on complétera dans la
Q2 imaginaire du z=-z OFaux suite de I'exercice.
nombre zest 2i O Vrai 2. Le point © estle point d’affixe 2. On appelle ST'image de 4 par
égalea: P
z—-% CIFaux larotation de centre ) et d'angle de mesure 5 . Calculer I'affixe de S
O Vrai 3. Démontrer que les points B, 4, 5, Cappartiennent 4 un méme
Soit 2 cercle (C) dont on déterminera le centre et le rayon. Tracer (C).
un y2 OFaux 4. A tout point Md'affixe z # 2, on associe le point M’d’affixe
nombre 3 Vrai . .
Q3 complexe tel z'= '_Z.ﬂlgl ,
que z=Xx+jy ) ClFaux z-2
(xet yréels). Si nid O Vrai a. Déterminer les affixes des points 4] B; C°associés respsctivement
aux points 4, Bet C

S0
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b. Vérifier que 4 B, C’appartiennent a un cercle (C') de centre 7,
d'affixe / Déterminer son rayon et tracer (C').

c. Pour tout nombre complexe z # 2, exprimer | z'~i| en
fonction de z.

d. Soit Mun point d'affixe zappartenant au cercle (C) . Démontrer
que Qz'-zlzzﬁ.

e, En déduire A quel ensemble appartiennent les points M’associés
aux points Mdu cercle (C).

Exercice 3:

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormal
(O ; %, v). Unité graphique : 0,5 cm. On note /le nombre complexe
2

Pl
e 3 .On considére les points 4, Bet Cd'affixes respectives a =8,
b =6jet c =8/ Soit A’1'image de Fpar la rotation de centre Cet

/4 n
d’angle —é- . Soit &’I'image de Cpar la rotation de centre A et d'angle —3- .

T
Soit C’V'image de A4 par la rotation de centre Set d'angle — .

1. Placer les points 4, B, €, A, B’et C’dans le repére donné.
2.On appelle a; b’et c’les affixes respectives des points 4} B’et C"
a. Calculer 27 On vérifiera que a’est un nombre réel.

-
b. Montrer que b'=16¢ 3 .En déduire que Oestun pointdela
droite (BB).

c.Onadmetque ¢'=7 + 7iv3 . Montrer que les droites (449,
(BB) et (CC) sont concourantes en 0.

3. On se propose désormais de montrer que la distance
MA+MB+MCest minimale lorsque M= 0.

a. Calculer la distance 04 + OB+ OC.

b. Montrer que j3 =] etque I+j"+j2 =0,

¢. On considére un point M quelconque d'affixe zdu plan
complexe. On rappelle que 2 =8, b =6/et c =82,
Déduire des questions précédentes les égalités suivantes:

‘(a—z)-}-(b—z)j2 +(c-—z)j[=:|a-+-bj2 +c]’|=22.
d. On admet que, quels que soient les nombres complexes 2,
|z+2'+2"|s|z|+|z']|+|2"|. Montrer que MA+MB+MCest
minimale lorsque M= 0.

Exercice 4:

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal

(O ; &, v). Unité graphique : 2 cm,

1. On rappelle que, pour tous nombres complexes aet b,

@ -b =(a- b)(d* +ab+ b*) . Résoudre dans 'ensemble C des

nombres complexes 'équation 23 =8,
2. On désigne par 4, Bet Cles points d'affixes respectives 3, bet ¢

définiespar: a =2, b=—~1+ i3 et c=-1-i/3.0Onappelle rla

. , la , .
rotation de centre A et d’angle —2~ et r’la rotation de centre A et

d'angle —-12[-. Onpose B'=r'(B) et C'=rC) etonnote b'et ¢’

les affixes respectives de B’et €'

a. Placer les points 4, Bet Cdans le repére (O ; 4, V).
Dans la suite de 'exercice, on complétera cette figure.
b. Montrer que 5'=2+ J3+3i.

c. Montrer que &’et ¢’sont des nombres conjugués.

3. On appelle M, N, Pet Qles milieux respectifs des segments [CB],
[BB], [B'C] et [C’C). On note m, n, p et g leurs affixes.

$ror
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1++/3 ;
a. Montrer que I'affixe 2 du point Vest égale ;f— ( 1+iV3 )

En déduire que les points O, Net Csont alignés.

b. Montrer que n +1 = (g +1). Que peut-on en déduire pour le
triangle MNQ?

¢. Montrer que le quadrilatére MNPQest un carré,

Exercice 5:

Dans le plan orienté, on considere les points Oet Afixés et
distincts, le cercle C de diametre [0A], un point M variable
appartenant au cercle C et distinct des points Oet 4, ainsi que les
carrés de sens direct MAPNet MKLO. La figure est représentée Ci-
dessus.

Le but de l'exercice est de mettre en évidence quelques éléments
invariants de la figure et de montrer que le point ¥appartient a
un cercle a déterminer.

On munit le plan complexe d'un repére orthonormal direct de
sorte que les affixes des points Oet Asoient respectivement 0 et 1.

4
On désigne par /le nombre complexe de module 1 et d'argument -2— .On

note k 4 m, net ples affixes respectives des points X, L, M, Net £,

1. Démontrer que, quel que soit le point M choisi sur le cercle C, on

1] 1
M=
2 2
2. Etablir les relations suivantes: /= imet p=— im+ 1+
On admettra que I'on a également n=(1-i)m+i et k=(1+i)m.

3. a. Démontrer que le milieu Q du segment [PL] est un point
indépendant de la position du point Msur le cercle C.

b. Démontrer que le point Q appartient au cercle C et préciser sa
position sur ce cercle.

4. a, Calculer la distance XV et démontrer que cette distance est
constante.

b. Quelle est la nature du triangle QN K ?

5. Démontrer que le point Aappartient 3 un cercle fixe,
indépendant du point M, dont on déterminera le centre et le
rayon.

a

Exercice 6:
Le plan complexe estmuni du repére orthonormal direct
(O ; %, %) ; unité graphique 2 cm. On appelle 4 et Bles points du

plan d’affixes respectives # = 1 et = ~1. On considere
Yapplication fqui, a tout point Mdifférent du point B, d'affixe z
fait correspondre le point M d'affixe 2 définie par

, z-1

Zz' = —,

z+1
On fera une figure qui sera complétée tout au long de cet exercice.
1. Déterminer les points invariants de fc'est-a-dire les points M
tels que M = K M).




2. a. Montrer que, pour tout nombre complexe zdifférent de —1,
(2 -1)(z+1)=-2.
b. En déduire une relation entre | z' -~ 1] et | z + 1|, puis entre arg

(7 - 1) etarg (z + 1), pour tout nombre complexe zdifférent de
—1. Traduire ces deux relations en termes de distances et d'angles.
3. Montrer que si Mappartient au cercle (C) de centre Set de
rayon 2, alors M appartient au cercle (C") de centre Aet de rayon 1.

4. Soit le point Pd’affixe p=-2+ i3,

a, Déterminer la forme exponentielle de (p +1).

b. Montrer que le point Pappartient au cercle (C).

c. Soit Qle point d'affixe g =~p ou P estle conjugué de p.
Montrer que les points 4, 7 et @sont alignés.

d. En utilisant les questions précédentes, proposer une
construction de I'image £ du point Ppar l'application £,

Exercice 7:
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Le plan complexe est rapporté  un repére orthonormal direct
(O ; 4, V) (unité graphique 4 cm). Soit le point Ad’affixe z, = i
S
2z

et Ble point d'affixe zy =e¢ ©¢ .

2z
1. Soit rla rotation de centre Oet d"angle —3— .On appelle ¢

I'image de Bpar r.
a. Déterminer une écriture complexe de r.
-z
b. Montrer que I'affixe de Cest z. =¢e ©.
c. Ecrire zget zcsous forme algébrique.
d. Placer les points 4, Bet C.
2. Soit Dle barycentre des points 4, Bet Caffectés respectivement
des coefficients 2, -1 et 2,
V3

a. Montrer que l'affixe de Dest z,, = 5 + % i. Placerle point D.

b. Montrer que 4, 5 Cet Dsont sur un méme cercle.

3. Soit A'homothétie de centre 4 et de rapport 2. On appelle £
I'image de Dpar A.

a. Déterminer une écriture complexe de A,

b. Montrer que 'affixe de Fest z = V3 . Placer le point £

Zp — Z¢
4. a. Calculer le rapport —£_"C Onécrirale résultat sous forme

22
exponentielle.
b. En déduire la nature du triangle CDE.
Exercice 8:

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct

(O ; %, v).0n prendra 1 cm pour unité graphique.

Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation
Z-3iz-3+6i=0,Z étantle conjugué de z

2.0n considere le point A d'affixe 4 ~ 2;. Déterminer la forme
algébrique de I'affixe du point Btel que OAB soit un triangle
équilatéral de sens direct.

3. Soit le point D d’affixe 2i.

a. Représenter I'ensemble (E) des points Md'affixe zdifférente de

, V3
2i tels que: arg(z-—21)=x+kx27r(ke[] ).
b. Représenter I'ensemble (F) des points M d’affixe ztels que
z=2i+2¢% 6ell .
4. A tout point Md'affixe z # -2 , on associe le point M d'affixe Z telle

que z'= —

T3 Déterminer I'ensemble des points Mtels que |z'| =1,
z

Exercice 9:

B.\

Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; %, V).

On fera une figure qui sera complétée au fur et 2 mesure.
Soit f'application qui a tout point M de P d’affixe non nulle z

I 1
associe le point M’d’affixe: z'= —2-( z +; J .

1. Soit E'le point d’affixe z, = —i. Déterminer ['affixe du point £
image de Epar £

2. Déterminer I'ensemble des points Mtels que M’ =M.

3.0n note A et Bles points d'affixes respectives 1 et —1. Soit Mun

point distinct des points 0, et B. .
a. Montrer que, pour tout nombre complexe zdifférent de 0, 1 et

z'+1 (z-i—l)2

-1l,ona;: o =\z-l

!

MB |
b. En déduire une expression de en fonction de m puis

une expression de I'angle ( M4, M 'B) en fonction de l'angle
(374, 7B).

4.Soit A la médiatrice du segment [45]. Montrer que si Mestun
pointde A distinct du point O, alors M’est un pointde A .
5.S0it " le cercle de diametre [AB].

a. Montrer que si le point Mappartienta T" alors le point &’

appartient 2 la droite (45).
b. Tout point de la droite (48) a-t-il un antécédent par 7?

Exercice 10:

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct

(O ; u, v) (unité graphique 1 cm).

On fera une figure que I'on complétera tout au long de 'exercice.
Soient 4, Bet Cles points d'affixes respectives a = 3 + 5/,
b=-442i,c=1+4i.

Soit f1a transformation du plan dans lui-méme qui, & tout point M
d'affixe z associe le point M d'affixe 2 définie par

2'=(2-2i)z+1.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de £

2. a. Déterminer l'affixe du point Z, image du point Bpar £

b. Montrer que les droites (CB) et (C4) sont orthogonales.

3. Soit Mle point d'affixe z = x + iy ol on suppose que xet ysont

des entiers relatifs. Soit M V'image de Mpar £

Montrer que les vecteurs CM ' et CA sont orthogonaux si et
seulementsi x+ 3y =2.

4.0n considére I'équation (E) : x + 3y = 2 ol xet ysont des
entiers relatifs.

a. Vérifier que le couple ( -4;2 ) est une solution de (E).

b. Résoudre I'équation (E).
c. En déduire I'ensemble des points M dont les coordonnées sont

des entiers appartenant 3 I'intervalle [—5 ;S ] et tels que les

vecteurs CM ' et CA soient orthogonaux. Placer ces points sur la
figure.

Exercice 11:

a. On considére le nombre complexe z = 1—i/3 .

Mettre zsous forme trigonométrique. Calculer z% et 2 En
déduire 2?992 et 2'%%%,

b. Résoudre dans C I'équation 22 +8=0 (on remarquera que
cette équation a une racine évidente réelle) . En déduire les




)

solutions dans C de l'équation (iz - 1)3 +8 =0 .Donnerles
solutions sous forme algébrique.

Exercice 12;

On donne le nombre complexe z = —\/2 +/2 + i\/2 -2
a. Exprimer Z sous forme algébrique

b. Exprimer 2 sous forme exponentielle.

¢. En déduire zsous forme exponentielle.

Exercice 13:

On considere le polyndme Pdéfini par :
P(z)=2"-62" +2422 ~182+63.

1. Calculer P( z\/g) et P( —i\/g) puis montrer qu'il existe un

polynéme @ du second degré a coefficients réels, que I'on
déterminera, tel que, pour tout z € C, on ait

P(z)z(z2 +3)Q(z).

2.Résoudre dans 0 V'équation A2) =0.

3. Placer dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal
(O ; u, ¥),les points 4, B, C Dd'affixes respectives z, = 3,

zZg = -iV3, zr =3 +2i/3 et zZp = z_(;-,puis montrer que ces

quatre points appartiennent & un méme cercle.
4. On note £le symétrique de D par rapport a 0. Montrer que

Ze - iy . :

i) NP puis déterminer la nature du triangle BEC.
Zp -2

Exercice 14

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct
(O ; u,v) (unité graphique 1 cm).

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes 1'équation
22 -823+64=0.

2.0n considere les points A4 et £qui ont pour affixes respectives

les nombres complexes @ = 4~/3 ~ 4i et b= 4+/3 + 4.

a. Ecrire a et bsous forme exponentielle.

b. Calculer les distances 04, OB, AB, En déduire la nature du
triangle OAB.

3. On désigne par Cle point d'affixe c=—~/3 +i et par Dson
T
image par la rotation de centre Qet d'angle ——3— . Déterminer

V'affixe du point D.

4. On appelle Gle barycentre des trois points pondérés (0; —1),
(D; +1), (B; +1).

a. Justifier 'existence de G et montrer que ce point a pour affixe
g=4/3+6i.

b. Placer les points 4, 8, ¢, Det Gsur une figure.

¢. Montrer que les points , Det Gsont alignés.

d. Démontrer que le quadrilatére OBGD est un parallélogramme.
Exercice 15:

1. On considére le polynéme Pde la variable complexe 2 défini par
Az)=2° +(1~i\/§)22 +(74-iJ§)z~74iJ2".
a. Déterminer le nombre réel ytel que jysoit solution de

I'équation A(2) =0,
b. Trouver deux nombres réels a et btels que, pour tout nombre

complexe z on ait P(z)=( z—i\/2—)(z2 +az+b).

¢. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation
Az) =0.

2. Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormal direct
(O ;4,v).0nprendra 1 cm pour unité graphique.

~£ror g
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a. Placer les points 4, Bet /d’affixes respectives z4 =—7 +5/;
2o =—7—5iet z, = i/2.
b. Déterminer I'affixe de I'image du point /par la rotation de

n
centre Oet d'angle — -Z .

c. Placer le point Cd'affixe zc =1 +i.
Déterminer I'affixe du point Ntel que ABCN soit un

parallélogramme.

d. Placer le point Dd'affixe zo =1 + 114

Calculer Z = Za"Zc sous forme algébrique puis sous forme
Zp —Zp

trigonométrique. Justifier que les droites (4C) et (£D) sont
perpendiculaires et en déduire la nature du quadrilatére ABCD.
Exercice 16:

PartieA

1. z1 et z; sont des nombres complexes ; résoudre le systéme
Z] \/5 - 22 = _2
Zl - 22 \/5 = _21 .

2. Dans le plan complexe muni d'un repere orthonormé direct de
centre 0, d'unité graphique 4 cm, on considére les points Aet B
d'affixes respectives: z, = ~3+iet zg=~1+ iN3 .

Donner les écritures de z4 et zgsous forme exponentielle. Placer
les points Aet B.

d’équations suivant {

z
3. Calculer module et argument de 24 En déduire la nature du
2B

triangle AB0 et une mesure de l'angle ( OA4, O_B)

4. Déterminer I'affixe du point Ctel que ACBOsoit un losange.
Placer € Calculer I'aire du triangle ABCen cm2.
Partie B

Soit fla transformation qui a tout point M d'affixe zassocie le

iz
point M’ d'affixe Z telleque z'=¢e 6z,

1. Définir cette transformation et donner ses éléments
caractéristiques.

2. Quelles sont, sous forme exponentielle, les affixes de 4, B et C
images par fde 4, Bet C?

3. Quelle est 'aire du triangle A'F € en cm2?

Exercice 17;

On désigne par P le plan complexe. Unité graphique : 2 cm.

1. Résoudre I'équation d’inconnue complexe z: z> ~2z+4=0,
On notera z; la solution dont la partie imaginaire est positive et zz
l'autre. Donner le module et 'argument de chacun des nombres
7,2, 2}, z} Ecrire sous forme algébrique 2,2 et z2.

2. On consideére dans le plan les points A(1+ l'\/i) , B(1- i«/?:),

C(-2+2i3) et D(-2-2i3).

a. Représenter les points 4, B Cet Ddans le plan P. Quelle est la
nature du quadrilatére ABCD?

b. Montrer que les points 0, Aet Dd'une part et les points 0, Bet C
d’autre part sont alignés. Quel est le point d'intersection des
diagonales de ABCD?

c. Quelles sont les affixes des vecteurs 4B et AC ? Montrer que
les droites ABet ACsont perpendiculaires.

Exercice 18:

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormal direct
(O ;4,¥) (unité graphique 2 cm), on considere les points 4, Bet

Cd'affixes respectives z, =2, z, =1 +i3 et Zp =1- i3,
Partie A
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1. a. Donner la forme exponentielle de z puis de z. .

b. Placer les points 4, B, et C.

2. Déterminer la nature du quadrilatére OBAC,

3. Déterminer et construire 'ensemble A des points Mdu plan
tels que | z|=|z-2].

Partie B

A tout point Md'affixe ztel que z # z,, on associe le point &'

-4
d'affixe 2 défini par z'= ——.
z-2

-4
z-2
b. En déduire les points associés aux points Bet C
c. Déterminer et placer le point & associé au centre de gravité G
du triangle OA4B.
2. a. Question de cours

Prérequis : le module d'un nombre complexe, noté | z |, vérifie

1. a. Résoudre dans C I'équation z =

2 _ = = —_
Iz[ =2z ou z estleconjuguéde z.
Démontrer que :
* pour tous nombres complexes 21 et z, [ Zy X2y |= ] z |xl z, | ;

1

z
b. Démontrer que pour tout nombre complexe zdistinct de 2,

* pour tous nombres complexes znon nul,

=L
2]

¢. On suppose dans cette question que Mest un point quelconque
de A,ou A est!'ensemble défini 4 la question 3. de la partie A.
Démontrer que le point M associé & Mappartient 3 un cercle I’
dont on précisera le centre et le rayon. Tracer I" .

Exercice 19;

Le plan complexe est rapporté 2 un repére orthonormal
(O;u, 7).
On appelle 4, Bet Cles points d'affixes respectives z4 = - 1 + 3/et
3-3i
Zm=-2et zp = ——m,
2
Soit fl'application du plan privé de A dans le plan qui, a tout point
M d'affixe zdistincte de z4, associe le point M d'affixe 2 définie
z+2

z+1-3;
1. Factoriser 22 - 3z~ 2 en remarquant que z= /en est une
solution, puis résoudre I'équation

(B):2-3iz-2=0
2. Déterminer les affixes des points invariants par £ (Un point est
invariant lorsque z = z*)
3. Déterminer I'ensemble des points Mtels que M’ appartienne au
cercle de centre Q de rayon 1.
4. En posant z= x+ jy, déterminer Im(Z) en fonction de xet y.En
déduire 'ensemble des points Mtels que M appartienne 3 I'axe
des abscisses.
5.a. Montrer que pour tout zdifférentde ~1 + 3iona
I'équivalence suivante :

z+2 z+2

z+1-3i Z+1+3i
b. En déduire I'ensemble des points Mtels que M ait une affixe
imaginaire pure (on peut répondre 4 la question b en admettant le
résultat de la question a).
Exercice 20:

par: z'=

c>(z—zc)(z—z(-_v)=§.

Linéariser le polyndme P = cos? 5xsin 3x.
Exercice 21:

Sron %
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Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormé direct

(O ;4,v) (unité graphique: 3 cm).

On désigne par A4 le point d'affixe / Une transformation fassocie &
tout point Mdu plan, distinct de 4, d'affixe z le point M'd’affixe Z

2

définipar: z'=——.
i-z
1. Déterminer les points M confondus avec leur image M.
2. Etant donné un complexe zdistinct de / on pose z= x+ jyet 2
=X+ iy ,avecx y, X,y réels.
-x(x*+y*-2y)

x+(1-y2
b. En déduire 'ensemble E des points Mdont I'image M est située
sur l'axe des imaginaires purs.
Dessiner l'ensemble E.
3. Trouver une relation simple liant les longueurs OM, AMet OM.
En déduire I'ensemble F des points Mdu plan tels que Met M
soient situés sur un méme cercle de centre O. Dessiner l'ensemble F.
Exercice 22:

a. Montrerque x' =

Le plan P est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; %, i{').

On fera une figure qui sera complétée au fur et 3 mesure.
Soit fI'application qui a tout point M de P d’affixe non nulle z

1 1
associe le point M'd’affixe: z'= —2—( Z+— J .
¥4

1. Soit £le point d'affixe z; = —i. Déterminer l'affixe du point £

image de E'par £

2. Déterminer I'ensemble des points Mtels que M’ = M,

3. On note A et Bles points d'affixes respectives 1 et —1. Soit Mun
point distinct des points 0, Aet B.

a. Montrer que, pour tout nombre complexe zdifférent de 0, 1 et

z'+1 (Z+IT
—-1,0na: = .
z'-1 z~1

’

b. En déduire une expression de

. MB
en fonction de —— puis
MA

une expression de I'angle ( M4, M'B) en fonction de I'angle
(74, 348).

4.Soit A la médiatrice du segment [44]. Montrer que si Mest un
pointde A distinct du point 0, alors M’est un point de A .
5.S0it T" le cercle de diamétre [45).

a. Montrer que sile point Mappartienta I' alors le point M’
appartient 3 la droite (45).

b. Tout point de 1a droite (45) a-t-il un antécédent par 7

(La fonction fest appelée fonction de Joukowski et est utilisée en
aéronautique pour étudier des profils d ‘aile).

Exercice 23:

Dans le plan complexe rapporté i un repere orthonormal direct
(O ; &, ¥) (unité graphique 2 cm), on considére les points 4, B, C
d'affixes respectives a =2, b=1-i et c=1+i.

1. a. Mettre les affixes des points 4, Bet Csous forme
trigonométrique. Les placer sur la figure.

b. Calculer c-d

. En déduire que le triangle ABCest rectangle isocéle.
-a

2.a. On appelle rla rotation de centre A telle que r(B)=C.
Déterminer I'angle de ret calculer Faffixe du point Dimage de Cpar .
b. Soit (I') le cercle de diametre [B(].

Déterminer et construire I'image (T') du cercle (T) parla
rotation r.
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3. Soit Mun pointde (I ) d'affixe z distinct de Cet M d'affixe 2
son image par r.

a. Montrer qu'il existe un réel ¢ appartenant & [0 ; -725[ u]% 7] ]

telque z=1+¢%,
b. Exprimer Z en fonction de 4.

¢. Montrer que z est un réel. En déduire que les points ¢, Met

z~¢
M sont alignés.
i
d. Placer sur la figure le point Md'affixe z=1+¢e 3 et construire
son image par la rotation r;

Exerclce 24;
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4. a, Déterminer le réel atel que le barycentre du systéme {(0, 4),
(C4, 1), (C3, 1)} soit Ca.
(Rappel : le barycentre G du systéme (A, @), (B, #),... est tel que

aAG +BBG +..=0)
b. Calculer I'affixe ¢z de Ca.
¢. Montrer que les points Az, Bz, Cz sont alignés.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal
(O ; u, V). On prendra pour unité graphique 5 cm. On pose

1+i
2z, =2 et, pour tout entier naturel n, z,,,, = --2-— z,.0n note

A, le point du plan d'affixe z,.

1. Calculer zy, z,, z3, z, etvérifier que z, est un nombre réel,
Placer les points Ao, A1, Az, 43 et A4 sur une figure,

2. Pour tout entier 1, on pose u, =| z, | . Justifier que ( u, ) est
une suite géométrique puis établir que, pour tout entier naturel 7,

] n
U, =2| —= | .
-2( )
3. A partir de quel rang r, tous les points A, appartiennent-ils au
disque de centre Oet de rayon 0,1 ?

Zntl ~ 2y

4. a. Etablir que, pour tout entier naturel z, =1.En

Znel
déduire la nature du triangle 04n4u+1.
b. Pour tout entier naturel 7, on note /4 la longueur de la ligne

brisée AvA1Az... An-14n.On aainsi I, = 4, A4, + Ajdy +..+ A4, (A4,
Exprimer /, en fonction de 7 Quelle est la limite de la suite ( l, ) ?
Exercice 25:

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal direct

(O ;u,7v). ’

1. On considere trois points distincts A, B et C d'affixes respectives
a betc

. , . c—
a. Interpréter géométriquement I'argument du quotient
-a

b. Montrer que A, B et C sont alignés si et seulement si -Zf;g est
-a

un nombre réel.
2. Placer sur une figure (unité graphique : 1 cm) les points A1, By
et C1 d'affixes respectives

a4 =2, b=i3, g =-4+3i\3.
Montrer, & I'aide de la propriété précédente, que les points Ay, By
et C1 sont alignés.
3. On considére les points Az, By, Cz, As, B, Cs tels que les
quadrilatéres OA1A2A3, OB1B2B3, 0C1C2Cs soient des carrés directs.
a. Tracer les carrés OA1A2As, 0B1B2B3, 0C1C2Ca.
b. Donner les affixes s et &3 des points As et Bz puis les affixes a2
et b2 des points Az et Bz,

c. ATaide de la rotation de centre O et d'angle _72_r_ . calculer I'affixe

¢z de Cz a l'aide de oy,
d. En déduire que les points As, B3 et C3 sont alignés,

CORRECTION 7

Pourtoutn | Vrai:cours.
entier naturel
non nul, pour
(12 tout réel 4,
( Jf )" est | Faux:bof...
égala: Vrai : cours,
z 1 . .
Faux: =-é~(x+zy+x—1y)=x.
La partie -3
Q | imaginaire du . ing=252_%_
5 | nombre zest Vrai:ona sin & 5 y.
égalea:
z-z 1 L .
Faux: =*2-(x+ly—-x+1y)=ty.
. 2 4.2 a2 2
Vrai: | z[" =|ip|" =|i|* |y]" =»*.
Si zestun
imaginaire 2 3
Q| puralors |Faux:|i]" =1 =~1,
3 Izl2 est égal
a: Vrai: comme z est imaginaire pur, on a
2 |12 2 ,
|z]" =|p| =3 et =22 = ~(ip)? = 2.
Vrai:d'uncbté ona
B b-c
__‘f.-_-l l=li\/§l=\/§:>BA=AC\/§
AC  |c-a]
; par ailleurs le triangle ABCest rectangle en
A Bet Csont | Ad'odl 4B + AC? = BC? = 44C? = BC?.
des points
daffixes | poix
respectives a, c—a 1
2 bet ctelles ( B, AC ) =arg<=l% o arg—
. que b-a i3
224 i3 I
c—a =arg 7—" = -5
,alors: 3
Vrai ;
CACB=C4* =CATA < CA.(CB-TA) =
<> CA.AB=0 < (CA) L(A4B).

o

Exercice 2:

AN
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L1 (1) +HB+i)(=i) +(17~8i(~0)+17i = i-+8~i~17i~8+17i =0, A 1 3
2. Développement puis identification donnent 2.2, Notons au préalable que b=6j=6¢ 3 =6| - 5+ ary
2 +(=8+1)z2 +(17 -8i)z +17i =(z+i)(z* -82+17).

2 - 1 3
3. 2" -8z+17 =0 apourracines 4 + jet 4 — J etc=8/2=8¢ 3 =8 ———;¥2 |
1L 1. Voir plus loin, ’ 2 2

2R ,:4 ->S<=>s-a)=i(a—-a1)®s=i(4+i-2)+2=]+2i.
)

3.l est assez évident sur la figure que (C) apour centre Q et

pourrayon 04 =|2+i|=/5 . On vérifie aisément que

QB=QC=0S5=+5. b.
_H44D+10-2 9421 _(9+20)2-i) 20-5i _
4+i-2 2+4i  Q+d2-) s

L S L -3z - ~,:
a-c=ed(b-dea'=8¢ 3 +¢3|6e 7 ~8¢ 3 |=8¢ I +6¢% —g¢ ]

=8(-— -zij-}—s—s[ ' £)=-4-41\/§—5-4+4i~/3’=—|4‘

.y
2 2

91—

2

z 4 Yoo .
b-a=e3(c-a)ob =8+ﬁ[ 38 J:S-Hle T 8o T 284443443 =883 =160

4‘. a. ZA' ‘i

{4-D)+10-2i 11+2; (11 +20(2+1) 20+15i . — e b' r 2r
Zy = = = = =443 V=arg 2 = "~ =2 2 _
B 4-1-2 2 Q-2+ 5 On a alors (OB, OB ) arg 5 argb'-argb 373 w
donc OB et OB' sont colinéaires et Jest sur (8B).
o, KD+10-2i 9-2i (9-2i)(-2-i) _=20-5; j | &AetA sontsur (Ox); B Oet £ sont alignés, il suffit de montrer
o = = = =4

i-2 24§ (=2+i(=2-i) 5 que € Oet C sontalignés :
A\ 7

1 3 [
— ¢=T+7i3 =14] =+iX2 |=14e3 gop
b. I estimmédiat que P4'=+/4% +2? =2./5 = PB'= pC". [2 2 J o
— ! 27 )
(OC,OC')=arg-C—=argc’—argc=77-r-—(-i)=7r,ok,
c 3 3

3.2 OA+0B+0C =|a|+|b]+|c|=8+6 +8 =22,

A e
b.jf=|e3 | =3 =d¥ =1,

(o8

(=2} b-2) H z) | 4g2-57 5] ani? 91474/ 2]=2

o |zi|= iz+10—2i_i’“'iz+10—2i—iz+2i 1] 10 _
z-2 z-2 z-2| |z-2] d.Utih’sons|z+z'+z”’$]z,’+fz']+|z"!avec(a—-z),
d. Mun point d'affixe Zappartenant au cercle (C) est tel que (b-z)j2 et (c—z)j :
vl g 101045
lz-2|=+5 dou|z'-i =;r"5—* =5 =25, !(mz)“’(b—z)fz‘*(o—z)JHa—sz—zIf‘*‘lo—z”ﬂ=|a—2|ﬂb—2|ﬂc—zl=AM+W+Gw

e. Donc si Mappartient au cercle (C), M appartiendra au cercle de comme ,( a-z)+(b-z )jz +(c-z )]! = ’ a+b? + 47'] =22,
centre le point Pd’affixe / de rayon 2+/5 .
Exercice 3:

cette valeur est le minimum de MA+MB+MC et il est obtenu
lorsque z= 0, soit lorsque Mesten O.

Exercice 4:
l1.Aveca=zetb=20na: z° - 23 =(z-2)(z? +2z+4);

—\2
A=4-16=-12=(2¥3 ) d'od les solutions 7, = 2,

-2-2i3 -2+2i
Zl ="i—21—‘\/:-=_1“i‘\/§,22= 2+221J§=-1+l\/§.
2aa=2b=-1+iV3 et c=~1-4/3.

- i_

b b-a=e 2(b—a)c>b'=2-i(—1+iﬁ—2)=2+ﬁ+3i.
i

¢ c~a=e2(c-a)e c'=2+i(—1-i\/§-2)=2+\/3—-3i.

Qui est bien le conjugué de .

oo E-
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ot '*‘/5(1”\/'3')_-.1(14-\/3” 3+,'3).C'estpareil.
2 2
e 1+2\/§(1+i\/§)___ ‘+2\/§ cbaﬁ=.1_*_'2l/§_5—c",lesvecteurs

sont colinéaires, les points sont alignés.

b+
b. Ma pour affixe el , gest le milieu de {CC] eta pour

affixe le conjugué de 7 (puisque cet ¢ sontles conjugués

respectifs de bet &), soit g= ! +2‘/§ ( 1- ,'JS) Onaalors

n+1=”‘/5 1+i\/§)+l=3—d§-+ii—§j—§ et
2 2 2
tarn=i 2B (1) 3 20 dolin +1=Hg +1)

Le triangle MNQest un triangle rectangle isocéle car le vecteur

M Q apourimage le vecteur M N par la rotation .
¢. Comme Qest le symétrique de Npar rapport (Ox) et que Met
Psont sur (0x), les triangles MNP et MQPsont isométriques donc
MNPQ est un carré.

Exercice 5:

$rore
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2. LestI'image de Mpar la rotation de centre 0, d'angle —725 ,onadonc
J= im; de méme Pest'image de Mpar la rotation de centre 4, d’angle
—-%,onadonc p-1= e i%(m— N p=—im-D+1=~im+i+l.
De la méme mani¢reona n=(1-i)m+i et k=(1+ im.

p+1_—im+1+i+im_l+i

3.a. Q apour affixe ; comme m

2
n’apparait plus, Q ne dépend pas de M.
b. On a évidemment -1-—;- = -;- =-;- donc §) appartient au

cercle C. Q est 2 lintersection de Cetdela médiatrice de [ OA].
4. a. La symétrie de la figure par rapport i la droite (LMP) montre
que KN =04 =1. Parle calculona

1
KN =|n—k|=|(1-m+i=(1+m| =[i—2mi|=12i!‘%-ml=23= 1
1l est inutile de faire le calcul...

b. Pour la méme raison de symétrie, QN K est I'image de QO 4
et est donc isocele rectangle.Ce coup-ci on ne fait pas le calcul...

5. Puisque QN K est isocele rectangle, son cOté est ?}_:2. KN = 2/.2—.2-
donc QN = —‘/2—5-, Nparcourt un cercle de centre Q derayon _‘/22
Exercice 6:
1. M = [ M), soit
z=z—1<:>22+z=z—l<:>zz=—-l<:>z=:ti.

z+1

-1 Z-1-Z~1

2.a(z-1)z+1 =(£———l) )=t (z+1)==2.

(#=1)(z41)=( 221 (2 e ) =5 (=)

b. En passant la relation précédente au module,ona:

|z'—1“z+l|=|-2|<;>|z'_1‘=I____

; de méme en passant a
z+1|

Yargument :
arg(z' 1) +arg( z+1) =arg( 2) =7 arg( 7 ~1)=r-arg(z+1)
Ceci se traduit par: AM'=—2— et (Z;AM’)=7r~(-z};-§A7f).
BM

3. Si Mappartient au cercle (C) de centre Bet de rayon 2, alors

2
BM =2 d'ol AM'= 5= 1 donc M appartient au cercle (C') de
centre A4 et de rayon 1.

2
4,a. p+1=—1+ix/§=2£-:2l-+il/-2_3—]=2e 3,

b. On a évidemment | p+1 | =2 donc Pappartient au cercle (C).
¢ g=-p=—(-2-i3)=2+i3=¢+1=3 +i3 ;par

ailleurs a;ﬁ)=ﬂ—(§;ﬁﬁ)=”__2£=1 et Ap'=2.=1 ;
3 3 2

donc
, 1. .43 3 431 — 1=
pe—ti—=p'tl==ti—==(q+1)> AP'=-AQ.
2 2 P 2 2 2 ( 1 ) A 2 Q
d. La question est un peu débile puisqu'on a l'affixe de p' (peut-
&tre une autre méthode était-elle attendue au 4. ¢. 7).

Exercice 7:

S 27

—-f—

. 3
laz,=i,zzg=e ¢ . riz—s>z'=e3z.




v

2;r i in i
b.z~—e3zﬂ—e3e 6 =¢ 6
B 1 B
z =g I — ; = - — -],
© % y 2T T
d. Figure ci-dessous.
2.a. B .
Y31 3J' 3) V31
- ==t 2 b = 4T =t
2= I+2(22A 25+220) (ZH- + 1+«/— ~i : > 21

b. Tous ces pomts sont sur le cercle mgonométrlque car leur
module est 1.

3a hiz-zlz-i=2(z-i)ez'=22-1.

b. z; —2(——4-1 \J-—z-
2

4. a

V3,1, V31 »
Zp "% =T 2 ——2—+?= 2i =21(\/§_1)=-—+i—\/§-=elg'
zZg-2zc V3= \/— V3+i 4 2 2

Exercicé 8:

1.
7-3iz-346i =0 x—iy) -3 (x+zy)-3+6z-0<.:x+3y—3+1(—y—3x+6)—0

i« x+3y-3=0 _ x=-3y+3®" 3 9+24 15
, Soi =—, X = = ——
x-y+6=0 " |8y-3=0 0 8 8 8
15 .3
etz=—+1—.
8§ 8

2. OABest un triangle équilatéral de sens direct si A a pour image

B par la rotation de centre O, d'angle _;_r_
Z Z 1 3
riz—>z' =e3z=vb=e3(4-2) [§+13—J( ~2i)=2+3 +i(2J§ —1).

3.a. arg(z—2i)=%+2k7r<:(B;W)=%+2kﬂ ; il s'agit

de la demi-droite faisant un angle de 45° avec 'horizontale,
passant par Det orientée vers la droite.

b z=2i+2¢% & z-2i=2¢° & |z-2i|=2
cercle de rayon 2 et de centre D.
4, ]z'|=1<:>|z—1[=]‘z'+2|=lm‘=|z+2] car le module

du conjugué est le méme que celui de l'original. H s’agit du cercle

:ils'agitdu
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o

de diametre /fou /a pour affixe 1 et Ja pour affixe —2 privé des
points /et /.

Exercice 9:

2'=—| z+—|.
2 z
1 1
2= i+ — =0.
L2 2( _,-)

2,z=-}2-(z+l}<:>222 =zz+111>z2 =1 z=1l,
z

3.a

1 1
— — {+1 2
z'+1_2(z+z) 4142z (Z+1) =(z+1)2 \

1 - 2 -
z'-1 %(z+—l—)—l 22 +1-2z (z-l) z-1

z
2=(MB]2
’A e z-1 MA)
— T\ _ z'+1 _ f_+_1_ a7 TR
(MA,MB)—arg(Z_l)-Jarg(Z_lj- (M A, MB )
4. Mestun pointde A : \

MA=MB= M'B
M'A
A,

5.a. Mappartienta I" :
(m,]\—/f—é)'—' —:(W,W):

(4B).
b. Si M a pour affixe Z ol est M?

Z=-1-(z+
2

solutions. Tous les points ont des antécédents par £ qu'ils soient
sur [45] ou non.
Exercice 10:

=] |21 |zl

z'+1

=12 =1 M'B= M'A ; M’estun pointde
=47 donc M'appartienta

1
—j &> z2 =2Zz +1 =0 qui a toujours une ou deux

N
_ir
1. z'=(2-2i)z+1 :similitude directe 2-2i=242e * donc

/4
rapport 2«/5 ,angle _71- . Le centre est tel que

-1-2i
o
2.0 b'=f(b)=(2-21)(~4+2i)+1=-8+8i+4i+4+1=-3+12

w=(2-2)o+l S o(-1+2)=10=

b—c —3+12i-—1-4i_—4+8i_(—4+8i)(2-—i)___ "
345i-1-4i  2+i 5 5

donc (@,@)=arg(4i)=g—.

*LV2 (e 4=2 6
- _ +y'—4 = ' _
y-a L1 x'-1)+y x'+y'-6.
Par ailleurs

z'=(2—2‘)z+1c:»x'+iy'=(2-—2i)(x+iy)+1=2x+2y+1+i(—2x+2y)
On remplace et on annule :
2(2x+2y+1)-2x+2y-6 =0 2x+6y-4=0=x+3y=2

a-—c

3 C_M".EZ=(

4.a. (-4 ;2) estune solutionde (E): ~4+3x2=2.
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b. 1. P(iﬁ)=9—6(—i3ﬁ)—72—i18ﬁ+63=0,
xy=2 2)=0cl(x+4)=3(2-) sea=3k [x=3%4 |
4+3(z)=2:”‘+4+3(y- )0+ ) =32 e Flp=a-k | P iﬁ)=9—6(i3«/§)—72+i18«/§+63 =0.

P

: 2
_5<3k-4<5 _1<3k<9 _1/3<k<3 z)=(zz+3)(zz+az+b)=z4+az3+(a+3b)z +3az+3b
c.{ - { =T { =ke{0,1,2,3}

~5%2-ke3 S1s-ks3 | 3skeT donc a = -6 et b=21,soit P(z)=(zz+3)(zz~6z+21).
d'oﬁlesquatrepoints:(—-4;2),(-—1;1),(2;0),(5;—1). ’ S
Exercice 11: 2. 22 -6z+21: A=36—84=—48=(:4\/§) ,

ud .
—iz j 6-id3 .
az=1-i3=2¢ 7, z|=6+l:\/§=3+2i~/—3-,22= ?f=3—zlﬁ.
2 37 .

z =4e~‘_3— =-2-2i\3, 2} =8e -8, P(2) =0 apour racines i3 et ~if3 ainsique z; et z;.
Comme on tourne a chaque fois de 60°, tous les exposants 3. Comme A et Bd'un cbté, Cet Dde l'autre sont symétriques par

multiples de 3 raméneront sur I'axe réel (un coup positif, un coup rapport  laxe ((0’ ;) les triangles ABCet ABD ont mémes
négatif) ; tous les multiples de 3 +1 (comme 1, 4,7, ..) seront sur

la droite issue de Oet passant par z, enfin tous les multiples de 3 cercles circonscrits, ils appartiennent donc au méme cercle.

+ 2 seront sur la droite issue de O passant par 2, 4, E le symétrique de Dpar rapport 3 Oa pour affixe

1992 est un multiple de 6 (3x332),0na —zp=-3+ 2i3 .

1992 1992 -333ix _ 1992 :

V4 =2 e =2 ,et - : . ) . 7w
27 1 3 22 _ 3+2i«/§+i\/§ _ 1+i3 _(“”‘/3)( 1 "B) =1—z\/§ =e_15

29 =2e 3 =2 (o1, Zi-25 B+23+A3 —l+if3 143 2

3 . . ) : i .
b. z3 +8 =0 a comme racine évidente —2 ; on factorise z +2: Le triangle BECest donc équilatéral.
23 +8 =(z+2)(az’ + bz +¢) cequidonneen développant et Exercice 14: :

identifiant les coefficients : 2 +8=(z+ 2)(z2 -2z+4).

2_ -0 : A= _ — _64 =(8i} d'ot
Lesautresracinessontalors:z,=l+i«/§,z2=l—i«5. 1. 22 -8z/3+64=0: A=643-4.64=-64=(3i) dou

Pour résoudre (iz - 1)3 +8 =0 on reprend I'équation précédente z, = @ = 4J§ +4iou z, = 43 - 4i.
avec le changement d'inconnue Z = iz -1, ce qui donne les 2
solutions en Z ; on revient en arriére pour les solutions en z.
Z+1
Z=iz-1iz=2Z+1 < z=——=—iZ-i d'oules trois
i

solutions : zg = —(=2)—i=i, 2 =—i(1+iN3)—i=~3-2i et 3 1 i

o ‘ b=43+4i=8 BL1oses,
2, = —i(1-i3)—i=—3-2i. 2
Exercice 12: b. Il est immédiat que 04 =0B=8 ;
AB=|b-a|=|4J§+4i—4J§+4i| =|8i|=8 . 0ABest

a.
z? =(—«/2+«/§+i\/2—«/§ )2 =2+J§—2i\/2—+$\]2—-—J—§+,e(2_ﬁ) :é;.luilatéral.

o i
2.a. a=4«/§—4i=8(i2—3-—-2—i]=8e 6 ot b=43 +4i.

23202+ 22— 2) 2442 = N2 -2iE"2 =22 - 22, + - - AN
@+v2X J') ”’ 2-22 riz—z'=e 3z=xd=e¢ }(~3+i)=e ——_‘-jz-—z-f—zz =2 3e6 =26 =2
b 22 =242 -2i2 =4 V2240 . N
2 2 (on peut le faire évidemment en utilisant les coordonnées
cartésiennes).
¢ . 4.a. G: barycentre de (0; —1), (D; +1), (8; +1) existe car la
2oge =47 P mbesf o] =2 )= —:[Zﬂ@Zagz)= —Z[Zn] 2= _%r[ A somme dels coefficients n'est pas nulle. Son affixe est
. 2z = T +l(—-l.z(, +lzy+lzg)= d+b=2i+43 +4i=4[3 +6i
_iZ -
Sur [~ ; 7], on aurait soit z; =2e #,soit )
l_( _L”) ar b. Il faut évidemment utlli—s-f_rvlisf formes trigo...
z,=2e" 8 /=2e8. -
Le signe de la partie réelle et de la partie imaginaire de zdonné

Iz
AL
dans I'énoncé nous donne z =z, =2¢ % .
Exercice 13:




c. G Det Gsontalignés: CD a pour aff affixe

d-c=2i-(- -B3+i)= J3+iet DG a pour affixe

g-d= 43 +6i-2i =43 +4i=4d-c) donc DG =4CD.
d. Appelons Kle milieu de [BD] alors Gestle barycentre de

(0 -1), (K;2) dot OG =——OK <> 0G =20K , donc K

-1+2
est le milieu de [0G]. Mémes milieux donc parallélogramme.

Exercice 15:

1. a. iysolution de I'équation A(2) =0, soit P(iy)=0,soit

- -(1-i2)/# + 74—,'&)5»—741'\/5:0@( P2y +i( 5 +27 +14y-742) =0

y+«/—y 0
)} +2yF +T4y-T442 =0

premiére ligne donne comme solutions y =0 qui ne convient pas

Ceci donne le systéme { ila

dans la seconde ligne et y = —ﬁ qui convient.
b. P(z)=( —1\/_)(2 +az+b) (z—i\/i)(z2+z+74).

c. P(2) =0: 2 +2+74=0, A=1-296=-295=i>x5%x59

—1+l\/29 —l—l\/29

. . . _
d’oti les racines z; = iv2,2; = zy =

N3
2.b.z'=etz =(—\/—:+ —\/;]1 2=-1+i.

¢. ABCN est un parallélogramme si
AB=NC o zy =24 -2z +2c =T+5i=T+5i+1+i=1+11

d. Calculer

goZazrc ZT#Si-1-i -8+di (-2+i)(2-4i) -lﬂ=li=le"§
zp—zy 1+1Li+7+5i 8+16i 4+16 20 2

On adonc (—BB, CA ) = % donc les droites (AC) et (BD) sont

perpendiculaires ; comme ABCDestun paraliélogramme, c’est un
losange.

Exerclée 16:

Partie A
1.
z,sﬁ—zz =2 - z,«/——zz =-2 =—2+2i\/§<: Zz=—1+iji
z —zr/i=—2i —z,\/—+zl3 2«/_1 z,«/g—zz =-2 z,=‘3j/-§ 3:—-\5+i

S
2.z, =—\/§+i=2(:2[§-+—;-iJ=2e 6 et

2r
25 =—l+i\/§=2(—%+ii2§—]=261 3

ST
— (S5r 2z r
z, 2eb Y 3
3. =—= e = ¢ % doncmodule 1etargument —
ZB —
2e ?

Le triangle ABOest isocéle en Opuisque I Z, | = | Zp | et

z 7
arg—2 = -,

(m’aﬁ)= zZ4 6
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4, On doit avoir AC = 5—3, soit
202 =2=Zo I =2 +2p =13 +i(\/§+1) =(\/§+1)(—1+i)

L’aire du triangle ABCest:

AB_OC
-2-"'—-—|ZrzA||1c -z|
——l l+l\/'+f—1|l f+1 -1+:)|——(J- lll-ni(f-{»l)[ l+i|--x2xﬁxJ— 1,

soit 16 cm?,

C

RN
!

Partie B

-f—

.
1. z'=e 6z :rotation de centre O, d'angle ——
Z-ZA.=zB,zB.=2i,zC.=(«/§+l)\/§(——\/§-+1\/2-) («/€+«/—)e4

3. L'aire du triangle £ B est évidemment la méme que celle de
ABC...
Exercice 17:

1. 22 =2z+4 =0 :les racines sont z, =1+i3 et Zz—-l—l\/—

dont le module est 2 et 'argument /3 et —/3. Pour les carrés on
27!

27
az —4e3 =-2+42i3 et 23 =4e 3 =2-2i3.

2.a. Comme on pouvait s’y attendre (enfin, des fois c’est
différent...) les résultats du 1. se retrouvent comme affixes des
points du 2. On fait la figure :

C

D

ABCD est un trapéze isocele (les droites (A45) et (CD) sont
verticales donc paralleles ; les points 4 et Bétant conjugués sont
symétriques par rapport  (Ox), méme chose pour Cet .

b. Avec les arguments c¢’est immeédiat, sinon on utilise les

vecteurs : par ex. OC =-2+2i\/3 = -2(1- z\/—) =-20B.la




i3
A

symétrie par rapport a I'axe réel montre que les diagonales se

coupent en O.

. AD = -2-2i3-1-if3=-3-3i/3 et

AC =-2+2iN3-1- i3=-3+ i~[3 . On peut faire le produit
-3

— -3
scalaire; AD.AC = . =9-9=0.Cestbon.
(—N?T ) [ﬁ ]

Exercice 18:

3 3 -i3

1. i fria
A.la zZg =l+i\/§=2('£+l—2—)=2€3 pze =2e 3.
A. 2. Quadrilatére OA4BC': il s'agit d'un losange.
A.3. A estlamédiatricede [04]: | z|=]|z-2| < OM = AM.
=1+i3=
B.1l.a z(z-2)=—4e7 2z+4=0e(z-1)} =3 a i
z=1-i3=z

B.1.b.Onadonc B =BetC=C

B.l.c.Gapouraffixe—;(0+zA+zB)=2—l—;-i—\/-§—=l+i\—/3-—3—,
donc @ a pour affixe
4 -1 =-12(—3-i«/3')=3+iﬁ_
l+iJ—3§-—2 “3+i3 9+3

B. 2. a. Question de cours
- 2 _— . -
On utilise |z| = 77 ainsi que les propriétés de z .

*

|Z| X Zy |2 =(Z|ZZ )(Z]Zz )= 2‘222122 =Z|El XZZ_Z-z =|Z‘ |2 Xl 22 |2

* Comme le=l,ona: le =1@|zlx l‘=1@' ! =._l__.
| z z z z| |z
B.2.b. |2'~2|=|— —2‘: 4-2:+4)_|722]  2lz]

lz-2 z-2 |z-2| |z-2]
B.2.c.0na|z‘|\=]z—-2|et{z’—2|= 22| donc
|z-2]
, 2|z
|z —2|=—|z—|—=2 donc M appartient au cercle de centre 4, de
rayon 2.
Exercice 19:

1. On remplace zpar / soit -1+ 3 -2 =0 . Ok. z= /est solution de
(£) donc on factorise par (z- /) et on obtient

22 -3iz-2=(z-i)z-2i).

2. M(2) est invariant, si et seulement si :
z+2
Py SAz+1-3)=2+2P+2-32=2422-32-2=0z=i ou z=2

Zz=

Les points Mi(/) et M2(2/) sont invariants par £
3. Dire que M appartient au cercle de centre 0 et de rayon 1 est
équivalent  écrire | z'| =1,

z+2

|z']=l¢:>
z+1-3i

=le|z+2|=|2+1-3i|& BM = 4AM

car | z4+2|=|z~(-2)|=|z~2,|= BM et
|z+1=3i|=|z=(-1+3)|=|z=z2,]|= AM .
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Cela revient donc & chercher 'ensemble des points M tels que
BM= AM, ce sont les points équidistants de Aet de B, c'est-a-dire
la médiatrice du segment [AB}.
4.

. Z+2 x+iy+2 x+2+iy _(x+2+iy)(x+l—i(y—3))

2= N3 xapl3 x+l+p-3) (P3P
_xz+x-—ix(y—3)+2x+2—2i(y—3)+bcy+iy+y(y—3)

(x+1P+Hy-37
_x2+x+2x+2+)(y—3) y-=3)-Ay-3)+xy+y
T (xe+IR 3P e+ 1R +(y-3P

Soit pour la partie imaginaire :
Ay-3)-Ay-3)+xy+y —xp+3x-2y+6-+xp+y
(x+1P+(-37  (x+1P+(y-37

_ 3x—-y+6
T e+ DPHY-3F

M appartient A I'axe des abscisses, si et seulement si la partie
imaginaire de Zest nulle, c'est-a-dire 3x -y + 6 =0 (avec(x; )
# (-1;3)), ou encore Mappartient 3 la droite d'équation
y =3x+6 privée du point de coordonnées (—1; 3).
5.a. Avant de commencer le calcul, il est impératif de se
familiariser avec les valeurs z. et Z..

3-3i -3+3i t—__3+3i _ -3-3i

vy N e e——— e Z*—
% 2 2 ¢ 7 2

S(z+E+H+I)=-C+2z+1-3)

oz +A1+ 3+ Z+X1+3)=—2z-Z1-3i)}-22-X1-3)
S22 +A143i+ 2+ 22+1-3)+A1+3i+1-3)=0

242 _ zH
z+1-3i Z+143i

Rz +A3+323-3H4=02Z +z(3lz3i ]+§(3—-2§-i )+2=0

@i—zx(_3;3l )—z(‘Z’f’ )+2=0©z§—zx-q_~—2xz(v+2=(1

Raisonnons avec le deuxiéme membre de I'équivalence de départ :

(z—z(;-)(z—zC)=% Q(z—zcv)(E—Z).:%

<=>zf—zx-z—;—-z'xzc+zcx-z-;=-52.
Il ne reste @ montrer que zg X -z-c_ ——;— =2 :on peut calculer
2 2
- 2 3 3 9 9 9
ZCXZ =|2z = —_— +| — = —+= |== d'on
¢ =lz] (( 2) (2)] (4 4) 2 4
— 5 9 5
“Végalité: zp xzp ——==——==2
T2 2
b.On remarque que z'= et donc que
+1-3i
- ( z+2 j z+2 Z+2
2 = —] e I e—
z41-31 z2+1-3;i Z+1+34
232 - T+2 orw-z ez m '
ze1-31 T4l+dl $rimlex=0.

Eneffet, sl # m ¥ + (y/,nlors z'+2' m x'+ jy'+ x'= {p' w 2x'
L'équivalence devient donc

Z est un Imaginalre pur dquivautd (2 -z, N(2=2,. )™ -;- )

autrement dit




Xz —5<:
L ==
oM 2

2

5
z ==
2

=F@CM=F'
2 2

5
M appartient donc au cercle de centre C de rayon \[—2- (privé de

3-3 | 1-3+3i+2-6i] |-1-3i 1Y (3 T9 f5
+1=3i| 2| |m|——{=fl — | H{ = | = |-+== [~
2 . 2 2 2 2) Va4 \2

- zZ, zZ5
M CM M

A). En effet

A('=lzQ
A

=|31“l4|=

Exercice 20:

i5x +e—1’5x
cosSx =
2
; : 2
e;Sx +e—15x 1. _
cos?5x :(_—T— = Z(e’m“ +24710%)
i3x _ —i3x
sin3x = -
2i

é’}x _ e—i].r

cos*Sxsindx = %(lellx +24+6700) - %(é’lfﬁx Y S LN
i

_ %(me — T T T g g
:

1 é‘l}x _e—le d'7x _e—i7x
BN TR T

d’]x - e—i}x

2
)

%(sin 13x —sin7x +2sin 3x)
Exercice 21:
1. Soit Q( @ ) un éventuel point invariant, on aurait :

w=_£@a(i—w)=af<:>(w=0)a4(i—w=a)) <(w=0)ou
i~

=

(JH'",V)Z _x*+2iy—yr (B +2iy-p2)(=x-{1-y))
) #+(1-y)

2.a.0n calcule...

' z? 4oy =
TEI ey Ti-(x+iy) ~x+i(l-y)
—x* =2ix?y + xp? - ix*(1 - p)+ 2x(1 = y)+ Y3 (1 - y)

x+(1~-y)y
—xxf =yt =2y +2yY) | =2xly =21 - Y)+ i1 - y)
X+(l-yy x+(1-y)?

@ x'+iy' =

o x'+iy'=

Par identification, on obtient la réponse demandée.

b. L'ensemble des points dont I'image est sur l'axe des imaginaires

purs ont leur abscisse X nulle, c'est a dire

22025 D) o r=0) ou( 422y =0) e x=0) ou  #+(- 17 =1)
X+(1-y¢

L'ensemble des points Mest donc l'axe des ordonnées d'équation

x= 0 (sauf 4) ainsi que les points du cercle de centre A de rayon

1.

3. OM =|zM -2z |=|z|, AM =le -z, |=|z—i|,

OM'=|le—z(,|=|z'|.

2

Ona z'= -—z—-— , cette égalité reste vraie pour les modules :
i-z
2 2
1 o G v

Si les points Met M sont sur le méme cercle de centre 0, alors les
longueurs OM et OM sont égales.
Soit a résoudre I'équation :

OM? = OM'x AM <> OM? = OM x AM <>(OM =0) ou (OM = AM)
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, c'est-a-dire si M= Oou Mest sur la médiatrice de [0A4]. On

1
constate que le point Q[ —z-zj appartient bien a F.

Exercice 22:

SN

1
z+—

)@222=22+1<:>22=1<:>z=11.
z

(z+1]2,
z-1

!
2. z2=—
2

1 1
= z+—|+1
3.a 2'+1_2(z 2] _zz+1+2z__(z+1)2_

I T

2 z

MB_|1-2'| |z-1|_ z+12_(MBT
M4 |-1-z'| [z+1 M4 )

-1
=2arg

(37, 37%) - aee 255

4

)

_“‘):z(m,m).
z-1
4. Mestunpointde A : 4= MB= B

—"1:7=1Z=1¢:M'B=M'A ;
M’est un pointde A .
5.a. Mappartienta I" :

A4 AR 7 YRV G: T ,
(M4, MB)=15:>(MA, MB)=t2--2—=i7r donc M

appartient a (45).
b. Si M a pour affixe Z ol est M?
1
z+—

z:l(
2 z

solutions. Tous les points ont des antécédents par £ qu'ils soient
sur [AB] ou non.

) &z -2Zz+1=0 qui a toujours une ou deux

Exercice 23:

N4 K4
‘ -i= —
la a=2=2¢%", b=1-i=+2¢ 4,c=1+i=\/-2_e’4.

c=a 1+i-2 1-i (1-i) .

“b-a 1-i-2 1+i 2

AC |c-a
Ona =—== =|-i|=1= AC = 4B
na AB b—a I l| et

c—a

(A_B;}_‘IZ")=arg( — )=arg(—i)=—% donc le triangle

ABCest rectangle isocéle.
2.a.Comme (IE, E)

/2
——,l'angle de rest -z .
2 2




1%?
o

On applique la formule de la rotation :

zp -z, =e_i3(z(; —zy) o zp=-i(1+i-2)+2=3+i.
b. Comme une rotation conserve les distances, le cercle (') a
pour image le cercle de diametre [ r( B)r(C)]=[CD].

3.a. Le centre Gde (I') estle point d'affixe 1; son rayon est 1.

On a donc pour M:
GM=le|z-1|=1oz-1=¢ & z=1+¢°

ol @ estlangle (u :GM ) 6 varie de 02 27 mais ne prend

pas la valeur g pour que Msoit différent de C

b.Commeona z'-2=-i(z-2),celadonne:

H
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- - A, A
On en déduit que | =2+! Zn =|i|= 1,0r |Znet = 2n | _ ZntiZn

n+l Zn+l An+I0

An-HAn .
donc ——= =1 & 4,,,4, = A,,,0 donc OAsAn+1 estisocele
n+l
en An+1, arg Zp T2 arg(i)=-n—(21t) or
Zn+l 2

arg(i”-t'—:ﬁ'—) = ( A,.,0,4,.4, ) donc
z

(

Conclusion OAsA»+1 est un triangle rectangle et isocéle en An+1.
b. Dans le triangle OAnAn+1 rectangle et isocéle en An+1, d'apres le
théoréme de Pythagore,ona:

A0, 4,0 A4, ) = %( 27 ) i OAnAn+iest rectangle en Ans1.

"y o _ Ny ,

z'-2= z(l+e’ 2)<:>z— id” +2+1. 2A,,+|A,,2=OA,,2<:>A,,+,A”\=O‘/_/;"=
c

N[ -0, . ) -1

:_'__”=_i‘}()+2+["l'i=]'i‘jﬂ (] id”)( ”H): P oivird __2cos8] ¥n _, L "xL= 1 ' . Ainsi, Ay A4, =\/§, A4, =1,
Z-cC L+d? =1~ - (cl” )( P ) 1-ie® +id? +1 2+2sinp ﬁ Ji \/E \/5

ui est bien réel. 1

a Ay A3 =

On aalors (m ;517‘):0[71’] donc les points (; Met M sont

alignés.
d. Pour placer le point Mil suffit de prendre la médiatrice de [0G]
27!

qui coupe (T') au point Md'affixe z =1+ ¢ 3 .On construit son
image M par la rotation ren tragant (CM) qui coupe ( I™' ) en M.
Exercice 24:

1+ 1 j
1. z =—izo——ﬂx2—l+1 n= zz‘—b—l-zl =i;
2 2 2
! z L+ z l+iz 1donc est bien un
z T — = H = = — z 1 u
3 2 2 > 4 2 3 2 4
nombre réel.

& s
2. Pour tout entier n, u, =|z,,| donc
1+ Vi+1 2 2
un+l=|zn+l|=__2112"l= 2 'zn|=:é:|zni=§un

Ainsi, (us) estbien une suite géométrique de premier terme w =

o] 1Y
2 et de raison — . Donc u, =y, ¢" =2[—) .
7 " N3

3. Anappartient au disque de centre Oet de rayon 0,1 si

1Y 1
— | 0,05 nln| —
\/5) [«/3

A partir du rang 9, tous les points 4, appartiennent au disque de
centre Oet de rayon 0,1.

|z,,|50.12©u,,50,1®( ]San,OS@n

l_+t_'z -z 1+i-2
4. 2. zn+l_zn= 2 no 2 =_l+i= =l+i =l=
Zol I+ e 14i i=ivl) i
2" 2

N
(/s) est 1a somme des n premiers termes d'une suite géométrique

1
de premier terme V2 et deraison — :
V2

1-[— 1

- f] _ J LY V2 _ 2 1Y

L T ‘/—[“(_z] }"Vﬁ“ﬁ("[_z]]
V2 N5

li — | = j - im "= In =

”_lgluo («/5) Ocarsi-1<g<1, nl_l)r?wq 0 donc 4

Ill-LTwl .\/-_ —2‘\/—- 2

Exercice 25:

1. A, Bet Cd'affixes respectives 4, bet ¢
c— - — - —

a. arg——a =arg(c—a)—arg(b—a)=( Y AC) -( U, AB) =
b-a

b. A, Bet Csont alignés :

(4B, 4C)=

(

75, 7C).

0(7r)<:>arg—————0(7z)<:>—c——geD
b- b-a

q-a =-4+31J"-2 _—6+3iV3

2.0n calcule : =3 doncles

- iW3-2 i3 -2
points sont alignés.
3.a. OA14243, OB\ B2 B3, 0G1 G G,
| 1 i i 1 1 1 | ! [} ) 1
1 | 1 | b I 1 1 | 1 | ! 1
Y S TN DU T ey et g e AU DR N BUROY
[ R R ) YT [ B
[ [ [ I B
i S el b Gl ol Bl R I Bt Rl e B
Lo | ) ' [ I T
RS S 0 DY TR (U Y N N TR A S ST G I
l ' I t I | | | 1 !
! | | | ¥ I | [} 1 |
In 0,05 - 1- 4 Flo-Jé—r- SN OE T R
b ' I L4 | ] 1 '
m]/\/_- —-l—-L--J-—L-- USRI WS U, Wi e
) [ [ VANE R [
N\ [ i ] | T
T [ T T I Hy o\ e ! '
NGt SN
it T L R S I LR LR S s K - ==
o [ T T i o N
SRR P Y S T IV B S ° < R
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boay=2=04 =242 i by=-3=b =-3+i3

3
Od’angle —2- ; comme ces points sont alignés leurs images le sont
n

= .
¢ g-0=e2(g-0) ¢ =ig =i(-4+i33)= 33 -4i également.
on a alors 4.2.0n cherche a pour que aOC, +C,C, +C, C, =0,0r
0G, =0C +0G, 6 =6 +6 =—4+B3\3-33 ~4i=—4-3V3+13V3 ) 0G+0C; <0G, <00, +GC, +0G,+GT; =0C, <>-GO+GG +GG, =0
d. On peut reprendre le calcul du début ou simplement dire que Conclusion 2= —1.

As, Bs et (3 sont les images de A1, B et G par la rotation de centre | b, Déja fait...
C. Az, B2, C2 sont alignés : méme calcul.

NOMBRES COMPLEXES
exercices non corvigés

Exercice 1: 4. Dans cette partie on considére un point M situé sur le cercle

Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants

1 .
Loz =(+i)1-2i); z, = Qi+ 1)1 +i)Gi-4) ; de centre A et de rayon Py Soit G I'iso barycentre des points

z; =(5+ 4B+ 7i)(2-30) A;MetM.
; a) Calculer l'affixe z, de G en fonction dez

1+5i e g

2 = G+6)i+2) i 23 =(2-30)(31) b) Monter que G est situé sur un cercle de centre 0
ol : dont vous donnerez le rayon.
3. 7= l;l 12y = 3= 4{ ;Zy = 1+2i c) Comparer les angles (17; OGJ et (17; AM) en
i 7+ 5i 1+iy3
p_i\3 déduire une construction de M
_’ .
4z =(1+i)'993 2, =(1+0)8; 24 =(3+_J Exercice 5: 1
i iz_

J— J_ J_ J— , On pose Z'= > ol z est un complexe. Dans un ROND(o, u, v),
5. =(1=i2)A+iV3) sz, = (V2 +i)* - (2V2 +3i z-

. 2 =(=n2) )iz =( ) =( ) unité 2cm, on considere les points M(z), M'(Z' ), A(2) et B(-i)
Exercice 2: 1. DonnerI'écriture algébrique de Z' en posant : z=x+ Iy
Résoudre dans C? les systémes suivants avecx ety réels.

) { z+2'=3 {32 +2'=5+2i ) { z-2iz=5i 2. Enutilisant (1) déterminer puis construire I'ensemble
et _ ‘el T des points M(z) tels que :
2z -3z=i z+z'=1-2 22-(1+D)z=-2+6i a) Z' soit réel strictement positif.
b) Z' soit imaginaire pure avec Im(Z' )>0.
d) {(1 +0z+(1-i)z'=2+1i 3. a) Exprimer OM' en fonction de MA et MB en déduire
3z2-2iz'=4-i - que si M’ est sur le cercle de centre O et de rayon X M
Exercice 3: appartient alors a une droite 3 préciser
Soit j= _% + il/;—— b) I'ensemble des points M(z) tel que IZ'| =1,

o1 1
1. Vérifier -1=0 , et déduisez-enl + j+ j2 = 0. Prouver 4. a) Montrer que (z' - 51)(2‘2)=' > +1i. Onnote C

que =] - 1.
2. Soitx,yetzdesréels calculer le point d'affixe 9 b

(x +ty+ ZXX +yj+ Z.i’)(x +yP+ Zj) b)Donner une relation entre M'C et MA en déduire que si M'
Exercice 4: est sur le cercle de centre C et de rayon \/g , M appartient

On consideére dans le plan complexe muni d’un repére
orthonormé (O i; V) le point d'affixe i. Soit I'application du plan
2 Exercice 7:

Soit A(-2), B(-1 + i).. A tout point M(z), z # 2 on associe le point

alors a un cercle A préciser

dans luiméme F:M(z)+— M'(Z') telleque: z'= .Z

i-z

1. Déterminer les points M tels que M=M’ s 7' iz+i+1

2. Onpose z=x+iy et z'=x+ij) olix,y;x' ety sontdes M(Z) avec £'= z+2
réels . Montrer que x'= _x_(xz_+yz_—22_y). En déduire 1 Ir'xterpréter géométriquement le module et un argument de

x2+(1-y) R .
I'ensemble des points M dont I'image M’ est sur 'axe des 2. Déterminer I'ensemble (E) des points M(z) tels que
imaginaires purs. Dessiner le . lZ'l =1,

3. Trouver une relation simple entre OM ; AM et OM". En 3. Détermi ) i .
déduire I'ensemble des points M du plan tels que M et M’ ' erminer lensemble (F) des points M(z) tels que:
soient situés sur un cercle de centre de centre 0. Construire arg(Z') = r (271-)
cet ensemble, Ble) = 2 )

Caractériser analytiquement les ensembles (E) et (F).

Sk




|
|
|

Exercice 8:
e

Le plan est muni du ROND (o, u, v) (unité: 3cm). Soient les points
2

A(1), M(2) et M'(z") et la fonction : f(z)=z'=lz—-
-z

1) Déterminer les points invariants par f.

2) Soient:z=x+iyetz'=x+iy avecxy, x'ety' réels

a) Exprimerx ety enfonctiondexety

b) En déduire I'ensemble des pts M(z) tels que M'(z") e(oy).

3) a) trouver une relation entre les longueurs OM, AM et AM'

¢) En déduire I'ensemble F des points M(z) du plan tels que M et
M' soient situés sur un méme cercle de centre O.

4) Soient M(z) un point du cercle de centre A et de rayon 1/2 et

G l'isobarycentre des points A, M et M".

a) calculer I'affixe de G en fonction dez

b) Démontrer que G est situé sur un cercle de centre O donton
précisera le rayon.

Exercice 9:

Le plan et muni du ROND (O, u,v ). On considere les points: A(2i),
B (-i), C(51), D(i/2), M(z), M'(z"), et la fonction :

, 4iz+2
f(z) =2'= pour tout complexe z

Si—z

1) Montrer que si M e(Oy) alors M'e(0Oy).
2) Interpréter géométriquement Iz] . En déduire que si M' surle
cercle de centre O et rayon 4 alors M appartient & une droite
A préciser.
] z'-2i z-2i
3) a) Pour z #i, montrer que —— = 2 -
Z'+ Z+1

b) En déduire que si M, appartient a la médiatrice de [AB] alors
M' appartient 3 un cercle & préciser.
4)a) montrer que pour z #5i, on a (z'+4i)(z -5i)=18

b) En déduire I'image du cercle de centre C et de rayon 9etdela

demi-droite des points M tel que (i, EIT'I) = 14t-(27t)

Exercice 10:

2z -i
z-2i

On pose Z =

1.
a. Résoudre l'équation Z=z. Donner les solutions z1 et zz sous
forme algébrique et trigonométrique.

b. Calculer zf + zg

2. On considere dans le plan complexe le point M d'affixe z. Soit
(F) 'ensemble des points M tels que Z soit imaginaire pur.

Donner une équation cartésienne de (F)

Exercice 11:

Soit une fonction de C dans C définie par f(z) = 2(1 + .ﬁ} + 4J§ -2i

1. Montrer que f admet qu'un seul point invariant.

2. Onnotepar (2 le pointdu plan complexe d’affixe zo tel que
f(zp)=12

Soit f(z) = z' Montrer que z'-z, = (2 + ZiﬁXz - Zo)

MQ
Soit F: P —P définie F: M(z) = M'(Z') <> z'= f(z) . Montrer
que l'image d'un cercle par F est un cercle.

a) Endéduire

Exercice 12:

>
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Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes
suivants:

1. z|=1—i\/§;zz=—1+i;23=-2
2 Z:.J_E_-z—l_tii_ﬂ-z—__L- 2
S T T e TN R
ﬁ+i 1+i3 6
32y = —— | jZy=-2{1+i
CHSE P

¢ 9;z2=(—1+i)3e}%

3. Zl =

4, z|=1+e‘ +e
5. z=01-i3); 23 =(=V3+0) ; z3=(-1-0)

6. 2z, =l+itanc

__ 1—cosO+isin® - i6 _ ,i0 _
7. 21 = Ticosotising ’ 22 =l+e” ; z; =e 1
Exercice 13:
o J6-i2 )
Soit z, == etzy; =1~

. . . Z]
1. Ecrivez sous forme trigonométrique z1, zz et —
m

7
J6 ++2
% etsin—=—m—

V6 -2
4 12 4

3. Résoudre dans ]—ﬂ,'zr[ I'équation

(\/_6_ + 1[2_)005 X+ (J—6_ - \/E)sin X = 2 puis placer les images

des solutions sur le cercle trigonométriques

2. Déduisezen cosl =
12

Exercice 14:

2
2 _  Donner les solutions sous

1. Résoudredans C2:
z42z,=V3

forme trigonométriques.

2. Ondonne pour n entier S1=1+ cos6 + cos26 + .+ cos(n@) et
Sz = sin® + sin20 + ...+ sin(no).
a. Montrer que si 9% 2kn alors S= S1 +iS2 =
eim+e _y
o et que
. +1)0

S=¢ 2
. 0
sin —

b. En déduire les valeurs de S1 et de Sz

Exercice 15:
Déterminer les racines niémes du nombre complexe zo

a)  zy=4y2(1+i) , n=3
1+itan® TR
b) zg=—7—, O |-=i— ,
) 0= ane e} 2 2[ n=3
0 zg=-8J2(1+i) ;n=4
d) 2y =32i ,n=5
Exercice 15:

Résoudre dans C les équations suivantes :

ST

1

=

-+

7

=




1. a)z2+2z+2=0;b)
2} +(1-5)z+6i-2=0

2. a)z’-(3+4)z+7i-1=0;b)
2_(B+4i)z+5+i=0

3. a)z2-2iz-i3=0;b)
iz? —(-3+4)z-5+i=0

4 a) iz’ +(1-5)z-2+6i=0;b)
(1+)z2 =(5+D)z+6+4i =
5. (1-0)z2-2z-1143i=0;b)

2 _(5-iV3)z+6-3i3=0

6. 22-22=0

Exercice 16:

On consideére I'équation
(E): z2 +2(1-cos@)z+2(1-cos@) =0 (ol & estun

parameétre réel de l'intervalle [0,27]).

1. Résoudre cette équation, on notera zi1 et 22 les solutions.
2. Déterminerle module et un argumentde z1 et z2.
Exercice 17:

1. Onconsidére dans C 1'équation (E) : P (7+24)=0

a) Vérifier que zo = 2-i est solution de (E).
b) Déterminer les racines quatriémes de l'unité eten
déduire I'ensemble des racines de (E)
2. Donner la nature de ABCD en justifiant.
Exercice 18:

A) Déterminer I'ensemble des points m d'affixe z pour lesquels on

1.a) z+;—1|=4 ,b) lz-;-1+i1=9;

2.9) [z+5-24 =|2—2+4 ib) |z+1-2=|3z-9-3i;
19) z;+i(z—;)—3=0 set d) 2|z—i| = ‘z—;+2i‘

B- On considére dans le plan complexe I'application qui a tout
point M(z) > P(Z,) telque 7, = z+i
z—i
1. Enposant z = X +/y
a) déterminer en fonction de x ety les parties réelle et
imaginaire de Zp
b) endéduire alors une équation cartésienne de I'ensemble
des points M tels que
= Zpestréel
»  Zpestimaginaire pur
» P appartient au cercle de centre .Q(] - 2i) et
rayon 2
C- Soit A le point d'affixe 2iet f . M(Z) M (Z') tel que
2iz-5
z-2i
Déterminer les points invariants par f
2. soit ( D)l'axe des imaginaire purs privé de A. Montrer que f(
D)=(D)
3. Démontrer que 'Z - 21'] -lz'—Zil = 9 En déduire I'image du

!

=

cercle (C) de centre A etde rayon r ( r>0)
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4. Déterminer r pour que f(C)=(C)
5. Déterminer I'ensemble des points M (z) tels que :

a) arg(z—;.)=g-[27r]: b) z-1 =2
i

z— z-2i
Exercice 19:

Soit (E): 2% —(5-4i3)z+9=0

a) Résoudre dans C I'équation (E)
b) Déterminer le module et un argument de chacune des
solutions
Soit 8 € J0." #[ on considere I'équation
(E'): 4(1 — sin 8)z2 — 2(1 + c0s 26)z + 1 +sin B =0
a) Résoudre (E") dansC
b) Déterminer le module et un argument de chacune des
solutions suivant les valeurs de 8 € b,
Exercice 20:

On considére I'équation : z2 =18+26i (%)

1. Montrer que z, = 3+1i estracine de I'équation (*).
2. Montrer pour toute solution z de (*) le nombre complexe

z
Z = — estracine cubique de 1.
z
0

3.Résoudre Z> =1 et en déduire toutes les solutions de ™).

Exercice 21

Soit C I'ensemble des nombres complexes
1. Montrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2,
la somme des racines n¢me de I'unité est nulle.
n
2. Enutilisant les résultats du 1) montrer que cos(—s—) est

solution de I'équation 4x2-2x —1=0.

T 2n 1t
3. Endéduire la valeur exacte de COS| E , CO ? et co E .

Exercice 22
1. a. Calculer le module et un argumentde ® = zi;ﬁ .

b. En déduire ses racines carrées.
1. Résoudre dans C I'équation 22+ (\/i— 7i)z 43+ iﬁ) =0
Soit z1 la solution imaginaire pure et zz I'autre solution.
Zy —2i

-=Q.
Z|_2|

Montrer que

3. D(ans le plan complexe muni d'un repére orthonormé
0;1; 35

et z, . Préciser la nature du triangle ABC.

. Soit A, B et C les points d'affixes respectives 2i, z,

Exercice 23:

Dans I'ensemble des nombres complexes, on considére I'équation
(E):z* -(2-1)2% -3iz2 + (4 —i)z+1+3i
1. Montrer que ( E) admet une solution réelle z1 et une solution
imaginaire pure za.
2. Déterminer les autres solutions de (E )
3. SoientA;B;CetD les images des solutions de (E)
On désigne par z1 ;zz ; z3 et z4 les solutions de (E ). Montrer
Zy, —2Z Z, —Z
que 2 4 w22 2 est réel
Z1 724y 2y —Z3
b. Que peutondire des points A; B;Cet?




c. Monter qu'il existe une similitude s et une seule qui
transforme A en B et C en D. Déterminer ses éléments
caractéristiques.

Exercice 24:

1. Résoudre dans C les équations suivantes
a) z*-2z+5=0

b) z2-2(1++3)z+5+2J3 =0
2. On considére dans le plan complexe muni d'un repére
orthonormé (O; i; j) les points A, B, C et D d’affixes
respectives a =1+2i, b=1+\/§+i, c=1+~/§-—i et
d=1-2i. '

a) Placer les points A, B, C et D dans le plan.

d-b .
b)Vérifier que =iv3, en déduire la nature du triangle ABD.
a —

) Montrer que A, B, C, D sont sur un méme cercle (C) dont on
précisera le centre et le rayon.

3. Onconsidére I'équation
(E):22-2(1+2c0s0)z+5+4c0s0=0.

a) Résoudre (E)

b) Montrer que les points images des solutions sont sur (C).

Exercice 25:

1
Soit (u n )n>0 la suite géométrique de 1¢ terme uo=4 et de raison 5

T n
Soit (V n )nZO la suite arithmétique de 1 terme Vo = Z et de raison 5—

Soit z» le nombre complexe de module un et d’argument v
1. a. Exprimer us et vq en fonction de n.
b. En déduire z. fonction de n.

2. Démontrer que (zn ) est une suite géométrique de raison 51

etde lerterme zg = 242 +2iy/2 .
1. Soit P le plan complexe rapporté au repére orthonormal
(O; i; j) et My le point d’affixe zn.

a. Déterminer la nature de la transformation qui au point Ma
associe le point Mn+1 d’affixe zn+1.
Donner ses éléments caractéristiques
Pour tout entier naturel n on pose Z
Exprimer en fonction de n un argument de Zy.

b

2

a.

b. Démontrer que si n est impair alors Zn est réel.
Exercice 26:

1. Déterminer le module et un argumentde z, =~1+i.

2. Résoudre dans V I'équation: z° = 4«/5(—1+ i).

3. Endéduire cos EE et sin ﬁ .
12 12

Exercice 27:

=1,dans C

1. Résoudre F, en donnant les solutions sous forme
exponentielle.
2. Montrer que la somme des solutions de F est nulle, en

déduire que coszg-+ cosﬂ = —-]-.

5 2

Soit F I'équation: z°

27
3. Montrer que cos? estsolutionde: 4x2 +2x+1=0,

) 2r V.4
en déduire les valeurs exactes de cos— et cos ?

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

5

4.  Calculer (— i)s en déduire les solutionsde F': z° = —i, puis

montrer que la somme des solutions de F' est aussi nulle.

Exercice 28

On considere les points A1, Az, As d'affixes respectivesZ1 =1 ;

Zr = 1+2+iV2; Z, = 5*;‘/—

1)-a) Donner une écriture trigonométrique des nombres
complexes Z, —-Z, et Z, - Z,.
b) Donner une écriture algébrique et une écriture

trigonométrique de 23 -2 _En déduire les valeurs exactes de
zZ,-2,

/4
cos — | et sin| = |-
12 12
2) Soit S la similitude plane directe transformant
A,en Ay et A en A, .
a) Préciser les éléments caractéristiques de S.
b) On désigne par M’ d'affixe Z', I'image par S du point M
d’affixe Z. Exprimer Z' en fonction de Z ; en déduire I'image,
-in
par S du point B d’affixe 1 — 42¢ 7.
Exercice 29:

1+iV3
-
Déterminer les valeurs de I'entier naturel n pour lesquelles zn est

réel ; imaginaire pur.
Exercice 30:

On pose z =

1. Résoudre dans C I'équation z°> — (4 +2i )z +2+4i=0.
2. Résoudre dans Cx le systéme :

2z+32'=12+32
(zz)ecxc{™TF V2

z2-2'=1-2 +5i

3. Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct on
considére les points A, B, C et D d’affixes respective a=3+1i;

b=1+i; c=3+3i et d=2+2+2i
a-b

a) Ecrire sous la forme trigonométrique.
a—c¢
b) En déduire la nature du triangle ABC.
¢) Montrer que D appartient au cercle circonscrit au
triangle ABC.

Exercice 31:

Soit u =—-«/2+\/§+i\/2—

1. Calculer u? et u*

2. Déterminer alors le module et un argument de u.

3. donner la forme algébrique et trigonométrique des
racines carrées de u.

4. soitz un nombre complexe différent de 2. On pose

Z= . : 5 et z =X +1iy avecx ety des réels.
a. Donnerla partie réelle et la partie imaginaire
de Z en fonction de x et y.
b. Déterminer I'ensemble ( E ) des points M
d'affixe z tels |Z| =,
Exerclce 32:
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/4
2 2 3. Onconsidére I'2 des points M du plan tels que
Soitle p(z)= (22 —52+8) + (4—2) . —_— — —
|Ma-1B+C| = 445,
1. Résoudre dans C I'équation
2 _ M4 —») = a. Montrer que B appartienta I'z,
(Z >z +8) + 1(4 Z) =0. b. Déterminer et construire Iz,
2. Résoudre dans C I'équation p(z) = 0. Exercice 36:
3. Soit x un réel, factoriser p(x) sous la forme d’un Le plan et muni du ROND (0, u, v ). On considére les points: A(2i),
produit de deux polyndmes du second degré a B (-i), C(5i), D(i/2), M(z), M'(2"), et la fonction :
coefficients réels. diz+2
Exercice 33: f(z)=2'= 5 pour tout complexe z
= -z
Py
_ % 4 2 3 3) Montrer que si M e(0Oy) alors M'e (Oy).
1. On posea— € , Ad=a+ a” e B=a+a . 4) Interpréter géométriquement |z‘ . En déduire que si M' sur le
2. Montrerquel + & + at+a’ + at =0 . En déduire que ;epr:éii(::rcentreOet rayon 4 alors M appartient a une droite
i ! i H 2 —-1=0. ’—2. - 2'
A et B sont les solutions de I'équation (E): X*+ X -1=0 3) a) Pour z #i, montrer que z '+'1 s z - ‘1
Z'+i Z+i

b) En déduire que si M, appartient a la médiatrice de [AB] alors
M' appartient a un cercle a préciser.
4)a) montrer que pour z #5i, on a (z'+4i)(z -5{)=18

b) En déduire I'image du cercle de centre C et de rayon 9 et de la

3. Déterminer A en fonction de cos (_2_15) .
5

27
4. Résoudre (E) puis en déduire la valeur de cos (—g-) .

. demi-droite des points M tel que (1, EK/I') =1 (2n)
Exercice 34: 4

Exercice 37:
Soit une fonction de C dans C définie par
f(z)= 2(1 + lﬁ)z + 4\/37 -2i 1. Soit B € ]0;7:[ ; on considére I'équation
3. Montrer que fadmet qu'un seul point invariant, (E): 4(1-sin 8)22-2(1+cos 28)z+1+sin8=0
4. Onnote par €2 le point du plan complexe daffixe zo tel que a) Résoudre dans C I'équation (E)
f(zy) =2, .Soit f(z) = z' Montrer que b) Déterminer le module et un argument des solutions de ( E )
724 = (2 + 2i~/_3-XZ -z,) ¢) Déterminerles valeursde O :k); n:[ pour que 0AB; ;ou A et
'

B sont les images des solutions de ( E ) ; soit équilatéral,
1. Résoudre dans Cl'équation suivantes :

b) En déduire MQ
MQ

. 42 12
Soit F: P —P définie F : M(z) > M'(2') < z'= f(z) . Montrer JA+Dz=3+3i" +[z-6]" =54
que I'image d'un cercle par F est un cercle. Exercice 38:
Exercice 35: Soit © désigne un nombre réel appartenant a [0,2n[.

1. Résoudre I'équation : z° —(2'9+1 cos 6’)z+22‘9 =0. Donner

chacune des solutions zi et zz sous forme trigonométrique.
Le plan étant rapporté 2 un ROND (o, u, v). On considére les points
A(z1)et B(zz2). Déterminer 0 tel que le triangle OAB, soit équilatéral.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct (0, u,
v). On prendra pour unité graphique 1 cm. )
1. Ondésigne par A, B et | les points d'affixes respectives
Za=3+2i, Zg=-3,
Zr=1-2i
a.  Faire une figure que I'on complétera au cours
de l'exercice.
b.  Ecrire sous forme algébrique le nombre

Exercice 39:

Donner les racines carrées des nombres complexes suivants :-
a) z=5-12i,b) z=-8i, ¢) z=7+24i et d) z=25

complexe Z = Z/ _ZA 1. Résoudre dans C I'équation suivante (E) : z - 2iz - 2 = 0.
Z/ — ZB 2. Soientzi et 22 les solutions de (E) . Calculer 2z1+3zz ;
2, .8 10
Que peut-on en déduire sur la nature du (ZI - 22) izyetzy.
triangle IAB ? 3. Résoudre dans C I'équation
¢.  Calculer l'affixe Zc du point C image de I par @+ -(9+2i)z+ 5(3-i)=0

'homothétie de centre A et de rapport 2,

Exercice 40:
d.  Soit D le barycentre du systéme {(A, 1); (B, - Exercice 40
1); (C 1)}, calculer I'affixe Zp du point D, 4 Onpose z = 1+iV3
e.  Montrer que ABCD est un carré. : p AR
2. Déterminer et construire l'ensemble I't des points M du 5. Déterminer les valeurs de 'entier naturel n pour lesquelles z»

plan tels que:

”._. — _

AM—MB+MC” - %]‘Wu\?@”

est réel ; imaginaire pur.

Exercice 41:

Soit (E): 2° + (1 +1i)z* + (4~ i)z +12 - 6i =0

SR




AaN
RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

‘ 1. Montrer que cette équation admet une solution reelle que
'on déterminera

2. Le plan complexe étant muni d’un repére (O' i; j)
désigne par A, B et C les points d'affixes respectives a, betc
solutions de I'équation ( E). Montrer que le triangle ABC est
rectangle et isocéle.

et Arg(b ) = 0[27). On considere
a

dans le plan V'application f: M(z)> M’ (z') tel que

z = zre'?

a) Montrer que f(A)=A

b) Montrer que A est 'unique point M vérifiant f(M)=M

¢) Déterminerla nature def.

c
I 3. Onposer=
b-a

Exercice 42:

1. Résoudre dans C les équations suivantes :

2) 23 =2+42i ; 2° =64(2 +iV6)
1+z\/—

J'+z

c) z? =—2\/§+2i

d) z2 =3-4i

e) 22 =-1-2i6

b) 28 = 16(————

2.  Calculer (2 - i)3 , en déduire les racines cubiquesde 2 - 11/ .

3. Calculer 3+ 2i)3 , puis résoudre 2z} =-9+46i.

Exercice 43:

Calculer les racines carrées des nombres complexes suivants :
a)z, =-16;z,=17;z; =-2.

b) z, =7+24i ; z, =9+40i ; z; =1+1i.
C) zl =2j H 22 = -4 ; 23 =-7i.

Exercice 44:

1. Résoudre dans C I'équation suivante 4=,
2. En déduire les solutions dans C des équations suivantes :

a. [(«/g—i)zﬂr:l
b. [(ﬁ-—i)z+i]4=l+i

Exercice 45:

Dans 'ensemble C des nombres complexes on considére
Iéquation (E): z* +(3-2i)z2 +(1-4i)z-1-2i=0.
1.

a. Montrer que (E) admet une solution réelle que I'on précisera.
b. Résoudre (E)
2. Dans le plan complexe, on désigne par A, B, C les points
d’affixes respectivesa = -1, b=-2+i etc=1i.

3. Déterminer le module et un argument de
c—-a
a) En déduire la nature du triangle ABC.
b) Donner le centre et le rapport de la similitude plane directe
qui laisse invariant A et transforme B en C.

Exercice 46:

4. Déterminer le module et un argumentde z, = —1+i.

5. Résoudre dans C I'équation: z° = 4\5(-] +1i).

6. En déduire co Llﬂ et si EE .
12 12

Exercice 47:

Le plan est rapporté au repére orthonormal (O;T; ])

1.

a) Résoudre dans Cl'équation z2-2z+2=0.0n donnera les
solutions sous forme algébrique et trigonométrique.

b) En déduire les solutions dans de I'équation

(-iz+3i+3)° -2(~iz+3i+3)+2=0
2. Soit A, B les points d'affixes respectives 1+i; 1-i. Déterminer le

n
centre de la rotation d'angle — 5 qui transforme A en B.

Exercice 48:

Soit a € ]0;%[ ,on donne

P(z)=2° - (i + 2icos a)z? - (1 + cos @)’z + il + cos a). Soient

a, b et clesracines de P (z).

1.  1é¢reméthode

a) Sans calculer a, b et cdéterminera + b + ¢ ; ab + ac + bc
et abc

b) Sachant que la somme de deux de ces racines est égale a
2/ cos o ,déterminera,betc

2. 2@me méthode

a) Montrer que P (z) admet une racine imaginaire pure que I'on
précisera (sans utiliser les résultats du 1).

b) Soit a la racine vérifiant Re(a) > 0 . Déterminer le module de

a et un argument de a en fonction de o..
-a

3. Soit Z=-
b-a
a) Déterminer le module de Z et un argumentde Z en
fonction de o
b) Déterminer a pour que ABC soit équilatéral o A, B et c
sont les points d'affixes respectives a, b et c.

Exercice 49:

Dans le plan complexe, on considére les points Mn (zn) avec
zo=1etZns1=(1+ iﬁ)zm neN

1. Calculer le module et un argument de 1+ i\/g
2. Donner la forme algébrique puis la forme trigonométrique de

z1, z, etz3 Placer dans le plan les points Mo, M1, Mz, et Ms.

5 Calculer les distance Mo M1; M1 Mz et M2 M3

4. Soit dn=Ma Mn+1. Montrer que dn est une suite géométrique
dont on précisera le 1erterme et la raison

5. Calculer en fonction de n la longueur Su=Mo M1 ., Mn

6. Déterminer n tel que Sn> 106

Exercice 50:

Résoudre : (sin2 a)zz(sin 2a)z 4+ 1+ cos® o = 0,0 <agn On
note z' et 2" las solutions obtenues avec Im(z')» 0.




Vérifier que z'2 et z"'2 ne dépend pas de o ' ' .
Le plan étant rapporté a ROND (0, u, v ). On désigne par M" et M

les points d'affixes z' et z'
—’£<a<n

. . 2
a) Déterminera tel que MM=242

b) o étantle réel trouvé en 3a) montrer que M'et M"
appartiennent au méme cercle de centre O' dont on donnera

le rayon.

Exercice 51:

z, =1
Soit la suite (Zn ) définie par: - 2(1 N i)zn i
1. Calculerz, ef z,.
2. On considere la suite (U,, ) définie par: U,l =z, + 2
a. Montrerque: U, =(2 + i)(l + i)n .

b. Exprimer Z, enfonctionden.

3. Soit M

,+1» M, A et Bles points d'affixes respectives :

1

Z,0 2,51 € —5—-51

Démontrer que i%i.t‘.=.\/-2_ etque:(BM AM l)=£(2ﬂ-)
BM )4

n

Exercice 52:
Zy =
Soit (Zn ) la suite définie par 1+i
zn+l = 2 Zn
1. a) Ecrire sous forme algébrique puis exponentielle

Z,,2y5 23, 245 Zs.

b) On désigne par Mn I'image de Z, .Placer Mo, M1, Mz,
M3, Mg, Ms.
¢) Montrer que V n € IN, OMnMn+1 est un triangle

+1 _Zn

z

V4
rectangle et isocéle en Mn+1(On pourra considérer —

n+l

2. pour toutn € IN, on pose d” =

Zn+| -z

nl

a) Justifierqued, # 0.
b) Montrer (a’n )nE[N est une suite géométrique.

¢) Interpréter géométriquement dn .
Exprimer en fonction de n, la longueur Ln de la ligne (MO,M1,....My).
Déterminer lim Ln.

n —>+0

Exercice 53:

Soita €] —%, %[ et fa I'application complexe qui au point

M(z) associe le point M'(z") définie par:
2" =(~1+itana)z—itana+2-
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1) Déterminerle module et un argument du nombre complexe -
1+itana.

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f a’

3) Soit ha'homothétie de centre le point Q, d'affixe 1 et de

. Donner une écriture de la rotation Tatelle

rapport
cosa
que fa =T20ha
Exercice 54:

On considere les suites numériques (U n ) et (Vn ) définies par
Up=-1 eV, =U, —iV3.
U, =(1+z\/§)U,, +3

1. Donner I'écriture trigonométrique de V0 .

2.Exprimer V,,, enfonctionde V/, .En déduire V, puis U,

en fonction de n.Donner 'écriture trigonométrique de Vn .

3. Le plan étar;t rapporté 3 un repére orthonormé (0, i, j )
Soit f :M(z)l—) M'(Z') =f(M) avec
f(z)=2'= (1 +i\/§) z+3.
a) Donner la nature et les éléments caractéristiques de.
b) Soit f" = fofofo...of (composéede f parelle-

méme n fois).
Donner la nature et les éléments caractéristiques de

fll
c) Soit M” =f"(M) Exprimer zZ, affixe de Mn en
fonction de z.

d) Soit Ao(-1). Déterminer l'affixe de A, = f "'(A0 )

Comparer le résultat obtenu 2 la valeurde U,,.

Expliquer.
Exercice §5:

Le plan P est rapporté a un repére orthonormé(O, e, e, )

1, Soitf:P— P

M(z) > M'(z)/ ;' - l+;\/§z+1‘;‘/§
Donner la nature et les éléments caractéristiques de f.
2. Soit la similitude plane directe g définie par:

- lecentre estle point A (1)

- lerapportest «/_3_

y/4
- l'angle a pour mesure principale —.

Calculer en fonction de 'affixe z du point m,
I'affixe 2’ du point m’ défini par m' = g(m).
3. a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de: h = fog.
b) Comparer fog et gof.

T .
4. Soith ~ la réciproque de h. Déterminer et construire I'image

parh ™' du cercle C(0",3)ou 0'(1-i «/—3‘).
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Exerciceo 56:

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O,;., e, )

1. a) Résoudre dans C I'équation : z?=2z42=0.0n

donnera les solutions sous forme algébrique puis
trigonométrique.
b) En déduire les solutions de I'équation :

(~iz+3i+3) - 2(~iz+3i+3)+2= 0.

2) Soit les points A, B d'affixes respectives 1+i;1-1.
V4
Déterminer le centre de la rotation d'angle - 5 qui transforme A

en B
Exercice 57:

1. Soit P le polyndéme de la variable complexe z défini par:

P(2)=z* + (1-4i)Z? —(7+41)z 3+4i.

a- Montrer que I'équation P(z) =0 admetune
solution imaginaire pure.
b- Résoudre dans C I'équation précédente. Soient

71 et z2 les deux autres solutions avec Re(z1) >
0.

2) Calculer 214 et z; . Résoudre dans C I'équation :

4 4
z' =2z .

3) Dans le plan complexe rapporté 3 un repére orthonormé

0, u v |, on considére les points A (1 +2i);B(-2+
i); C(-1-2i).
a- Donner l'écriture complexe de la similitude
transformantAenBetOenC.
On considére I'application R du plan dans lui-
méme, qui 3 tout point M d'affixe z associe le
point M’ d'affixe 2’ telle que :

b-

in ir

Z'=e %z +(2-i) 1-e*

Donner la nature de R et ses éléments
caractéristiques.

/4
Soit R’ la rotation de centre O et d’'angle - —.
Donner I'écriture complexedeRoSoR’".

Préciser sa nature et ses éléments.
Exercice 58:

PARTIEA

Soit a € IR. On considére I'équation d'inconnue z € C:

22+ 2z+a=0(E).

1- Pour quelles valeurs de a, les racines de (E ) sont
réelles ? Complexes ? Racines doubles ?

2-  Exprimer, en fonction de a, les racines z, et z, de (E)
dans le cas ou a est tel que les racines soient complexes.

8- Onposea=2. Donnerl'expressiondez, et z, :

3-1.Sous forme cartésienne
3-2.Sous forme exponentielle

Le plan est rapporté  un repére orthonormal direct

(O,el ,€, )unité 2 cm.

%
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On considére les points A, B d'affixes respectives -1+i et - 1
-1

b/
1- Déterminer le centre £ de la rotation R, d’angle — -5
qui transforme A en B.
2-  Soit F I'application complexe qui a tout point M(z)

associe le point M '(z") défini par:

F=~2z+242 -2

2-1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de
F.
2-2. Déterminer I'écriture complexe de FoR, sa nature et ses
éléments caractéristiques.
2-3. On définie par A’= FoR (A). Déterminer l'affixe de A",
Exercice 59:
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal direct

(O,u, v).0Onnote Cle cercle de centre O et de rayon R 22, et
Alepointde C d'affixe R. Etant donné un entier n 2 2,onnoter

2z
la rotation de centre O et d’angle —— .On considére la suite ( M, )
n

de points de C définie par M = 4 et la relation de récurrence
M,,, =r(M,) pourtout k 2 0.0n note z, ]'affixe de M,.
1. a. Pour tout k > 0,exprimez z,,, enfonction de z,.

b. Déduisez en I'expression de z, en fonctiondeketn.

c. Comparer M, et M.

2.a. Prouver que pour tout £ 20, M, M, =2Rsin U
n

b.Onnote L, =M M, +M M, +

périmétre du polygone My M, ..M, Déterminer la limite de

L, lorsque n tend vers +co. Interprétez géométriquement le

résultat ainsi obtenu.
Exercice 60:

On consideére dans le plan complexe les points A et B d'affixes
respectives -3i et i et la fonction f de C dans C définie par:

f( )__z+31

iz-1
Soient M, N et P les points d'affixes respectives z, Z et f(z)
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Soientx,y,XetYlesréelstelsque z=x+1y et

f(z) = X+iY
a. ExprimerXetY enfonctiondexety.

b. En déduire 'ensemble des points M d'affixe z tels
f(z) est imaginaire pur. Construire cet ensemble.

3. donner une interprétation géométrique de Arg[f (z)] En

déduire I'ensemble des points M tels que : AM L BM
4, On considére dans le plan complexe muni d'un repere

0O;i; _]) les points E, F et G d’affixes respectives
1 1

———, — et — ol Z désigne le conjugué de zo.

i-v3 z, %

Déterminer le module et un argument de — ,
VA
0

Z,=

— etz
Zg

Construire ces points dans le plan.




Exercice 61:

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TSZ

On considére dans C I'équation
z —(4+.J_)z2+(3+41f)z-31f_0
1. Montrer que cette équation admet deux solutions réelles.
(On notera a et f avec a<f) etune salution imaginaire pure,
notée o.
2. Soit f 'application complexe telle que f{z) =az + b
Déterminer a et b pour que f(o)=o et f(a)=p
Calculer le module etl'argumentdea
¢. Déterminerlanaturede T : M(z)r—) M' (z) avec

z'=az+ b

oo

3
d. Déterminerl'image par T des Points A(S) et B d'affixe

3+ 4iy2

e. Déterminer la nature et construire I'image du cercle de

1
centre Q{ 1) etderayon 2 par T.

Exercice 62:

On considére dans l'enisemble des nombres complexes C la
transformation f de C dans C définie par f(z)= g +1i 3)2 +3.
On pose z'= f(z) eton considére dans le plan complexe muni

d’un repére orthonormé (O I ]) les points M et M’ d'affixes

respectives z et z'. On note I le point d'affixe i et A le point d'affixe
1+i et enfin F la transformation du plan définie

F:M(z) > M'(z')

1. Déterminer O'=
0, I'etA’.

2. Onpose z=X +iy et z'= x'+iy’ oux,y,x’ ety sontdes

F(O) ; I'=F(I) et A'= F(A).Construire

réels. .
a. Exprimer alors x’ et y’ en fonction de x ety.
Soit (D):y = x+/3 + 1. Déterminer I'ensemble (E)
des points M daffixe z tels que I'image M’ d'affixe 2’
appartient a ( D). Construire ( D) et ( E) dansle
méme repere.

3.
a. Montrer que F admet un seul point invariant
d'affixe ®.
b. Montrer que pour tout M # Q on
e P i3
Z-®
c. Soit M #Q et M(z) > M'(z') déterminer
(QM;QM‘)
d. Endéduire lanature deF.
Exercice 63:

Le plan complexe est muni d'un repére orthohormal direct
(0,i,%).

1. Soitl ‘équation (E) z> +4z%22z-28=0 avec Z €C.
a. Déterminer deux réels et ,3 tels que I'équation ( E)

sécrive: (z—2)(z* +oz+ B)=0.

b. Résoudre dans C I'équation (E).

%

2. On note (H) 'ensemble des points M du plan complexe
d'affixe Z vérifiant: z° —4 =4—(;)2 .

2. On note respectivement x et ) les parties réelle et
imaginaire de I'affixe Z du point M . Montrer que M
appartient & (H) si et seulement si x2 - y2 =4,

b. Soient 4, B et C les points d'affixes respectives 2,

—3—iJ5 et —3 + ia/S . Vérifierque 4, BetC
appartiennent a (H).

/4
3. Soitrlarotation de centre O et d’angle — -Z

a. Déterminerles affixesde A', B'et C', images respectives
Y

de A, B et C par la rotation r (on donnera ces affixes sous
forme algébrique).
b. Onnote M'Vimage parrdupoint M daffixe Z.Onnote
z' 'affixe de M. Les parties réelle et imaginaire de Z

sont notées x et y, celles de z'sontnotées x'et y'.

On note ( H") I'ensemble des points du plan dont J'antécédent

par r est un point de ( H). Exprimer x €t y en fonction de

x'et y'.En utilisant la question (2-a), prouver que M !

appartient 3 (H') si et seulement si x'y'= =2.
4, Faire une figure sur laquelle on placera les points

A,B,C,A',B',C".

Exercice 64:

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O; u, \7) .

Dans chacun des cas suivants déterminer la nature et les éléments
-1

g i gof et fog.

1. f:z2'=z-2i, g:z'=z+i.

caractéristiquesde f ; g ; f -

2. fiz'=z-l+i, g:z'=z+1-i.

3. fiz'=z+2i, g:z'=2z+I.

4, fiz'=z+1-4i, g:2'=—-z+2i.

5. fiz'=z-1-i, g:z'=-z+3i.

6. fi:z'=z-i, g:2'=(+Dz+1-1i.

7. fiz'=2z+i, g:2'=4z+3-3i.

8. f:z'=3z+2i,g:z‘=l—;ﬁz+l+;ﬁ.

9. f:z'=2z+1-i, g:2'=(1-Hz-1-i.
1

10. fiz'=oz-l+i, g:z'=(1-i3)z-243-2i3 .
2-iV2

11, f:z'=£i£z, g:z'=iz+1+i.

12. f:z'=J—E—T2—£z, g:2'=iz.

13, fiz'=-iz, g:2'=iz+2.
14, fiz2'=—iz+1+i, g:2'=(1-iV3)z.

1-iV3
2

16, fiz'=(1+iy3)z+3-3i,

15. f:z'=

z+1-i, giz'=(+z+i.

g:z'=(l+iw/§)z—l—2i.

S

=,

'
- §

<~
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17. f:z2=(1-0)z, g:2'=(1+Dz. S Sin(ﬂz&)'sm(.gn_—%k)
18, fiz=(-iVD)z-\3, giz=0+idD)z+3, 7. Endédulreque So =gl
, 1. .
19. f:z'= (l~iﬁ)z+\+iﬁ, g:z =_2_’z+1_l' 8. Onprend dans cette partie X =£.Montreralorsque Sa _.____.__l .
1 " an{ 2
20, fiz'=-4iz+1-4i, g:z'=ziz+l—2i. 2n

Exercice 69:
Le plan complexe est muni d'un repere orthonormal (O; u;v ) .

Exercice 65:

1. On considére dans le plan complexe l'application 1. Déterminer I'écriture complexe de la similitude directe de

centre A(1-i) de rapport 2 etd'angle —% .

, 2
X [x X=—2—'(X-)’)+1+—2—
f:M |=M y telle que:: 2 32 2. Déterminer 'écriture complexe de la similitude directe de
2

y , V2
y'= = (x+y)+2- = 3
2 centre O de rapport 4 et d'angle —.
a. Donner I'écriture complexe de f ) . 4 o -
1+i \B 3. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude
b. Déterminer I'image du point A d'affixe +| . directe qui laisse invariant le point 4(1-i)et qui transforme le
V3 +i point B(3+i) au point C(1+17).

¢. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f ‘
puis déterminer 'image de la droite (D):y =x.
2. Soit 0 unréeltelque: 0<6<sn
a. Déterminer 'ensemble des solutions de I'équation

6 3 _
: - 2% cos@+1=0. . Dans I'ensemble des nombres complexes on considére I'équation
b. Déterminer 8 pour que les points images des

. 3 _ . _ . _ _ .
solutions de I'équation soient les sommets d'un (B): 27 + (3 2‘)22,+ (1 41)Z 1-2i=9.

hexagone régulier. 1¢/
Exercice 66: a.  Montrer que (E) admet une solution réelle que I'on précisera.

— 1\ = b. Résoudre (E)
Soit ABC un triangle équilatéral tel que : (AB; AC): =(2n).0n 2°/ Dans le plan complexe ,on désigne par A, B, C les points
3 d'affixes respectives a=—1, b==2+1iet c= 1.

4. Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe qui
wansforme A(1—ivZ)en B(1-iv3)et C(1+6)en D(—3 +i)

Exercice 70:

désigne par 1 ; ] et K les milieux respectifs des segments [BC}, {AC]

et [AB]. Le but de cet exercice est de montrer qu'il existe une . . b-a

unique similitude directe f telle que f(A)=], {(B)=K et f(C)=1. ¢) Déterminerle module et un argument de c—a

1. Montrer que les triangles ABC et IJK ont méme centre de gravité G. d) En déduire la nature du triangle ABC

2. Montrer que si une elle similitude existe alors f(G)=G. Que e) Donner le centre et le rapport de la similitude plane directe f

peut on en déduire ?
3. Montrer que si g est une autre similitude qui transforme Aen f)
] et B en K alors nécessairement g( C )=I.
4. Déterminer alors les éléments caractéristiques de f.
Exercice 67:

qui laisse invariant A et transforme B en C.
Donner I'expression analytique de f puis déterminer la nature

X
et 'image de I'ensemble des points j tels que :

Soit n un entier naturel non nul. On pose X2+y2-2x+6y+4=0
S, =sin x+sin 2X +........ +sin[(n—1)]x et u=e™ z,=-1etz, =i
1. Exprimer S, en fonction de u. 3°/ Soit (Zn ) la suite définie par I ®)
n-} l—ei“" ) Zn+2 = 22n+l —2Zn
2. Montrer que z uP =l+u+u+....+ u™! = —. a) Résoudre dans'ensemble des nombres complexes
p=0 1-e I'équation définie par: 2 —2q+2=10.
Sin(ﬂ,i ) si n(gn-l !x) b) Donner la forme algébrique de z2; za.
3. Endéduire que S, = 2 ( ) 2 ¢) Déterminer les réels a et b pour que : la suite (un) définie
sin{% . .
2 par u, =a(l—i)" +b(l+i)"
4.  Onprend dans cette partie X = i .Montreralorsque g _ ! . vérifie la relation (R).
n n 4°/ Soit n un entier supérieur ou égale 4 2. On pose
tan ——) \n A\n
. 2n n=VoHVIF etV avec Vo= (1 - 1) + (1 + 1)
Exercice 68: a) Calculer vo; vietvs.
Soit n un entier naturel non nul. On pose b) Déterminer S en fonction de n.
S, =sin X +8in 2X + . tsin[(n =D et u=e™
5. Exprimer Snen fonction de u. Exgrcies I,
nel | gim Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal (O ; &, V).
6. Montrer que Z P = l4utuze . +u" = —¢ | On prendra pour unité graphique 1 cm.
o0 [-e™ 1. Question de cours

SR
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On rappelle que : « Pour tout vecteur w non nul, d'affixe zon a:
| z| =||;v'“ et arg(z):(ﬂ,w) »

Soient M, Net Ptrois points du plan, d'affixes respectives m, net p
telsque m#net m#p.

a. Démontrer que: arg(u)=( MN, Xﬁ) .

n-m

-m

b. Interpreter géométriquement le nombre

n-m
2. On considére les points 4, B, Cet Dd'affixes respectives z4=
44 jzg=1+jzc=5ietzp=-3—1i

Placer ces points sur une figure.

3. Soit fI'application du plan dans lui-méme qui, a tout point &
d’affixe zassocie le point M d'affixe Z tel que :
z'=(1+2i)z-2-4i.

a. Préciser les images des points A et Bpar f.

b. Montrer que fadmet un unique point invariant 2, donton
précisera l'affixe @.

4, a. Montrer que pour tout nombre complexe z ona:
2'—z=-2i(2-i-z).

b. En déduire, pour tout point Mdifférent du point @, la valeur de

1

et une mesure en radians de l'angle ( MM', QM )

c. Quelle est la nature du triangle QMM' ?
d. Soit £le point d'affixe z,; = -1- i~f3 . écrire zesous forme

exponentielle puis placer le point £'sur la figure. Réaliser ensuite
la construction du point £ associé au point £

Exercice 72:

1. Dans cette question il est demandé au candidat d’exposer des
connaissances.
On suppose connus les résultats suivants :
- la composée de deux similitudes planes est une similitude
plane;
- la transformation réciproque d’une similitude plane est une
similitude plane ;
- une similitude plane qui laisse invariants trois points non
alignés du plan est I'identité du plan.
Soient 4, B, Ctrois points non alignés du plan et set s' deux
similitudes du plan telles que :
s(A)=5'(A4),s(B)=s(B),s(C)=5'(C).
Montrer que s=s'.
2. Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal
(O ; #, V). La figure sera complétée au fur et 3 mesure. On donne
les points 4 d'affixe 2, £d'affixe 1+, Fd'affixe 2+i et G
d'affixe 3+ .
a. Calculer les longueurs des c8tés des triangles OAG et OEF En
déduire que ces triangles sont semblables.
b. Montrer que OEFest l'image de OAG par une similitude
indirecte S, en déterminant I'écriture complexe de S.

c. Soit #A’homothétie de centre Oet de rapport L .On pose

N

A'=h(A) et G'=h(G),etonappelle /le milieu de [£4']. On
note o la symétrie orthogonale d’axe ( ol ) . Montrer que
S=o0oh.

Exercice 73:

Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormal direct

O ;u,v).

S
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Cet exercice propose |'étude de I'ensemble (C) des points Mdu
plan dont les affixes vérifient :

|(1+0)z-3+3if +|z—6[* =54.
1. Premiére méthode
a. En posant z= x + iy, donner une équation cartésienne de (C).
b. En déduire la nature de (C).
c. Construire (C).
2. Deuxiéme méthode
On désigne par sla similitude qui, au point Md'affixe z associe le
point M1 = s(M) d'affixe

a=Q1+DHz-3+3i

et on désigne par ¢la translation qui, au point M d'affixe z associe
le point Mz = (M) d'affixe zz = z- 6.
a. Caractériser géométriquement ces deux transformations.
b. Déterminer les antécédents respectifs Set T'de Opar set ¢

S.

c. Calculer le rapport uis le rapport .

PP oM, P Y oM,
d. En déduire que (C) est 1a ligne de niveau définie par:

2SM? + TM?* =54 .

e. Calculer I'affixe du barycentre. G du systéme {(5; 2), (7, 1}.
f. Montrer que l'ensemble (C) est défini par MG2 = 8.
g. En déduire la nature et les éléments qui déterminent (C).

Exercice 74:
Le plan P est rapporté a un repére orthonormal (O ; %, v).On prendra

pour unité graphique 1 cm.

On consideére les points Ao, 41, A2 d'affixes respectives z0 =54/,
21 =-1-4i, 2 =4~

1. a. Justifier I'existence d’une unique similitude directe Stelle que
S(Ao) = Aret (A1) = Az

. 1-i =3+
b. Etablir que V'écriture complexe de Sest z'= —E_I z+ > !

¢. En déduire le rapport, 'angle et I'affixe @ du centre Q dela
similitude 5.

d. On considére un point M, d’affixe zavec z # 0 , et sonimage
M; d’affixe Z. Vérifier la relation :

®—z'=i(z-z") ; en déduire la nature du triangle Q@ MM’

2. Pour tout entier naturel 7, lepoint An+1, est défini par An+1 =
S(An) et on pose un = AnAn+1.

a. Placer les points Ao, 41, 4z et construire géométriquement les
points As, 44, As, As.

b. Démontrer que la suite (un) est géométrique.

n

3. La suite (v») est définie sur IN par va = w0 +us+--+tn = Z U, .
k=0

a. Exprimer v; en fonction de n.

b. La suite (vx) est-elle convergente ?

4. a. Calculer en fonction de nle rayon r»du cercle circonscrit au

triangle QAnAn+1.

b. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que, pour tout entier naturel
n:sin>palors r, <10-2,

Exercice 75:
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O ; #, ) (unité 1 cm).

On construira une figure que I'on complétera au fur et mesure.
1. Soit Ale point d’affixe 3, et rla rotation de centre Oet d’angle

b 4
3— .On note B, G D, Eet Fles images respectives des points 4, 5, ¢

3 33

Det Eparlarotation . Montrer que Ba pour affixe — +—-—2—-—i .
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2. Associer a chacun des points ¢ D, Eet Fl'une des affixes de a. Déterminer I'angle et le rapport de s'. En déduire 'angle et le

rapportde s'os .
I'ensemble suivant: {—3 ;-2+§—J§’ ;2-3—\5—" 2“3'"3‘£i}‘ b. %‘lene est 'image du point Dpar s'os ?

202 2 2 2 2 c. Déterminer I'écriture complexe de s'.
3.a. Déterminer r(F). 5. Soit 4 le symétrique de Apar rapporta C. .
b. Quelle est la nature du polygone ABCDEF? , a. Sans utiliser les nombres complexes, déterminer s(4’) puis

1 T , ‘o .

4. Soit sla similitude directe de centre 4, de rapport E etd'angle Lf?aa:g:lgﬁ":fﬁizrduspoiilt A’ Retrouver alors le résultat du a. en utilisant
J'écriture complexede s'os .

z _Soit ¢ la similitude directe de centre £ transformant Fen C

DENOMBREMENT ET PROBABILITE

A- DENOMBREMENT
I- E THEORIE D
1. Généralités sur les ensembles

Un ensemble est une collection d’objets définis sans ambiguité (c'est-a-dire que, pour tout objet, on peut dire si oui ou non il fait
partie de E). On note x € E pour indiquer que I'objet x est un élément de 'ensemble E. ‘
Un ensemble est dit fini si I'on peut compter ses éléments. Il est dit infini dans le cas contraire. Le nombre d'éléments d'un
ensemble fini E est appelé cardinal de 'ensemble E et noté Card(E)
On peut définir un ensemble de deux fagons :
a. Endonnantla liste exhaustive de ses éléments.
b. Endonnant une propriété caractéristique de ses éléments.
e:
E = {0, 2, 4, 6, 8). On peut aussi dire que E est 'ensemble des entiers naturels pairs inférieursa 9.2 € E.3 ¢ E.
On dit qu'un ensemble A est un sous-ensemble ou une partie de I'ensemble B si tout élément de A est également élément de B.
OnnoteAcCB

B

L'ensemble de toutes les parties d’'un ensemble E est un nouvel ensemble noté P(E). Nous admettrons qu'il existe un seul ensemble qui
ne contient aucun élément. Cet ensemble est appelé ensemble vide et noté @. On pose par convention Card(@) = 0.
2. onstruction de nouve sembles 3 partir de parties d'un ensemble
Soient A et B deux parties d'un méme ensemble E. On définit 3 partir de A et B les nouveaux ensembles suivants :
¢ Llintersection de A et B, noté A n B, comme étant I'ensemble des éléments communs 3 AetaB.(e€ ANB) < (e€Aete €B).

1), :
a.  SiANB=0,onditqueles ensembles A et B sont disjoints.

A

cininte

(N.B. Sur la figure, A N B est en gris)
b. On peut définir I'intersection de plusieurs (i.e de plus de deux) ensembles. Par exemple, e €(ANBNC) < (e€Aete€Bete€ ().
e LaréuniondeAetB, notée A U B, comme étant I'ensemble des éléments qui sontdans AoudansB. (e€ AUB) & (e€ Aoue € B).

(N.B. Sur la figure, A U B est en gris)
Remargue: On peut définir la réunion de plusieurs (i.e de plus de deux) ensembles. Par exemple, e e(AUBUC) & (e€Aoue€Boue €C).

o ladifférence de A et B (pris dans cet ordre), notée A \ B, comme étant I'ensemble des éléments qui sont dans A mais pas dans B,
(e€A\B)& (ecAete &B).

e ladifférence symétrique de A et B, noté A A B, comme étant I'ensemble des éléments qui sont dans I'un et un seul des ensembles A et B,
[e€e(AAB)]=[(e€Acte€B)ou(e€cBete g A)]
En d'autres termes,AAB = (A\ B) U (B\ A).
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(N.B. Surla figure, A\ Besten gris, B\ Aest hachuré, A A B est la réunion de la zone en gris et de la zone hachurée.)
o e 1 ir A E comme étant I'ensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A. Onle note E\ A, ou “A , ouencore CeA.

e le produit cartésien de A et B, noté A X B, comme étant 'ensemble de tous les couples de la forme (x,y), ol x est un élément
quelconque de A ety un élément quelconque de B. A X B={(x;y)/x€Aety€B}

Exemples:
a. SiA={ab,cletB={1,2}alorsAxB={(al)(a2); (b,1); (0,2); (¢, 1); (c, 2)}-

- -
b. Dansle plan muni d'unrepére (O, i , j ),I'ensemble des couples coordonnées des points M(xy) est le produit cartésien R X R.
emar :
a. Engénéra, AXB=BXA
b. On peut définir le produit cartésien de plusieurs (i.e de plus de deux) ensembles :
E =E; X E2 X ...x En. Parexemple AX Bx C={ (xyz) /x€Aety€Betz€C}Les éléments d'un produit cartésiena n
éléments sont appelés n-uplets. En particulier, on peut définir le produit cartésien de n ensembles identiques, A X A X ... X A
noté An, Dans I'exemple b) ci-dessus, R x R est également noté RZ
3. Notion de partition
Soient A1, Az,...., A n parties d’'un méme ensemble E. On dit qu’elles constituent une partition de E si et seulement si :
a. Elles sont tous non vides: Vi€ {1, 2, .., n}, Ai# §.
b. Elles sont disjointes deux a deux :
vie{l,2,..n},Vj€{1,2,..,n}, aveci*jonaAinAj# ?.

¢. Leurréunionestégaled E: AiUAz2U..UAn=E.

s .. E
( P \\\
¢ "
Ay |42 4s 4y ;
- “
] ‘‘‘‘‘‘‘ g
Le nombre d’éléments d’un ensemble fini E est appelé cardinal de E et noté Card (E).
4., Propriétés del'i ion et de 1 i
a. Idempotence: Pour tout Ensemble A: ANA=A etAUA= A.
b. Associativité : Pour tous ensembles A, BetC:AN(BNC)=(AnB)NC et AU(B uC)=(AUB)UC
¢. Commutativité : Pour tous ensembles AetB,AUB=BUA etANB=BNA.
d. Distributivité : Pour tous ensembles A, BetC, AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU (BnC)=(AUuB)n(AUC).
e. Formules de MORGAN : Soient A et B deux parties d'un méme Ensemble E. Alors: ANB = AUB e AUB=ANB
1I- PRINCIPES DE DENOMBREMENT
1. Le principe additif

Nous admettrons la propriété suivante, appelée Principe Additif:

_ Si Aj, Az,...., An constituent une partition d'un ensemble E, alors:
) i=n

Conséquences : \
Soient A et B deux parties d’'un méme ensemble fini E. On a les relations suivantes:

e  SiAetB sontdisjoints (c’est-a-dire tels que ,alors Card(A U B) = Card(A) + Card(B).

e  SiAetB sont quelconques ( c'est-3-dire pas nécessairement disjoints), alors : Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card (A N B).

o Card( A )= Card(E) —Card(A).

Exercice : Dans un camp de vacances hébergeant 80 personnes, 55 personnes pratiquent la natation, 33 le tennis et 16 ne pratiquent
aucun de ces deux sports. Combien de personnes pratiquent 2 la fois le tennis et la natation ?
2. Le principe multiplicatif
Nous admettrons la propriété suivante, appelée Principe Multiplicatif :
Soient n ensembles Az, Agz,...., An donnés. Alors : Card (A1 X Az X ...X An) = card (A1) X Card (Az2) X.....x Card (An)

III- LES QUTI ENO
1. -listes e et ion
a. p-listes
Définition

Soient n € N* et E un ensemble de cardinal n. Soit p € N.Une prliste de £est un p-uplet d'éléments de E. C'est donc un élément du produit
cartésien Ep =E XEx...XE (p facteurs) On appelle p-liste d'élément de E toute suite ordonnée de p éléments de E distincts ou non.

$reE
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Remarque: ) )
On précise pliste va "avec ordre et possibilité de répétition” pour les distinguer des arrangements qui seront évoqués ci-dessous.

" Soit £un ensemble de cardinal fini 2. Alors le nombre des p-listes de

EestnP=NXNX...XN.
e !
p Jfois

A

Soit Eun eh‘sé-mﬁl‘e de ‘c‘a‘rdina‘lbﬁhi' net puh entier naturel tel que 0s )JS n.Un p-érrangerhent est une suite ordonnée de P éléments de
" E deux 2 deux distincts on dit aussi qu’ un p-arrangement est une pliste d'éléments E distincts deux adeux.
l " Une permutation de Fest un arrangement des 1 éléments de £

Exemple:

E ={a; b; c; ..; 7}. Les listes suivantes : beau, matin,hiversontdesarrangements de 4et5 éléments de £ Parcontre,arrange
‘ m e nn tn'est pas un arrangement de 11 éléments de E'car ses éléments ne sont pas distincts.

Soit £un ensemble de cardinal fini net pun entier naturel tel que 0 <p <n.
& Le nombre d'arrangements de p éléments de Eest A =nn-1)n-2)...(n—-p+ 1)

‘ % Le nombre de permutations de Eest: A,

Remarque : A,f est le produit de p entiers consécutifs décroissant a partir de n.
| Exemple :
A2 =8x7x6=336; A3y =2008 x 2007 x 2006 x 2005 = 16 209 006 133 680.

| » A: est le produit des n premiers entiers naturels non nuls: A: =1x2X..Xn
Ce nombre est noté n ! (lire « factorielle n » et pas « n factorielle » !). On pose par convention que 0!=1

» Onobtient le nombre Anp sur la plupart des calculatrices en utilisant la touche

|
c. p-Combinaisons
Définition

NN I

" Soit Eun ensemble fini de cardinal net pun' entier naturel tel (ju'e'o < bls n.
l - Une p-combinaison (ou combinaison de pélémen‘tsb)# de Eest une partie de Fayant péléments

S S N R Y S A N

Exemple:

/ imul :

| Une urne contient 9 boules numérotées de 1 3 9. On tire au hasard et simultanément 3 boules de I'urne. Chaque tirage est une
combinaison a 3 éléments de 'ensemble des 9 boules.

' Soit £un ensemble de cardinal fini net pun entier naturel tel que 0 <p <n.

- ‘ n n! A?
Le nombre de combinaisons de p éléments de Eest: C’f = =— =
p) pl(n-p)! p!

’ Remarques : ' o
e Les coefficients C ,f sont encore appelés coefficient binomiaux. (On verra pourquoi au paragraphe suivant).

‘ e Si pest strictement supérieur 21, on convient que dans ce cas C ,f = 0.

e  Onobtientle nombre C ,’,’ sur la plupart des calculatrices en utilisant la nCr  touche
‘ Interprétation importante : c f représente le nombre de fagons de choisir p objets parmi n (I'ordre n'important pas).
Exercices:

1) Le loto : On tire au hasard 6 boules parmi 49. Combien de tirages possibles ?
2) Le Poker : Dans un jeu de 32 cartes, on choisit 5 cartes au hasard (ces 5 cartes s'appellent une "main").
l a) Nombre de mains total
b) Nombre de mains qui contiennent exactement 3 as
¢) Nombre de mains qui contiennent au moins 3 as
3) Nombre de comités de 3 personnes que I'on peut élire dans une assemblée de 20 personnes.
l 4) Une urne contient 10 boules numérotées de 0, 1, ....,9. On en tire simultanément trois. Combien de tirages différents ?

o Svmétrie: Pour tout entier n et tout entier ptel que 0 Spsmona: C’=Cy”.
~0 “H | n-|
I C C, C, - C, =

En particulier, " = =1 et n.

N e e T T

o
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. Cc? p-1
"o Formulede PASCAL Pour tout entier net tout entier ptel que 1 <p <n—1ona: " =Cl + C.

- _ -D! D= Hn-D)!
. e e (et ) N (n _ Hn-Dn-p) 4 p
Démonsraian i Coat Con pn-1-p)t  (@-Dn-p)!  mwi-pt  wie-p)
= n! ['I—p+_p_]___ n! =C:_
pn-p)tL n n pl(n-p)!

Triangle de PASCAL . »
La formule de Pascal permet de calculer les coefficients binomiaux de la fagon suivante : pour trouver un certain coefficient, on
additionne dans le tableau suivant les coefficients situés "juste au dessus” et "juste au dessus 2 gauche" entre eux:

Les nombres C avec 0 < p < n sont donnés par le triangle de Pascal:

p=0 p=1 p=2 p=3 p=4 p=5 p=6 p=7
n=0}1
n=1]|1 1
n=2\1 2 1
n=3|1 3 |3 1
n=41|1 4 6 4 1
n=5(1 5 10 |10 |5 1
n=6|1 6 i5 |20 |15 |6 1
n=711 21 —t35. [35 2 7 1|

Formule du bindme de NEWTON
Théeréme

n
. n —
Pour tous nombres complexes a et b et tout entier naturel 7non nulona: (a + b) = E C,f’a” PpP
p=0

Remarques :
A I'aide de cette formule et du triangle de PASCAL, on retrouve les identités remarquables. Ainsi,

Pourn=2,ona: (a+b)’= Cg a?bo + C; alho + C% a%? =a? + 2ab + b%
Pourn=3,o0na:(a+b)*=a3+3a%b+3ab2+b3; Pourn=4,0na: (a + b)* = a* + 4a’b + 6a2b? + 4ab3 + b

B- PROBABILITE
Le hasard est une composante de la nature, il est donc nécessaire de trouver des objets mathématiques pour le modéliser, d'ou la

naissance de la théorie des probabilités. Cependant, il est & noter que le concept des probabilités est surtout connu par l'intermédiaire
des jeux. Nous les utiliserons beaucoup pour introduire différentes notions.

I- EXPERIENCE ET EVENEMENTS
1. Expérience:

Le calcul des probabilités s’appuie sur les expériences aléatoires. Une expérience est dite aléatoire si
o On ne peut prédire le résultat avec certitude
o On peut décrire 'ensemble des résultats possibles

Exemples : )

Lancer d’'une piéce de monnaie

Le jet d’'un dé _

Le choix d'une ou de plusieurs boules d’une urne contenant des boules
2. Evénement -

Tout résultat d’une exfiérience aléatoire est appelé une éventualité.
L'ensemble des éventualités ést appelé univers, il est noté en général Q.
Toute partie de () est appelé événement. Ainsi:
o 0 estappelé 'événement certain
* L'ensemble vide est appelé I'événement impossible
e Un événement réduit & un singleton est appelé un événement élémentaire.
3. Evénements particuliers

On considére une expérience d'urfivers Q et deux événements A et B liés a elle. On appelle

e Evénement contraire de I'événement A, le sous ensemble complémentaire de:A dans Q. Il est noté A.
e Evénement « Aou B », I'ensemble AUB.

e Evénement « A et B », 'ensemble ANB.

e Evénements incompatibles, deux événements A et B tels que ANB = 0.
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1I- PROBA ' M
1.  Définition

Soit E une expérience d'univers 0, et gp(Q)!'ensemibledes parties de £. On appelle probabilité sur (Q) toute application P: o)
- [0 ; 1] vérifiant
- p(Q) =1

- Pour des événements A et B tels que AN B =@, onaP(AUB)=P(A) + P(B).
Conséquences :

-P(D)=0

- Laprobabilité d'un événement A est égale a la somme des probabilités des événements élémentaires qui le constituent.
. Lasomme des probabilités des événements élémentaires est égalea 1.

2. Propriétés
Soit A et B deux événements

y  pld)=1-P(4)
if) p(4—-B)=P(4)-P(ANB)
iy  P(AUB)=P(4)+ P(B)-P(ANB)

iv) Si Ac Balors A4) s AB) (“croissance” de la probabilité).
Démonstration :

i) Aet A sont disjoints AU A =QdoncP(AU 71) =P(Q)=1=P(A)+ P(:i) d'ou P(Z) = 1-P(A)
5 i) A= (A N B)u (A - B)) donc P(A) =P(AN B) + P(4 - B)carAN B et A— Bsontdisjoints d'od P
* (4- B)= P(4)— P(AN B)

| i) B=AN B U (B~ A) doncP(B) =P(AN B) +P(A-B) dotile résultat.
iv) Si AcBalors Bestl'union disjointe de A4 et de (B\ A) donc: A B) =P(A) +A(B\ A) Et comme P(B\ A) =0, on obtient bien :
P(A) < AB).
3. émentai iproba

Lorsque les événements élémentaires ont ]a méme probabilité : onditquily a équiprobabilité. Lorsque quilya équiprobabilité:

¢ laprobabilité d'un événement élémentaire wiest P(@) =

ardQ
card4 _ nombre de cas favorables

e« PA)= = _
cardQ  nombrede cas possibles

Remarque: Les expressions suivantes « dé équilibré ou parfait», « boule tirée de l'urne au hasard», «boules indiscernables » ...
indiquent que, pour les expériences réalisées, le modéle associé est I’équiprobabilité.
Exemples
Exercice 1
On tire au hasard et simultanément 5 cartes d'unjeu de 32 cartes. Quelle est 1a probabilité d’avoir:
a) las de cceur ? b) unasetun seul ? ¢) deux as et deux seulement; d) exactement trois as ; €) les quatre as ; f) au moins un as ?

\ . PR
1. Définition:
p désigne une probabilité sur un univers fini Q. A et B étant deux événements de Q, B étant de probabilité non nulle. On appelle

P(Ar‘\B).

p(B):
Exemples : « "

1) On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. o

Soit 4 I'événement "Le résultat est un pique”. ' w7
Soit Bl'événement "Le résultat est un roi".

probabilité conditionnelle de I'événement A sachant que B est réalisé le réel noté p, ( A) =P ( Al B) =

Donc A B estl'événement "Le résultat est le roi de pique”. Alors: P(A4) = 3 1y P(ANB)= 1.
32 4 32

Donc la probabilité que le résultat soit un roi sachant qu'on a tiré un pique est: PA(B) = M_) = _1_. . _1. =

1
P(A) 324 8
On peut retrouver intuitivement ce résultat. En effet, sachant que le résuitat est un pique, on a une chance sur 8 d'obtenir le roi.

-+ | 2) Unsac contient 50 boules, dont 20 boules rouges et 30 boules noires, ou il est marqué soit "Gagné" ou soit "Perdu”
Sur 15 boules rouges, il est marqué Gagné.

Sur 9 boules noires, il est marqué Gagneé.

i | On tire au hasard une boule dans le sac.

| £
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Soit R1'événement "On tire une boule rouge”.
Soit Gl'événement "On tire une boule marquée Gagné”

: 20 2 15 3
Donc RN G est1'événement "On tire une boule rouge marquée Gagné”.Alors: P(R) = -5-6 = -g =0,4 et P(RNG)= 5_0. = .1_0 =03
Donc la probabilité qu'on tire une boule marquée Gagné sachant qu'elle est rouge est: PR(G) = M = 92 = §- =0,75.

P(R) 04 4
On peut retrouver intuitivement ce résultat. En effet, sachant que le résultat est une boule rouge, on a 15 chances sur 20 qu'il soit
marqué Gagné.

Remarque: Si A et B sont tous deux de probabilité non nulle, alors les probabilités conditionnelles p(A/B) et p(B/A) sont toutes les
deux définiesetona: p(An B)=p(A/B)p(B)=p(B/A)p(A).

P+(B)_p ans

P(A) ~4
P4(B) ~B ANB
)
s _ TE-8 Fnm
A
PI(E) E —A'ﬂﬁ

a. Partition de 'univers

Définition : Soient £ un univers associé a une expérience aléatoire etn un entier supérieur ou égal 2 2. Les événements Az, Az, ..., An
forment une partition de Q si les trois conditions suivantes sont réalisées :

e pourtoutie{1;2;..;n}Ai=0.

e pourtousietj(aveci#j)de{1;2;.n},AinAj=2.

o AUAU.UAI=Q

b. Formule des probabilités totales

Soient A1, A2, .., An une partition de I'univers Q constituée d’événements de probabilités non nulles et B un événement quelconque contenu dans Q.

o ALORS: p(B)=p(BN A1) +p(BNA2) +..+p(BNAN)
« Ou p(B)=pa (B)xP(A;)+Pa,(B)xP(A) +......+Pa (B) xP(Ay).

Démonstration: B=(BnAu(BnA)uU..u(BNAm,

Les événements (B N A1), (B N Az), .., (B m An) sont 2 & 2 incompatibles donc la probabilité de leur réunion est la ssmme de chacun
d’entre eux, on en déduit: p(B) = p(B N A1) + p(BNA2) + ... + p(B N An).

et en utilisant que, pour toutide {1; 2; ...; n}, p(B N A))=pai(B) x p(A), on obtient:

P(B)= py, (B)xp(A;) +pa, (B)xp(Ax) +...... +pa, (B)xp(Ay)

Arbre pondéré
1) Exemple
Un sac contient 50 boules, dont 20 boules rouges et 30 boules noires, ol il est marqué soit “Gagné" ou soit "Perdu”
Sur 15 boules rouges, il est marqué Gagné. Sur 9 boules noires, il est marqué Gagné. On tire au hasard une boule dans le sac.
Soit R1'événement "On tire une boule rouge".Soit G1'événement "On tire une boule marquée Gagné”
L'expérience aléatoire peut étre schématisée par un arbre pondéré (ou arbre de probabilité) :

Gagné e 5
Boule
rouge
Perdu - R
On tire
une houle
Gagné - £0 L F fERauis e pansit Gens
Boule
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2) Regles

i Regle1: La_som_rqél des brqﬁgbiligéé desbranches ’i;§u\e‘s
Exemples ; _
‘ - A partir du nceud "On tire une boule", ona: P(R)+ P(R) = 0,4+0,6=1

- A partir du nceud "Boule rouge”,ona: PR(G) =1-P(G)=1-0,75= 0,25.
Ces exemples font apparaitre une formule donnée au paragraphe .

. N N NN AV P N A S S I N N N Y I A AT
Régle 2 : La probabilité d'une “feuille” (extrémité d'un ch min) est égale au produit des Prpbabiljt_ég du chemin aboutissant a cette feuille.
' Exemple;

On considére la feuille RN G.0na: P(RNG)= P(R)x P(G)= 0,4x0,75=0,3

‘ 1 ormul babili é' es):La probabiiité d'uh évér\\em’éht associé 3 plusiéﬁré "feuilles"‘ est égale 2 la somme des
probabilités de ch»ag:qn}e\d’es ces \"fe}ui(ll\e§"i

|| Eremee:
L'événement "On tire une boule marquée Gagné" est associé aux feuilles RNGet RNG.Ona:P(RNG)=0,3et

P(RNG)= 9 _ .18 (Probabilité de tirer une boule noire marquée Gagné)Donc P(G)= P(RNG)+ P(RNG)=0,3+0,18=0,48.
50

Méthode : Calculer la probabilité d'un événement associé a plusieurs feuilles
Lors d’'une épidémie chez des bovins, on s’est apergu que sila maladie est diagnostiquée suffisamment t6t chez un animal, on peut le
‘ guérir ; sinon la maladie est mortelle. ‘

Un test est mis au point et essayé sur un échantillon d’animaux dont 2 % est porteur de la maladie. On obtient les résultats suivants:
- si un animal est porteur de la maladie, le test est positif dans 85 % des cas ;

- si un animal est sain, le test est négatif dans 95 % des cas.
4 On choisit de prendre ces fréquences observées comme probabilités pour toute la population et d’utiliser le test pour un dépistage
préventif de la maladie.
On note respectivement Met Tles événements « Etre porteur de la maladie » et

« Avoir un test positif ». .
I Un animal est choisi au hasard. Quelle est la probabilité que son test soit positif ?

D'apreés BAC'S, Antilles-Guyanne 2010

‘ Résolution
T o M0
Pu(T) = 0,85
M
[ P(M) = 0,02
Pu(T) = 0.15 PO
T e §
Pu(T) = 0,05
‘ P(M) = 0,98
™
Pa(T) = 0,95 .

} La probabilité que le test sc_>_it positif est associée aux deux feuilles M N T et MAT.
P(T)= P(IMNT)+ P(MNT) =0,02x085+0,98x0,05= 0,066,

La probabilité que le test soit positif est égale a 6,6%.
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c¢. Indépendants
in
Définition : A et B sont 2 événements de probabilité non nulle.
= AetB sont indépendants lorsque la réalisation de I'un ne change pas la réalisation de I'autre.
= AetBsont indépendants si et seulement si p(A/B) = p(A) ou p(B/A) = p(B).
Théoréme : Deux événements A et B de probabilité non nulle sont indépendants si et seulement si ils vérifient une des trois
conditions :p(A/B) = p(A) ou p(B/A) = p(B) ou p( AN B) = p(A)p(B).
Démonstration :- Par définition, les deux premiéres sont équivalentes
«  sip(A/B) = p(A) comme p(A N B) = p(A/B)p(B) alors p(A N B) = p(A) p(B)

e sip(AmB)=p(A)p(B), comme p(B) # 0, R_(A_(;)_B_) = p(A) c'est-a-dire ps(A) = p(A)
p
Remargue : Ne pas confondre événements indépendants et événements incompatibles.
» 2 événements A et B sont indépendants si p(A N B)= p(A)p(B)
= 2 événements A et B sont incompatibles si An B=&.
La notion d’indépendance dépend de la probabilité sur 'univers, celle d’incompatibilité est purement ensembliste.

(1) expéri S T

Soit une expérience d'univers Q, P une probabilité définie sur I'ensemble des parties de €. A est un événement lié a cette expérience.
Si on répete n fois de suite cette expérience, alors la probabilité de réaliser k fois I'événement A au cours des n répétitions est:
CE(P(A) (1~ P(A)"*

Exemple :

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes.

Soit R1'événement "On tire un roi”.

Soit T1'événement "On tire un trefle”.

Alors RN T estl'événement "On tire le roi de trefie”.

11 1
Ona: p(R)=%=%, p(r)=%=% et P(RmT)=§1§-DOHC P(R)x P(T) =g x =35 = P(RAT).

Les événements Ret T'sont donc indépendants. Ainsi, par exemple, Pr( R) = P(R).Ce qui se traduit par la probabilité de tirer un roi

parmi les tréfles et égalea la probabilité de tirer un roi parmi toutes les cartes.
Méthode ; Utiliser I'indépendance de deux événements

Dans une population, un individu est atteint parla maladie m avec une probabilité égale & 0,005 et par la maladie navec une probabilité
égalea 0,01

On choisit au hasard un individu de cette population.

Soit M1'événement "L'individu a la maladie m".

Soit N1'événement "L'individu a la maladie #".

On suppose que les événements Met Nsont indépendants.

Calculer la probabilité de I'événement £"L'individu a au moins une des deux maladies".

Résolution

P(E)=P(MUN)=P(M)+P(N)-P(MN N) = P(M)+ P(N)— P(M)x P(N),carles événements Met Nsont
indépendants. P(E) =0,005+0,01-0,005x0,01= 0,01495

La probabilité qu'un individu choisi au hasard ait au moins une des deux maladies est égale 4 0,01495.

Propriété: Si 4 et Bsont indépendants alors Z et B sont indépendants.
Démonstration (exigible BAC) :
P(AN B)= P(BN A)

= P(B)x P,(4)

= P(B)x(1- P,(4)) = P(B)x(1-P(4)) = P(B) x P(A) car Aet Bsont indépendants Donc A et B sont

indépendants.

Une usine dispose de deux machines M1 et Mz qui fabriquent le méme type de produit, la machine M assure les deux tiers dela
production avec 10% de produits défectueux, la machine Mz fournit 5% de produits défectueux.

1. On tire au hasard un produit, quelle est la probabilité qu'il soit sans défaut ?

2. Un produit a été tiré, il est défectueux. Quelle est la probabilité qu'il provienne de M1

1I- VARIABLE ALEATOIRE
1. Définition

Soit une expérience aléatoire d'univers ©, on appelle variable aléatoire, toute application X de 0 dans IR. On appelle ensemble image de
0 par X, 'ensemble des valeurs possibles de X on le note X(£).

i
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2. Définiti '

Soit une expérience aléatoire d’univers €, et X une variable aléatoire de Q. Soit k€ X(Q).
(X= k) est 'ensemble des éventualités dont I'image par X est égale a k.
(X> k) est 'ensemble des éventualités dont I'image par X est supérieure a k.

3. Loi de probabilité
Définition

Etant donné un ensemble fini Q muni d'une loi de probabilité p, on appelle variable aléatoire sur @, toute application X de 2 dans un

ensemble @',
Si on note X(Q) = {x,; X, ; -+ ; X}, on appelle loi de probabilité de la variable aléatoire X (ou loi de probabilité transportée par X)

1'application qui 2 tout élément x, fait correspondre p(X=x)).

X X1 X2 X3 Xn

P(X=xi) | P(X=x1) | P(X=x2)

T

P(X=x3) P(X=xn)

Exemple:

Soit I'expérience aléatoire : "On lance un dé 2 six faces et on regarde le résultat.”

L'ensemble de toutes les issues possibles Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6} s'appelle 'univers des possibles.
On considére I'événement 4: "On obtient un résultat pair."

Onadonc: A={2; 4;6)}.

On considére I'événement élémentaire £:"On obtient un 5".

Onadonc: £= {5}.

On considére le jeu suivant:

- Si le résultat est pair, on gagne 1F.

- Si le résultat est 1, on gagne 5F.

- Si le résultat est 3 ou 5, on perd 2F.

On a défini ainsi une variable aléatoire Xsur Q = {1; 2; 3; 4; 5; 6} qui peut prendre les valeurs du gain algébrique 1, 5 ou -2.
Onadonc: X(1)=5X2)=1,X3)=-2, X4) =1, X5)=-2, X6)=1

Pour une variable aléatoire discréte, la loi de probabilité peut étre résumée dans un tableau :

X, -2 1 5

1 1 1

P(X=x) - = — -
’ 3 2 6

La variable aléatoire ne prend qu'un nombre fini de valeurs, elle est dite digcréte.
Il existe des variables aléatoires qui prennent n'importe quelle valeur dans un intervalle de IR.

4. Fonction de répartition
On appelle fonction de répartition de la loi de probabilité de X, I'application F de IR vers [0; 1] définie par : F(x) =P(X<x).
5. Espér iqu ianc -
Définiti
On considere un ensemble fini Q muni d'une loi de probabilité p et X une variable aléatoire numérique. On note X(Q) = {x ;x,; - ;x }.

* On appelle espérance mathématique de X (ou moyenne) le nombre réel :
i=n
EQX) =x,p(X=x)) + x,p(X=x,) + --- + x p(X=x ) c'est-2-dire: E(X) = Z x.p(X=x).
i=

¢ On appelle variance de X le nombre réel (positif) :

VOO = (1 - EOO)2p(X=x1) + (2 - EXDZp(=x) + - + (xp - X p(X=xy)
i=n 2 i=n
c'est-a-dire V(X) = '21 (xj - EX))".p(X =x;) Onaaussi V(X) = (xi)z.p(x =x) - I-Z(X)2
i= i=1
* On appelle écart-type de X le nombre réel (positif) : o(X) = \]V(X) .
Méthode : Calculer I'espérance d'une loi de probabilité
Dans le jeu de la « Méthode » du paragraphe précédent, calculer I'espérance de la loi de probabilité de X et interpréter le résultat.

Résolution

21 7 3 1 15
EX) = Zox(-1)+—x2+=—x5+—xT7 = —.
32 x2St X =33

L'espérance est égale & 3—2- =~ 0,5 signifie qu'en jouant, on peut espérer gagner environ 0,50F.

\-S
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chaque tirage associe le nombre de boules vertes tirées.
1. Calculer 'espérance, la variance et I'écart-type de X.
2. Déterminer et construire la fonction de répartition F de X
6. Loide Bernoulli
a. Définition:

probabilités respectivespet 1 -p.

AN
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l Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules vertes. On tire au hasard et simultanément 3 boules. Soit X la variable aléatoire qui et a

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire qui ne comporte que deux issues appelées succes (noté S) et échec (noté S), de

La loi de probabilité est appelée /o/ de Bernoulli de paramétre p.

issue S

S

probabilité p

1-p

Exercice :

Expliquer pourquoi cette expérience est une épreuve de Bernoulli.

b. Loibinomiale
Définitions :

Propriétés :

“Une urne contient 70 boules rouges et 30 boules noires. On tire au hasard une boule de 'urne.

On appelle succes « le tirage d’'une boule rouge » Donner laloi de probabilité,

a) Un schéma de Bernoulli est 1a répétition d’épreuves de Bernoulli identiques dans des conditions d'indépendance.
b)  Unschéma de Bernoulli est constitué de n épreuves indépendantes. X est la variable aléatoire qui, a chaque liste

de n résultats, associe le nombre de succés.
) La loi de probabilité de la variable aléatoire X est appelée Joi binomiale de paramétre n et p. Cette loi est notée B (n;p).

a) Pour tout entier k,avec 0 Sk <n, P(X = k) = CJP*(1 —p)"*.
b) Lespérance mathématiqueest E (X) = np et lavariance V (X) = np (1-p).

NB : Onnote C¥ = (})

Exercice 1

Une usine d’horlogerie fabrique une série de montres. Au cours de
la fabrication peuvent apparaitre deux types de défauts, désignés
par aet b.2 % des montres fabriquées présentent le défaut aet
10 % le défaut b Une montre est tirée au hasard dans la
production. On définit les événements suivants :

A : « la montre tirée présente le défauta»;

B : « la montre tirée présente le défaut b» ;

C: « la montre tirée ne présente aucun des deux défauts » ;

D : «ja montre tirée présente un et un seul des deux défauts ».
On suppose que les événements A et B sont indépendants.
1. Montrer que la probabilité de 'événement C est égale 4 0,882,
2. Calculer la probabilité de I'événement D.
3. Au cours de la fabrication, on préléve au hasard successivement
cinq montres. On considére que le nombre de montres fabriquées
est assez grand pour que l'on puisse supposer que les tirages se
font avec remise et sont indépendants.
Soit Xla variable aléatoire qui, a chaque prélévement de cinq
montres, associe le nombre de montres ne présentant aucun des
deux défauts a et 4. On définit I'événement E : « quatre montres au
moins n’ont aucun défaut ». Calculer la probabilité de I'événement
E. On en donnera une valeur approchée a 103 prés.
Exercice 2:

Soient A4 et Bdeux événements tels que P( A ) = % et P( AUB) =—;.

1. Supposons que A4 et Bsoient incompatibles. Calculer P( B).
2. Supposons que A et Bsoient indépendants. Calculer P( B).

$roo s

DENOMBREMENT ET PROBABILITE
Exercices corrigés

3. Calculer P( B) en supposant que 'événement A4 ne peut étre

réalisé que si I'événement Best réalisé.

Exercice 3:

1. Montrer que, pour 3 événements quelconques 4, 5 Gona:
P(AVBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC)
2. Généraliser dans le cas de n événements 4,, 4;,...., 4,.

Exercice 4:
Soient 4, Bet Cdes événements. Onpose E = AN BN C et
E, =An(BUC).

1. Montrer que £ et £2 sont incompatibles.
2. Déterminer I'ensemble £, U E, .

3.0Onsaitque P(4)=0,6, P(B)=0,4, P(C)=0,3,
P(BAC)=0,1, P(ANC)=0,1, P(AAB)=0,2 et
P(ANBNC)=0,05.Calculer P(E ) et P(E,).

Exercice 5:

Trois coffres notés Cj, C2, C3 ont chacun deux tiroirs, et dans
chaque tiroir, il y a une piéce. Le coffre C; contient 2 piéces d'or, C2
2 pieces d'argent et C3 une piéce d’or et une d’argent.

1. On ouvre au hasard I'un des 6 tiroirs et on trouve une piéce
d’argent. Quelle est la probabilité pour que I'on ait ouvert un tiroir
du coffre C2?

2.0n ouvre a nouveau et indépendamment de la premiére fois I'un
des 6 tiroirs et on trouve encore une piéce d’argent. Quelle est la
probabilité pour que l'on ait ouvert deux fois le méme coffre ?
Exercice 6:




]_

Une enquéte effectuée aupres de 1500 personnes adultes
(habitants d’une ville) portant sur les jeux d'argent indique que

- 1182 jouent a la loterie (A) :

- 310 vont au casino (B)

- 190 jouent autant a la loterie qu'au casino.
a. Si une personne adulte (de la ville) est choisie au hasard, quelle
est la probabilité qu’elle joue 2 la loterie ou au casino ?
b. Quelle est la probabilité qu’elle joue uniquement au casino ?

Exercice 7:

On dispose de deux urnes U1 et Uz contenant des boules
indiscernables au toucher.

Ui contient 2 boules blanches et 3 boules noires (7 est un nombre
entier supérieur ou égal a 1). Uz contient deux boules blanches et
une boule noire.

On tire une boule au hasard de U1 et on la met dans Uz, puis on tire

‘au hasard une boule de Uz et on la met dans Ui ; I'ensemble des

ces opérations constitue une épreuve.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. 0n consideére I'événement A : "Aprés 1'épreuve, les urnes se
retrouvent chacune dans leur configuration de départ”.

2. a. Démontrer que la probabilité p(A) de I'événement A peut

3(n+2
‘écrire: p(A)=—
s'écrire: p(A) 4(’”3)

2. b. Déterminer la limite de p(A) lorsque ntend vers +,

. 3.0n considére I'événement B : "Apreés I'épreuve, I'urne Uz

contient une seule boule blanche".
Calculer p(B).
4, Un joueur mise 20 francs et effectue une épreuve. A l'issue de
cette épreuve, on compte les boules blanches dans U2,
- Si Uz contient 1 seule boule blanche, le joueur regoit 2

francs;

- Si Uz contient 2 boules blanches, le joueur regoit n
francs ; :

- Si Uz contient 3 boules blanches, le joueur ne regoit
rien.

4. a. Expliquer pourquoi le joueur n'a aucun intérét a jouer tant
que n ne dépasse pas 10.

Dans la suite, on considére #> 10, et on introduit la variable
aléatoire X qui prend pour valeur les gains algébriques du joueur
(par exemple, si, aprés I'épreuve, I'urne Uz contient une seule
boule blanche, X = 2n- 20).

4.b. Déterminer la loi de probabilité de X.

4.c. Calculer 'espérance mathématique de X.

4.d. On dit que le jeu est favorable au joueur si et seulement si
'espérance mathématique est strictement positive. Montrer qu'il
en est airfsi dés que I'urne U1 contient au moins 25 boules
blanches.

Exercice 8:

Les questions 1. et 2, sont indépendantes. On donnera les résultats
sous forme de fraction irréductible.

Une urne Uiz contient 4 jetons blancs et 3 noirs et une urne Uz
contient 17 jetons blancs et 18 noirs.

1. On jette un dé cubique dont chaque face a la méme probabilité
d'apparaitre. Si le 6 apparait, on tire un jeton de I'urne U1 sinon on
tire un jeton de l'urne Uz.

a. Déterminer la probabilité de tirer un jeton blanc (on
considérera les événements A : "On a obtenu 6 en jetant le dé" et B
: "On obtient un jeton blanc".)

b. On a tiré un jeton blanc; calculer la probabilité pour qu'il
provienne de U1.

¢. On a tiré un jeton noir ; calculer la probabilité pour qu'il
provienne de Uz.

2. On tire successivement et sans remise les 7 jetons de I'urne Ui,

S s
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Xest la variable aléatoire qui prend pour valeur &si le premier
jeton blanc apparait au &iéme tirage.

Donner la loi de probabilité de X, puis calculer son espérance
mathématique et son écart-type.

Exercice 9:

Une urne A contient une boule rouge et trois boules vertes. Une
urne B contient deux boules rouges et deux boules noires. Les
boules sont indiscernables au toucher.

1. On dispose d'un dé 3 6 faces, parfaitement équilibré, numéroté
delaé.

On le lance une fois ; si 'on obtient un multiple de 3, on tire au
hasard une boule de 'urne A, sinon on tire au hasard une boule de’
I'urne B.

a. Calculer la probabilité d’obtenir une boule noire.

b. Quelle est la couleur qui a la plus grande probabilité de sortir ?
c. Quelle est la probabilité que la boule tirée provienne de I'urne B
sachant qu’elle est rouge ?

2. On réunit toutes les boules dans une seule urne et on tire
successivement trois boules que I'on pose chaque fois devant
I'urne.

a. Montrer que la probabilité de I'événement « la 3¢me boule tirée

1
est noire » vaut Z

b. Certains pensent que I'événement « la premiére boule tirée est
noire » a une probabilité supérieure 2 I'événement « la troisi¢éme
boule tirée est noire ». Est-ce vrai ? Justifier.

Exercice 10:

Une maladie atteint 3% d’une population donnée. Un test de
dépistage donne les résultats suivants :

Chez les individus malades, 95% des tests sont positifs et 5%
négatifs.

Chez les individus non malades, 1% des tests sont positifs et 99%
négatifs.

On choisit un individu au hasard.

1. Construire 'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2. Quelle est la probabilité

a. qu'il soit malade et qu'il ait un test positif ?

b. qu'il ne soit pas malade et qu'il ait un test négatif ?

c. qu'il ait un test positif ?

d. qu'il ait un test négatif ?

3. Calculer la probabilité

a. qu'il ne soit pas malade, sachant que le test est positif ?

b. qu'il soit malade, sachant que le test est négatif ?

4. Interpréter les résultats obtenus aux questions 3.a.et 3. b.

Exercice 11:

Un sac contient 10 jetons indiscernables au toucher: 4 jetons
blancs marqués 0 ; 3 jetons rouges marqués 7 ; 2 jetons blancs
marqués 2 ;1 jeton rouge marqué 5.
1. On tire simultanément 4 jetons du sac. Quel est le nombre de
tirages possibles.
2. On considére que tous les tirages sont équiprobablés et on
considére les événements suivants :
A: "Les 4 numéros sont identiques."
B : "Avec les jetons tirés on peut former le hombre 2000."
C: "Tous les jetons sont blancs."
D : "Tous les jetons sont de la méme couleur."
E : "Au moins un jeton porte un numéro différent des
autres."
a. Calculer la probabilité de B
b. Calculer la probabilité des événements A, C, D et E.
¢. On suppose que I'événement C est réalisé, calculer alors la
probabilité de I'événement B.
3. On établit la régle du jeu suivante :
Si le joueur peut former le nombre 7000 il gagne 75 €.




Si le joueur peut former le nombre 2000 il gagne 25 €.
Si le joueur peut former le nombre 0000 il perd 15 €.
Pour tous les autres tirages, il perd 5 €.
G est la variable aléatoire égale au gain du joueur. Etablir la loi de
probabilité de G et calculer son espérance mathématique.

Exercice 12:

K
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Un groupe de vingt-deux personnes décide d'aller au cinéma deux
samedis de suite pour voir deux films A et B.

Le premier samedi, huit personnes vont voir le film A, et les autres
vont voir le film B.

Le deuxiéme samedi, quatre personnes décident de revoir le film
A, deux vont revoir le film B, et les autres vont voir le film qu’elles
n'ont pas vu la semaine précédente.

Aprés la deuxi¢éme séance, on interroge au hasard une personne
_de ce groupe. On considére les événements suivants:

Ai « 1a personne interrogée a vu le film A le premier samedi » ;

Az « 1a personne interrogée a vu le film A le deuxiéme samedi »;
B «la personne interrogée a vu le film B le premier samedi » ;

B: «la personne interrogée a vu le film B le deuxiéme samedi ».

1. a. Calculer les probabilités suivantes : p(41) et p(A2).

b. Calculer les probabilités de chacun des événements suivants :

pa (42). Py (4,) et p(4 N4y).

¢. Reproduire et compléter 'arbre pondéré suivant, en remplagant
chaque point d'interrogation par la probabilité correspondante.
Aucune justification n'est demandée pour cette question.

‘ 9 A
9 A
/ ? BZ
\ 0 Ay
2
B
9 Bz

d. Retrouver 2 partir de 'arbre pondéré que p( 4, ) = % .

2. Le prix du billet pour le film A est de 30 F et de 20 F pour le film B.
On appelle Xla variable aléatoire égale au colt total, pour la
personnd interrogée, des deux séances de cinéma.

a. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.
b. Déterminer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X

Exercice 13:

2. Dans cette question, on remplace les 5 boules rouges par
boules rouges ol 7 est un entier supérieur ou égal a 2. L'urne
contient donc n + 5 boules, c'est-a-dire, nrouges, 3 jaunes et 2
vertes. On tire au hasard et simultanément deux boules de cette
urne. Soit les événements suivants :

D « Tirer deux boules rouges. »

E « Tirer deux boules de la méme couleur. »

n(n-1)

(n+5)(n+4)
b. Calculer la probabilité p(£) de I'événement Een fonction de n.

a. Montrer que la probabilité de I'événement Dest p(D)=

Pour quelles valeurs de na-t-on p( E)z %— ?

Exercice 14:

Une urne contient # boules blanches ( 7> 5) et 10 boules noires.
On tire au hasard et simultanément 10 boules de l'urne.

1. Quelle est la probabilité pa pour que I'on ait tiré exactement 5
boules noires ?

2. Déterminer la limite de pnlorsque n7tend vers +o0.

Exercice 15:.

Dans une classe de trente éléves sont formés un club photo et un
club de théatre. Le club photo est composé de 10 membres, le club
théatre de 6 membres. I y a deux éléves qui sont membres des
deux clubs a la fois.

1. On interroge un éiéve de la classe pris au hasard. On appelle P
V'événement : « I'éleve fait partie du club photo» et 7
'événement : « I'éléve fait partie du club théatre » Montrer que
les événements Pet T'sont indépendants.

2. Lors d'une séance du club photo, les 10 membres sont tous
présents. Un premier éléve est tiré au sort. 11 doit prendre la photo
d’un autre membre du club qui sera lui aussi tiré au sort.

a. On appelle 71 'événement : « Le premier éléve appartient au

club théatre », Calculer XT}).
b. On appelle 72 'événement « L'éléve pris en photo appartientau
club théatre ». Calculer P (T,) puis Pﬁ(Tz) . En déduire

ATy AT,) et AT, A T).
¢. Démonstration de cours : Démontrer que

H(Ty)= Py (T,)P(T, )+ B (Ty)P( Ty ). Caleuler A(Ty).

3. Toutes les semaines on recommence de fagon indépendante la
séance de photographie avec tirage au sort du photographe et du
photographié. Le méme éléve peut étre photographié plusieurs
semaines de suite.

Calculer la probabilité qu'au bout de 4 semaines aucun membre
du club théatre n'ait été photographié.

Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes, et
2 vertes.
Dans les questions 1 et 2 on tire au hasard et simultanément 3
boules de cette urne.
Les répanses seront données sous forme de fractions
irréductibles.
1. Soit les événements suivants :
A « Les trois boules sont rouges. »
B« Les trois boules sont de laméme couleur. »
C« Les trois boules sont chacune d'une couleur
différente. »
a. Calculer les probabilités p(4), p(B) et p(0).
b. On appelle Xla variable aléatoire qui & chaque tirage associe le
nombre de couleurs obtenues.
Déterminer la lof de probabilité de X. Calculer £(X).

CORRECTION

Exerclce 1:
1. Comme A et Bsont indépendants on a

HANB)= (A B)=0,02x0,1 ; on en déduit donc que
KO)= l—p(AUB')=1—[p(A)+p(B)—p(A(\B)]=1—0,02—0,]+(0, >
2.11ya 0,02 — 0,002 = 0,018 chances de tomber sur une montre

n‘ayant que le défaut a; de mémeilya0,1 - 0,002 = 0,098
chances de tomber sur une montre n’ayant que le défaut »; ona

donc (D)=0,018+0,098=0,116.
3. Xsuit une loi binomiale K5 ;0,882) ;

;(E)=;(X24)=;(X=4)+;(X=5)=(j)0,882‘0,118‘ {:jo,sszso,us" ~0,891

Frze E




@/Tx(1/6) 4
b. ps(A) x p(B) = p(A N B) d'ot ps(A) = ————— =7

1/2 21
l c.Demémeona:p(-Z/—é)xp(_B)= p(74_ N 73) doll p( 4
- (18/35)x(5/6)__6_
)= 1/2 7
l 3. Ensemble des valeurs de X: {1;2;3;4}:

4 2 4 1 8

= — Z 43x — +4x—=—
EX) 1><7 + 2x 7 + 3x 35 ><35 35
+32><—4—+42x—1—

20
=—; X)=
35 35 7 el

E(X?) = 1x —;— + 2%x

2
| 20 (8
bl X)~1,69.
2{35) 1w
Exercice 9:

l 1. Avec un dé il y a deux multiples de 3: 3 et 6; ona donc la
probabilité % = —31— et la probabilité % de ne pas avoir de multiple

' de3.
‘ a. La probabilité d’obtenir une boule noire est alors

\ P N) = mt de3) xpp,( N) +p{ pasmut de3)xp( N) —><0+—§><% %
b. p{ R)=p{ milce3)xp,( R)+p{ pasmds e3)xcpyf R) = % 211 % % %
| P V) =p{made de3) xp,( V) +P pas made de3) xpy V) _3‘.% %xO—

Le rouge est donc la couleur qui a la plus grande probabilité de
sortir,
' c. La probabilité que la boule vienne de B sachant qu’elle est rouge

2.2
p(BNR) 373

p(R) 5

12

2. On réunit toutes les boules dans une seule urne et on tire
‘ successivement trois boules que I'on pose chaque fois devant

I'urne.

a. On a les possibilités suivantes: NNN, NNN, NNN ;on
1 ne remet pas la boule dans I'urne donc:

4
l est: p,(B)= =3

()=o) ) 2%
1 p(ﬁNN)=p(ﬁ)p(N)p(N)=%x% %=-2—1§ de méme

pour p( NNN ) ; au total cela donne bien %

c. Non, ce sont des probabilités identiques... p( N ) = % = %
Exercice 10:
|
k 1 2 3 4
PX=HK | 4x6! 4| 3x4x5! 2 | 4x3x2x4! 4 31x4!_ |
707 707 71 35] 7035

£
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Positif ,0285
0
Négatil_ 0,0015
0,0097
0,9603

1. Voir ci-contre.
2.0n note MV'individu est malade et T'le test est positif :

a. AMNT)=P(M)xP,(T)=0,03x0,95=0,0285.
b. M T)= P M )x Py (T)=0,97x0,99 =0,9603.
¢. AT)=PAMAT)+P(MNT)=0,0097+0,0285=0,0382.
d. AT)= AMAT)+ AM~T)=0,0015+0,9603 =0,9618.
AT M) _0,0097

.a P(M)= ~ 0,25 : c'est énorme...

3.a. B (M) AT 0,0382 c'est énor

b. (M) = AT n_M) = 0,005 ~0,00155 : ouf...on a trés peu
KT) 0,9618

de chances d'&tre malade sachant que le test est négatif, c’est rassurant.
&

Exercice 11:

10
1.llya ( 4 )= 210 tirages distincts possibles.

) 6

210 210 105
b. An'est réalisé que lorsque les 4 jetons portent le numéro 0, il
n'y a qu'une possibilité. p(A4) = %
6
1 4 15 1
y a 6 jetons blancs. La probabilité estdonc: p(C)=-—~=—=—.
210 210 14

Les jetons peuvent étre, soit tous blancs, soit tous rouges. Or il n'y
a que 4 jetons rouges, donc une seule possibilité qu'ils soient tous

1 16 8
rouges: p(D —— = —— = ——,
uges: PD)= A+ 210= 270 = Tos

Au moins un jeton porte un numéro différent des autres. Le
contraire est "tous les jetons ont le méme numéro”, qui n'est

réalisé que pour le numérd 0. p(E)=1-p(A) = &

210
¢. Cest réalisé, c'est-a-dire tous les jetons sont blancs. On rappelle

que 4 d'entre eux ont le numéro 0 et deux d'entre eux, le numéro
2.

Pour que Bsoit réalisé, la probabilité est donc de

4
p((B)_M_E(_@ 105 _ 8 eneffetona
‘ AC) pC) 115
14

p(Bﬁ Q)= p(B) car on ne peut former 2000 qu'avec des jetons blancs.




___

Exercice 2:
1. Aet Bincompatiblesdonc ANB= do

P(AuUB)=P(A)+P(B)= P(B) L

275100
2. Aet Bindépendants :
1 1

P(ANB)=P(A)P(B) =7 =2+ P B)—%P(B)::%P(B):%:P(B):%

3. Ane peut étre réalisé que si Best réalisé : tous les événements
de Asontdans 5

P(AnB)=P(4)=

+P(B)—-;-::> P(B)=%.

wn|—

1
2
Exercice 3:
1. On prend parexemple Bu C = E, soit
P(AVE)=P(A)+P(E)-P(ANE),
" P(E)=P(B)+P(C)-P(BNC)et
ANE=(AnB) W ANC)=>P(ANE)=P(ANB)+P(ANC)-P(ANBNANC
=P(ANB)+P(ANC)-P(ANBNC)
donc en remplagant on obtient la formule.

2. Méme chose, par récurrence
Exercice 4:

L
A5 = ABACAAN BoC) =( ANBACAB)\ ANBACAC) =B A2=2

2. Ar\—ér\5=Ar\(B_u—a) doncenappelant K = BuC,on -
a EUE =(4nK)u(4nK)=4.

3.0n calcule P(BUC)=0,4+0,3-0,1=0,6,
P(BOUC)=0,4; P(E)+P(E )=P(4)=0,6.

En utilisant la formule de I'exo 9, on a

P(AUK)=P(AUBUC)=0,6+0,4+0,3-0,1-0,1-0,2+0,05=0,95 ;

par ailleurs
P(AUK)=P(A)+P(K)=P(ANK)=0,95=0,6+0,6-P(E )= P(E)=0,25

etenfin P( F )=0,6-0,25=0,35.

Exercice 5:

1.

R A)= Ry (A)<HG )+ Ry (AIXF(G ) +Ry ()G ) =0+ g+ ==
P(Cy)= P(;‘aiz ) fa ;i;l;(cz ) =%;_3.=§ (ce qui était

totalement évident...)
2. Puisqu’on a déja pris une piéce d’argent, il faut retomber sur (3,

donc -;-x% = -;— (attention a 'indépendance, sinon on aurait
quelque chose plus compliqué).
Exercice 6.
1182 310
A)=——=0,788 B-—-——--02067
a A= 1500 - AB) 1500
P(ANB)= '900 =0,1267 -

P(AuB)= A A)+ AB)- AN B)=0,868.
b.lly a 310 — 190 joueurs qui jouent uniquement au casino, soit

120
C)=——=0,08.
RS 1500

Exercice 7:

1.a. Arbre pondéré :
Evénement A: chemin coe———
Evénement B : chemin

£
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Evénement C: chemin

P(2B/IB)

P(2N/1B) B
\ P(2B/IN).

N
P(2N/1IN)

A

. . . B 3'N
U, : nB,3N U, :n-1B,4N U, :n+1B2N U, :nB,
U:2BIN U:3BON  U:IB2N U, :2B,IN
n 3
].B = ; 1N = .
A1B) n+3 AN n+3
> 1 /1N) : P(2N/2B) !
P(2B/1B) = — ; p2N/1B) = — ; p(2B/1N) = —; - —

2. a. La probabilité p(A) se calcule en parcourant l'arbre :
p(A)—-———x§+—3—3><1 ,soit A== (”_"'2)

nt3 4 n+3 2 n+3

2b. lim_p(A)=>.
b lim, AAY =3

3.La probabilité p(B) se calcule en parcourant I'arbre :
A )"— PR )‘2(n+3)

4, a. Le joueur doxt 8tre certain de pouvoir, dans le meilleur des
cas, récupérer au moins sa mise d'ol 27> 20, soit n> 10.

4. b. Le dernier événement non encore considéré (C) est: "Aprés
I'épreuve, I'urne Uz contient 3 boules blanches”.

La probabilité p(C) se calcule en parcourant I'arbre :

n n
C)= =

PO n+3 4n+3

prendre 3 valeurs : 2n- 20 (événement A) ; 7~ 20 (événement B)

; =20 (événement C). ¢
Loi de probabilité de la variable aléatoire X :

) . La variable aléatoire X peut

2n—20 n—20

n+2

Xi

j 3 3
PX = x) 2An+3) Z(

n+3
4. c. Espérance mathématique : E(x) =
B @203 o003 ( n+2 J_ 20n
n+3) 4n+3)

2A(n+3)
3n’ -62n-240
B(X)= ==
4(n+3)
4.d. E(X) > 0 donne 312 - 6211- 240 > 0, soit (3n+ 10)(n-24) >
Oet ne [25 ; +°0[ puisque 77 est entler.

n
)| %

™

Exercice 8:

1 17
lLa.p(a)= .p(A)———,p(B/A)—-,p(B/A)--3-§
D'aprés la lot des probabilités totales ona: p(B) = p(A N B) +

- 4 1 17  § {
ANB=—-x—4—x=m=
Bl I TR
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.P 7000: (G =75)= our 2000:
3. Pour AHG=T9)="— 0 210 35 '°
1
G =25)= p(B)—-——,pour0000:p(G=—15)=m;les
2 4 1 12+8+1 189
t -_— = - —— —— — - — ———— i e——rm—y
I autres: p(G =-5)=1 (35 105+210) : 210 210
G -15 -5 25 75
e || 3 [ &_8 [2_12],
= Xi) 210 210 105 210 35 210
‘ -15 -5x189 25x8 75x12 2
| 7 | 710 210 210 210 3
E(G)= —15—945+200+900_E,_9__2_~066 Le joueur peut
210 210 3
espérer gagner 0,66 centimes d'Euros par jeu: celui-ci lui est
légerement favorable.
i Exercice 12:
A B Total
Samedi 1 8 14 22
Samedi2 | 4(A)+12(B) | 2(B) +4(A) | 22
| Total 24 20 44
8§ 4 16 8
i.a A =—=—; A Y=—=—.
| 2 p(A) 221 P(4)=5=1
12 6
b. A -——— , ===
PA,( 2) 2 pB1( 2) a7
4 1 2
A N A A A = e X = ——,
I P(a 2) P( 1)PA1( 2) THERET!

c.
A2 sachant 41 : 4/8 AzetA1:2/11

| A1:8/22=4/11

B sachant 4:: 4/8 BetA:2/11
Az sachant B1:12/14 Aet B1:6/11
B1:14/22=7/11
l B sachant B : 2/14 Beth:1/11
2 6 8
’ 2.a. X peut prendre les valeurs 40, 50 ou 60 F.
X 40 (B, B) 50 (A, B) ou (B, 60 (A A)
A)
AT T szs | 2
11 11 11 11 11
| v E(X)=40x+50x3 +60x 2 =30
11 11 11 1
Exercice 13:
10
| 1. Nombre de possibilités : =M=120.
3 3.2.1
)
3]
_L, 3 3 11
t p(4)= 120 12 PR T
L)
LU s0 1
| PO "m0

‘ v

h

RiN
b. Xpeut prendre les valeurs 1,20u3: p(X =1)= p(B

“120
i p(X=3)=p(C "13505=%et
p(X=2)=1-p(X=1)-p(X=3)= —11210—132(:) 11295'
B(X)=1 11210 21290 3%=_€%~216
(n+5)(n+4)

2

n+5
2. a. Nombre de tirages possibles : = 2

n\ n(n-1)
Nombre de tirages possibles pour D: 5 = ———2—— .Apres

. n( n-1 )
simplification on a p( D) = "'—"'—( S )-('-n+ 4) ’

b. E= 2 rouges ou 2 jaunes ou 2 vertes, soit

3 2 - -
m.(3), =n(n 1)+3+1~__n2 n+8
2 2 2 2 2
p(E) = -n+8 n”—n+8
(n+5)(n+4) n+9n+20
Ona
p(E)_l ont8 b o 2ns 162 490420 > —11n-420

7 +9n+20 2
. Aprés résolutionona n 211,35, soit n=12.

Exercice 14 :

n+10
Ily a n4+10 boules ; il y a donc ( 10 ) tirages possibles ; on tire

5 noires avec la probabilité

GEE S

Prn=rae10 (n+10)! =5N(n10)!
()
5

10tn!
n 1 , .

~ K =5~ K —gt quiest décroissante et tend vers 0.
n n

- n(n=1)(n=2)(n-3)(n-4)
(n+10)(n+9)..(n+2)(n+1)

’

donc p,

Exercice 15:
1. Avec des patates le résultat est immédiat A(P) = 10/30=1/3 et

AT)=6/30=1/5.
On a alors
2 1
PAT)=—=
I )= m
et

P(P)x P(T)=%x%=

donc les événements sont indépendants. Ceci est un pur hasard
de calcu), si vous changez par exemple le nombre d'éléves dans la
classe ¢a ne marche plus....

2. Lors d'une séance du club photo, les 10 membres sont tous
présents. Un premier éléve est tiré au sort. Il doit prendre la photo
d’'un autre membre du club qui sera lui aussi tiré au sort.

1
@ )= 15=5

1
b. P (h)= -9- : il reste A tirer un membre du club théatre parmi

les neuf restants.




PT_](T2 )= —i— i si 7']— est réalisé le premier éléve ne fait pas de

théadre, il reste deux choix parmi 9 restants.

1 1 1
P(szﬂ)=1:'7'1(Tz)P(7’1)=§X-5-=E;
- = 3
AT, AT = B (AT = x5 = o=

b. Avec les probabilités totales, on a
RT)=P((@ "R ) =T o )+ AT 0T )= By (RT)+ B ()RT)

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2 ﬁ

Ty=ts 2o
Done AT)= 45454575

Le calcul aurait pu se faire directement avec un arbre.
4 o
3. Loi binomiale: n=4, p=1-AT)= 3 ; la probabilité

cherchée est, en posant X= nombre de fois ol I'éleve
photographié n’appartient pas au club théatre :

4\ o 4% 256
P(X=4)=[4)p (I-p

s 625"

DENOMBREMENT

Exercice 1:

DENOMBREMENT ET PROBABILITE
Exercices non corrigés

Une urne contient 3 boules blanches ; n boules noires, n étant un
entier naturel supérieur a 2.

1. On tire simultanément 2 boules de l'urne. Les boules
sont indiscernables au toucher et tous les tirages sont
équiprobables. Déterminer, en fonction de n, le nombre
de tirage :

a) Possible.

b) Contenant deux boules une méme couleur.

¢) Contenant deux boules de couleurs différentes.
d) Contenant deux boules blanches.

2. Onsuppose désormais que n = 4 ; on procéde alors aun
tirage successif de 2 boules avec remise. Déterminer le
nombre de tirage :

a) Possible.
b) Contenant deux boules de couleurs différentes.
¢) Contenant deux boules de méme couleur.
d) Contenant deux boules noires.
Exercice 2:

On jette 3 fois de suite un dé a six faces numéroter de 12 6 et on
note successivement les chiffres obtenus sur la face supérieure :
1. Déterminer:
a) Lenombre total de résultats possibles ?
b) Le nombre de résultats comportant trois
chiffres identiques.
¢) Lenombre de résultats comportant trois
chiffres distincts.
d) Le nombre de résultats comportant exactement
deux chiffres identiques.
€) Le nombre de résultats pour lesquels la somme
des chiffres obtenue est égal a 6.
Exercice 3:

Une urne contient 4 boules rouges ; 3 boules noires et une boule
blanche. On tire simultanément 3 boules. Déterminer dans chaque
cas, le nombre de tirages différents.

1. Avec exactement deux noires.

2. Avec au moins deux rouges.

3. Avec au moins deux boules de méme couleur.

4. Avec une boule de chaque couleur.

Exercice 4:

On demande a 4 boulangers d'un quartier quel jour hebdomadaire
de fermeture lui conviendrait.
1. De combien de fagons différentes peuvent a priori
s’énoncer les choix des 4 boulangers ?
2. Certains boulangers ayant choisi le méme de fermeture,
ce qui ne peut pas étre accepté, on réunit a nouveau les 4
boulangers en leur demandant de modifier

s

éventuellement leur choix, les 4 jours de fermeture
devant étre différents. Quel est le nombre de fagons
différentes d’'énoncer les choix possibles ?

3. Ons'apergoit qu'aucun boulanger n’entend ni fermer le
samedi, ni le dimanche quel estle nombre de choix
différents.

Exercice 5:
Une association est formée de 35 personnes dont 15 hommes et
20 femmes. On se propose de former un bureau de 5 membres
avec au moins 2 hommes et 2 femmes.
Déterminer de combien de fagons I'on peut former ce bureau dans
les cas suivants :

a) Chaque membre de I'association est candidat.

b) Deux hommes refusent d'étre candidats.

¢) Mr A refuse d'étre dans le méme bureau que Mme B.

Exercice 6:
Une classe de 30 éléves dont 18 gargons doit élire un bureau
composé d’un président, d’un vice-président et d'un secrétaire.
On suppose qu'il ne peut y avoir de cumul de poste. Combien de
bureaux peuvent &tre constitués en respectant les consignes
suivantes :

1. Aucune consigne.

2. Le poste de secrétaire doit étre occupé par une fille.
3. Lebureau doit étre constitué que de fille.
4, Le président est un gargon, le vice président une fille.
5. Le président et le vice président sont des garcons.
6. Le vice président est une fille.
-
Exercice 7:

Une urne contient 3 boules vertes et 7 jaunes. On tire de cette

urne quatre (04) boules.

1°/ Le tirage des boules se fait une aprés et sans remise.
Déterminer le nombre de tirages.

a) Les quatre boules tirées sont jaunes.

b) Les quatre boules tirées sont vertes.

c) Lesboules sontjaunes.

d) Les deux 1%res sont vertes

2°/ Le tirage des quatre boules se fait de maniéres simultanées.

a) Les quatre boules tirées sont jaunes.

b) Les quatre boules tirées sont vertes.

c¢) Lesboules sontjaunes.

d) Les deux 1%res sont vertes

Exercice 8:
Dans une classe de Terminale S2, 80% des éléves ont déclaré
aimer I'étude des SVT, 20% celle des MATHS ,15% celle des SVT et
des MATHS.
Quelle est la probabilité de tirer au hasard un éléve de cette classe
qui:

1. aime les SVT mais pas les MATHS ;




_

2. aime les MATHS mais pas les SVT;
3. n'aime ni les SVT ni les MATHS,

Exercice 9:

Un sac contient 10 boules blanches numérotées de 1 a 10, 2 boules
rouges numérotées 1 et 2 et 3 boules noires numérotées 1,2 et 3.
1. On tire simultanément 3 boules du sac.

Calculer les probabilités des événements

A, B, Cet D suivants:

: «tirer 3 boules blanches»

: «tirer 1 rouge et 2 noires »

: «tirer 3 boules de méme couleurs»

: «tirer 3 boules portant le méme numéro»

2. On tire successivement sans remise 3 boules du sac .Calculer
les probabilités des événement suivants.

E : «tirer une blanche, une noire et une rouge dans cet ordre»

F : «tirer deux blanches et une noire»

TOw>

Exercice 10:

On considére dans le systéme décimal, 'ensemble des nombres de

cinq chiffres (un nombre ne pouvant pas commencer par un 0).

1°/ Combien existe-t-il ?

2°/ Combien existe-il qui commencent par qu’avec des chiffres
pairs ?

3°/ Combien existe il qui s’écrivent qu'avec des chiffres
inférieurs ou égauxa 7 ?

Exercice 11:

Le programme scolaire d’Histoire et Géographie d’un candidat a

un concours est composé de 12 chapitres de Géographie et 15

chapitres d'Histoire. Le candidat n'a appris que 11 chapitres

d'Histoires et 10 chapitres de Géographie.

Le sujet comporte deux questions d’histoire et deux questions de

géographie portant sur des chapitres distincts. Le candidat ne doit

traiter au choix qu'une question par discipline

Déterminer:

1°/ Le nombre de sujets possibles.

2°/ Le nombre de sujets olt le candidat sait traiter les quatre
questions posées.

3°/ Le Nombre de sujets ol le candidat sait traiter au moins une
question.

4°/ Le nombre de sujets oli le candidat ne sait traiter aucune
question.

5°/ Les sujets ol candidat sait traiter au moins une questions
d’histoire et au moins une question de Géographie.

Exercice 12:

Il y a en vrac dans un tiroir 3 paires de chaussures de couleurs
différentes. On tire au hasard deux Chaussures ; déterminer la
probabilité des évenements suivants:

A : «elles appartiennent 3 la méme paire»

B : «il y a un pied droit et un pied gauche»

PROBABILITES SI ES

Exercice 1:

_Un questionnaire comprend n questions (n 2 6) : 4 d'algébre, 2
de géométrie et le reste d’analyse. Un éléve tire au hasard et
simultanément 3 questions.
On note les événements suivants.
A= tirer exactement 2 questions d’algeébre.
B= tirer exactement 1 question de géométrie.
C= tirer exactement 2 questions d'algébres et une de
géométrie.
1°) Calculer en fonction de n les probabilités de A, B et C.
En déduire celle de AUB.
2) Déterminer n pour que P(AUB) = 2 P(C).

Exercice 2:

s g

SN
RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

Un sac contient douze jetons indiscernables au toucher sur
chacun desquels est inscrite une lettre du mot * SENEGALAISES”.
1. Déterminer la probabilité d'avoir les lettres du mot *
SAGESSE"” dans chacun des cas suivants :

a) On tire simultanément sept lettres du sac.

b) On tire successivement sept lettres en
remettant a chaque fois la lettre tirée dans le
sac apres l'avoir notée.

2. Déterminer la probabilité d'avoir dans leur ordre les lettres
du mot “ SAGESSE”, si I'on tire successivement et sans remise
sept lettres du sac.

Exercice 3:

On considére un jeu de 32 cartes. On tire simultanément huit
cartes du jeu. Quelle est la probabilité des événements suivants :
A "obtenir exactement un valet" '

B "obtenir exactement trois cceurs"”

C "obtenir exactement un valet et trois cceurs"”

D "obtenir au moins un as"

E "obtenir deux valets, trois dames, un roi et deux as"”

Exercice 4:

Pour une séance de révision, un professeur interroge 6 éléves sur
7 chapitres du programme. Il permet & chaque éléve d'inscrire sur
un bout de papier 4 I'insu des autres le chapitre sur lequel il
souhaite étre interrogé, Les 6 éléves ont fait leur choix.

1°) Quelle est la probabilité que les chapitres choisis soient deux &
deux distincts ?

2°) Quelle est la probabilité que deux éléves choisissent le méme
chapitre et les autres choisissent des chapitres deux & deux
distincts ?

Exercice 5:

On dispose de 6 objets a répartir dans trois boites. Déterminer la
probabilité des événements suivants :

a)La premiére boites ne contient aucun objet ;

b) La premiére boite contient deux objets exactement ;

¢) Chaque boite contient deux objets exactement

Exercice 6:

Un sac contient 10 boules blanches numérotées de 14 10, 2 boules
rouges numérotées let 2 et 3 boules noires numérotées 1, 2et 3.
1. On tire simultanément 3 boules du sac.

Calculer les probabilités des événements A, B,C et D sulvants :
A «tirer 3 boules blanches»
B : «tirer 1 rouge et 2 noires »
C: «tirer 3 boules de méme couleurs»
D : «tirer 3 boules portant le méme numéro»
2. On tire successivement sans remise 3 boules du sac .Calculer
les probabilités des événement suivants,
E : «tirer une blanche,une noire et une rouge Dans cet ordre»
F: «tirer deux blanches et une noire»
Exercice 7:

Une urne contient 10 jetons indiscernables au toucher sur
lesquels on a inscrit des nombres.

3 jetons portant le nombre 10, 5 jetons le nombre 10 et 2 jetons le
nombre 20.

NB : Tous les résultats seront donnés sous forme de fractions
irréductibles.

1. Calculer les probabilités des événements suivants,

A «obtenir 2 jetons portant le méme nombre»

B : «obtenir 2 jetons portant des nombres pairs»

C : «obtenir 2 jetons portant des nombres de méme parité »




v
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Exercice 8:

Une urne contient 5 boules blanches, 3 boules rouges et 1 boule
verte.
On tire successivement et sans remise trois boules de 'urne.
1) Déterminer le nombre de tirages possibles.
2) Calculer la probabilité des événements suivants :
a) A:"letirage estunicolore”
b) B:”letirage esttricolore”
c) C:"letirage contient au moins une boule
blanche”
d) D" le tirage contient au plus 2 boules rouges”
Exercice 9:

Une urne U1 contient deux boules noires et une boule blanche.
Une urne U2 contient deux boules blanches et une boule noire.
On choisit une urne au hasard (équiprobablement) et on tire une
boule dans cette urne,

1. Faire un arbre.
2. Calculer la probabilité de choisir I'urne U1 et de tirer une boule

blanche.

3. Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

4., On a tiré une boule blanche. Quelle est la probabilité que cette
boule provienne de 'urne U1 ?

Exercice 10:

On associe au jet d’'un dé pipé(truqué) dont les faces sont
numérotées de 12 6,/'espace probabilisé (Q,p(£2),p) o 1
={1,2,3 ,4,5,6} et ol la Probabilité p satisfait les conditions
suivantes :
> les événements élémentaires {4},{5} et {6} sont
équiprobables.

2
> p{2h=p(3H = 3 p({1})

4
» la probabilité de I'événement {1, 2, 3} est égale aux g de

la probabilité de I'événement contraire.
1. Préciser les valeurs de p pour les événements élémentaires.
2. Quelle est la probabilité d’obtenir un résultat impair par le jeu
decedé?

Exercice 11:

Ily a en vrac dans un tiroir 3 paires de chaussures de couleurs
différentes. On tire au hasard deux Chaussures ; déterminer la
probabilité des événements suivants :

A :«elles appartiennent 3 la méme paire»

B :«il y a un pied droit et un pied gauche»

Exercice 12:

On lance 100 fois une piéce en I'air et on note les c6tés P :pile et
F :face obtenus successivement.
Quelle est la probabilité p pour qu'on obtienne 50 fois pile ?

Exercice 13:

On jette trois dés A, B et C, es faces étant numérotées de 13 6.
Calculer la probabilité pour obtenir:

1. au poins deux faces identiques.

2. exactement deux faces identiques.

3. une somme de points paire.

Exercice 14:

Un automobiliste effectue un parcours sur lequel se trouvent dix
feux tricolores. Ces feux fonctionnent de maniére autonome et
indépendante et possédent chacun le méme cycle : vert

25 secondes, orange 5 secondes, rouge 30 secondes.

vk

AN

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

1. Etant donné un feu tricolore, on note S I'événement
"I'automobiliste passe au feu vert". Calculer P(S).

2. Quelle est la probabilité que sur son parcours (comportant dix
feux tricolores) I'automobiliste rencontre exactement six feux
verts 7

3. Quelle est la probabilité que sur son parcours l'automobiliste ne
rencontre que des feux verts ?

4, Calculer le nombre moyen de feux verts que l'automobiliste
rencontre sur son parcours.

Exercice 15:
Dans une classe de Terminale S2, 80% des éléves ont déclaré
aimer I'étude des SVT,20% celle des MATHS ,15% celle des SVT et
des MATHS.
Quelle est la probabilité de tirer au hasard un éléve de cette classe
qui:

1. aime les SVT mais pas les MATHS ;

2. aime les MATHS mais pas les SVT;

3. n’aime ni les SVT ni les MATHS.

Exercice 16:
Lors d'un match de Foot sanctionné par un nul, les joueurs du
SENEGAL a savoir Cissé, Coly ,Diouf, Fadiga et Faye sont choisis
pour tirer chacun un penalty et un seul.
1. De combien de fagons peut-on ranger les 5 tireurs dans un
ordre d’exécution de leur penalty ?
2. Calculer les probabilités des événements suivants

A «le premier tireur est Fadiga»

B «le premier tireur a un nom qui commence par F»

C«les 2 premiers tireurs ont un nom commengantpar la méme
lettre»

D«Diouf tire immédiatement apreés Fadiga»

Exercice 17:

Un questionnaire comprend n questions (n 2 6) : 4 d’algébre, 2 de
géométrie et le reste d’analyse. Un éléve tire au hasard et
simultanément 3 questions.
On note les événements suivants.
A= tirer exactement 2 questions d'algébre.
B= tirer exactement 1 questions de géométrie.
C= tirer exactement 2 questions d’algébres et une de
géométrie.
1°) Calculer en fonction de n les probabilités de A, B et C.
En déduire celle de AUB.
2) Déterminer n pour que P( AUB) = 2 P(C).

Exercice 18:

Une urne contient quatre jetons numérotés de 1 4 4.

On tire au hasard un jeton de I'urne, on lit le numéro, noté 5, porté
sur le jeton, puis on remet le jeton tiré dans l'urne.

On tire ensuite un deuxiéme jeton de I'urne, et on note ble
numéro du jeton tiré.

On note G I'événement : "La partie est gagnée", lorsque la somme
des numéros aet best égaled 5.

1. Montrer que la probabilité de gagner est égale 3 -‘l; .

2. Deux personnes A4 et Bjouent au jeu suivant, constitué d'un
certain nombre de parties identiques décrites ci-aprés : au cours
d'une partie, chaque joueur effectue le tirage de deux jetons décrit
dans la question 1.

Si Agagne et Bperd, Aest déclaré vainqueur, et le jeu s'arréte, si 4
perd et Bgagne, Best déclaré vainqueur, et le jeu s'arréte, dans les
autres cas, les joueurs entreprennent une nouvelle partie ; le jeu
continue.

Pour tout entier n, on désigne les événements suivants :




=

An : "Agagne la niéme partie".
Bn : "Bgagne la niéme partie”.
G : "Le jeu continue apreés la niéme partie."
a. Calculer les probabilités p(41), p(B), et p(C1).
b. Exprimer p(Gi+1) en fontion de p((y) et montrer que

5 n
[Kcn) = ( g ) '
c. Exprimer p(4n+1) en fonction de p(G) et en déduire que
-1
3 (5 J"
A)=—x| =
Ay =x( 2

d. Déterminer la limite de p(A4n) quand 2 tend vers +o.
e le plus petit entier n tel que p(4n) soit inférieur ou égal a 0,01.

Exercice 19:

On désigne par la probabilité d'apparition de la face numérotée i
P lors d’un lancer du dé. Ces probabilités sont telles que :
1

P, P, P, sontdans cetordre, les termes consécutifs
d’une suite géométrique de raison %

écutifs
. P2 , R R P6 sont dans cet ordre, les termes consécu
d’une suite arithmétique de raison %
2P =3P,

1. Calculer les probabilités PI et P2 . Calculer ensuite

P ,P ,F et F.

Calculer la probabilité d’obtenir un chiffre pair lors d'un
lancer du dé.

3. Onlance cinq fois le dé. Quelle est la probabilité
d’obtenir exactement 3 chiffres impairs.

PROBABILITES CONDITIONNELLES
Exercice 19:

A, Bet Csont trois événements. On sait que :
]M@=%M@=MMOWMBUQ=%MA0@=%
1. Les événements A4 et Bsont-ils incompatibles ? Sont-ils
indépendants ?
, 2. Les événements Bet Csont-ils incompatibles ? Sont-ils
indépendants ?
3. Les événements 4 et Csont-ils incompatibles ?

. Exercice 20:

Une urne A contient 8 boules : 3 blanches et 5 noires.
Une urne B contient 5 boules : 2 blanches et 3 noires.
’ Les boules étant indiscernables au toucher, on tire une boule de
chaque urne.
1. Quelle estla probabilité P1 pour que les deux boules
tirées soient noires ?
‘ 2. Quelle est la probabilité P2 pour que I'une soit blanche et
'autre noire ?
3. Sil'une est blanche et I'autre noire, quelle est la
‘ probabilité Ps pour que la boule noire provienne de A ?

Exercice 21:

Une usine fabrique des ampoules électriques 2 I'aide de trois
, machines A,B et C.
> Lamachine A assure 20% de la production et 5% des
ampoules fabriquées par A sont défectueuses.

' e
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» Lamachine B assure 30% de la production et 4% des
ampoules fabriquées par B sont défectueuses.
»  Lamachine C assure 50% de la production et 1% des
ampoules fabriquées par C sont défectueuses. N
1. On choisit au hasard une ampoule. Calculer les probabilités :
a) pour que 'ampoule soit défectueuse et produi.te par A
b) pour que 'ampoule soit défectueuse et produ}te parB.
¢) pour que 'ampoule soit défectueuse et produltg par C.
En déduire la probabilité pour qu'une ampoule prise au hasard
soit défectueuse.
2. On choisit au hasard une ampoule, elle est défectueuse. Calculer
la probabilité pour qu'elle :
a) provienne de A ;
b) proviennede B ;
c) provienne de C.

Exercice 22:
Dans une ville donnée, 40% de la population a les cheveux
bruns, 25% a les yeux marrons, et les 15% ont a la fois les

cheveux bruns et les yeux marrons. _
On choisit au hasard une personne résidant dans cette ville.

)] Si elle a les cheveux bruns, quelle est la probabilité
pour qu'elle ait aussi les yeux marrons ?
(if) Si elle a les yeux marrons, quelle est la probabilité

pour qu’elle n’ait pas les cheveux bruns ?
(iii) Quelle est la probabilité pour qu’elle n'ait ni les
cheveux bruns, ni les yeux marrons ?

Exercice 23:

Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher: 4 vertes et
2 jaunes

1°) On tire au hasard simultanément 2 boules de 'urne et on note
x la variable aléatoire qui a chaque tirage de 2 boules, associe le
nombre de boules vertes tirées.

Déterminer la loi de x et calculer E(x).

2°) On tire au hasard deux fois de suite 2 boules simultanément,
les boules tirées n’étant pas remises dans I'urne. On note A, B, C et
D les événement suivants.

A :aucune boule verte n’est tirée au cours de premier tirage de 2

" boules,

B : une boule verte et une jaune sont tirées au cours du premier tirage.
C: deux boules vertes sont tirées au cours du premier tirage.
D : une boule verte et une boule jaune sont tirées au cours du
deuxiéme tirage.
a) CalculerP(D/A):P(D/B);P(D/C).
b) Endéduire P(DNA);P(DNB) etP(Dn C). Calculer P (D). »

Exercice 24:

Un sondage effectué aupreés des automobilistes ayant effectué un
trajet reliant deux villes Vet 'montre que

60 % des automobilistes transportent des enfants et que, parmi
ceux-ci, 85 % se sont arrétés au moins une fois au cours du trajet,
alors que 70 % des automobilistes voyageant sans enfant ne sont
pas arrétés.

On interroge au hasard un automobiliste, On note :
Al'événement "l'automobiliste interrogé s'est arrété au moins une
fois"

El'événement "I'automobiliste interrogé transporte des enfants"
1. Préciser les probabilités suivantes : P(E), p(A|E) et p(A| E).
(Al £ désigne I'événement A4 sachant que Fest réalisé et Fest
I'événement contraire de £)

2. Calculer les probabilités p(4 BB E) et p(A).

3. Calculer la probabilité qu'un automobiliste transporte des
enfants sachant qu'il ne s'est pas arrété.

Rxeglee 25
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Dans une population il y a 45% d’hommes et 55% de femmes
présente un caractére P.
a) Quelle est la probabilité pour que cet individu présente
le caractére P 7
b) Quelle estla probabilité pour que ce soit un homme
sachant qu'il présente le caractére P ?
¢) Quelle est la probabilité pour que ce soit une femme
sachant qu'il ne présente pas le caractére P ?

Exercice 26:

Une urne Ux contient 9 boules dont 5 rouges.

Une urne Uz contient 5 boules dont 3 rouges.

On met toutes les boules dans une urne U et on tire une boule de
I'urne U au hasard. .

Si cette boule est rouge, calculer la probabilité pour qu’elle
provienne de Uy .

Exercice 27:

Soit A, B deux événements de I'espace probabilisé
(©2,P(Q),p) telque p(A)=0, p(B)=0 et p(C)=0
p(B)xp(A/B)

p(B/A)= = =
P(B)xp(A/B)+p(B)x p(A / B)

Montrer que :

Une urne Uz contient 3 boules bleues et 2 boules rouges. Une urne
Uz contient 4 boules bleues et 6 rouges.

On jette un dé dont 2 faces sont numérotées 1 et les 4 autres
numérotées 2.

Sile résultat est 1, on tire au hasard une boule de U

Sile résultat est 2,on tire au hasard une boule de U;

Sachant qu‘une boule rouge est tirée, quelle est la probabilité pour
qu’elle ait été tirée de Uy ?

Exercice 28:

Le but de cet exercice est de vérifier I'efficacité d'un vaccin sur une
population donnée. On dispose des données suivantes :
i) Un quart de la population a été vacciné contre la maladie.
if) Au cours d'une épidémie, on constate qu'il y a un vacciné
sur 13 parmi les malades.
iif) La probabilité qu'une personne soit malade sachant qu'il
est vacciné est 0.1.
Pour une personne rencontrée au hasard, on note :

M Lévénement «étre malade», M son contraire,

V' L'événement «étre vacciné», ¥ son contraire,
1. On rencontre une personne dans la population. Dessiner un
arbre traduisant I'énoncé.

2. Calculer la probabilité de I'événement « M et V » noté
p(M N V).En déduire quela probabilité p ( M ) de

'évenement M est égale 2 tll—?)-

3. Calculer les probabilités des deux événements suivants :
a) «étre malade et ne pas 8tre vacciné»
b) «étre malade sachant que I'on n’est pas vacciné»

4. Déterminer le réel k tel que : p (M/V)=kp( M/V)
Enoncer ce dernier résultat en langage courant,

Exercice 29:

Un grossiste en appareils ménagers est approvisionné par trois
marques, notées respectivement M1, M2 et M3.

La moitié des appareils de son stock provient de M1, un huitiéme
de M2, et trois huitiémes de M3,

Ce grossiste sait que dans son stock, 13% des appareils de la
marque M1 sont rouge, que 5% des appareils de la
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marque M2 sont rouges et que 10% des appareils de la marque
M3 le sont aussi.

On choisit au hasard un appareil emballé dans le stock de ce
grossiste : (on donnera les résultats sous forme de fractions)

1. Quelie est la probabilité qu'il vienne de M3 ?

2, Quelle est la probabilité qu'il soit rouge sachant qu'il vienne de M2 ?
3. Quelle est la probabilité que I'appareil choisi ne soit pasde
couleur rouge ?

4. Aprés examen, on s'apergoit que l'appareil choisi est rouge.
Quelle est la probabilité qu'il soit de la marque M1 ?

VARIABLE ALEATOIRE

Exercice 30:

Un dé est truquée de telle sorte que p(1) = p(2) = p(3) = 1—0-
On sait d’autre part que p(4) = p(5) = p(6).
1. Calculer p(4), p(5) et p(6).
2. Onnote X la variable aléatoire correspondant au résultat
affiché par ce dé lorsqu’on le lance une fois.
Calculer I'espérance E(X)

Exercice 31:
——

Un dé non truqué porte la lettre A sur deux faces et la lettre B sur
les quatre autres faces.

1) Onlance le dé quatre fois de suite ; quelle estla
probabilité d'obtenir trois fois A et une fois B.

2) Onsuppose que lorsque A apparait, on a un gaindea
francs et que si c'est la lettre B on a une perte de b
francs.

On définit une variable aléatoire Y qui a chaque série de 4 lancers
va associer le gain algébrique obtenu.
a) Quelles sontles valeurs prises par Y ?
b) Quelle est la loi de probabilité de Y ?
¢) Calculer 'espérance mathématigue de Y.
d) Onsupposea = 6 ; combien vaut b pour que E(Y) soit
nulle. Calculer dans ce cas la variance et 'écart typedeY.
€) Déterminer et construire la fonction de répartition de Y
danslecasa=6eth =3,

Exercice 32:
1. Une grande enveloppe contient les douze "figures” d'un jeu de
carte : les quatre rois, les quatre dames et les quatre valets. On
tire, simultanément et au hasard, cinq cartes de I'enveloppe. Soit X
la variable aléatoire qui, A chaque tirage, associe le nombre de rois
obtenus.

Déterminer la loi de probabilité de Xet calculer son espérance
mathématique. Interpréter.

2. Dans la méme enveloppe contenant les mémes douze cartes, on
effectue successivement cinq fois le tirage d'une carte que 'on
remet & chaque fois dans I'enveloppe. Soit ¥la variable aléatoire
dont Ia valeur est égale au nombre de rois obtenus au cours des
cinq tirages. Déterminer la loi de probabilité de Vet calculer son
espérance mathématique. Interpréter.

Exercice 33:
Un coureur s'entrafne sur un parcours comportant 4 haies de 1 &
4. Pour chaque entieri, 1<i<4,1la probabilité de renverserla

I

haie numéroté i est L.,
2i

Le coureur poursuit sa course jusqu'a la 4¢me haje,
1°) calculer la probabilité des événements suivants,

A-  aucune haie n’est renversée

B- le coureur renverse la 1ére et |a 4éme,

C- le coureur renverse 2 haies.

D- le coureur renverse au moins une haie.

AN
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2°) le coureur gagne 2 points pour chaque haie non renversée
et perd 2 points pour chaque haie renversée.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique du
coureur.

Déterminer la loi de x et calculer son gain moyen.

Exercice 34:

Un jeu consiste a lancer deux dés non pipés, un rouge et un vert,
dont les faces portent les numéros 1 3 6. Un joueur a misé 1Franc
sur le numéro 5.Si le numéro est obtenu sur chacun des deux dés,
le joueur regoit 4Francs. S'il est obtenu sur un seul dé, le joueur
regoit 3Francs. §'il n’est obtenu sur aucun dé, le joueur perd sa
mise, G est la variable aléatoire qui compte le gain algébrique de
ce joueur (somme recue diminuée de la mise).

Donner la loi de probabilité de Y et calculer E (Y).

Exercice 35:

Une machine remplit automatiquement des sachets en
mélangeant deux produits A et B. Dans chaque sachet, la masse de
produit A introduite par la machine est 50g avec une probabilité
de 0.8 ou 51g avec une probabilité de 0.2 et indépendamment, la
masse de produit B introduite est 50g avec une probabilité de 0.6
ou5lgavec0.4.

1. Quelles sont les masses X possibles d'un sachet ?

2. Etablir et présenter sous forme de tableau la loi de

probabilité de X.
3. Calculer E (X).

Exercice 36:

Une urne contient 10 boules indiscernables, 5 rouges, 3 jaunes, et
2 vertes.
Dans les questions 1 et 2 on tire au hasard et simultanément 3
boules de cette urne.
Les réponses seront données sous forme de fractions
irréductibles.
1. Soit les éveénements suivants :

A « Les trois boules sont rouges. »

B « Les trois boules sont de la méme couleur. »

C « Les trois boules sont chacune d’une couleur

différente. »
a. Calculer les probabilités p(4), p(B) et p(C).
b. On appelle Xla variable aléatoire qui a chaque tirage associe le
nombre de couleurs obtenues.
Déterminer la loi de probabilité de X. Calculer £(X).
2. Dans cette question, on remplace les 5 boules rouges par n
boules rouges ou z7 est un entier supérieur ou égal a 2. L'urne
contient donc 77+ 5 boules, c’est-a-dire, nrouges, 3 jaunes et 2
vertes. On tire au hasard et simultanément deux boules de cette
urne, Soit les événements suivants :

D « Tirer deux boules rouges. »

E « Tirer deux boules de la méme couleur. »
a. Montrer que la probabilité de 'événement Dest

n(n-1)
p(D)=(n+5)(n+4)'

b. Calculer la probabilité p(£) de I'événement Een fonction de n.

Pour quelles valeurs de na-t-on p( E) 2 -;: ?

. Exercice 37:

Les deux questions de cet exercice sont indépendantes et on

donnera les réponses sous forme de fractions.

Une urne contient 6 boules bleues, 3 boules rouges, et 2 boules

vertes, indiscernables au toucher.

1. On tire simultanément au hasard 3 boules de I'urne.

a. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
E1: « Les boules sont toutes de couleurs différentes. »
E2: « Les boules sont toutes de la méme couleur. »

£z
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b. On appelle Xla variable aléatoire qui, & tout tirage de trois
boules associe le nombre de boules bleues tirées.

Etablir la loi de probabilité de X.

Calculer I'espérance mathématique de X.

2. Soit kun entier supérieur ou égal a 2.

On procéde cette fois de la fagon suivante : on tire au hasard une
boule de 'urne, on note sa couleur, puis on la replace dans l'urne
avant de procéder au tirage suivant.

On effectue ainsi ktirages successifs.

Quelle est la valeur minimale de 4 pour que la probabilité de ne
tirer que des boules bleues soit au moins mille fois plus grande
que la probabilité de ne tirer que des boules rouges 7

Exercice 38:

Un porte-monnaie contient 2 piéces de 50F et n piéces de 100F.
1°/ Un enfant prend une piéce au hasard puis la remet dans le
porte-monnaie. Qu’elle est la probabilité pour qu'il ait tiré
une piéce de 100F ? :

L'enfant tire deux piéces une apres sans remise.

a) Dresser l'arbre de choix relatif a ce tirage.

b)Qu’elle est la probabilité des événements suivants :

A : «'enfant a tiré deux piéces de 100F »

B: « I'enfanta tiré une piéce de 50 F et une piéce de 100F »
C: «I'enfant a tiré une piece de 50F et une piéce de 100F dans
cet ordre »

L'enfant tire simultanément 4 piéces puis les remets.
Déterminer la valeur de m pour que la probabilité qu'il tiré

2°/

3%/

1
exactement 300F soit égale a H

4°/ Dans cette question n=10
L'enfant tire simultanément 4 piéces. Soit X la variable aléatoire
égale a la somme tirée,

a) Déterminer la loi de probabilité de X ;

b) Déterminer son espérance mathématique et son écart

type.

Exercice 39:
On dispose d'un dé cubique normal numéroté de 1 a 6 et deux
urnes Ui et Uz,
<+ Uz contient 1 boule noire, 2 boules blanches et 2 boules rouges.
< Uz contient 2 boules noires ; 2 boules blanches et 1 boule rouge
Toutes ces boules sont indiscernables au toucher.
Pour commencer le jeu on lance le dé puis :
¢ Sion obtient un multiple de 3, alors on procéde, dans l'urne
U1, 3 deux tirages successifs d'une boule avec remise.
< Sinon, on extrait simultanément deux boules de I'urne Uz.
On appelle X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le
nombre de boules noires obtenus.
1°/
a) Donnerlaloi de probabilité de X.
b) Calculer son expérience mathématique et son écart type.
2°/ Déterminer et représenter la fonction de répartition de X
3°/ On aobtenu exactement une boule noire qu’elle est la
probabilité pour q'elle provienne de I'urne U2?
Exercice 40:
Dans un jeu de 32 cartes on a quatre « couleurs » : piques, tréfle,
carreau et cceur ; chaque « couleur » comprend huit (08) cartes
dont un as.
1°/ On tire simultanément 3 cartes d'un jeu de 32 cartes bien
battu. Calculer la probabilité de chacun des événements
suivants :
A= «les trois cartes sont des as »
B= «il y a au moins trois couleurs parmi ces trois cartes »
C= « il nyapas d'as parmi les trois cartes ».




2°/ On tire successivement avec remise trois cartes du jeu de 32
cartes. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de coeurs
obtenus dans le tirage. Déterminer :

a) Les valeurs prises par X.

b) Définirlaloide probabilité de X.

c) Calculer I'espérance mathématique et I'écart type de X

Exercice 41;

On lance 5 fois une piéce de monnaie dontla probabilité d'obtenir

pile est égale au double de celle d'obtenir face.

1°/ Calculer la probabilité d’obtenir au moins une fois face.

2°/ Soit X la variable aléatoire égale au nombre de fois que pile
apparatt.

a) DéterminerlaloideX.

b) Calculer son espérance mathématique et sa variance.

Exercice 42:

Un porte- monnaie contient quatre pieces de 500 et six pieces de

200. Un enfant tire au hasard et simultanément 3 pi¢ce de ce

porte-monnaie.

1°/ Calculer la probabilité de 'événement A= « tirer trois piéces
de 500 »

2°/ Soit X la variable aléatoire égale au nombre de piéces de 500
figurant dans le tirage.

a) Déterminerlaloide probabilité de X.

b) Calculer I'espérance mathématique et I'écarte type de X,

3°/ SoitY la somme de la valeur faciale des piéces tirées.

a) Déterminer les valeurs prises par Y.

b) Calculer'écart ~type de Y.

4°/ L’enfant répéte cinq fois I'expérience en remettant & chaque
les trois piéces tirées dans le porte- monnaie. Quelle est la
probabilité que I'événement Ase réalise trois fois a I'issue des
cing tirages.

Exercice 43:

Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 a 10. Une partie

consiste 3 tirer successivement et sans remise 2 jetons de I'urne et

A noter dans l'ordre les deux nombres inscrits. Tous les tirages

sont équiprobables.

1°/ Calculer la probabilité des événements suivants

A= « les deux nombres sont strictement inférieurs a 5 »

B= « le 1er est strictement supérieur au double du second »

2°/ Un joueur effectue 7 parties successivement, les parties sont
supposées indépendantes, quelle est la probabilité pour qu'a
Yissue de la 7éme partie I'événement B se réalise au moins
deux fois ?

Exercice 44:

Un arrondissement de m habitants compte 48% d’hommes. Des
études statistiques montrent que : 4% des hommes et 7% des
femmes sont atteints du paludisme. On choisit au hasard un
individu parmi cette population. Calculer la probabilité pour que
cet individu soit:

a) Un homme atteint du paludisme.

b)Une femme atteinte du paludisme.

¢) Une personne atteinte du paludisme.

d)Un homme non atteint du paludisme.

€) Un homme, sachant qu'il est atteint du paludisme.

f) Une femme, sachant qu’elle est atteinte du paludisme.
Exercice 45:

1°/ Un dé A, bien équilibré posséde :
e une face numérotée 1;

.éi .
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e deux faces numérotées 2 ;
o une face numérotée 4
e une face numérotée 5 ;
¢ une face numérotée 6.
a) Onlace une foisledé Aeton lit le numéro inscrit sur la face
supérieure. Quelle est la probabilité d’obtenir le numéro 2 ?
b) Onlace trois fois de suite le dé et on note de la gauche vers la droite
les chiffres obtenus successivement. On obtient un nombre de trois
chiffres. Quelle est la probabilité d'obtenir 4217
2°/ Un autre dé B, bien équilibré posséde :
e  une face numérotée 1;
e  deux faces numérotées 2 ;
e deux faces numérotées 4
e une face numérotée 6.
On lance trois fois le dé B comme  la question 1.b). Vérifier que la

1
probabilité d’obtenir 421 est égale a 5—4

3°/ Une urne contient 4 dés du type A et 6 dés du type B. On tire
au hasard un dé de 'urne et on e lance trois fois de suite
pour obtenir un nombre de trois chiffres comme décrit
précédemment.

2
a) Démontrer quela probabilité d’obtenir 421 est égale a —135_ .

b) Calculer la probabilité d'avoir joué avec un dé de type A
sachant qu'on obtenu 421.
Exercice 46:

TANOH écrit les lettres de son nom sur 5 cartons et les met dans

un chapeau. Ensuite, il tire successivement et sans remise 3

cartons du chapeau qu'il dépose devant li de la gauche vers la

droite. 11 obtient un mot

(Ayant un sens ou non).

1°/ Vérifier que le nombre de mots possible est égale 2 60.

2°/ Parmices mots :

a) Combien finissent par T?

b) Combien ne comporte aucune voyelle ?

¢) Combien commence par une consenne ?

d) Combien comporte qu'une seule consonne ?

3°/ Démontrer que la probabilité d’avoir un mot terminé par T
est égalea 0,2.

4°/ Calculer la probabilité d'avoir un mot comportant au moins
une voyelle.

5°/ Calculer la probabilité d'avoir un mot comportant les lettres
OetH.

Exercice 47:

Dans une classe de 10 éléves il y a 2 tricheurs.

1°/ Un professeur choisit au hasard n éléves dan cette classe,
Déterminer la valeur minimale de n pour que la probabilité
d’avoir au moins un tricheur parmi les n éléves choisis soit
supérieure ou égale a 0,9.

2°/ Chaque tricheur porte le N°1 et les autres le N°0. On choisit
au hasard 3 éléves dans cette classe ; X est la variable
aléatoire égale  la somme des numéros portés par les éleves
choisis.

a) Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.

b) Endéduire laloi de probabilité de X, son espérance
mathématique et sa variance.
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Introduction:
La statistique a pour but la collecte, 'analyse et I'i

STATISTIQUES

nterprétation des observations relatives 3 des phénomenes collectifs.

Son domaine d’application enveloppe entre autres les études économiques, sociales mais aussi la physique, la biologie etc. ..
VOCABULAIRE DE BASE

Population :

On appelle population de base I'ensemble sur lequel porte une étude statistique. Une population peut ainsi étre constituée

d’objets, d'animaux etc.

Individu :

Tout élément de la population statistique constitue une unité statistique ou un individu.

Echantillon :

Un échantillon est une partie non vide d’une population statistique

existe deux types de caractéres:

On appelle caractére toute propriété étudiée sur la population ou sur I'échantillon. 11
il s’agit du goQt, du sens, de I'odorat, la

% caractéres qualitatifs: ils relévent de propriétés qui ne peuvent 8tre mesurés;
nationalité , le groupe sanguin etc.
caractéres quantitatifs : ils peuvent s’exprimés par un n
dire mesurées. 1l s'agit du poids, de la taille, de I'dge etc.
Modaljté :
On appelle modalité toute valeur prise par un individu de la population.
Effectifs :
a- Effectifs total; On appelle effectif total le cardinal de la population C'est A dire le nombre d’individu de la population.
b- Effectif partiel : Soit x; une modalité on appelle effectif partiel de xi I'entier naturel noté ni égale au nombre d’individus qui
ont la valeur xi du caractere.
Remarque:
Soit N I'effectif total d’une population statistique et ni 'effectif de la modalité xi alors N = i n=n+n,+

i=l

2
o

ombre réel ; les propriétés étudiés peuvent quantifiées, c'est a

-------------

Etude d’un exemple :
Au cour d'un controle continu 20 éléves d’une classe de 1% S ont eu les notes suivantes en francais :
08 07 12 10 11 09 03 08 02 14

Juesti 06 | 12 | 05 | o7 | 10 | 11 | 03 | © 1
_ 5 | 0 16

Sur quelle population porte I'étude statistique ?

Que représente un individu dans cette population ?

Donner I'effectif total ;

Quel est le caractére étudié sur cette population ?

De quel type de caractére s'agit-il 7

Donner les modalités du caractére; puis I'effectif partiel de chaque modalité.

crrwN R

SERIE STAT L A
Dans cette partie nous étudions sur une population un caractére quantitatif X on note par xi les modalités du caractére et par n
les effectifs partiels relatifs 3 x; (i<i<p) rangé en ordre croissant et par N I'effectif total .

- On appelle série statistique 3 une variable ou série sta‘tilsvtiq'u'é»sljmpl'g‘1'en§eml_§

1I-

...... N PN

des couples (x5 ni)(igigp) avecpsN.

2. Moyenne: Soit (xi; ni )(icigp) Une série statistique simple. On appelle moyenne arithmétique de la série statistique le réel noté
— —_ r
¥ définipar: X = —I—Znix’. - nx +n,x, +...+n,x,
N3 N
3. Variance;
Soit (xi ; ni )(1< <p) Une série statistique simple. On appelle variance de X de la série le réel positif noté V(X) défini par :
2 2 2
V(X) _ —l—-tnixz,- _}2 _ nxX; Fnyxy Fonen +npxp _-)?z
NI N
4. Ecarttype:
Soit (i ; mi )i« <p) une série statistique 3 une variable. On appelle écart type de la série le réel noté o(X) défini par :
a(X) =V (X)
Exemple:
X 5 6 7 9 10 11 13 15
n 5 4 5 6 9 10 7 5
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Xi ni niXi nixi 2
5 5
6 4
7 5
9 6
10 9
11 10
13 7
15 5
TOTAL

a) Déterminer I'effectif total de cette série

b) Déterminer X V(X) et O'(X)
I1I- RIE STATISTIQUE A DEUX VARIABLES OU SE
Dans certains cas il arrive qu’on étudie sur les individus d’'une méme population simultanément deux caractéres quantitatifs

discrets X et Y. Par exemple dans une classe on peut se proposer d’étudier les notes de mathématiques et de physique chimie.

1. Définition: | T

rangée en ordre croissant.
' On appelle série statistique double ou série & deux variables I'ensemble des couples (xi;y)) avec 1<isp et 1<j<k.

 Leffectif du couple (xi; y) ) est noté ny.

_ Une série statistique est dite injective (xi; y ) 1<i<pet 1sj<klorsque: .
S % p=k Cest a dire qheXethht mérhe nombre de valelvxr's\distinétes ' S '
% ny=1sii=j etny =0si i#
Séri istique injectiv
X X1 X2 X3 | casemseernresiven Xn
Y y1 y2 Y3 | e Yn
2- Nuage de points ;

On appelle nuage de points associé 2 la série statistique double de caractére (X;Y), 'ensemble des points ayant pour couple de
coordonnées (xi; y) ). Ces points sont notés My on peut indiquer a droite de chaque point ny

4
Y
'xl
------------ M
e
:
A -
3-Point Moyen du nuage statistiqgue : On appelle point moyen du nuage de points le point (3 ’X
‘ Y
4-Covariance:  On appelle covariance des caracteres X et Y le réel noté cov( X,Y) définipar: coy(X,Y)= iZn Xy -X7Y
’ N i

A , 1 Y7
pour une série injectiveon a :cov(X,Y) = WZx,yj -XY

£s0 %
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_ Cov(X;Y)
OOy

Avec: O , l'écarttypedeX: Oy = JV(X)

Avec: O, 'écarttypedeY: Oy = V()
Remarque :

5. ient d ation linéaire: »

v Si|r| = 0.87 alors la corrélation entre X et Y est forte. Un ajustement affine est alors justifié. (les points du nuage de
point sont dans une situation de proche alignement).
v sir =1lour = —1 alors les point du nuage sont alignés.

6 -Ajustement linéaire:
Le but de cette partie est de trouver une droite qui passe “ le proche possible " de tous les points du nuage de points de la série.

Détermination d'un ajustement affine :

CoW( XY
v mmmmwuﬂlﬂnﬂm&mﬂﬂﬂﬂw Cest la droite d'équation: y = ax + b avec g = AXT)
V(X)
eth=Y-aX.
v" Droi r jondexenyparl oindr . C'est la droite d'équation: x = a'y + b' avec avz_C_"l’Q_(_;_.Q
v{)
etb'=X-a't: ‘
Exemplel:
On donne les notes Xi en mathématiques (sur 20) et Y, en frangais (sur 20) de 12 éléves a un concours.
X 5 7 8 9 11 12 14 16 17 18 19 19
Y 4 6 5 6 5 7 12 11 10 9 11 13
1. Dessiner le nuage des points.
2. Marquer le point moyen .
3. Quelle est la nature de la corrélation linéaire entre les notes de mathématiques et celles de frangais.
4. Déterminer la droite de régression A Yix
tisti on injective
X
Y X1 X2 X3 | e Xn Totaux
l y1 ai azi azr | eeeeeseeeinnienn an1 ai
Yz aiz az 332 ] eeeeeseneen anz az
l Y3 as azs 333 | eeeeeesesennienn an3 as
l Yr dip o az A3p | eeeesseeesssscen danp ap
Totaux a: az as | e an. N

| o Effectiftotal: N = Yosisn(ay)
0<j<p

Effectif marginale de xiest: a.= anu+aiz + iz +.... +ap
\ o Effectif marginale dexiest: aj=ay + az + ay + ..+ ay
a

o Fréquence marginale: f(x) =3 fly) = ‘_;-IL
l o Fréquence conditionnelle : f (x‘ /y,) = % i f (y J /Xi) =4,

a;

|
Frors
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STATISTIQUES

Exercice 1: 2. Déterminer les équations des eux droites de régression
Le tableau suivant donne la taille Y (en cm) d'une fleur en par lAa méthode.des moindres carrés et les construire dans
. , X . le méme graphique.
fonction de I'dge (en semaine). 3. Calculer le coefficient de corrélation.
X 1 2 3 4 5 6 7
Y x, 12 16 x, | 34 | 36 41 Exercice 5: .
= On donne la série double suivante
Déterminer X, et X, sachantque: Y = 24et Cov(X;Y) =24 X 1,2 1,4 1,6 1,8 2
2.  Déterminer une équation de la droite de régression de Yen X Y 13 12 14 16 a
3. Quelle serait la taille de la fleur au but de 15 semaines si Par la méthode de.s momdrg carrés la droite de régression de y
J'évolution se poursuivait régulierement ? enx apour équation cartésienne y = 9x +0,6.
4. Cglcu]er le coefficient de corrélation linéaire. 1. Calculer X
Exercice 2:

Une entreprise de jeux électroniques, dispose sur cinq (05)
années consécutives de I'évolution de sa production x (en
milliers) et de son résultat nety (en millions de francs CFA)
conformément au tableau suivant :

xi (enmilliers) | 200 | 400 | 1600 | 2000 | 2800
yi (en millions) | 18 84 1188 | 1800 | 6600

2. Exprimer Y en fonction dea.

3. En déduire que a=20.

4. Calculer le coefficient de corrélation pour cette valeur de a,
Cette corrélation est elle forte ?

5. Estimery pour x=3,2.

Exercice 6.
1°/ Représenter le nuage de points de cette série dans un Le tableau ci-dessous donne le pourcentage des ménages
repére bien choisi. Au vue de 'allure du nuage est ce qu'un possédant au moins une voiture entre 1958 et 1986.
ajustement linéaire est possible ? On désigne par X 'année et par Y le pourcentage.
2°/ On note Z=InX et T=InY X 58 62 66 70 74 78 82 86
a) Reproduire et remplir le tableau ci dessous : Y 255 | 357 | 49 | 565 | 62,1 [ 668 | 71 74,7
i . Représenterl de points
xi (en 200 | 400 | 1600 | 2000 | 2800 1. Représenter le nuage de pol
milliers)
yi (en 2. Calculer les moyennes, les variances et la covariance.
millions) 18 84 1188 1800 6 600 3. Déterminer la droite de régression de y en x puis la tracer.
Zi 4. Faire une estimation pour 'an 2000. Conclure.
4 Exercice 7:
- - - Une entreprise a mis au point nouveau produit et cherche a
b) Donner une équation dela droite de régression fixer son prix de vente. Elle entreprend de faire une enquéte

deTenZ
¢) En déduire une expression de y en fonction de x
d) Quelle estimation peut on faire du résultat de

cette entreprise pour une production de 40007
Exercice 3: x |60 |80 | 100|120 | 140 | 160 | 180 200

aupres de ses clients potentiels ; les résultats sont consignés
dans le tableau suivant ol yi représente le nombre
d'exemplaires et x le prix de vente en milliers de francs.

yi | 952 | 805 | 630 | 522 510 | 324 | 205 | 84

Le tableau suivant indique les variations du chiffre d’affaires
y, d'une entreprise commerciale selon la date X, 1. Calculer le coefficient de corrélation. Un ajustement

linéaire est il justifié ?
X; 1990 | 1995 | 2000 | 2005 | 2010 } 2015
2. Déterminer une équation cartésienne de la droite de
Yi 52 59 60 65 70 72 égression dey enx.
x. —1990 3. Les frais de conception du produit s'éléve a 28 millions le
Onpose: Z, = et T, =In Vi prix de fabrication de chaque produit est de 25.000Frs

a) Déduire des questions précédentes que le bénéfice z
s'exprime en fonction du prix de vente par la relation

T en Z. z=-595x2 +1426,25x —- 59937,5 obzestestimé
2. Déduire de la question précédente I'équation dela

droites de régressionde 1 en X.

1. Déterminer les équations des droites de régression de

en milliers de francs.
b) Déterminer le prix de vente pour réaliser un bénéfice

Exercice 4: maximum.

Les résultats en math et P.C d’un groupe de 10 éiéves d'une

terminale L sont les suivants: Exercice & n — -
x: désigne la note en math et yila note en P.C Le colt Y d’une activité en fonction de la production X est

donné par le tableau suivant :

x|14|13|9|10} 11| 5 [4]13 |16} 5 s
X (unités) | 10 {12 {15 [ 6 | 18 20 [ 21 |25 |30

yil|15(12 1811 | 7 10 |6 | 15| 16 | 10

Y(million) | 20 | 25 |32 | x | 35 | 40 | 43 | 45 } 50

e

1. Construire le nuage de points de cette série double.




Déterminer sachant que Y =35

1.

2.

a) Construire le nuage de points associé a cette série statistique

b) Placer le point moyen.

3. Calculer les moyennes, les variances et les écarts types de
ces deux caractéres.

4,

a) Déterminer une équation de la droite de régression de Y en X.

b) Déterminer le cofit pour une production de 70 unités

¢) Donner le nombre d’unités pour un cofit de 100 millions
de francs.

Exercice 9:

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

.

[160;165] 0 5 12 6

[tes;170[ | o 1 7 14

On a relevé les notes X, de mathématiques et les notes y, de

philosophie d’une classe de terminale. On obtenu les résultats

suivants:

! 05 08 10 11 13 14
Yi
06 2 0 1 2 1 2
08 1 3 1 0 2 2
11 0 0 3 2 0 1
12 0 1 0 1 4 0
14 0 1 0 0 3 1

1

1. Déterminer les séries marginales associées aux
caractéres Xet ).

2. Déterminer les moyennes respectives de ces séries
marginales.

Calculer les variances V(x) et V().

Calculer la covariance Cov(x; y).
5. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X
et J . Peut-on déduire de ce coefficient qu'il existe

une relation entre les notes de mathématiques et
celles de philosophie dans cette classe.

Exercice 10:

Le classement d'un certain nombre d'individu selon leur age
A etleurtaille T adonné le tableau suivant :

. 0| [s0sas] | [as;s0[ | [s0;55] | [55:60]
[150;155[ | 20 9 1 0
[155;160[ 2 18 4 1

1. Représenter le nuage de points associé A cette série et

le point moyen de ce nuage.

2. Calcwler 4 ; T ; o(T) ; o(4) et Cov(T; A).

3. Calculer le coefficient de corrélationentre T et A.

4, Déterminer par la méthode de moindres carrés

I'équation de chacune des deux droites de régression.

5. Construire les droites de régression.
Exercice 11:

Une étude faite sur I'effectif X des familles d'une cité etla

quantité Y de sucre en kg consommée par mois dans chaque

famille, a donné les résultats suivants ci-dessous :

¢ 5| 55 7] [8510]) 1;13]) [14518]
[o;15[| 1 3 0 0
15;25]| s 9 8 3
[25:35]] o | 7 5 9
1. Calculer la moyenne et I'écart-type des séries

marginalede X et Y.
2. Achaque centre X; de classe de la série X ,on

associe la moyenne ¢, de Y sachantque X = X,

On obtient une série double (X,T"). Déterminer
cette série.

3. Dans la suite on considere la série (X,T") définie

par le tableau suivant:

X, 6 9 12 16

L 18.75 22.5 23.85 27.5

a. Calculer le coefficient de corrélation linéaire
entre X et T .Un ajustement affine est-il
justifié ?

b. Déterminer une équation de la droite de

régressionde 1 en X .
¢.  Estimer la quantité moyenne de sucre

consommée par mois pour une famille d'effectif

égal 2 20.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

INTRODUCTION
e  Onappelle équation différentielle une relation entre une fonction inconnue y et ses dérivées successives jusqu’a un certain
ordre, appelé ordre de 'équation differenyielle, I'expression de cette relation peut faire intervenir des fonctions données de la

variable x.
e Onappelle solution d’une équation différentielle d’ordre n sur un intervalle I toute fonction n fois dérivable sur I qui vérifie

cette relation. On appelle courbe intégrale la courbe representative d'une solution.
e  Notations des équations differentielles, la lettre y represente la fonction f. ¥ represente f'; y" represente la fonction f".

I- EQUATI DIF IE NEAIRES DU PREMIER ORD
Equation sans second membre : ay’ + by =0
Théorémel

Soit I'équation différentielle linéaire sans second membre : (E):ay’ +by =10

. b
L'ensemble des solutions de (E) est de la forme:y = ke™3" ol k est un réel quelconque

Théoréme2
Pour tout couple de réels (xo; ¥o), il existe une fonction y et une seule solution de I'équation (E): ay’ + by = 0 tel que
b
yxo) = yo (¥ = ke & etk = %)
e a
2. Equation différentiell 1&r ordre avec se :ay + by =g(x)
Théoréme 3

La solution générale de 'équation (E) : ay’ + by = g(x) estde laforme:y =y, +y, ol y; est la solution de I'équation
homogene associée : ay’ + by = 0 ety, est une solution particuliere de (E).

II- EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEA
1. Eguation sans second membre: ay" + by’ +cy =0
Théorémel

Soit (E) I'équation différentielle ay " + by ' + cy =0 (a et b constantes réelles).
L’équation : r2 + a.r + b = 0 estI'équation caractéristique associée et A= b? — 4ac son discriminat.

rlx

rnX
Si A> 0 I'equation caractéristique admet deux solutions réelles r1 etrz, alors la solution générale de (E) esty = Ae +Be 2" olAet
B sont deux constantes réelles quelconques. :
Si A= 0 I'équation caractéristique admet une solution double 7o, alors la solution générale de (E) est y = (Ax + B)e™* ol A et B sont
deux constantes réelles quelconques.
Si A< 0 admet deux solutions complexes conjuguées o + i.p et a - i. (avec oet B réels), alors la solution générale de (E) est

y = e*.(A.cos(Bx) + Bsin(Bx)) ol A et B sont deux constantes réelles quelconques.

Cas particuliers : k et  sont des reels positifs

1) y"+ o2y =0.Les solutions de I'équation caractéristique sont i® et -i®.La solution générale est donc y = Acos(®x) + Bsin(Wx)

kex kx

2) y"-k2y=0.Les solutions de l'équation caractéristique sont k sont -k.La solution générale estdoncy = de™ + Be -

Bemarg ue

Dans les trois cas, il existe une solution et une seule satisfaisant A des conditions initiales du genre y(xo) = yo ety '(xo) = yo'.

2. Equation differentielle du 2" ordre avec second membre : ay" + by' + cy = g(x)
Théoréme 2

La solution générale de I'équatrion (E) : ay" + by’ + ¢y = g(x) estdelaforme:y = y; +y, ol y; estla solution de I'équation
homogene associée ay" + by’ + cy = 0 ety, est une solution particuliere de (E).

Résolution de I'équation différentielle (1) : y'-2y = x¢* .
1. Résoudre I'équation différentielle (2): y'—=2y =0, ou ydésigne une fonction dérivable sur I .

2. Soient a et deux réels et soit v1a fonction définie sur IR par u(x) = (ax + b)e" .

a. Déterminer a et bpour que u soit solution de I'équation (1).

b. Montrer que vest solution de I'équation (2) si et seulement si u+ vest solution de (1).
¢. En déduire I'ensemble des solutions de (1).

d. Déterminer la solution de 'équation (1) qui s'annule en 0.

Résolution

1. L'équation (2) sans second membre a, d’aprés le cours, pour solutions les fonctions définies sur IR par : x k&* avec kréel

w

quelconque.
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2.a.0na w'(x)=(ax+b)e +ad =(ax+a+ b)e* donc uest solution de I'équation différentielle (1)

& (ax+a+ by —Aax + b)e" = xe" . Comme & #0 pour tout réel x, uest solution de I'équation différentielle 1)
-a=1
> ax+a+b-2ax-2b=x cesta dire si et seulement si, pour tout xréel, —ax + a—b=x soit { a-b=0 = g=-letb=-1.

La fonction ucherchée est donc définie par u(x) = (-x-1)e".
b. On sait que u'(x)—2uUx) = xé*, vest solution de (2)
o y'=2v=0 o v'-2v+u'-2u=x¢ & (V'+ u)-2v+u)=xe < (v+u)-2Av+ u)= x¢" < u+v est solution de (1).

Remargue : on peut aussi supposer que vest solution de (2) et en déduire que u+vest solution de (1) puis supposer que (u+v) est

solution de (1) et en déduire que vest solution de (2).
c. Soit fune solution de (1). On peut poser f=u+ v.(Onaalors v= f- u) .Onsait que u + vest solution de (1) <> vest solution de (2).

Les solutions de (1) sont donc les fonctions fdéfinies par: x - ~«x+1)e + ké* (kel)
d. On cherche ktel que £0)=0: f(0)=0 & _& + ké® =0 & k =1.Lasolution de (1) qui s'annule en 0 est la fonction

x> —(1+x)e +&*

'\

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Exercices non corrigés

Exercice 1: b)Résoudre (E) puis déterminer la solution f vérifiant
~X n ' —

On considére I'équation différentielle : (E): y'+ 2y=2 € > . f(a) =qet f (7[) =0
1+

1. Vérifier que la fonction fdéfinie sur IRtelle que 2. Soit (") : 2y"+3y'-5y = 8sin2x

fix ¢ > In(1+2¢") est solution de (E). Résolvez cette équation différentielle.

2. Montrer que la fonction @ est solution de (E) si, et

]
. ny . "_ 1 = -3*
seulement si, ¢ - fest solution de I'équation différentielle 3. Soit(ED): Y 2y +3y € cosx

(E): ¥ +2y=0. , ,
3. Résoudre (E') et en déduire les solutions de (E). a) Résoudt_'e Iéquation sans second membre.
Exercice 2: b)Déterminer les réels a et b pour clque
On consideére les deux équations différentielles suivantes X (a c0s 2x + bsin 2x)e—7’r soit solution de (E).
définies sur rLr : c) Donner alors la forme générales des solutions de (E").
52| d)Déterminer la solution de (E”) vérifiant £(0)=0 et £ (0)=0.
' Exercice 5:
(B): y'+(1+tanx)y=cosx, Soit I'équation différentielle (E) :
(Bo): y'+y=1. Y+ 3y + 2y = cos3x + x’ +x
1. Donner 'ensemble des solutions de I'équation (Eo). 1. Donner la solution de 'équation sans second membre
2. Soient fet gdeux fonctions dérivables sur jl—% ; %[ et associée a (E).
2. soit g(x)=ax’ + fBx +y et

telles que f(x)=g(x)cosx.
Démontrer que la fonction fest solution de (E) si et seulement
si la fonction gest solution de (Eo).

h(x) = acos3x + bsin3x

3. Déterminer la solution fde (E) telle que f( 0 ) =0. Déterminer les réels o, B,y d'une part ; a et b d'autre part
pour que :
Exercice 3: e g soitsolution de I'équation différentielle
1. Résoudre I'équation différentielle y''+2y'+5y =0 puis Y'+3y'+2y= x4+ x (1)
déterminer la solution f vérifiant f(0)=0 et f (0)=1. o et & solution de I'équation différentielle :

y'+3y' +2y=cosdx (2

2. Soit F la primitive de f qui s'annule en 0. A I'aide de deux

. iintésrations par parties, déterminer F. 3.  Endéduire que h + & est une solution particuli¢re de(E).
xercice 4:
Exorcl 4. Déterminer la solution générale de (E), puis la solution f de
1. Soit (B): y"+2y'+Sy =2cosx. (E) qui vérifie :f(0) = 1 et F(0) m 1.
a) Déterminer les réels a et b pour que la fonction
x> acosx + bsin x soit solution de (E). Exercice 6:
Partie A

ez
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On se propose de résoudre I'équation différentielle

2
E): y2y=——™"
(E): y-2y —

1. Déterminer la solution de I'équation différentielle y'-2y=0
prenant la valeur 1 en 0.

2. Soit fla fonction définie sur IR telle que f(O)=Tn2 etgla
fonction définie par f(x) =e**g(x).
a) Calculer g(0).

b) Calculer f‘(x) en fonction de g ‘(x) et g(x).
©) Montrer que festsolution de (E) si et seulement si :

2e—2Jr
xX)=—5.
g l+e™™

d) Endéduire I'expression de f.
Parie B: Eude de la fonction f 1 X > e ln(l +e )

1
1. Onpose A(x) = ln(l +e )— T
+e

a) Calculerlalimite de h en +co.

b) Etudier les variations de h.

c) Endéduirelesignedeh

¢) Calculer f(x) et montrer que f ‘(x) et h(x) ont méme signe.
d) Etudier les limites de f en +00. Montrer que

f(x) =¥ lln(l +e* )-— ij. En déduire la limite de f

en —oo.

e) Dresserle tableau de variations de f.

f) Représenter f dans un repére cartésien (unité 5cm).
Préciser la tangente au point d'abscisse.

Partie C:

1 e2x

l+e™ 1+e*

2. Calculer, 4 I'aide d’une intégration par parties, l'aire
délimitée par les axes du repére, la courbe représentative
de f et la droite d’équation x=-1.

1. Montrer que

Exercice 1:

’\'z&.‘“fma-‘. ,
L'étude du poids P de la larve d’ un insecte mesuré en fofiction
de I’ 4ge x a conduitau tableau suivant:

X (mois) 1 2 3 4 5
P (mg) 7 13 | 25 | 47 | 88

1°) On pose y = In P ou In désigne le logarithme népérien.
a) Calculer les différentes valeurs prises par y a 10-5 preés .

b) Tracer le nuage de points représentant les couples (X,Y)
dans un systéme d’axes orthonormés (unité 2 cm) : y placer le
barycentre G du nuage.
2°) Déterminer une équation de la droite de régression de Yen X.

RECUEIL D’EXERCICES' DE MATHEMATIQUES TS2

3.  Soit (un) la suite définie par uo=0 et pour tout entier
natureln ¥, , = f(u,, )
a) Montrer que pour tout entier naturelnona: U, € [0;1]

b) Montrer par récurrence sur n que (un) est croissante.
¢) Monter que (un ) converge versa.

d) Montrerque & € [0;1] puis donner une valeur approchée

de 3107 pres.

Exercice 7:

On considére la fonction f : X > (x+ e,

1. Déterminer les réels a et b pour que f soit une solution de
I'équation différentielle (E) : y"'+ay'+by =0.
2. Démontrer que pour tout entier naturel n, la dérivée

d'ordre n de f est aussi une solution de (E).
3. Déterminer la primitive de f solution de (E).

Exercice 8:

Soit 9 e }o; _’5[
2

1.

a) Résoudre dans 'ensemble des nombres complexes I'équation
22¢0s%0—zsin26+1=0

b) Déterminer le module et un argument des solutions.

2. Résoudre I'équation différentielle

(1+cos26)y"-2y'sin26+2y =0

Exercice 9:
1. Donner les solutions des équations différentielles dans les

cas suivants :

a) 4y"+9y =0 avec y(ﬂ ) =lety (72’ ) =0

b) 5y"-3y=0 avec y(0)=1ety' (0)=1

o 2y43y=6x2-Tx+2 avec
H0)=1ety(0)=2

T SENEGALAIS

3°) SiI'évolution se poursuit dans les mémes conditions, quel sera
le poids de la larve au bout de six mois ?

Exercice 2 :

Dans 'ensemble € des nombres complexes on considere 'équation
(E)z3+ (3—20) 22+ (1 —4i)z—1-2i=0
1°) a) Vérifier que (E) admet une solution réelle.
b) Achever la résolution de I'équation (E)
2°) Dans le plan complexe on désigne par A, B, C les points
d'affixes respectifs za=—1;z8=—2+1i ;2zc=1i
ZB — ZA
zc—ZA

a) Déterminer le module et argument de

b) En déduire la nature du triangle ABC.
¢) Donner le centre, le rapport et I'angle de la similitude
plane directe qui laisse invariant A et transforme Ben C.

Probléme

e E




£ ~ -
_____
. On consideére la fonction f définie par:

\

\

Cx=-1
Foy=x+In[>7T| six€]—e;=1[U]=1;0]

f(x)=x’e-x  six€[0;+o[
On désigne par (C ) la courbe représentative de f dans le plan rapporté g
- - - -
un-repére orthonormé (0, i , j ) avec] i | =] j || =2cm.
ParticA

1°) Quel est le domaine de définition de f .Calculer f (— 2) et f (3).
~ 2°) Montrer que la fonction f est continue en zéro.
3°) a) Etablir que la dérivée f' de fa pour expression
fr )= __2__17 Six€]—o; —1[U]—1 o[
fr)=xe-*x(2—x)sixe€[0;+o]
b) La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifier votre réponse.
. ) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
4°) Démontrer que I'équation f(x) =0 admet une racine unique
a comprise entre -1,6 et 1,5.-
5°) a) Justifier que la droite (D) d'équatlon y=xest asymptote é
la courbe (C) lorsque x tend vers —
" b) Etudier la pesition de (C ) par rapport é (D)dans] —o;0[\{-1}
6°) Tracer la courbe (C ) en représentant sur la méme figure les
asymptotes ; les demi tangentes en O et les points d'intersection
avec les axes de coordonnées .

PartieB

1°) Soit g la restriction de'fa [0,2] . Montrer que g définit une
bijection de [0 ; Z] sur un intervalle ] a préciser.
2°) Onnote g-! la bijection réciproquedeg.

-a) Résoudre I'équation g1 (x) = 1.

- 1
-b) Montrer que g-1' (;) =e,.
3°) On appelle (C ") la courbe représentative de g-1.
* Tracer (C ') en utilisant la courbe C et une transformationd -
préciser (on placera sur la courbe (C ‘) le point d’ordonnée 1 et

.

la tangente au point d’abscisse

PartieC . v
A étant un réel strictement positif ,onpose I (A) = J-o f (x)dx ..

19 a) lnterpréter graphiquement1(A).
~ b) En procédant A une intégration par parties, calculer l (A)
2°) Quelle estla limite del (A) lorsqueA tend vers — o
3°) OnposeA=2 .
a) Calculer 1(2).
b) En-déduire la valeur encm de laire de la partie limltée par

C'etles droxtes d'équatlon y 0;x=0etx=

Exercice 1:

Soita € :l..% %l: etfal applicatlon du plan complexe dans lui-

“méme qui, au pomt M d'affixe z associe Ie pomt M’ d'affixe z'
définjepar: z'=(~—~1+itana)z—itana+2 .

1°) Déterminer le module et un argument du nombre complexe -
~—1+itana. _
2°) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de fa.
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’Exorclce 3:

3°) Soitha I’ homothétie de centre le point Q d'affixe 1 et de

rapportz,;l;; Donner une écriture complexe de larotation ra
telle que : fa = raoha.
Exercice 2:

On dispose de deux urnes Ui et Uz. L'urne Uy contient 3 boules

noires et 1 blanche . L'urne Uz contient 1 boules noires et 2

| blanches . On jette un dé cubique, parfaitement équilibré . Sile dé

sdonne 6, on-tire au hasard une boule de l’urne Uz, smon on txre au

Masard une boule de 'urne Us. :

Cay _désigne par:
I'éwénement : « on obtient 6 avec le dé ».

N1'éVl¢nement : « on tire une boule noire ». »
1°) Ceqlculer les probabilités des événements S N N et S nN

2°) Cal‘\uler la probabilité de tirer une boule noire.
3°) Calcuitar 1a probabilité d’avoir obtenu 6 avec le dé, sachant que
I'on a tiré une bloule blanch€.

P
P

Soit la suite (Un) définia par: Un = exp (1 _—

1°) a) Montrer que (Un) est une\quite géométrique. En préciser le
premier terme et la raison.’ R

b) Justifier que (V») , déﬁme sur v par v,, = In U, existe et est

arithmétique.
2°) OnposeSn=Uo+ U1 + ...... +Un et Py=Uox U1 X

a) Exprimer Sy et Pn en fonction de n.

b) Déterminer les limites Al'infini de Sg, et Pn.
Exercico 4::
On considére la fonction fde [0; + o [dans R uuéﬁme pmn

f(xX) =ex+4x—2.
1°) Montrer que f réalise une bijection de [0 ; + 00‘}" surun
intervalle ] & préciser.
2°) En déduire-que I'équation f (x) = 0 admet une unique solutlon
atelleque 0,1<a<0,2. \,‘

Ex.’c’c’1: Ty VL L LA IR oS d AL ‘\

¥

On considére le plan complexe P muni d’un repére orthonornnal
direct (O, u v ).

1°) Résoudre dans cr équation —-z3+62—-20i=0 (E) sachant
qu'elle admet une solution imaginaire pure a. b
2°) Notons b et c les autres solutions de (E), b ayant la partie
réelle positive et soient A, B, C les points de P d'affixes respectivés

~ a,b, c. Déterminer le module et un argument de%}f. En déduire

la nature du triangle ABC. ' \ )

- 3%) Soit rla rotation de centre O et d'angle‘de mesure‘g rad; etf 1

Vapplication qui & tout pointM de P d'affixez # | — \ﬁ associe.;i
z—21 :

le point M ' d'affixe z ' défi = —— C
ep mepar z' z+\f'+1 .

a) Donner I'écriture complexe de r puis I'affixe du point A ‘= r»(A) '

b) Déterminer 'ensemble des points Mde P dont les lmageg par \v

f ont pour affixe un réel négatif. On notera E cet ensemble.

¢) Déterminer I'ensemble F des points M de P dont les images

par-f appartiennent au cercle de centre O etde rayon 1, !
sorcice 2;

 Afin de mieux gérer ses stocks, une entreprise décide d'!ﬂlﬂllr
‘'son besoin en matléres premiéres par I'intermédiaire d'une

grandeur dont la valeur peut étre connue rapidement (chiffre

-d'affaires ou total des salaires). on note X |a quantité, an tonnes de

matieres premiéres ; Y le chiffre d'affaires en milllers de francs,

| Dans tout I'exercice on pourra donner directament les résultats

\

p——




o

fournis parla. calculatnce Le relevé des mopis précédents estle
suivant:

‘Numéro du mois{ 1 | 2 3 ].4 5 6 -
X 09i12(06|05]14{ 1
Y : 37 | 40 { 33| 33 { 41} 35
-Z 3 913732 3'3 36137

1°) a) Calculer les coefficients de corrélatlon linéalre 1 entre
XetYetrzentreXetZ. '

-.. b) Est-ceun a)ustement entre Y.et X ou entre Z etXqui .
permettra la meilleure estimation de X ? )
2°) Déterminer une équation de la droite de régression de Y eh '
et en déduire une estimation du besoin en matiéres premléres
pourY =39,
Probléme

| . trigonométrique de

Soit fla fonction numérique définie sur R par:

————

(fw=e x2 sixe]—oo-ot/‘

o
=1
f(x)-ln{ X+ 1 sxxe}b 1[u]1 +oo[.
Soit C la conrbe représentatyfe de fdansle plan rapporté é un

 repere orthonormal (0, lv \ ) ) (unité graphique: 2 cm).
1°) Etudierla continuité d,e fen0.

2°).
in g1 + xz - /"
b) Et/“ﬁler la dérivabilité de fen 0.

: - ©) Er/déduire que C admet au point d'abscisse 0 deux
| . demi-tangentes dont on donnera les équations .
| 3% Etudier Yes variations de f.

. 4°) Tracera courbe C .

/ PR ' e
BMB . N ".v'/ ’

' S°iE"/la restrictiondefa]1;+oo .
o 1°) Montrer que g est une bijectionde] 1; + oo [ sur un intervalle
J & préciser.
On notera g-1 la bijection réciproque de g.

2°) Montrer que 'équation g (x) = — e admet une solution o sur
Tintervalle] 1; + o [
‘ (on ne demande pas de calculer a)
Zex

-1

3°) Montrer que pour toutx €], g—l )= 1'—-

. représentations graphiques des bijections g et gt (on notera ces
dernieres Cg et C g-1). _
| on prendra 2cm pour unité du repére, on indiquera en annexe la
- nature et 'équation de chacune des asymptotes a Cg et C g-1.

. 59 Calculer en‘'cm? l'aire A de I'ensemble des points M ( ; ).

~-In7<x< =1 -

déﬁni.Par:{o 1 )

1 EXerqicé 2:

1—-x). .
a) Montrerqu}‘/pourtoutxelo 1{, —L)' _n_L;_ﬁ

Probléme

4°). Tracer dans un nouveau repére orthonormal (O e1 €2 ) les- :

Exercice 1:

“On considére les points A, Az, A3 d'affixes respeétives :

RECUEIL ‘D’E\(ERCIC_ES;J DE MATHEMATIQUES TS2

Pl

CTa=1; Zz—1+\[_+n/_ 2a =2t 3

1°) a) Donner une écriture trlgonométnque des nombres

‘complexes Zz —Z1etZ3 — 21
b) Donner une écnture algébnque etune écnture

. En déduire les valeurs exactes de

Zz—

€0S ( 12) etsin ( 12)

2°) SoitSla similitude plane directe transformant Az en As et A1 enAx
a) Préciser les éléments caractéristiques de S.
b) On désigne d'affixe Z ', I' image par S du point M d ' affixe
Z.Exprimer Z' en fonction de Z en déduire I' 1mage par S du

Y/
—l.__
point B d'afﬁxe 1- 4\/5 e 3 .

Une urne contlent 6 jetons numérotés de 1 2 6. Lorsqu’on tire au
hasard un jeton de 'urne, on note pi 1€ {1,2,3,4,5,6}1a .
probabilité de tirer le jeton numéroté i. On suppose que les

" nombres p1, p2, p3, P4, ps, ps, sont dans cet ordre en progression

. arxthmétxque-gle raison 310 .

1°) a) ‘Montrer que p1 #1—12'.

b) Endéduire p2, p3, p4, ps, ps.
2°) On tire trois fois de suite et avec remise un jeton de cette
urne, on désigne par X la variable aléatoire égale au nombre de
jetons portant un numeéro pair.
a) Déterminer la loi de la probabilité de X

: b) Déterminer I'espérance mathématique de X puis son écart-type.
:3°) Un joueur tire simultanément 2 jetons et note Slavaleur

absolue de la différence des numéros que portent les 2 jetons tirés.
a) Déterminer la loi de probabilité de S.

N

b) On gagne i ce jeu lorsque S = 4. Déterminer la probabilité de gagner.

Soit 1a fonction de R dans R définie par:

1
1f(x) = x eX six <0
f(x) =xIn(1 + x)six 2 0

Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,. 1 ) ) ) (umté v
‘graphique 2 cm). On désigne par (C ) la courbe représentatlve de
f et (A ) la droite d'équatlon y=x .

PartieA

) 1°) a) Montrer que f est continue en xo = 0

'b) Etudier la dérivabilité de fen 0.

:2°)  a) Montrer que pourx < 0,f' (x) > 0.

- b) Etudier les variations de ' sur [0 ;+ o[ . En déduire que
pourx >0, f' (x) >0,
-¢) Donner le tableau de variation de f.

lim
X——00

3°) a) Déterminer X [9315 - 1] (on pourra pqsei' u =%).
.~ b) Montrer que (D) :y =x + 1 est asymptote 3 (C) au
voisinage de — . On admettra que (C) est en dessous de (D).
4°) a) Construire (C), on précisera les coordonnées de I, point
d’intersection de (C) et (A) pour x >0 :

b) Déterminer la nature de la branche infinie de la courbe (C )

en + o,
- PartieB




1°) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que pour toutx deR+:

X _ b C
x+1 - &x+b+T

2°) En déduire au moyen d’une intégration par partie que la
fonction F telle que :

F (x) =QE—Q—IZE'Q"+—X)' —‘};(xz —2x) est une primitive de
fsurR+
3°) Calculer I'aire A en cm? de la partie du plan limitée par (A),
(C ) et les droites d'équationsx = 0 etx =¢ — 1.

PartieC

1°) a) Montrer que f admet une bijection réciproque notée f-1 .

b) f-1 est-elle dérivable en 0 ? Préciser la nature de la
tangente en 0 a la courbe représentative def-1,
2°) Construire (C ') courbe représentative de f-1 dans le

- -

repere (O, i ,j ).
3°) Déduire du B.3) I'aire du domaine (D) ensemble des points

X 0<x<e-1
M (y) tels que : {f(x) <y < f~1(x).

Exercice 1:
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‘ Soit le nombre complexe
Z = (1—x)Erreur! Signet non défini.avecx €R.
1°) Calculer le module et un argument de Z(on discutera selon les
valeurs de x) . Donner pour chaque cas la forme trigonométrique
l et la forme exponentielle de Z.
2°) Montrer que Z20%4 est un réel dont on précisera le signe.
3°) a) Montrer que I'équation | Z| = 2 admet deux racines Z1 et Zz.
On notera Z1 le complexe de plus grande partie réelle et Z2
1 I'autre racine.
b) Ecrire Z1 et Zz2 sous forme algébrique.
c) Placer les points A1 et Az d'affixes respectives Z1 et Zz dans

- -
‘ le plan complexe muni d'un repére orthonormal (0, u , v et
vérifier que Az, 0, A1 sont alignés.

l Exercice 2
Un éleveur a dans son enclos 3 moutons et 5 chévres. pour
célébrer le retour de sa quatriéme épouse de son pélerinage, il
décide d’abattre au hasard quatre de se bétes.

1 1°) Soit X le nombre de moutons tués.

a) Déterminer la loi de probabilité de X et sa fonction de
répartition.
b) Calculer I'espérance mathématique E(X) et I'écart-type de X.

‘ 2°) On estime qu'un mouton donne environ 20kg de viande et
une chévre 15kg et qu'il faut au moins 65 kg de viande pour
satisfaire les invités.

-On note A 'événement « on a tué au moins 2 moutons » et B

l I'événement « il y a assez de viande ».

a) Calculer P(A) et P(B)
b) Calculer P (B / A) ; A et B sont-ils indépendants 7

l Probléme

1 — On considére la fonction g définie par: g (x) =1 —xe- %
1°) Etudier les variations de g.
I 2°) En déduire le signe de g (x) suivant les valeurs de x.

II — On consideére la fonction f définie par:
{f(x)=ln(—x) six < —1
| f(x) = (x+ 1)1 +e—x) six 21
On désigne par { C ) la courbe de f dans un repére orthonormé (

- -
0, i , j ) duplan.(unité 2 cm).

£ise s

1°) ) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur R.
b) Etudier les variations de f, puis dresser le tableau de
variations de f. (On utilisera 1. 2).
2°) a) Montrer que la droite D d’équationy =x + 1est
asymptote a la courbe C en + 0.
b) Etudier la position relative de C et Dsur[—1;+o[.
3°) Montrer qu'il existe un unique point de la courbe C dont on
précisera les coordonnées, ol la tangente (T) est paralléle ala
droite D.
4°) Tracer la courbe C, 'asymptote D et la tangente (T), on
précisera la tangente ou les demi-tangentes aC aupoint
d’abscisse — 1.
5°) a) Montrer que f est une bijection de[—1;+ o [surun
ensemble } que I'on précisera.
b) Construire la courbe C ' de f-! surle méme graphique que
la courbe C.
[l — Pour A = — 1, on note A (A) I'aire en cm? de la partie du plan
- -1<xs A
définie par: {x +1<ysf@®
a) Calculer A () 2 l'aide d’une intégration par parties.
b) Montrer que A (A) admet une limite finie lorsque A tend vers + .
Calculer et interpréter graphiquement cette limite.

Exercice 1:

Le plan complexe P est muni d'un repére orthonormal direct (0, u, v ).
Soit f 'application de € \ {2i} vers C définie par: f (2) ='§'z__——2‘; .
1) a)— Résoudre dans C: f (z) = 2. Donner les solutions z1
et z2 sous forme algébrique puis sous forme
trigonométrique.
b) Calculer z1# + z2*
2) Soit M (z) un pointde P. Soit (I') 'ensemble des points
M (2) tels que f () soit un imaginaire pur. Donner une
équation cartésienne de (I'). Tracer ().
3) Montrer que |z| = 1 équivaut 2 |f (z)| = 1.

Exercice 2:

.g/

Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 3 10. Une partie
consiste 3 tirer successivement et sans remise 2 jetons de l'urne et
A noter dans l'ordre les deux nombres inscrits, Tous les tirages
sont supposés équiprobables.

1°) Quelle est la probabilité des événements:

A «les deux nombres inscrits sont strictement inférleurs & 5 »

B « le premier nombre inscrit est strictement supérieur au double
du second ».

2°) Un joueur effectue 7 parties successives, les parties étant
supposées indépendantes; Quelle est la probabilité pour qu'a
J'issue de la 7¢me partie I'événement B soit réallsé 2 fols
exactement ?au moins une fois ?

Probléme

On considére la fonction g définie par: g (x)=x (1 = Inx)%et
g(0)=0 oulnxdésigne le logarithme népérien de x, on
appelle C sa courbe représentative dans un repére orthonormal

- -
©i.,j).

1. a) - Etudier la continuité et la dérivabilité de g sur son
ensemble de définition.

b) - Etudier les variations de g.

¢) - Tracer (C).
2. a) Soita un réel appartenant  I'intervalle] 0, e [,

g
&




Calculer 2 l'aide de deux intégrales par parties, l'aire A (a) du
domaine plan limité par I'axe des abscisses, la courbe (C) et les
droites d'équations respectives: x=aetx=e.
b) - Calculer lim A (o).
a- 0+
3. a) Déterminer les coordonnées des points d'intersection
de la courbe (C ) etla droite (4) :y=x
b) Pour quelles valeurs de m la droite (A m) : y = mx,
recoupe-t-elle la courbe C en deux points M1 et Mz autres que 0?
c) La droite (A m) coupe la droite D d'équationx =eenP.
Montrer que : OM; x OM2 = OP?,
4. 2) Montrer que la restriction h de la fonction g 4 l'intervalle [ e ;
+ oo [ admet une réciproque h-1 dont on précisera I'ensemble de
définition.
b) Sur quel ensemble h-1 est-elle dérivable? Calculer h(e?); en
déduire (h-1)' (e?).
- -
c) Construire la courbe de h-1 dans le repére (0, i ,j ) .

BAC 82 2001
Exercice 1:

2™ groupe

1°) Résoudre I'équation différentielle (E) : y" +y =0.
2°) Déterminer la solution particuliére de (E) vérifiant f (0) = 1 et
£'(0) =\3.
3°) Résoudre:
a)DansR:f(x)+\ﬁ=0
b) Dans [0;2[:f(x) +y2=0

Exercice 2

1°) Factoriser: a* —2ia—1.

Résoudre dans C I'équation : 22— a (a + i) z+iad=0.
2°) On note r le module de a et 8 un de ses arguments. Calculer le
module et un argument de chacune des solutions de (E).
3°) P désigne le plan complexe ; on note S « I'application définie
sur P par:

Sa:P-P
M)~ M'(z)telque:z'=ia z+ a2

51
Déterminer a pour que S « Soit une rotation d'angle'g‘.

Exercice 3 :

Les relevés de I'intensité (x;) du travail fourni exprimée en
kilojoules par minute et la fréquence cardiaque (yi) (nombre de
battements par minute) de 8 personnes sont consignés dans le
tableau suivant :

x| 96128
yi| 70 | 86

18,4
90

31,2
104

36,8
120

47,2
128

49,6
144

56,8
154

1°) Représentez le nuage de points Mi (xi; y1).
2°) Déterminez les moyennes X et —}7 , les variances V(x) et

V(y) de x ety . On précisera les formules utilisées.
3°) Déterminez la droite de régression de y en x ;la tracer.
Exercice 4.:

1°) Etablir que : lim S—— =1.
x -0
2°) Soit fla fonction numérique définie par:
{f(x) =—x+7—4exsix <0

f(x) = x+ 3—xInx six > 0

X

a) Etudier la continuité de fen 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0 puis interpréter le
résultat graphiquement.

c) Etudier les variations de f.
3°) C est courbe représentative de f dans un repére orthonormal

il
0,i,j).

o0 E
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a) Ecrire 'équation de la tangente 2 C au point d'abscisse e.
b) TracerC.

Exercice 1:

N

C désigne 'ensemble des nombres complexes.
1. Montrer que, dans €, la somme des racines ni¢mes de l'unité est
égale 3 zéro (n = 2)

T
2. Enutilisant les résultats du 1) montrer quecos g estune

solution de I'équation
4x*-2x—1=0.

2
3. En déduire les valeurs exactes de cos%, cos -EE et cos % .

Exercice 2:

63 candidats se sont présentés au baccalauréat comportant une
épreuve de Maths et une épreuve de Sciences Physiques : SP.

Le tableau statistique suivant donne le nombre de candidats ayant
obtenu un couple de notes donné.

Note de Math

Note de SP 2 6 10 14 18 Totaux
6 4 2 1 0 0 7
8 2 5 2 0 0 9
10 1 6 16 5 1 29
12 0 2 3 6 2 13
14 0| 1 0 1 3 5

Totaux 7 16 22 12 6 63

On appelle X = (x;) la série statistique des notes de Sciences
Physiques et Y = (yi) la série statistique des notes de
Mathématiques.
1. Déterminer pour chaque xi la moyenne z de la série
conditionnelle y/ zi.
2. Onconsidere la série double (xi; zi)

a) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé construire
le nuage de points M(xi, z).

b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre la série
X=(x) et Z=(Z).

¢) Déterminer une équation de la droite d'ajustement linéaire
de Z et X par la méthode des moindres carrés.

d) Tracer cette droite.

Probléme

A.  On considére la fonction g définie sur R + \{1} par:
1 1
g (x) =TnZx ~ Inx PoUrtoutx >0etx#1;g(0)=0.
1. Montrer que g est continue a droite en zéro.
2. Etudier les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
Dresser le tableau de variation de g. En déduire le signe de
g(x) en fonction de x.

B. On considere la fonction f définie sur R +\ {1} par:
f (x) = Erreur! Signetnondéfini. six > Oetx
#1; f(0) = 0.

1. Montrer que f est continue & droite et dérivable a droite au
point 0. En déduire I'existence d'une demi-tangente 2 la
courbe représentative C de f au point d'abscisse 0.

2. FEtudier les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.




%
___

3. Comparer f' (x) et g(x). En déduire les variations de f et son
tableau de variations.
4. Déterminer I'équation de la tangente D a la courbe C au
point d’abscisse e?.
5. Soit M le point de C d'abscisse x et N le point de D de méme

abscisse x. On pose ¢ (x) = NM . Montrer que:

o= F9+E

Déduire de A) le tableau de variations de ¢ ' (x) puis le signe de ¢

"(x) sur]l;+ o[
En déduire le signe de ¢ (x) sur]l; + o [et la position deC
par rapporta D pour les points d’abscisse x >1.
6. Représenter dans le plan rapporté a un repére orthonormé
la courbe C et la droite D (unité 2 cm).

C. On revient a la fonction g du A). On note Cg la courbe
représentative de g dans le plan rapporté a un repére
orthonormé (unité 2 cm).Sans construire Cg, calculer en
cm? l'aire de la partie plane comprise entre la courbe Cg,
I'axe des abscisses et les droites d’équations respectives :
x=eetx=¢e%
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Exercice 1:

Calculer I = J'_”£(2x2 —l)cos3xdx :
3

Exercice 2 :

1°) Déterminer la forme trigonométrique et la forme algébrique

1+ij3

. J P
1+1 En déduire les valeurs exactes de cos 12 et sin 12

dez=

2°) Déterminer et construire E1 = { M(z) ; (iz — 2) ( "z — 1) soitun réel}

3°) Déterminer et construire E2 = { M(z) ; arg[(iz — 2) ( Z - 1] =12r_ }.

" Exercice 3

Un sac contient douze jetons indiscernables au toucher sur chacun
desquels est inscrite une lettre du mot « SENEGALAISES ».
1°) Déterminer la probabilité d'avoir les lettres du mot
« SAGESSE » dans chacun des cas suivants :

a) On tire simultanément sept lettres du sac.

b) On tire successivement sept lettres en remettant a chaque
fois la lettre tirée dans le sac aprés l'avoir notée.
2°) Déterminer la probabilité d’avoir dans leur ordre les lettres du
mot « SAGESSE », sil'on tire successivement sans remise sept
lettres du sac.

Exercice 4 :

Soit fla fonction définie par: f (x) = x —In (1 + e¥).
1°) Calculer lim f(x).
X— — 00
2°) Vérifierque ex+ 1 =ex(1+ e~¥); endéduire lim f(x).
X -+ o0
3°) Montrer que la droite D : y = x est une asymptote oblique a la
courbe représentative de f.

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

4°) Montrer que f est bijective. Calculer f v(0) et (f-1)' (— In 2).
5°) Construire la courbe représentative de f dans un repeére
orthonormal.

B S S L TR

Exercice 1:

Dans un pays donné, la maladie du Sida touche cinq pour mille de
sa population. Des études statistiques montrent que la probabilité
pour un individu d’ avoir un test positif a cette maladie sachant
qu' il est malade est 0,8 et celle d’avoir un test négatif sachant
qu'il n’ est pas atteint par la maladie est 0,9.

On note T I'événement « avoir un test positif & cette maladie »

M I'événement « étre malade» M I'événement contraire de M.
On rappelle que pour tous événements AetBona:
(xYA=(ANB)U(ANn B ) et Pa (B) désigne la probabilité de B
sachantA.

1°) a) Réécrire la relation (x) pour A =T et B = M puis pour A =

™ etB=T

b) En déduire que P(MNT) =P (M ) [1— P (T) !

2°) Calculer la probabilité pour qu'un individu ait un test positif a
cette maladie.
3°) a) Calculer la probabilité pour qu'un individu soit malade
sachant qu'il a un test Positif a cette maladie.

b) Calculer la probabilité pour qu’un individu soit malade
sachant qu'il a un test négatif a cette maladie.
On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

Exercice 2 ;

Dans I'ensemble € des nombres complexes, on considére
I'équation:(E):23 + (1—-8i)22—(23 + 4i)z—-3 + 4i = 0
1°) a) Montrer que ( E) admet une solution imaginaire pure et la
déterminer.

b) Montrer que 1 + 2iet— 2 + 3isont solutions de (E).

¢) Donner I'ensemble des solutions de (E).

- -
2°) Dans le plan muni d’un repeére orthonormal direct (O, u , v )
, soit les points A, B et C d'affixes respectives 1 + 2i,3i,— 2 +
3i.Soit G le barycentre des points A, B et C affectés des
coefficients respectifs 2, — 2,et 1

- - -
a) Montrer que les vecteursGA, GB et GC ont pour affixes
T

i lﬁt_
respectives ﬁe 4 ,2iet 2\/§e 4 et que ces affixes sont,

dans cet ordre, en progression géométrique ; déterminer la raison
de cette suite.

b) En déduire qu'il existe une similitude directe qui transforme
AenBetBenC. Donner les éléments caractéristiques de cette
similitude.

Probléme
PARTIEA
On consideére la fonction u: [0 ; + o [= R
o nl% + 1 2X
Xy ~x =1
1°) Déterminer I'ensemble de définition de u ; Calculer u (0) et
lim  u(x).
X—= 4+

S
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2°) Etudier les variations de u.
Dresser son tableau de variations (il n’est pas nécessaire de
calculer la limite de u en 1).
3°) Déduire des résultats précédents que :
a)vxe[0;1[,u(x)=0.
b)vxe]l;+oo[u(x)<0.

PARTIE B
Soit g la fonction définiepar: g:[0; + o [>R
x+1
x+~xIn x-—1‘ -1

1°) Déterminer Dg (le domaine de définition de g) ; puis étudier la
limite degen 1.

2°) a) Vérifier que: 7 2l 1 2

1
!X_—_l -2 \_
= In (1+x_1)_1.

(x) = 1. Interpréter

Montrer que: lim
X= 4+ 00

b) En déduireque lim g
X = 4 00

géométriquement ce résultat.
c) Dresser le tableau de variations de g.
d) Montrer qu'il existe un réel a unique appartenant a]
0;1[telqueg(a)=0.
Donner un encadrement d’ordre 1 de a.
3°) Tracer la courbe C g de g dans le plan rapporté & un repére
orthonormé (unité = 2 cm).

PARTIEC

x+1
Soit f: [0; 1 [~ R, la fonction définie par: f (x) = (x2 — 1) In"\ [T
1°) Montrer que fest dérivable sur [0; 1 [etque:f' (x) =g x),v

x€[0;1].
2°) Déterminer l'aire du domaine plan limité par la courbe C g,
I’axe des abscisses et la droite d’équation x = «. .

Exercice 1:

Soit (Us) nen la suite géométrique de premier terme Uo = 4, de
1

raisony .

Soit (Va) nen la suite arithmétique de premier terme Vo =%, de

, s
raison E .

Pour tout entier naturel n, on note zn le nombre complexe de
module Us et dont un argument est Vi.
1°) a) Exprimer Un et Vn en fonction de n,

b) En déduire zn.

2°) Démontrer que (zn) est une suite géométrique de raison% iet

de premier terme 2o = 2\/5. +1i 2\[5 .
3°) Soit (P) le plan complexe rapporté a un repére orthonormal

- -
direct (0, u , v ) et Ma le point d'affixe zx .
a) Déterminer la nature de la transformation F qui au point Ma
associe le point Mn + 1 d"affixe zn + 1.
b) Donner ses éléments caractéristiques.
4°) Pour tout entier naturel n, on pose Zn = 20 21 Z2...c0en 2
a) Exprimer en fonction de n un argument de Z«.
b) Démontrer que si n est impair, alors Zn est réel.

Exercice 2:

%
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Un porte-monnaie contient quatre piéces de 500 F CFA et six
pidces de 200 F CFA. Un enfant tire au hasard et simultanément 3
piéces de ce porte-monnaie.

1°) Calculer la probabilité de I'événement A : « tirer trois piéces de
SO0QF ».

2°) soit X la variable aléatoire égale au nombre de piéces de

500F figurant parmi les trois piéces tirées.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Calculer I'espérance mathématique et I'écart-type de X.

3°) L'enfant répete cing fois I'expérience en remettant chaque fois
les trois piéces tirées dans le porte-monnaie.

Quelle est la probabilité que I'événement A se réalise trois fg 's.a

I'issue des cing tirages ? 9 o ¥

Probléme , {‘ v

2x—1)ex—2x+ 2
ex—1

1°) Déterminer I'ensemble de définition Dr de la fonction f et

trouver les trois réels a, b et c tels que pour tout x de Dy, on ait

Soit fla fonction définie par: f (x) =

f(x):ax+b+ex_c_1.

2°) Déterminer les limites de faux bornes de Dr.
3°) a) Déterminer la fonction dérivée de f.
b) Résoudre dans R I'équation: 2 e2x —5ex+ 2 =0.
¢) En déduire le sens de variation de f et dresser le tableau de
variation de f.
4°) On appelle (C) la représentation graphique de la fonction f

- =
dans un plan muni d’un repére orthonormal (O, i , j ) dont
I'unité est 2 cm.
Démontrer que les droites d’équations respectivesy = 2x — 1 ety
= 2x — 2 sont des asymptotes de (C) respectivementen + oo et —
oo, Préciser 'autre asymptote.
5°) Soit x un réel de Dr.On considére les deux points M et M ' de
(C) d'abscisses respectives x et — x. Déterminer les coordonnées
du milieu 2 du segment [M M ']. Que peut-on en déduire pourla
courbe (C) ?
6°) Tracer la courbe (C).
7°) a) Trouver les réels o et B tels que, pour tout réel x de

X
I'ensemble Dron ait: f (x) = 2x + a +Exp-f—1 .
b) Soit k un réel supérieur ou égal a 2. Déterminer l'aire
A (k) en cm? de I'ensemble des points du plan dont les
coordonnées (x;y) vérifient:In2<x<Ink et2x~1<y<f(x).
¢) Calculer lim A (k).
k- + o0
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Exercice 1:

On consi)dére lgs suites numériques (Un) et (Vn) définies sur N
= e

par:{Un +1= ew]ﬁ et Vn = In(Un) -2

1°) Calculer Uret V1.

2°) Démontrer que la suite (Vn) est une suite géométrique dont

on précisera la raison et le premier terme.

3°) Ecrire Vapuis Uaen fonction de n.

4°) Etudier la convergence des suites (Va) et (Un).

Exercice 2 :
1°) a) Démontrer que pour toutréel xona:
e2x ex
Tre ="




|
b) En déduire la valeur de l'intégrale | = Io
= In(l + e%).

@2x
1+ex

dx.

2°) Soit fla fonction définie par f (x)
a) Calculer la dérivée de f.
b) Calculer & I'aide d'une intégration par parties la valeur

de l'intégrale | = IOI e In(1+e")dx .

Exercice 3.

On dispose d'un dé cubique pipé dont les faces sont numérotées
de 1 2 6. On lance une fois le dé et on note le numéro de la face de
dessus. on note P; la probabilité de I'événement : «le résultat du
lancer esti».

1°) sachantquel'ona P2 =P1;P3=3P1; Pa=2P1; Ps=2P1;
1
Ps = 2 P3, montrer que P1=7¢ eten déduire P2, P3, P4, Ps, Ps.

2°) Calculer la probabilité de I'événement : « obtenir un numéro pair »
3°) On lance cing fois le dé. Quelie est la probabilité d'obtenir au
moins 4 fois un numéro pair ?

Exercice 4:

- -
Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, u , v ).
1°) a) Résoudre dans Cl'équationz® — 2z + 2 = 0.

On donnera les solutions sous forme algébrique puis sous
forme trigonométrique.

¢) Endéduire les solutions de I'équation :
(—iz+3i+3)2—-2(—iz+3i+3)+2=0

2°) Soit les points A, B d’affixes 1 + i, 1 — i. Déterminer le centre

de la rotation d’angle —-% qui transforme A en B.

Exercice 1:

—1+i +i
1°) a) Montrer que | ——=— =

V2

b) Résoudre dans C I'équation Z3 = 1. On donnera les solutions
sous forme trigonométrique et sous forme algébrique.
c) Déduire des questions précédentes les solutions dans € de

I'équation: z3= \I- (E) On remarquera que (E) est
3

VA =1,
~1+i

N

équivalente 2

—1+i
2°) a) Ecrire \/—
2

sous forme trigonométrique.
b) En déduire les arguments des solutions de (E) .

3°) Déduire des questions 1)c et 2)b les valeurs exactes de cos‘ll2

P
etsinTy .

Frer %

™
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4°) Dans le plan complexe muni d’un repére orthonormal direct (

- - )
0, u, v ),on considére la transformation F qui & tout point M

d'affixe z associe le point M ' d'affixe z ' tel que :
Z —\/_(—1+l)z+(1+\/_) 1+‘\I-
a) Donner la nature et les éléments caractérlsthues deF.
b) Construire 'image B du point A d’affixe —

Exercice 2:

Une étude faite sur Ieffectif X des famillles d’une cité et la quantité
Y de sucre en Kilogrammes consommée par mois dans chaque
famille, a donné les résultats ci-dessous :

X [5:7] | [8:10] | [11;13] [14]‘18
Y
[10;15] 1 3 0 0
[5;25] 5 9 8 3
[25:35] 0 7 5 9

1°) Calculer la moyenne et I'écart-type des séries marginales XetY.
2°) A chaque centre xi de classe de la série de X on associe la
moyenne z de Y sachant que X = x;.

3°) Dans la suite on considére la série (x, z) définie par le tableau
suivant:

Xi 6 9 12 16
z | 18,75 | 22,5 | 23,85 | 27,5

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et z.

Un ajustement affine est-il justifié ? (justifier la réponse).
b) Déterminer une équation de la droite de régression de z en x.
c) Estimer la quantité moyenne de sucre consommée par mons
pour une famille d’effectif égal a 20.

Probléme

Partie A
Soit I'équation différentielle (E) : -—% y" +% y'-y=0.
Déterminer la solution g de (E) dont la courbe représentative (G)
passe parle point A (0; — 1) et dont la tangente en ce point est
paralléle a I'axe des abscisses.

Partie B
1°) Etudier les variations de f définie sur R par f (x) = e2x — ex,
2°) Soit () la courbe représentative de f dans le plan muni d'un

- -
repére orthonormal (0, i ,j ).; Unité 2 cm.
a) Déterminer I'équation de la tangente 2 (T') au point d'abscisse In 2.

) f(x)
b) Calculer lim . Interpréter géométriquement le résultat.
X—= + 0
3°) a) Tracer ().

b) Calculer I'aire A (a) en cm?® du domaine délimité par (I'),
les droites d’équations respectives ;x = a (a < 0), x =In 2 et I'axe
des abscisses .

c) Calculer lim A (a) etinterpréter graphiquement le
o — ~— 00

résultat,
Partie C

Soit h la restriction de f 4 I'intervalle {0 ; + oo [,

1°) Démontrer que h est une bijection de [0 ; + o [sur un
intervalle ] a préciser.

2°) Démontrer que h-1 est dérivable en 3 puls calculer h=1"' (3),




v
o

3°) Déterminer h—1 (x) pourx € J.
4°) Tracer (C ') la courbe représentative de h-! dans le repére

- —
©i,j)

Exercice 1:

1°) RésoudredansC:z3=1.

2°) a) Développer (\/5 - i\fz- pE
b) SoitI'équation E:2z3 = 4\/5 (-1-1).

z

En posantu =—pF=——7 , déterminer sous forme algébrique
P vz -iy2 seoria
puis sous forme trigonométrique les racines de I'équation E.

o i Sm 5w
3°) En déduire les valeurs exactes de cos 75" et sin =" .

Exercice 2 :

1
{ 3°) a) Montrer que T+e

Une entreprise a mis au point un nouveau produit et cherche a en
fixer le prix de vente . Une enquéte est réalisée aupres des clients
potentiels ; les résultats sont donnés dans le tableau suivant ol yi
représente le nombre d’exemplaires du produit que les clients
sont disposés a acheter si le prix de vente, exprimé en milliers de
francs, est xi
Xi | 60
yi | 952

140
510

160
324

180
205

200
84

80
805

10
630

120
522

On appelle x la variable statistique dont les valeurs sont xi ety
celle dont les valeurs sontles y;.

1°) Calculer le coefficient de corrélation linéaire de y et x. La
valeur trouvée justifie-t-elle la recherche d’un ajustement
linéaire ?

2°) ‘Déterminer I'équation de la droite de régression de y en x.
3°) Les frais de conception du produit se sont élevés a 28 millions
de francs, Le prix de fabrication de chaque produit est de 25 000
francs.

a) Déduire de la question précédente que le bénéfice z en
fonction du prix de vente x est donné par I'égalité : z = — 5,95 x2 +
1426,25 x — 59937,5, oli x et z sont exprimés en milliers de francs.

b) Déterminer le prix de vente x permettant de réaliser un
bénéfice maximum et calculer ce bénéfice.

N_.B Prendre 2 chiffres aprés la virgule sans arrondir.
Rappel : Bénéfice = Prix de vente — Prix de revient.

Probléme

PARTIEA
Soit fla fonction de la variable réelle x définie par:

ex
f(x) “o+1 —In(1+e¥

1°) a) Etudier les variations de f.

b) Montrerque lim [f(x)—1+x]=0.

X = + o0
Que peut-on en déduire pour la courbe représentative de f ?
Tracer cette courbe.
(Unité : 2cm) .
¢) Montrer que f réalise une bijection de ] — o0 ; + oo [ sur ] —

0;0f.
2°) Soit gla fonction de la variable réelle x définie par: g (x) = e~
*In (1 +eY).

a) Démontrer que g est dérivable sur R.

b) Montrer que quel que soitleréelx, g’ (x) =e-* f(x).
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lim g&)=0et lim gx)=1.
X - 4 00 X -0

d) Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative
dans le repére précédent.

¢) Montrer que

e—x
Tex 41

A
b) A tout réel A, on associe le réel (1) = .[0 g (x)dx .

Justifier 'existence de I( A ) .
Calculer I( A) al'aide d'une intégration par parties .
c) Calculer lim I(A).
A=+
PARTIE B

1°) Montrer que g est une bijection de R sur un intervalle ] & préciser.
2°) a) Calculer g (0) .
b) Montrer que g- ! est dérivable au pointin 2.

¢) Déterminer I'équation de la tangente 3 C g1 au point
d’abscisseln 2.
BAC S2 2005 2°™° groupe
Exercice 1:

NN

On considere I'intégrale : I = J'Ol e* cos [%xjdx .

Calculer 1 a l'aide de deux intégrations par parties successives.

Exercice 2

. . . . Zy i
Soit la suite (zn) définie par: {z =1+ D)z, + 2

n+1
1°) Calculer z1 et z2.

2°) On consideére la suite (Un) définie par: Un = zn + 2.

a) Montrer que : Up = (24 1) (1 +i)»

b) Exprimer zx en fonction de n.
3°) Soit Mn +1, My, A et B les points d'affixes respectives zn + 1, Zn, i
Mhn+1

B Mn

1 1 A
et—5 -3l Démontrer que : =12 etque:

- - w
(BMn,AMn+1) =7 (2m).
Exercice 3 :

Un arrondissement de m habitants compte 48% d’hommes. Des
études statistiques montrent que : 4% des hommes et 7% des
femmes sont atteints de paludisme. On choisit un individu au
hasard parmi ces habitants. Calculer la probabilité pour qu'il soit :
a) un homme atteint de paludisme,

b) une femme atteinte de paludisme.

c) Une personne atteinte de paludisme.

d) un homme non atteint de paludisme.

€) un homme sachant qu'il est atteint de paludisme.

f) une femme, sachant que cet individu est atteint de paludisme.
Exercice 4 ;

1°) Trouver la fonction f solution de I'équation différentielle :
y" 4+ 25y = Ovérifiant f (0) = 1etf'(0) = —5.

2°) Soit g la fonction numérique définie sur [0; 2 ] par:

g (x) = cos 5x — sin 5x ; C g sa courbe représentative dans un
repere orthonormal direct. Déterminer les points d’intersection
de C g et l'axe des abscisses.

Exercice 1:

1°) a) Résoudre dans C I'équation (E):z?>—2z+2 = 0.
On désigne par z: la solution de (E) dont la partie imaginaire est
positive, et par z2l'autre solution de (E).

$roe s




b) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal

- =
(0, u , v ) d’unité graphique 2 cm.On considere les points A, B, C
d’affixes respectives zi, zz et \ﬁ + 1. Placer les points A, B, et C.
Démontrer que le triangle ABC est équilatéral.
2°) Résoudre I'équation différentielle: y" —2y" + 2y = 0.
3°) On considere I'équation différentielle: ay” ~by' + cy = 0,
ol a, b et ¢ désignent trois paramétres éléments de I'ensemble {1,
2,3, 4, 5, 6). Pour déterminer a, b et c, on lance trois fois de suite
un dé parfaitement équilibré dont les faces sont numérotées de 1
3 6 et on note a chaque fois le chiffre marqué sur la face
supérieure du dé.
Le premier numéro sorti donne la valeur de a, le deuxiéme donne
la valeur b et le troisi¢me, celle de c.
a) Justifier que I'équation différentielleay” —by'+cy=0 a
pour solutions les fonctions de la forme:
x+ (A cos x + B sin x) ex, ot A et B sont des réels si et
seulement si 1 + i est solution dans C de I'équation du
second degré enz, az> —bz +c = 0.
b) Calculer la probabilité de I'événement : les solutions de 1)
sont les fonctions de la forme :
x = (A cos x + B sinx) e¥, A et B étant des constantes
réelles.

Exercice 2:

Les parties A et B sont indépendantes.

A- Une étude du service des transports donne la distance de
freinage d’une voiture sur une route en bon état en fonction de sa
vitesse.

Vitesse en km/h: X 50| 60|70 |80} 90| 100 | 110 | 120

4
0
Distanceenm:Y 8] 12 | 18 |{ 24 | 32 | 40 | 48 58 72

RECUEIL D’EXERCICES DE MATHEMATIQUES TS2

- =
0, i, j ) (unité:2cm).
1°) Soit h la fonction définie sur Rpar:h (x) =1+ (1 — X) e2-x,
a) Etudier les variations de h (on ne déterminera pas de
limites aux bornes de D).
b) En déduire le signe de h (x) surR.
2°) a) Etudier les limites de f en + o et en — o,
b) Préciser la nature de la branche infinie de fen — .
) Calculer lim  [f (x) — x], puis interpréter le résultat obtenu.
X— +
d) Préciser la position de C par rapport & ladroite A:y = x.
3°) a) Dresser le tableau de variation de f.
b) Montrer que f admet une bijection réciproque notée f~1
définie sur R.
¢) f-1 est-elle dérivable en 4 ?
d) Etudier la position de C par rapport 4 sa tangente au
point d’abscisse 2.
e) Construire C (on tracera la tangente & C au point
d'abscisse 2).
f) Construire C 'courbe de f-1 dans le repére précédent.
IL Soit A un réel strictement positif. R a est la région du plan
délimitée par les droites d’équations respectivesx = 0 et x = Aet
les courbes d'équations respectives : y = f (x) ety = x. Soita (A)
l'aire de Raen cm2,
1°) Calculer a (A) en fonction de A.
2°) Déterminera= lim  a (). Interpréter graphiquement le
A=+
résultat obtenu.

BAC S2 2006 2°™ groupe
Exercice 1:

|

On désigne par X la vitesse et par Y la distance de freinage.

1°) Représenter le nuage de points. On prendra en abscisse 1 cm
pour 10 km/h et en ordonnée 1 cm pour 5 m.

NB_: On commencera en abscisse les graduations a partir de 40
km/h et en ordonnée les les graduations a partir de 8 m.

2°) Déterminer I'équation de la droite de régressionde Yen X.
3°) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Avons-nous
une bonne corrélation ?

4°) a) On suppose que cette évolution se poursuit. Un
automobiliste roulant 2 150 km/h entame un freinage a 85 m d'un
obstacle immobile. Percutera-t-il I'obstacle ?

b) Quelle devrait étre sa vitesse maximale au moment du freinage
pour ne pas heurter I'obstacle ?

B- Une autre étude sur les causes des accidents donne les résultats
ci-contre.

Type de
transpo Particuliers Transporteurs en
Vi commun y:
Cause des accidents : X
Accidents liés a I'excés de
vitesse : X1 440 360
Accidents 3 cause mécani :
A idents & cause mécanique 110 90

1°) Déterminer I'effectif total des accidents enregistrés lors de
cette étude.

2°) Déterminer les fréquences conditionnelles fy2/x1 et fxz/y2.
3°) Déterminer les fréquences marginales f.1 etfz2 . .

Probléme

1. On considére la fonction f définie sur R par: f(x) =x (1 + e2-x),
On note C sa corbe représentative dans un repére orthonormé

S

La courbe (C) ci-dessus est celle d'une fonction f dans un repére
orthonormal.
f estdéfinieen O etonaf (0) = 3.
1°) Préciser I'ensemble de définition de f.
2°) Donner les limites suivantes :

lim f, lim f, lim f, lim f,

lim f, lim f.

X=—00 x=-+0 x-0- x-0+ x-2- x-2*%
3°) La courbe admet-elle une asymptote oblique? St oui, donner
son équation. ;
4°) Préciser les équations des autres asymptotes.

5°) Le fonction est-elle dérivable en 5 7 Justifier la réponse.
6°) Dresser le tableau de variation de f.

7°) Déterminer I'ensemble de définition de la fonction g définle

par g (x) =In (f (x)).

Exercice 2.




a b

-_— ] —

1
1°) Déterminer les réels a et b tels que :-——_x(x 1) =3 +3i+1

e

2°) a) Calculer L T

b) En intégrant par parties, calculer l'intégrale :

¢ | -1y L
1= L ;?_g__%dx.(Onremarqueraq'ue:(H_x) =1 +x)2)

Exercice 3 :

,.§_
7 LD’ ATIQUES TS2
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On dispose de deux urnes Uz et U2. U1 contient 3 boules rouges et
4 jaunes et U2 2 rouges et 3 jaunes. On préleve au hasard une
boule dans Uz que 'on remet dans Uz, puis on tire une boule dans
Ua.

Calculer la probabilité des événements suivants:

a) A: « obtenir une boule rouge de U1 ».

b) B : « obtenir une boule rouge de Uz sachant que 1a boule remise
est rouge. »

©) C: « La boule tirée de Uz est rouge ».

Exercice 4 :

Soit I'équation différentielle:y " —y ' — 2y =0.

1°) Résoudre cette équation différentielle.

2°) Trouver la solution f de cette équation dont la courbe
représentative passe par A (0 ; 2) eta en ce point une tangente de
coefficient directeur 1.

Exercice 1:

On considére dans C I'équation :
23— (3 +2i)z2+ (1 +4i)z+1—-2i=0.

1°) a) Déterminer la solution réelle de cette équation.

b) Montrer que i est une solution de cette équation.

¢) Déterminer la troisi¢éme solution de cette équation.
2°) Soient les points A, B et C d'affixes respectives 1,iet 2 +i.
Zc—7a
Zg—17a’

a) Déterminer le module et un argument de

b) En déduire la nature du triangle ABC.
¢) Déterminer l'affixe du point D image de A par la

n
rotation de centre B et d'angle'z'

d) Montrer que A, B, C et D sont sur un cercle de centre [(1 + 1)
et de rayon r a déterminer.

Exercice 2:

1°) On considére un dé cubique truqué dont les faces sont
numeérotées de 1 3 6. On note pi la probabilité d’apparition de la
face numérotée i. Les pivérifient:

p1=pz; pP3 = P4 = 2p1; p5s = pe = 3p1.
1
a) Montrerquep1 =775
b) Montrer que la probabilité de I'événement A: “ obtenir 3
” _5__
ou 6" est égale a 12

2°) Un jeu d’adresse consiste 2 lancer le dé décrit ci-dessus puis a
lancer une fléchette sur une cible fixe.

Si le joueur obtient 3 ou 6, il se place a 5m de la cible et lance la
fléchette sur la cible; & 5m, la probabilité d’atteindre la cible est

3
alors 5 Si 'événement A n’est pas réalisé, il se place a 7m de la

cible et lance la fléchette; & 7 m, la cible est atteinte avec une

Froe %

probabilité égale a ‘zg On note C I'événement : “ 1a cible est

atteinte”.
a) Déterminer p(ClA) et p(ClT ). En déduire que p(C) =go -

b) Déterminer p(A[C). .
3°) Le joueur dispose de 10 fléchettes qu'il doit lancer une a une,
de fagon indépendante, dans les mémes conditions que
précédemment définies.

Calculer la probabilité qu'il atteigne la cible exactement 4 fois.

O

Probléme
L Soit g la fonction définie sur]0 ; + o [par:
gx) =1+ x+ Inx
1°) Dresser le tableau de variation deg
2°) Montrer qu'il existe un unique réel a solution de I'équation

g(x) = 0. Vérifier que a € ]0, 2; 0,3[ :

3°) En déduire le signe de g sur ]0; +00[ .
4°) Etablirla relation In(a) =—1—a.

I On considére la fonction f définie par :
xInx .
@ ={Trx six>0
0six=0

1°) Montrer que f est continue en 0 puis sur ]0; +00[ .

2°) Etudier la dérivabilité de fen 0. Interpréter graphiquement ce
résultat.
3°) Déterminer la limite de f en + co.

4°) Montrer que, quel que soit x élément de ]0, +00[ ,
, g(x)
F®=T+x?

En déduire le signe de f'(x) sur ]O, +°O[ .

5°) Montrer que f(a) = —a.
6°) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
7°) Représenter la courbe de f dans le plan muni du repére

- -
orthonormal (O, i , j ). Unité graphique: 5 cm. Prendre a = 0,3,
II. 1°) A l'aide d’une intégration par parties, calculer I'intégrale

- jfx.ln(x).dx.

xlnx
2

xInx
2°) Montrer que pour tout x élément de [1;e], 757 = f(x) <

e?+1
8

. ez +1 e ﬂ
En déduire que'——‘.r(e +1) < . f(x) <

BAC S2 2007 2" groupe

Exercice 1: 03,5 points
1°) Déterminer les fonctions définies sur R, solutions de I'équation
différentielle (E):y" + 2y’ + 2y = 0.
2°) Déterminer la solution f de ‘E) qui vérifie les conditions :

F() = 1etf'(0) = —2
3°) Résoudre sur l'intervalle [0, 2n] I'équation :

e—x (cos x—sinx) = 0.

Exercice 2: 4 points

Soitw = \/2—\/5 —i \[2+\/5.
1°) a) Calculer w2,

b) Déterminer le module et un argument de w?,
¢) Donner une écriture exponentielle de w2,




v
o

2°) En déduire un argument de w.
Exercice 3 45 points

Un sac contient des jetons blancs et des jetons noirs. 45% de ces
jetons sont blancs, Les jetons contenus dans le sac sont numérotés
1 ou 2 et ils sont indiscernables au toucher. Parmi les jetons
blancs, 40% portent le numéro 1 et parmi les jetons noirs, 60%
portent le numéro 1. On tire au hasard un jeton du sac. On
considére les événements suivants :

A: «le jeton tiré est blanc » ; B : «le jeton tiré est noir » ;

C: « le jeton tiré porte le numéro 1 » ; D: «le jeton tiré porte le
numéro 2 ».

1°) Calculer: a) p(ANC) b)p(BNC) ¢)p(0).

2°) Le jeton tiré porte le numéro 1. Quelle est la probabilité pour
qu'il soit blanc?

Exercice4

Dans la figure ci-dessus, C 1 U C 2 est la représentation graphique

C f d'une fonction numérique f définie et continue sur son

ensemble de définition.

1°) a) Donner 'ensemble de définition de définition de la fonction f.
b) f est-elle dérivable en 1 ? (Justifier la réponse).

2°) Donner les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3°) Donner une équation de la droite (D).

4°) Préciser toutes les droites asymptotes alacourbeCf.

5°) Dresser le tableau de variations dela fonction f.

6°) Donner une équation de chacune des demi tangentes au point

d’abscisse 1.

7°) Préciser les maximas et minima de la fonction f.

8°) Donner les solutions dans R de I'équation :

a)f(x) == 0 b)f'(x) = 0.
9°) Soit m € R. Préciser I'intervalle de R sur lequel ’équation :
f(x) = madmet 4 solutions réelles distinctes. 4

BAC §:
Exercice1:

1. On considere I'équation
(E) : 23+ (-6-4i)z2 + (12 + 21i)z + 9 - 45i = 0.
a.  Déterminer la solution imaginaire pure zo de I'équation (E).
b.  Achever la résolution de ( E). (On appellera 21 la solution
dont la partie imaginaire est positive et z; la troisi¢me
solution).
2. Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormé
(0;1; ¥).0n considere les points A, B et C d'affixes
respectives 3i,3 + 3iet3 - 2i.
a. Placerles points A, B et C dans le repére.

b. Calculer 24228 En déduire la nature de ABC.
2c-2g

3. Soit fla similitude directe qui laisse invariant e point B
et qui transforme Aen C.
a. Donner une écriture complexe de f,
b. Donner les éléments géométrique caractéristiques de f.

Lxercice2:

SRUE
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1. Soient les équations différentielles :
(E,): y'+y=0et (E): y'+y=e"*cosx.
a) Trouver les réels a et b pour que % soit solution
de (E) avec h(x) = (acosx +bsinx)e™
b) Démontrer que f estsolutionde (E) siet:
seulementsi f — A estsolution de (Eo).

¢) Résoudre( Eo).

d) Déduire des questions précédentes la solution
générale de (E).

€) Déterminer la solution g de (E ) telle que g(0) =0 .

2. Soit £lafonction définie par: £(x)=e *sinx.
V4 .
a) Exprimer COS(JC + Z) en fonction deCOS X et SIN X .

b) Etudier les variations de £ sur [0; 2%].

o g
W ‘ e ’ N
¢) Calculer [ = _[Z(x)dx . i \i
0 (* | *'
Exercice 3: N i

On dispose de trois urnes U,; U, etU;.
U, contient 3 boules vertes et 2 boules rouges ;
U , contient 4 boules vertes et 5 boules jaunes ;

U 5 contient 5 boules jaunes et 4 boules rouges et 1 boules verte.

2,

jon. Ve
L'épreuve consiste  tirer une boule dans U,

Si elle est verte on la met dans U2 puis on tire une boule dans U2

Si elle est rouge, on la met dans puis U 3 ontire une boule dans U/ 3

A) 1) Calculer la probabilité d’avoir une boule verte au
deuxi®me tirage sachant que la premiére tirée est verte.
2) Calculer la probabilité d’avoir une boule verte au
deuxiéme tirage sachant que la premiére est rouge.
3) En déduire la probabilité d’avoir une boule verte au
deuxiéme tirage.
4) Calculer la probabilité d’avoir une boule jaune au
second tirage.
5) calculer la probabilité d"avoir une boule rouge au
deuxiéme tirage.

B) Au cours de cette épreuve si on obtient au deuxiéme tirage :

e Uneboule verte, on gagne 1000F.

e  Une boule jaune, on gagne 500F

e  Une boule rouge, on perd 500F
Soit X la variable aléatoire qui, & chaque boule obtenue au
second tirage, associe un gain défini ci-dessus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Calculer 'espérance mathématique de X.

C) Cette épreuve est faite par chacun des 15 éléves d'une classe
dans les mémes conditions et d’'une manidre indépendante.
Les résultats seront donnés au centiéme preés par défaut.

1) Calculer la probabilité pour que 8 éléves obtiennent
une boule verte au deuxiéme tirage.

2) Calculer la probabilité pour que seulement les 8
premiers obtiennent une boule verte au deuxieéme
tirage.

3) Calculer la probabilité pour gu'au moins un éléve ait
une boule verte au second tirage,




Exercice4:

Dans cet exercice, le détail des calculs n’est pas exigé. On donnera
les formules utilisées pour répondre aux questions. Les résultats

seront donnés a 107! preés.
Le tableau ci-dessous donne le poids moyen (Y) d'un enfant en
fonction de son dge (X).

X (années) 0 1 2 4 7 11 12

Y(kg) 35| 65 9,5 14 21 32,5 34

1) Représenter le nuage de points de cette série statistique
dans le plan muni du repére orthogonal. Unité graphique : en
abscisse 1cm pour 1 année et en ordonnée 1cm pour 2kg.

2) Déterminer les coordonnées du point moyen G puis placer G.
3) a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r.
b) Interpréter votre résultat.
4) Donner une équation de la droite de régression (D)de
y en x. Tracer (D).
5) a) Déterminer graphiquement, a partir de quel 4ge le poids
sera supérieur & 15kg. Expliciter votre raisonnement.
b) Retrouver ce résultat par le calcul.
BAC S2 2009 1° groupe
Exercice 1:

1) (X, Y) est une série statistique double. Soit (D1) la droite de
régression de Y en X. Soit (D2) la droite de régression de X en
Y. On suppose que : (D1) :y = ax + bet (Dz2) :y = a'x + b'.
Soit r le coefficient de correlation linéaire entre X et Y.
Etablir que r2=aa’.

Dans une entreprise une étude simultané portant sur deux
caractéres X et Y donnent les résultats suivants :

e Ladroite de régression de X en Y a pour équation :

24x -y =10

e Ladroite de régression de Y en X a pour équation :

35y—-9X+24=0

a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y,

b)

2)

sachant que leur covariance es positive.
Calculer la moyenne de chacun des caracteres X et Y.

Exercice 2 :

Une urne contient quatre jetons qui porte le nombre 1, deux qui
. . 1 . .
portent e et six qui portent le nombre pe On tire successivement

avec remise deux jetons de l'urne et on note par x et y les nombres
lus, respectivement sur le premier et le deuxiéme jeton tirés. A
cette expérience, on associe le point M d'affixe z = Inx + ilny.
1. Le plan étant muni d'un repére orthonormé (0,7; j)
déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A: «Mappartient a 'axe des abscisses »
: « M appartient a I'axe des ordonnées »
: « M appartient aux deux axes »
: « M n’appartient a aucun des axes »
: « 'angle (_0—17, i) est égal 2 —E »
: « le point M appartient au cercle trigonométrique »
2. Soit X la variable aléatoire réelle qui a chaque tirage associe
la distance OM.
a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Déterminer la fonction de répartition de X. ‘,«{’/% R

m mgoOnw

Exercice 3 ;
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1) Résoudre I'équation, différentielle (E):y"+2y' +y=0.

2) Soit (E") 'équation différentielle : y" + 2y +y=x+3.
Déterminer les réels a et b tels que la fonction h définie par:
h(x)=ax+b, soit solution de (E).

3) a Démontrer que g est solution de (E") sl et seulement si g-h
est solution de (E).

b. Résoudre (E").
c. Déterminer la solution f de (E) telle que:
f@ =2etf'(0)=-1
4) Soitla fonction k définie par k(x)=(x+2)ex
a. Etudier les variations de k.
b. Déterminer I'équation de la tangente (T) & la courbe
(C) de k au point d'abscisse 0.
c. Démontrer que le point 1(0; 2) est un point d'inflexion
de la courbe (C).
d. Tracer (C) et (T) dans le plan muni d’un repére
orthonormé (0,7; J).
Exercice 4:
1. a) Etudier les variations de la fonction f définie sur

]=1; +oo[ par: f(x) = 2in(x + 1). Tracer sa courbe representative
(C) dans le repére orthonormal (0, #; j) unité 2cm

b) Démontrer que sur [2; +oo la fonction ¢ définie par:
2(x) = f(x) — x, est bijective et I'équation £(x) = 0 admet une
solution unique .
2. on consideére la suite (Un) avecn € IN définie par:

0
{Un =2In(1+U,)
a) sans faire le calcul, représenter les quatre premiers termes
de suite sur le graphique.
b) Démontrer pa récurrence que pour toutn, U, = 2.

©) Montrer que, pour tout x de I'intervalle [2; +oo[, |f'(x)| < g

d) En déduire que pour toutn,ona: |Upyy — 3 < -::IUn -1,
que |Upyy — 3 < 2(2/3)" , et que la suite (U,) converge vers 3.
¢) Déterminer le plus petit entier naturel p tel que
|Up = 3| < 1072, Que represente U, pour ).

BAC S2 2012 1* groupe

Une urne contient 3 boules vertes et 4 boules rouges
indiscernables au toucher. On tire au hasard une boule de I'urne.
¢ Siellerouge, on la remet dans l'urne, puis on tire
simultanément deux boules .
¢ Sielle est verte, on ne remet pas, puis on tir une boule de
'urne.
Soit les événements suivants :
A :laboule tirée au premier tirage est rouge ;
B : les boules tirées au deuxiéme tirage sont rouges ;
C :les boules tirées au deuxiéme tirage sont vertes ;
D :la boule tirée au deuxiéme tirage est rouge.
Soi p la probabilité sur 'univers Q.
1. Vérifier que P(4) =3 ; P(B/A) = 2; P(C/A) = ~iP(D/A) = g
2. Montrer que la probabilité :
a) de ne pas avoir de boule rouge au deuxié¢me tirage est %.

b) d’avoir deux boules rouges au deuxiéme tirage est 4-%




>
____

3. SoitY la variable aléatoire correspondant au nombre de
boules rouges obtenues au deuxiéme tirage. Déterminer la
loi de probabilité de Y.
4. Déterminer puis représenter graphiquement la fonction de
repartition de Y
Echelle pour la représentation :
e  Surl'axe des abscisses : 2cm - 1unité
e  Surl'axe des ordonnées : 4cm — lunité

Exercice 2 :

Partie A
On considére la fonction g définie par: g(x) = 1 — x? - [nx
1. Calculerg(1).
2. Etudierles variations de g.
3. Déduire de cette étude le signe de g(x) pour tout x de
I'ensemble de définition Dy de la fonction g.
Partie B
On considére la fonction f définie par: f(x) =2 - x + l—x—"x
4. Préciser 'ensemble de définition D de f.
5. Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation.
6. a) Montrer que la courbe représentative (Cr) de f admet
i comme asymptote la droite (A) d'équationy = —x + 2.
b) Etudier Ia position relative de (C¢) par rapport a (A)
suivant les valeurs de x.
7. Déterminer les coordonnées du point A de (Cr) ol la tangente
est parallele a (4).
8. Représenter dans un repeére orthonormé (0,7; j) unité 2cm la
courbe (Cs) et ses asymptotes.

ercl ;
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N3
1. Comparer les nombres complexes -i et (E;—l)

2. Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes
chacune des équations qui suivent.

a) 22-1=0; )2 =~i ;)u?—-(1-Du—-i=0;

d)z-(1-Dz3-i=0
Exercice 2:

Dans chacun des quatre cas ci-dessous, quatre déclarations/
propositions a), b), ¢) et d) sont faites. Une seule de ces
propositions est vraie. Indique pour chaque cas la proposition
vraie. Pour cela recopie et compléte le tableau ci-dessous

CAS Propositions vraie

Cas N°1

Cas N°2

Cas N°3

Cas N°4

' Le plan complexe est muni d’'un repére orthornormé direct (0, #; ¥).

! 1. Résoudre dans C I'équation suivante sachant qu’elle admet une

, racine imaginaire pure(E) : 23 ~ 2(1 +i)22 +2(1 + 2i)z-4i=0

2. On considere les points A, B et C d'affixes respectives 1 +i, 2i
et i. Placer les points A, B et C dans le repére (unité graphique

. 2cm)

‘ 3. Pour tout nombre complexe z différent de 1 + i, on associe le

P 1 AE ’ z—2i
nombre complexe z’ défini par: z’ = prprt
a) Interpréter géométriquement |2'| et arg(z’).
b) Déterminer puis construire I'ensemble (E1) des points
‘ M d'affixe z tels que z’ soit imaginaire pur.
- c) Déterminer puis construire 'ensemble (E2) des points
M d'affixe z tels que |z'| = 2.
4. Soit S la similitude directe de centre C transformant A en B.
l a) Déterminer la nature du triangle ABC.
b) Endéduire la nature et les éléments caractéristiques de S
c) Déterminer les images par S de (E1) et (E2) puis les
' construire,

xercice 4:

, On donne I'équation différentielle (E): f + 2f + f = 0.0n
pose pour tout réel x, k(x) = e — xh(x).
1. Démontrer que k est solution de (E) si et seulement si,
' pour tout réel x, h”"(x) = 0.
2. Résoudre I'équation différentielle h” = 0.
3. Endéduire la solution générale f de (E).
4. Déterminer toutes les primitives de f sur IR.
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Cas N°1. Soient A et B les points d’affixes respectives za= 1etzp =
i.I'ensemble des points M d'affixe z telle que 255—; soit un imaginaire
pur, est:
a) Lecercle de diamétre [AB];
b) b)le cercle de diamétre [AB] privé du point A ;
¢) ladroite (AB) privée du point A ; d) le cercle de diamétre
[AB] privé du point B

Cas N°2, Soit (Up) ey 12 suite définie par: Uo=1; Uz = 2 et pour
toutn € IN, Up4p = % 1 — % Uy. La suite (V) neqv définie par
V= Upyy — Uy est:
a) une suite constante; b) une suite arithmétique ; c) une
suite géométrique ; d) une suite divergente.

Cas N°3.Onposel = f: xInxdx on a alors:

a) 1=2 pyr=e; ol=221  d)l=e-1
4 4

Cas N°4. Dans une culture de microbes, le nombres de microbes en
un instant t exprimé en heures, peut étre considéré comme une
fonction numerique y a valeurs réelles de la variable t. la vitesse
de prolifération a l'instant t du nombre de microbes est la dérivée
y’ de cette fonction. On a constaté que y'(t) = (In2)y(t) et qu'a
I'instant t =0 la cuiture contient 200 microbes. Alors le nombre
de microbes dans la culture au bout de 5 heures est :

a) 1000; b) 1200;c) 6000 ; d) 6400

Exercice 3:

Un gardien de but doit faire face, lors d’une séance
d’entrainement, & un certain nombre de tirs directs. Les
expériences précédentes révélent que :
e S'ilaarréte le niémetir, la probabilité qu'il arréte le
suivant (le (n + 1)#éme) est 0.8
¢ S'ilalaissé passer le nitme tir, la probabilité qu'il arréte le
suivant (le (n+1)!éme) est 0.6
e  Laprobabilité qu'il arréte le premier tir est 0.7.

On note An I'événement « le gardien arréte le niémetir »

1. a) Donner, pour n 2 1, les valeurs de p(A1) ; p(An+1/An) et
p(An+1/4An).
b) Exprimer p(An+1NAn) en fonction de p(An) et p(An+1/4n)
en fonction de p(4n)
¢) En déduire que, pour tout entiern> 1, on a

P(An+1) = 0.2P(An) + 0.6
2. Onpose, pourn 2 1, pn= p(An) et Un = pn - 0.75.




P
__

a) Démontrer que (Up)n»; est une suite géométrique de
raison q = 0.2 et de premier terme Uy = -0.05.

En déduire une expression de Un en fonction de n, puis
une expression de pn en fonction de n

¢) Montrer que (P,)n»1 admet une limite que I'on calculera.

PROBLEME

ParticA (02.75pts)

On considére I'application g de [0; +oo[ dans IR définie par:
2

b)

2x
—_— 2
gl = R In(x*+1)

1. a) Déterminer la limite de g(x) quand x tend vers +oo.
b) Calculer la dérivée de g et donner son tableau de variations
2. Montrer que sur l'intervalle [1; +oo[ I'équation g(x) =0
admet une solution unique a et que 1.9 <a < 2.
3. Préciser le signe de g sur [0; +oo[.

Partie B (06.5pts) )
fx) =xex six<0
f@=0

2
f(x)=w six>0

On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére
orthonormal (0, 7;]') avec }|7l| = 2cm;;
1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.
2. Montrer que la droite d'équation y = x + 1 est asymptote a (C)
en -oo,
3. Calculer lalimite de f(x) quand x tend vers +oo. Interpréter
graphiquement le resultat.
4. Calculer f'(x) dans chacun des intervalles ou f est dérivable et
donner une relation liant f'(x) et g(x) pour x > 0.
5. Etablir que f(x) = ;—‘:1 et en déduire un encadrement de f ().
6. Donner le tableau de variations de f et tracer la courbe (C).
(On prendra o= 1.95 et f(x) = 0.85)

Soit f la fonction définie sur IR par:

PartieC (01pt)
Soit h la restriction de fa I'intervalle }—c0 ; 0
1. Montrer que h est une bijection de ]—oo ; 0[ sur un intervalle
] a préciser.
2. Représenter ( Cn?) la courbe représentative de h-1, dans le

" repeére (0,7;]).
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b) Donner le coefficient de corrélation linéaire de cette
série (X, 2).

¢) Donner I'équation de la drolte de régression de Z en
X. puis exprimer Y en fonction de X.

d) Utiliser cette équation pour répondre 2 la question

1/c)

Exercice 2 :

AN

Le plan est muni d'un repére orthonormal direct (O ; 2.6 ) Sest
]
la similitude plane directe de centre O, d'angle %et de rapport g .

Soit M le point d’affixe z et M’ le point d'affixe z' avec M' =S (M). .

1) Exprimez z’' en fonction de z.

2) Ondéfinit la suite des points (M, )ne v de la fagon
M,d'affixezy =1+

M, = S(M,_,)pourn=1

z, est I'affixe de Mn, pour tout entier naturel n.

a. Déterminer les affixes des points My, M, et M.

suivante : {

b. Exprimer z, en fonction de z,_; pour n=1.
n

¢. En déduire que z, =(i g n) Zp.

d. Soit a,, =|z,, |, montrer que a, estle terme général d'une suite
géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.
e. Etudier la convergence de la suite (a,), n € IN .

PR ME:

Le tableau statistique ci-dessous donne le degré la salinité Y; du
Lac Rose pendant le i #m¢ mois de pluie, noté X;.

X; 0 1 2 3 4

Y; 4.26 34 2.01 1.16 1.01

Dans ce qui suit faudra rappeler chaque formule le cas échéant,
avant de faire les calculs. On donnera les valeurs approchées par
exces des résultats a 10-3 prés.
1. a) Déterminer le coefficient de corrélation linéaire de
cette série (X, Y) et interpréter le résultat.
b) Quelle est I'équation de la droite de régression de Y en
X.
c) Cette équation permet elle d’estimer le degré de la
salinité du lac au 6'eme mois de pluie, le cas échéant ?
Justifier la réponse.
2. OnposeZ =In(Y -1).
a) Donner le tableau correspondant a la série (X, Z).
Les résultats seront arrondis au milliéme prés.

oot

Les résultats de la partie A seront utiles dans la partie B.
PARTIE A

1) Montrer que lim,_,g (’x+:"1) =0
2) Soitk:]0; +oo[ =»IR
x = x(1- Inx)
a) k est-elle continue sur] 0; +oo[ ? Justifier la réponse.

b) SoitK :]0; +oo[— IR
3,2 _1.,2
X 22xf —ox Inx
Vérifier que K est une primitive de k,dans ] 0; +oo[.
PARTIEB
Le plan est rapporté 3 un repére orthonormé (0;17;j ) (unité
graphique 2 cm).
x .

Soit 1a foncti . . _[ef—x—-1six<0

oit la fonction f définie par: f(x) {xlnx x>0

1) DétermineDf , le domaine de définition de f. Puis calculer les
limites de f aux bornes de Dy.

2) a) Etudier la continuité de f en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter
géométriquement les résultats.
3) Donner les domaines de continuité et de dérivabilité de f .
4) Calculer la dérivée de f sur son domaine d’existence et étudier
son signe.
5) Dresser le tableau de variations de f .
6) Montrer que la droite (A ) d’équation : y = -x-1 est une
asymptote de la courbe (C; ) de f dans (0;7;]') quand x tend vers
- w.
7) Préciser la nature de la branche infinie de (C; ) quand x tend
vers +0o,
8) Représenter graphiquement la courbe (C; ) dans le repére
0:T]).
Préciser I'allure de la courbe au point d'abscisse 0 et tracer (A).
9) Soit h la restriction de f 4 [7; +oo [.




A
:W%

a) Montrer que h réalise une bijection de [i: 400 [ sur

un intervalle ] & préciser.
b) Représenter graphiquement (Ch-1) la courbe
l représentative de (h~1)dans (0;1;]) alaide de (Cf ).
10) SoiteA; l'aire du domaine du plan délimité par x =
courbe (C; ) etla droite (D) d'équation: y = X.

1 —
;,x—e,la
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N

a) Calculer A; .
b) En déduire I'aire A

les droites d’équations respectives :
etla courbe (Ch-1).

du domaine du plan délimité par
= —i, y= -:; la droite (D)

BAC

SUJET TYPE
2.

SUJET Nl

Un joueur dispose d'un dé cubique bien équilibré dont les faces
sont numérotées de 1 2 6, et de trois urnes, Uy, UzetUs
contenant chacune kboules, ol kdésigne un entier naturel
supérieur ou égal a 3.
1l y a trois boules noires dans Uy,
une boule noire dans Us. Toutes les au
urnes sont blanches. Les boules sont indiscernables au toucher.
Une partie se déroule de la maniére suivante : le joueur lance le dé¢,
* ¢'i] obtient le numéro 1, il prend au hasard une boule dans
I'urne U, note sa couleur et la remet dans Uz;
* il obtient un multiple de 3, il prend au hasard une boule
dans Uz, note sa couleur et la remet dans Uz;
* si le numéro amené par le dé n’est ni 1 niun multiple de 3, il
prend au hasard une boule dans Us, note sa couleur et la remet
dans Us.
On désigne par A, B, Cet N les événements suivants:

A: « Le dé améne le numéro 1 ».

B : « Le dé améne un multiple de 3 ».

C: « Le dé améne un numéro qui n'estni 1 niun
multiple de 3 ».

N : « La boule tirée est noire ».
1. Le joueur joue une partie.
a. Montrer que la probabilité qu'il obtienne une boule noire est

5
3k
b. Calculer la probabilité que le dé ait amené le 1 sachant que la
boule tirée est noire.
¢. Déterminer k pour que la probabilité d’obtenir une boule

deux boules noires dans Uz et
tres boules dans les

égalea

noire soit supérieure a —.

d. Déterminer & pour que la probabilité d'obtenir une boule

: o 1
noire soit égalea —.

Exercice2:
Partie A

1. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes

I'équation 22 —2z+4 =0 Les solutions seront notées
Z et 2", 7 étant la solution dont la partie imaginaire est
positive. Donner les solutions sous forme algébrique puis
sous forme exponentielle.

2. Donner la valeur exacte de (Z ')2004 sous forme
exponentielle puis sous forme algébrique.
Partie B
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé (O ; #, V)
(unité graphique 2 cm).
1. Montrer que les points A d'affixe 1+ i3 et Bd'affixe

1 —i</3 sontsurun méme cercle de centre Odonton

précisera le rayon. Tracer ce cercle puis construire les points
Aet B

On note O l'image du point Opar la rotation r1 de centre A

et d'angle —12[- et B I'image de Bpar la rotation rz2 de centre

Aetd'angle +_7_2r_ _Calculer les affixes des points O et Bet

construire ces points.
Soit /le milieu du segment [O5].

a. Que peut-on conjecturer pour la droite (4/) dans le
triangle A0 B ? ;
b. Calculer 'affixe du vecteur AI . Montrer que

Jaffixe du vecteur O'B' est égalea 33 -i.
¢. La conjecture émise a 1a question 2. & est-elle vraie ?

Probléme :
Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

Soit ¢ la fonction définie sur IR par ox)= (fx2 +x+e”’ -1,
1.

a. Déterminer les limites de ¢ en — et +o.

b. Etudier le sens de variation de @ puis dresser son
tableau de variation sur IR.

2. Démontrer que I'équation (x) = 0 admet deux solutions
dans IR, dont I'une dans Vintervalle [1; +oo[ qui sera notée & .
Déterminer un encadrement d’amplitude 10-2 de a.

3. En déduire le signe de ¢(X) surIRetle présenter dans un tableau.
Partie B : Ftude de la position relative de deux courbes et calcul
daire .

Sur la feuille jointe sont tracées les courbes représentatives de
deux fonctions fet g Ces fonctions sont définies par

F)=@x+1e™ et gn=—2E!

notées C; et Cg.

s . Ces courbes sont
x“+x+1-

1. Démontrer que les deux courbes passent par le point A de
coordonnées (0 ; 1) et admettent en ce point la méme tangente.

(20 + (%)

X +x+1

2. a. Démontrer que pour tout réel x, f{x)— gx)=

ou g est la fonction étudiée dans la partie A.
b. A Yaide d’un tableau étudier le signe de £x) — g(X)
sur IR.

¢. En déduire la position relative des courbes C/ et Cy-
3. a. Montrer que la fonction 4, définie sur IR par
Kx)=(-2x-3)¢ ¥ —In(x" +x+1) estuneprimitive sur

IR de la fonction f— &
b. En déduire l'aire S, exprimée en unités d'aire, de la

partie du plan délimitée par les deux courbes C/ et C g et

1
les droites d’équations X = 3 et x =0 . Donner la valeur

exacte puis la valeur arrondie 10~ pres de cette alre.

S

=

s

e

=3




Exercice1:
On considere les intégrales /» dépendant de I'entier n définies
(n+1)x
e

par j, =J-o(l+é‘)2

SUJETN°ll

-1
. Trouver les dérivées de In(1+ &) etde I+ ) .
_ Calculer b + K. Calculer ensuite % et en déduire /1.
Calculer, en utilisant encore une simplification sous le signe
« intégrale », le nombre /1 + 2 eten déduire A.
. En remarquant que I'on peut écrire e‘ix = -1 +D)+¢,

calculer le nombre & + A et en déduire 5.

wN R

TEFS

W +1
6. Démontrer, lorsque 7 est impair, la formule 1 = P(u)
+u

otl Pest le polyndme de degré n- 1 défini par
Pw)y=1-u+ R R | «""! En déduire une

primitive de la fonction #+—> T— s'exprimant a l'aide
+u

d'un polynéme P1(4) que I'on définira et d'une fonction
logarithme. Montrer que /o= /a + /n+1 peut se mettre

len-x

sous la forme J, =j dx En utilisant ce qui

0l1+¢

précede, déterminer, lorsque z7est impair, la valeur de /»
en utilisant les nombres Pi(€), (1) et un logarithme.
7. Déterminer de méme ur polyndme Q(u) tel que, n étant pair,
n :
u -1

O(w) =
+u

3 I'aide d'un certain polyndme a définir et d'un logarithme.

.En déduire dans ce cas la valeur de /o= /n + /o1

Exercice 2:
Soit a un nombre complexe, j le complexe Héfini par

j; __1_+;.‘£i.0n désigne par Mo(a); Mi(aj)etMz(aj?).
2

1) Donner la forme exponentielle du nombre complexe j.

2) Calculer le module et 'argument du nombre complexe Z

aj’-a
= ——— . En déduire la nature du triangle MoM1Moa.
aj—a
3) Soit'équation (E'):
22 —(1+a+ia)z* +(a+ia+ia®)z—ia® =0

a) Développer (a —ia)2

b) Résoudre (E’) aprés avoir vérifié que 1 est solution.

¢) Ondésigne par A(1) ;B(a);C(ai). Déterminer a pour
que le triangle ABC soit isocéle - rectangle en A et de

sens indirect.
Probléme :

Soit la fonction Fdéfinie sur IR par: f(x)=(1-x)¢".
On note Crla courbe représentative de fdans le plaﬁ-rapporté a

un repére orthonormé (O ; i,7).

I-1-a- Donner les limites de faux bornes de son domaine de définition.
I-1-b- En déduire que fadmet une asymptote A au voisinage
de —oo donton donnera une équation.

|-2-a- Déterminer £(x) ol £ estla dérivée de £

[-2-b- Compléter le tableau des variations de £

¥
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I-3-a- Déterminer une équation de la tangente T1 au pointA
d'abscisse 1 de la courbe Cf et une équation de la tangente T-1
au point B d'abscisse —1. ‘

1-3-b- Expliquer pourquoi I'on peut affirmer que les tangentes
T, et T-1 sont perpendiculaires.

I-4- On se propose d'étudier la position de Cspar rapport aT-1
Pour cela, on considére la fonction gdéfinie sur [J par:

e(x)=(1-x)¢ - 22 -

I-4-a- Déterminer g'(x ) et g"(x) ol g et g" sontles
dérivées premiére et seconde de g
1-4-b- Etudier le signe de g" et le sens de variationde g'.

Préciser la valeur de g'(-1).
Etudier le signe de g' etle sens de variation de g. Préciser la

valeur de g( -1 ) . Enfin donner le signe de g
I-4-c- Indiquer alors la position de la courbe Crpar rapport ala

. tangente T-1.

I-5- Tracer I'asymptote A, les tangentes T1et T-1etla courbe
Cr Pour tracer ces courbes, on considérera les valeurs

1
approchées suivantes: e= 2,7 ;-=0,4.
e
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EXERCICE1 (06 points)
A) Questions de cours
1) Rappeler les formes algébrique, exponentielle et trigonométrique d’'un nombre complexe z

Epreuve du 1 groupe

non nul. (0,75 point)

2) Donner |'écriture complexe de la rotation r de centre K(zo), d’ angle 6. (0,5 point)

B) On donne zo = 1 - i V3.

1) Donner une écriture trigonométrique de zo. : (0,5 point)

2) Montrer que : zo* =- 8+ 8 iV3. (0,25 point)

3) Résoudre dans ¢ I'équation z* = 1. (0,5 point)

4) En déduire les solutions de (E) : -4 = - 8 + 8 i V3 sous la forme algébrique et sous la forme
trigonométrique. (01 point)

4
On peut remarquer que (E) équivaut a: (1_?‘/.3.) =1

5) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonomal direct (O, i, ¥), unité graphique 2 cm,
placer les points A, B, C et D d'affixes respectives za =1 —1i V3,z5=-1+iV3, zc=V3 +i

etzp=- \/_3- —i. (0175 pOint)
6) Donner une écriture complexe de la rotation r de centre O et d'angle E (0,5 point)

7) Vérifierque:r(A)=C;r(C)=Betr (B)=D. (0,75 point)
8) En déduire que les points A, B, C et D sont situés sur un méme cercle dont on précisera le
centre et le rayon. (0,5 point)

EXERCICE 2 (04 points)

Une boite contient 8 cubes indiscernables au toucher dont un rouge numeéroté 1, trois rouges
numeérotés 2: deux verts numérotés 1, un vert numéroté 2 et un jaune numéroté 2.
A) Question de cours

Rappeler la définition de deux événements indépendants d'un espace probabilise

(Q, P(Q), p)- (01 point)

B) Un enfant choisit au hasard et successivement sans remise deux cubes de la boite.
On admettra que la probabilité de choisir un cube est indépendante de son numéro et de sa
couleur.

1)On note : A, I'événement : « Obtenir des cubes de couleurs différentes » ;
B, I'événement : « Obtenir au plus un cube portant le numéro 2 ».

a) Calculer ia probabilité de A. (0,25 point)

b) Vérifier que la probabilité de B est égale a %- (0,25 point)

c) Les événements A et B sont-ils indépendants ? (0,25 point)
2)Soit X la variable aléatoire égale au nombre de cubes rouges tirés par I'enfant.

a) Déterminer la loi de probapilité de X. (0,75 point)

b) Calculer 'espérance mathématique de X. (0,25 point)

¢) Calculer la variance de X. (0,25 point)

C) L'enfant tire cette fois simultanément trois cubes de la boite.
1) Déterminer la probabilité de I'événement C : « Obtenir au plus un cube portant le
numeéro 2 ». (0,25 point)

ol 2
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Epreuve du 1 groupe

2) L’enfant répéte n fois I'expérience, en remettant dans la boite les cubes tirés avant de
procéder au tirage suivant.
On note pn, la probabilité de I'événement D, « C soit réalisé au moins une fois »
Exprimer p, en fonction de n. (0,25 point)
3) Etudier le sens de variation de la suite (pn)en €t calculer iy Pn. (0,5 point)
n

00

PROBLEME (10 points)

NB : Les parties A et B ne sont pas independantes.
PARTIE A : (03,25 points)

Soit g la fonction définie dans ]0, +e<[ par :

g(x) = )—(—& —In|x — 1].

1) a) Déterminer I'ensemble de définition Dg de g. (0,5 point)
b) Calculer les limites de g aux bornes de Dg. (0,75 point)
(Pour la limite au voisinage de 1, on pourra poser h = x - 1).

2) Déterminer @', la fonction dérivée de g, et dresser le tableau de variations de g.

(01 point)
3) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution o. telle que 4 < o < 5.
(0,5 point)
4) Déduire de I'étude précédente le signe de g sur Dq. (0,5 point)
PARTIEB : (06,75 points)
On considére la fonction f définie par : f(x) = Infx-1| ,Six>0
f(X)=m,SIX <0
1) a) Veérifier que f est définie sur IR \ {1} et calculer les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition. (01 point)
b) Préciser les droites asymptotes a ( &%), la courbe représentative de f dans un repére
orthonormal. (0,5 point)
2) a) Etudier la continuité de fen 0. (0,5 point)
b) On admet que : lim M =:-1--
x—>0t X 2
Montrer que : Iimo_ fx)-10)__ 1.
X—= x-0 6 (0,5 point)
Donner l'interprétation graphique de ces résultats. (0,5 point)
1
3) a) Montrer que f(a) = —y . (0,25 point)
b) Calculer f ’(x) sur les intervalles ou f est dérivable puis dresser le tableau de
variations de f. Q (01 point)

4) Construire ( 2%) dans un repére orthonormé (O, 1,7), unité graphique 2 cm. (01,5 point)
On pourra prendre o = 4,5.

On placera les points d’abscisses ;0;2et5.
5) a) Déterminer les réels a et b tels que pour tout x € IR\ {-2 ; -1}, on ait :
-6x . a + b .
X2+3x+2  X+2  x+1 (0,25 point)

b) En déduire que :

-6eX  -—12e7% 6e”x \
e2X+3eX+2  142e7X  1+e~X (0,25 point)
c) Calculer I'aire du domaine du plan limité par ( &%), I'axe des abscisses et les droites

d'équations respectives x =-In 2 et x = 0. (0,5 point)
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Epreuve du 1° groupe
MATHEMATIQUES

lculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
lculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.

(03 points)

Une étude sur le nombre d’années d’exercice X, des ouvriers d’'une entreprise et leur salaire
mensuel Y en milliers de francs, a donné les résultats indiqués dans le tableau ci-dessous avec
des données manquantes désignées par a et b.

X 2 6 10 14 18 22
Y
75 a 5 0 0 0 0
125 0 7 1 0 2 0
175 2 0 9 8 15 4
225 0 1 0 3 b 1
oox . 596
1) Déterminer a et b pour que la moyenne de la série marginale de X soit égale a 5 et
5
celle de la série marginale de Y soit %52. (0,25 + 0,25 pt)

2) Dans la suite, on suppose que a = 40 et b = 20. A chaque valeur x; de X on associe la
moyenne m; de la série conditionnelle Y/X = x. On obtient ainsi la série double (X, M)
définie par le tableau ci-dessous. Les calculs se feront & deux chiffres aprés la virgule.

X 2 6 10 14 18 22
M 80 113 170 189 199 185
a) Calculer le coefficient de corrélation de X et M puis interpréter le résultat. (01,75 pt)
b) Déterminer 'équation de la droite de régression de M en X. (0,5 pt)
c) Quelle serait le salaire moyen d’'un ouvrier de 'entreprise si son ancienneté était 30
ans, si cette tendance se poursuit. (0,25 pt)
EXERCICE 2 (05 points)

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O, U, V) tel que Il = 1IVll = 2; l'unité
est le centimétre.

1)

2)

3)

a) Résoudre dans C ['équation Zz> = 1. Les solutions seront données sous forme
trigonométrique et sous forme algébrique. (0,75 pt)
b) En remarquant que 2% = 8, déduire de 1)a) les solutions de I'équation z>=8. (0,75 pt)

On donne les points A, B et C d'affixes respectives 1+iy3, 2et -1- iv3.

a) Placer ces points dans le repere. (0,75 pt)
ZA-Z
b) Calculer le module et un argument de zA B. (0,5 pt)
C-ZB
c) En déduire la nature du triangle ABC. (0,25 pt)

On considére f, la transformation du plan dans lui-méme qui, a tout point M d’'affixe z,
2T

associe le point M’ d'affixe Z' tel que : ' = ez

a) Déterminer la nature de f puis donner ses éléments géométriques caracteristiques.
(01 pt)

b) Déterminer les affixes des points A’ et C’ images respectives des points A et C par f.
(0,5 pt)

0,5 pt)
L2

c) En déduire I'image de la droite (AC) parf.
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EXERCICE 3 (03 points)
Un tiroir contient, péle-méle, 5 paires de chaussures noires, 3 paires de chaussures vertes et 2
paires de chaussures rouges. Toutes les paires de chaussures sont de modéles différents, mais
indiscernables au toucher.
1) On tire simultanément 2 chaussures au hasard et I'on admet I'équiprobabilité des tirages.
a) Calculer la probabilité de I'événement A : « tirer 2 chaussures de la méme couleur ».
(0,5 pt)
b) Calculer la probabilité de I'événement B : « tirer un pied gauche et un pied droit ».
(0,5 pt)
c) Montrer que la probabilité de I'événement C : « tirer les deux chaussures d'un méme

1
modeéle » est o (0,25 pt)

2) On ne conserve plus dans le tiroir qu'une paire de chaussures noires et une paire de
chaussures rouges. On tire successivement et sans remise une chaussure du tiroir
jusqu’'a ce que le tiroir soit vide.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la deuxieme chaussure

noire.
a) Justifier que X prend les valeurs 2, 3, 4. (0,5 pt)
: 1 1 1
b) Montrer que la loi de probabilité de X est: p(X =2) = P ; p(X=3) = 3 et p(X=4) = >
‘ (0,75 pt)
c) Calculer son espérance mathématique et son écart-type. (0,25 + 0,25 pt)
PROBLEME (09 points)
Les parties A et B du probléme ne sont pas indépendantes.
PARTIE A
1) Etudier sur R le signe de 46 — 5¢* + 1. (0,5 pt)

2) Soit ¢ la fonction définie par : ¢(x) = Inx - 2vx+2.
a) Déterminer son domaine de définition Do et calculer ses limites aux bornes de D¢. (0,75 pt)
b) Etudier ses variations et dresser son tableau de variations. (01 pt)
¢) En déduire son signe. (0,25 pt)

PARTIE B
Soitfla fonctlon définie par :

f(x) = x+2ex : six<0
1-x++VxInx six>0
On désigne par ( €% ) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé d’unité 2 cm.
1) a) Déterminer D¢ le domaine de définition de f. (0,5 pt)
b) Calculer les limites de f aux bornes de Dr et étudier les branches infinies de ( #).(01 + 0,5 pt)
c) Etudier la position de (%) par rapport & I'asymptote non paralléle aux axes dans ]—, 0].

(0,25 pt)
2) a) Etudier la continuité de f en 0. (0,25 pt)
b) Etudier la dérivabilité de f en 0 et interpréter graphiquement les résultats.
(0,25 + 0,25 pt)
3) Déterminer la dérivée de f et dresser le tableau de variations de f. (0,5 + 0,5 pt)
4) Construire dans le repére les asymptotes, la courbe ( ? 1) et les demi-tangentes. On
remarquera que f(1)=0etf(1)=0. (02 pts)

5) Calculer en cm? I'aire du domaine délimité par ( &%), la droite d’ equatlon y = X et les droites
d’équations x = - In8 et x = - In4. (0,5 pt)





