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SESSION NORMALE 2023 Série C

EXERCICE 1 (2 points)
Ecris, sur ta feuille de copie, le numéro de chaque proposition du tableau ci-dessous suivi de Vrai si la
proposition est vraie ou de Faux si la proposition est fausse.

N° | Propositions

Dans |'espace muni d'un repére orthonormé (0;1,7,k), si (P) est le plan d'équation

1- 7’ . by fd
cartésienne : 2x + 3y + 4z — 8 = 0, alors un vecteur normal a (P) est : 7 (1;;; 2).
2 2
, | Leplanest muni d'un repére orthonormé (0,1,]). L'ellipse d'équation réduite : T+ =1,de
" | demi distance focale V7 a pour foyers F et F' tels que : F(\/7; 0) et F'(—/7;0).
3 Une corrélation linéaire entre deux caracteres X et Y d'une série statistique double est forte

lorsque le coefficient de corrélation linéaire r est tel que : 7 < 0,87.

s
A—-
3

4 | Soient A et B deux points distincts du plan. La composée (47 ot;z est une rotation d'angle g

EXERCICE 2 (2 points)

Pour chacun des énoncés du tableau ci-dessous, les informations des lignes A, B, C et D permettent
d'obtenir quatre affirmations dont une seule est vraie.

écris, sur ta feuille de copie, le numéro de I'énoncé suivi de la lettre de la ligne qui donne
I'affirmation vraie.

N° | Enoncés Informations
A R
_ n —_
1 La suite (u),ey de terme général : u, = (?2) B «
a pour limite.. c | O.
2
D | — 3
PQRS est un carré de centre 0 tel que le triplet | A Qs
(P,Q,R) soit de sens direct. I et ] sont les B 0G
2 | milieux respectifs des segments [QR] et [RS].
La composée T (0x)0S(r) est la symétrie C SQ
glissée d'axe (1)) et de vecteur... D | QO.

A 1<F <i-1
-~ 1sF)=3-3
On admet que :
1 B | X lcrm<x-1
€[0;1],= < <1 <
3 Vx € [0; ]’2_1+x2_ 2 2
La fonction F définie sur [0; 1] par : . 1 x
F(x)=f1x$dt est telle que.. 1-x<F(x) SE_E
D |3-I<F@)<1-x
4 | Dans le plan rapporté a un repére orthonormé A % et V2




(0,1,]), on donne les points A, B et C d'affixes B
respectives : 2;2 + 2i et 2i.
La similitude directe de centre A qui transforme | C —% et V2.
B en C a pour angle et pour rapport...

EXERCICE 3 (3 points)
Des scientifiques participent a un séminaire sur le théme : «Le réchauffement climatique et ses
conséquences sur les économies des pays».
Une enquéte organisée par un organisme international a révélé que 75% des scientifiques croient au
réchauffement climatique et parmi ceux-ci, il y a des écologistes.
Selon cette enquéte :
e la probabilité qu'un scientifique qui croit au réchauffement climatique soit un écologiste est
0,6
e la probabilité qu'un scientifique qui ne croit pas au réchauffement climatique ne soit pas un
écologiste est 0,08 .
On choisit un scientifique au hasard ayant participé au séminaire.
On désigne par :
R |'évenement : « Le scientifique interrogé croit au réchauffement climatique»;
E I'événement : «Le scientifique interrogé est un écologiste».
1. a) Traduis cette situation a |'aide d'un arbre pondéré.
b) Donne les probabilités suivantes : P(R); P (E); PR (E).
2. a) Calcule: Py(E).
b) Justifie que : P(RNE) = 0,23.
3. a) Justifie que la probabilité qu'un scientifique interrogé soit un écologiste est 0,68 .
b) Un scientifique interrogé est un écologiste. Calcule la probabilité qu'il ne croit pas au
réchauffement climatique. (Tu donneras |'arrondi d'ordre 2 du résultat).

EXERCICE 4 (4 points)
Soit m un nombre réel et f,, la fonction de R vers R, définie par: f,,(x) = x + In(1 — me™™). On note
D,, I'ensemble de définition de f,, et on désigne par (C,,) sa courbe représentative dans le plan
On désigne par (D) la droite d'équation : y = x.
1. Justifie que :
a) Sim <0, alors D,, = R.
b) Sim > 0, alors D,,, =]In(m); +oo|.
2. On suppose que f;, est dérivable sur D, pour tfout nombre réel m.
a) Justifie que pour tout x de D, fin () = exe:n
b) Justifie que pour m < 0, f;;, est strictement croissante sur R.
c) Justifie que pour m > 0, f,, est strictement croissante sur]ln(m); +ool.
3. a) Démontre que pour tout nombre réel m, f;,, est une bijection sur D,,.
fin ' () = fom(x).
c) Déduis de la question précédente, une méthode de construction de (C_,,) dans le méme
4. On suppose que m et p sont des nombres réels strictement positifs.
a) Justifie que (C,) est I'image de (C;) par la translation T de vecteur #(Inp;Inp).
b) Détermine la translation T' qui transforme (C,) en (Cp,).




EXERCICE 5 (4 points)
On considére |'équation (E): 4x —y = 2 ol les inconnues x et y appartiennent a Z.
1. a) Démontre que si le couple (xy,y,) est une solution de (E), alors y, est pair.
b) Détermine les valeurs possibles de PGCD(xy, o).
2. a) Vérifie que le couple (1;2) est une solution de (E).
b) Résous I'équation (E).
3. Détermine |'ensemble des couples (x,y) solutions de (E) tels que x et y sont premiers entre
eux.
4. ac23 et baa* sont deux écritures du méme entier naturel p respectivement en base 3 et en
base 4 .
a) Justifie que 3c + 2 est multiple de 4 .
b) Déduis-en que c est égal a 2 .
c) Détermine les valeurs de a et de b. (Tu pourras utiliser 2.b).
d) Ecris p dans le systéme décimal.

EXERCICE 6 (5 points)
Une étudiante en histoire ancienne veut rédiger son mémoire de Master 2. Au cours de ses
recherches, elle décide de déterminer |I'dge d'un fragment d'os découvert par des archéologues.
L'information dont elle dispose est que le fragment découvert d une teneur en carbone 14 égale a 70%
de celle d'un fragment d'os actuel de méme masse pris comme témoin.
Au cours de sa formation, elle a appris que :
e Sitest|'dge enannées de |'os découvert, alors la quantité restante de carbone 14 dans le
fragment d'os est P(t) ou P est une fonction de t.
e Ladérivée P’ de la fonction P est égale au produit de P par |'opposé de la constante radioactive
de carbone 14, notée A(1 = 1,2444 x 10™%).
e Laquantité P, de carbone 14 d'un organisme vivant commence a diminuer a partir de la mort de
cet organisme a |'instant t égal a zéro.
N'ayant pas suffisamment de connaissance pour exploiter ces données, elle te sollicite.
A |'aide d'une production argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, réponds a la
préoccupation de |'étudiante.



EXERCICE 1 (2 points)

Ecris, sur ta feuille de copie, le numéro de chaque proposition du tableau ci-dessous suivi de Vrai si la

SESSION NORMALE 2022 Série C

proposition est vraie ou de Faux si la proposition est fausse.

N° | Propositions

Toute isométrie du plan qui laisse invariant deux points distincts A et B est la symétrie
orthogonale d'axe (AB).

2. S'il existe un nombre réel M tel que,

Vx € [a; b], |f'(x)| < M, alors =M (b — a) < f(b) — f(a) < M(b — a).

Soient f une fonction dérivable sur un intervalle K, a et b deux éléments de K tels que : a < b.

Une solution sur R de |I'équation différentielle (E):y"" = 3y est la fonction :
x - 2e3% + 4e73%,

La dépendance linéaire entre deux caractéres X et Y d'une série statistique a deux variables est
forte si et seulement si le coefficient de corrélation linéaire r est tel que : |r| < 0,4.

EXERCICE 2 (2 points)

Pour chacun des énoncés du tableau ci-dessous, les informations des lignes A, B, C et D permettent

d'obtenir quatre affirmations dont une seule est vraie.
Ecris, sur ta feuille de copie, le numéro de |'énoncé suivi de la lettre de la lighe qui donne
I'affirmation vraie.

N° | Enoncés Affirmations
A AMF
Si E,F et G sont trois points distincts du plan, alors pour tout | p _FF +EC
1. | point M du plan, le vecteur —
2ME — 3MF + MG est éqgal a ... C SME
D | 2FE+FG
A y=-1
Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,]), la B y=2
2. | directrice de la parabole d'équation réduite x? = 8y est la
droite d'équation ... ¢ y=-2
D|y=1
7_77.'
12
—5m
1413 s 12
3. | Arg [( o ) ]es’r égal a ... -
12
5_71'
12
4. | Soit OPN un triangle rectangle isocele en O, de sens direct et % et ?2




I le milieu du segment [NP]. B | —TetV2.

Si une similitude directe S de centre O applique I sur P, alors -

I'angle et le rapport de S sont respectivement ... C —% et 72
D | Zet2

EXERCICE 3 (3 points)
Dans I'espace muni d'un repére orthonormé (0; 1,7, k), on donne les points A(0; 4; 1), B(1; 3; 0),
C(2;—1;-2),E(7; —1;4) et le vecteur u(2; —1; 3).
1. Démontre que les points A, B et C déterminent un plan.
2. a) Démontre que le vecteur i est orthogonal & chacun des vecteurs AB et AC.
b) Justifie qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est : 2x —y +3z+ 1= 0.
c) Vérifie que le point E n'appartient pas au plan (ABC).
3. Soit (A) la droite passant par le point E et orthogonale au plan (ABC).
On pose : {K} = (A) N (ABC).
a) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A).
b) Justifie que le point K a pour coordonnées (3; 1; —2).
¢) Calcule la distance EK.

EXERCICE 4 (4 points)
Un employé se rend a son travail en bus. S'il est a I'heure a l'arrét, il prend le bus de ramassage
gratuit mis a sa disposition par |'entreprise. S'il est en retard, il prend le bus de ville.
On suppose que |'employé n'est pas en retard le premier jour. A partir du deuxiéme jour :
e sil'employé est al'heure un jour donné, la probabilité qu'il soit en retard le lendemain est de
1

-
e s'il est enretard un jour donné, la probabilité qu'il soit en retard le lendemain est de %
Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 : on appelle R,, |'événement : «|'employé est en retard
le jour n».
On note p, la probabilité de R, et g, celle de R,, |'événement contraire de R,,.
On suppose que : p; = 0 et p, = % Ona:pg (Rps1) = % et pr; (Rp41) = %
Dans tout ce qui suit, on prend n > 2.
1. a) Justifieque: p(R, NRyy1) = %pn et p(R, NR,y4q1) = %qn.
b) Détermine p,,, en fonction de p,, et q,.
c) Déduis-en que : ppyq = %— 23—0pn,
2. Onpose: v, =p, —%.
a) Démontre que (v,,) est une suite géométrique de raison —210.
b) Détermine son premier terme v,.
3. a) Calcule la limite de la suite (vy,).

b) Déduis-en la limite de la suite (p,).

EXERCICE 5 (4 points)

Soit n un entier naturel non nul et £, la fonction définie sur 10; +o[  par : £,(x) = 2223 0On désigne

X
par (C,) la courbe représentative de f, dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,]).
L'unité graphique est 3 cm.

1. a) Justifie que : lim,_q f,(x) = —o0;
b) Justifie que : lim,_, ;o frn(x) = 0.
c) Donne une interprétation graphique des résultats des questions 1.a) et 1.b).
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2. a) On admet que f;,, est dérivable sur ]0; +oo.
Justifie que Vx €]0; +oo [, £ (x) = g
b) Détermine les variations de f;, sur ]0; +oo].
c) Vérifie que : £, (enz__nz) = %e%_l.
d) Dresse le tableau de variation de f,,.
3. a) Justifie que: Vx €]0; +oo [ fas () = fu() = 22,
b) Déduis-en la position relative des courbes (Cy,) et (C,11).
4. Soit I I'intégrale telle que : 1= [ 2% gy

1 x2

a) A l'aide d' une intégration par parties, justifieque : 1=1— S
b) Déduis-en |'aire en cm? de la partie du plan limitée par les courbe (C,), (C,41) et les droites
d'équations: x =letx =e.

EXERCICE 6 (5 points)
La salle du foyer des jeunes d'une commune est dans un état de dégradation avancée.
Le Maire, soucieux du bien-tre de sa jeunesse, décide de la réhabiliter en commengant en priorité
par le revétement du sol qui est un rectangle de longueur 14,40 m et de largeur 8,70 m.
Pour ce faire, il instruit le chef du service technique de la Mairie qui prend attache avec un
fournisseur en vue d'acheter des carreaux.
Ce dernier dispose de trois types de carreaux carrés, de cotés respectifs 18 cm; 25 cm et 30 cm.
Chaque type de carreaux est livré en paquets de 12 et de 20 carreaux.
Pour éviter le gaspillage et la surfacturation, le Maire exige :
e qu'il n'y ait pas de découpe de carreaux lors du carrelage ;
e qu'on lui communique le nombre exact de paquets de 12 et de paquets de 20 qu'il faut acheter.
Le chef du service technique pense que les carreaux de cdté 30 cm conviennent si |'on veut
éviter des découpes de carreaux. N'étant pas qualifié pour faire ces types de calculs, il te
sollicite.
1. Vérifie si le chef du service technique a raison ou pas.
2. En supposant qu'il a raison, détermine le nombre de paquets de 20 et le nombre de paquets de
12 que le chef du service technique doit commander, sachant que le nombre de paquets de 20
est supérieur a 66.



SESSION NORMALE 2021 Série C

EXERCICE 1 (2 points)
Ecris, sur ta feuille de copie, le huméro de chaque affirmation suivi de Vrai si |'affirmation est vraie
ou de Faux si |'affirmation est fausse.

N° | Affirmation
1 Si f est une fonction de R vers R telle que f soit croissante et majorée sur |'intervalle 12; 5[,
" | alors f admet pour limite + a gauche en 5.
Le coefficient de corrélation linéaire d'une série statistique d deux variables a le méme signe
2. | que
la covariance de cette série statistique.
3. | Uneprimitive sur ] —2;2[ de la fonction: x ~ coslzx X e'31% est la fonction : x — '@,
4. | Toute similitude directe du plan admet un point invariant.

EXERCICE 2 (2 points)

Pour chacun des énoncés a trou du tableau ci-dessous, quatre réponses A, B, C et D sont proposées
dont une seule permet d'avoir |'énoncé juste.

écris, sur ta feuille de copie, le numéro de I'énoncé a trou suivi de la lettre correspondant a la bonne

réponse.
N° Enoncé a trou Réponses
A | Diverge vers —co.
: Soit (u,) la suite définie par : vn € N, u,, = ;—j B | converge vers Q.
' La suite (uy,) ... C | diverge vers +o
D | converge vers -2 .
s
Al -Z
i B S—TE
) On pose :z = —3e’s 6
' L'argument principal de z est ... c | =
™
D13
A | n'est pas une similitude directe
B est la similitude directe de centre O, de
O est un point du plan. L'homothétie h de rapport 5 et d'angle nul.
3. | centre
O et de r\appor\-‘- —5 ... C est une isoméfr‘ie.
b est la similitude directe de centre 0, de
rapport 5 et d'angle m.
. . la droite passant par A et
ABC est un triangle et G |'isobarycentre des a drofte passant par 2 €
4. oints A, B et C.L 'ensemble des points M du A | perpendiculaire
P ' ' P a la droite (AC).




plan vérifiant : | MA + MB + MC |l= AC est .. B | le cercle de centre G et de rayon gAC.

C | I'ensemble vide.

D | le cercle de centre G et de rayon %AC.

EXERCICE 3 (3 points)
Dans I'espace muni d'un repére orthonormé (0;1,j, k), on considére les points : A(0; 0; 2); B(0; 4; 0) et
C(2;0;0).
1. a) Justifie que les points A, B et C déterminent un plan.
b) Démontre qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est: 2x +y +2z—4=0.¢

4
2. Soit (D) le droite passant par A et de vecteur directeur ﬁ( 2 )
-5
a) Détermine une représentation paramétrique de la droite (D).
b) Justifie que la droite (D) est incluse dans le plan (ABC).
c) Justifie que la droite (D) est la hauteur du triangle ABC issue du point A. < )
3. Soit () le plan dont une équation cartésienne est : y ==

=
a) Justifie que les plans (B) et (ABC) sont perpendiculaires.
b) Démontre que : {(D)} = (ABC) N (P).

EXERCICE 4 (3 points)
Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On considére deux nombres entiers X et Y tels que : X = k? — 2k + 2 et Y = k? + 2k + 2.
On pose : PGCD(X;Y) = m.

1. Démontre que tout diviseur de X qui divise k, divise 2 .

2. Démontre que tout diviseur commun de X et de Y divise 4k.
Dans toute la suite de I'exercice, on suppose que k est impair.

3. a) Justifie que les nombres entiers X et Y sont aussi impairs.
b) Déduis-en que m est impair.

4. a) Justifie que m divise 2 .
b) Déduis des questions précédentes que: PGCD(X,Y) = 1.

EXERCICE 5 (5 points)
On considere la fonction g définie sur Rpar: g(x) = In(e* + 2e™%).
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere orthonormé (0,1,]). L'unité
graphique est 2 cm.
1. a) Détermine lim,_, . g(x).
b) Détermine lim,_,_. g(x).
2. a) On suppose que g est dérivable sur R.
Justifie que la fonction g est strictement croissante sur ]lnTZ; +oo[ et strictement décroissante sur

J=oo =1
b) Vérifie que : g (%) = In(2v2).
c) Dresse le tableau de variation de la fonction g sur R.
3. a) Démontre que : Vx € R, g(x) = x + In(1 + 2e™2%),
b) Déduis-en que la droite (D) d'équation y = x est une asymptote a la courbe (C) en +co.
c) Justifie que la courbe (C) est au dessous de la droite (D).
4. On admet que la droite (D') d'équation y = —x + In 2 est une asymptote a la courbe (C) en —co.
Trace dans le plan muni du repere ( 0,1,]), la courbe (C), les droites (D) et (D").
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5. Soit J I'intégrale telle que : J = [, (g(x) — x)dx.
a) Donne une interprétation géométrique de J.
b) En utilisant |'inégalité : Vx €]0; +oo[,In(1 + x) < x, justifie que : 0 <] < 0,87.
(On ne te demande pas de déterminer la valeur exacte de J.)

EXERCICE 6 (5 points)

Le Directeur d'une société internationale veut acquérir un avion privé afin d'éviter les désagréments
que lui causent les vols commerciaux.

Il a le choix entre deux types d'avions : un biréacteur et un quadriréacteur. Au moment de |'achat, le
constructeur lui décrit les deux types d'appareils de la fagon suivante :

«Le biréacteur possede deux réacteurs R, et R, de telle sorte que |'état du réacteur R, dépend de
celui du réacteur R;. Cet appareil ne peut pas voler a la seule condition que les réacteurs R, et R,
tombent simultanément en panne. En outre, une enquéte a révélé que durant les dix premiéres années
qui suivent leur premiére mise en service, 30% des réacteurs R, tombent en panne et que dans un
méme avion, lorsque le réacteur R; tombe en panne, le réacteur R, a 40% de chance de tomber aussi
en panne».

«Quant au quadriréacteur, il possede quatre réacteurs qui fonctionnent de fagon indépendante. Cet
appareil peut voler si au moins deux des quatre réacteurs continuent de fonctionner. En outre, 25%
des réacteurs de ce type d'appareil fombent en panne durant les dix premiéres années qui suivent
leur mise en service ».

Le Directeur veut acheter parmi les deux types d'avion, celui qui offrira le plus de chance de voler
durant les dix prochaines années.

A la recherche de personnes ressources pour guider son choix, il s'adresse a toi.

A |'aide d'une production argumentée basée sur tes connaissances mathématiques, réponds a la
préoccupation du Directeur.

11



SESSION NORMALE 2020 Série C

EXERCICE 1
Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (0;7,J). L'unité graphique est 2 cm.
On donne les points A, B et C d'affixes respectives a, b et c telles que :
a=2-2i,b=2+4+2ietc=-2+2i.
1. a)Place les points A, B et C dans le plan muni du repére (0;1,)).
b) Démontre que le triangle ABC est rectangle et isocéle.
¢) Ecris sous forme exponentielle, chacun des nombres complexes a,b et c.
2. Soit r la rotation de centre O telle que r(A) = B et (I') le cercle de centre ( d'affixe 2 et de
rayon 2 .
a) Détermine |'application complexe associée a la rotation r.
b) Déduis de ce qui précede r( B).
c) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de |'image (I'") de () par 7.
d) Construis (I') et (T ") sur la méme figure.
3. Soit @ un nombre réel appartenant a I'intervalle ]0; 2x[, tel que : @ # 7. On note M le point
d'affixe z telle que z = 2 + 2¢'® et M' I'image de M par r. On note z ' |'affixe de M.
e a) Démontre que M est un point de (T).
b) Démontre que : z' = 2i — 2¢e'“.
c) On note u et v les affixes respectives des vecteurs BM et BM'.
Exprime u et v en fonction de a.
4. a) Démontre que :
Vx € R,e?* +1 = 2e*cosx et e?* —1 = 2ie*sinx.
b) Démontre que : = = tan~.
c) Déduis de ce qui précede que les points M, M’ et B sont alignés.
5. Ondonne: a ==,

a) Détermine sous forme algébrique I'affixe du point M.
b) Construis les points M et r(M).

EXERCICE 2
Le sujet du concours d'entrée dans une grande école est noté sur 20 points. Il comporte 5 questions a
choix multiples. Pour un candidat donné, on attribue quatre (4) points a chaque réponse juste et zéro
(0) point a chaque question hon traitée ou a réponse fausse.
On admet que lorsqu'un candidat répond au hasard a une question, la probabilité de donner une
réponse juste est %

1. Soit k le nombre exact de réponses justes données par un candidat a ce concours. Exprime en

fonction de k la note globale N de ce candidat.

2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de réponses justes obtenues par un candidat qui a
répondu au hasard a chacune des cinq questions.

a) Détermine les valeurs prises par X.

b) Démontre que : P(X = 3) = :TSZ.

c) Justifie que la probabilité pour que le candidat ait une note globale supérieure a 10 est : >3

512°
3. Onsuppose qu'a ce concours, n candidats ont répondu au hasard aux cing questions.

On admet que lorsqu'un des n candidats répond au hasard a une question, la probabilité de donner une
réponse juste est %.
a) Justifie que la probabilité P, qu'au moins un des n candidats ait une note globale supérieure a 10

est:1-— (%)n.
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b) Détermine la valeur minimale de n pour que : P, > 0,99.

PROBLEME
Le plan est muni d'un repere orthonormé (0,1,]). L'unité graphique est 2 cm.

Soient n un entier naturel non nul et f; la fonction définie sur R par : f,,(x) = (1 — x)"eg. On désighe
par (C,) la courbe représentative de f;, dans le plan muni du repere orthonormé (0,1,]).
Le but de ce probléme est de calculer la limite de la suite (S,,) définie par :

1 1
Su= i |, FC0dx

Partie A: Etude de la fonction f, et d'une fonction associée.
fix)

1. a)Calcule : lim,_, o fi(x) et lim,_, o

b) Interpréte graphiquement les résultats précédents.
2. a) Calcule la limite de f; en - oo,
b) Interpréte graphiquement le résultat précédent.
3. On suppose que f; est dérivable sur R.
a) Démontre que f; est strictement croissante sur ] - oo; —1[ et strictement décroissante sur ] -
1; +oo.
b) Dresse le tableau de variations de f;.
c) Trace dans le repére (0,1,)), la courbe (C;) et sa tangente a |'origine.
Partie B: Etude de la fonction fo -
1. a) Détermine, suivant la parité de n, la limite de f;, en +co.
b) Détermine, suivant la parité de n,lim,_, f”ix).

c) Interprete graphiquement les résultats précédents.

2. a) Calcule limy_,_, f,(x) (On pourraposer: X =1 —x ).
b) Interpréte graphiquement le résultat précédent.

3. On suppose que pour tout entier naturel n non nul, f, est dérivable sur R.
a) Démontre que : Vx € R, f;; (x) = %(—x —-2n+1)(1 - x)"‘leg.
b) Etudie, suivant la parité de n, le signe de f;, ' (x).
c) Dresse, suivant la parité de n, le tableau de variation de f,.

4. a)Résous dans R, |'équation: f,(x) = fr11(x).
b) Déduis de ce qui précéde que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes que |'on
précisera.
c) Etudie, suivant la parité de n, les positions relatives des courbes (C,) et (Cp41).
d) Trace la courbe (C;) dans le repere (O,1,]).

1 (1
Partic C : Calcul de la limite de la suite (S,) définie sur N* par : S, =-+ J Fu(x)dx.
*Jo

Justifie que la fonction f,, est décroissante sur [0; 1].
Démontre que : Vx € [0; 1], f,,(x) € [0; 1].
Déduis de ce qui précéde que : Vn € N*,0 < S, <

S

HwnNn=

Détermine lim,,_, ;4 S,,.

13



SESSION NORMALE 2019 Série C
EXERCICE 1
L'unité de longueur est le centimétre.
Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de centre K tel que AB = 3.
On note E le milieu du segment [BC] et G le barycentre des points pondérés (A, 4), (B, -1) et (D, -1).
1. a) Démontre que A est le milieu du segment [KG].
b) Justifie que: GB? = 42—5.
c) Justifie que : GB = GD.
d) Détermine et construis |'ensemble (I;) des points M du plan tels que :
4MA? — MB%2 — MD? =9,
3v5

2. a) Justifie que : AE = —-.
b) Démontre que pour tout point M du plan :
3MA? — 2MB? — MD? = —27 + 4AM - AE.
c) Détermine et construis |'ensemble (T,) des points M du plan tels que :
3MA? — 2MB? — MD? = 63.

EXERCICE 2
On considére un entier naturel m dont |I'écriture dans le systéme décimal est abc.
(On rappelle que : m = 10%a + 10b + ¢ )
Partie A
1. Ecris |'entier naturel m en base 2 dans le cas ol : a = 1;b =2 et c = 1.
2. On suppose que : m = 0[27].
i) Démontre que : 103a + 10bc = 0[27].
ii) Déduis-en que : 10bc + a = 0 [27].
iii) Justifie alors que |'entier bca est divisible par 27.
Partie B
Dans cette partie on suppose que : a > c.
Onpose:p=cbha;u=a—cetd=m—p.
1. Justifie que : d = 99u.
2. Déduis de la question précédente que |'entier naturel d ne peut &tre le carré d'un entier
naturel.
3. Onsupposeque:b=a+c.
i) Justifie que : m = 11(10a + ¢).
ii) Déduis-en que m et d ne sont pas premiers entre eux.
4. On suppose que: a = b +c.
i) Justifie que : d = 32 x 11b.
ii) Justifie que : m = 110b + 101c.
iii) Démontre que les entiers naturels m qui sont premiers avec d sont ceux qui vérifient a la fois :
b#0,c#0,b+cn'est pas divisible par 3; b et ¢ sont premiers entre eux.
iv) Déduis des questions précédentes, tous les entiers naturels m premiers avec d.

PROBLEME
Le plan est muni d'un repere orthonormé (0,1, 3). L'unité graphique est le centimétre.
Pour tout entier naturel n non nul, on considére les fonctions f,, et F, continues sur R et définies par :

_ x2m _rx o gm
fa(x) = et Fn(x) = [ T at.

On note (C,) la courbe représentative de la fonction F, dans le repére (0,1,]).

On se propose dans ce probleme de donner, pour tout entier naturel n non nul, I'allure de la courbe

(Cn).

14



Partie A

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = In(x + V1 + x2).

On désigne par (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni du repére (0O, L]).
1. Démontre que f est une fonction impaire.
2. a) Calcule la limite de f(x) puis celle de 1(x) quand x tend vers +oo,

X
b) Donne une interprétation graphique des résultats de la question précédente.

3. Onadmet que f est dérivable sur R.
a) Justifie que : Vx € R,f'(x) = 7==.
b) Détermine le sens de variation de f sur [0; +oo].
c) Dresse le tableau de variation de f sur [0; +oo].
4. Détermine une équation de la tangente (A) a (C) au point d'abscisse O .
5. Onnote g la fonction dérivable sur R et définie par :
gx)=—x+1In (x +1+ xz).
a) Détermine le sens de variation de g sur R.
b) Détermine les positions relatives de (€) et (A). (On pourra calculer (0) ).
6. Construis la courbe (C) et la droite (A) dans le plan muni du repére (0,1,]).
7. Onnote A I'aire en cm? de la partie du plan limitée par la courbe ( € ), la droite (OI) et les
droites d'équations x =0 et x = 1.
Calcule A & I'aide d'une intégration par parties.
Partie B
1. a) Justifie que F,, est définie sur R.
b) Démontre que F, est une fonction impaire.
¢) Etudie le sens de variation de F,, sur [0; +oo].
2. Soit (I,) la suite numérique définie par :

I = In(1++2) et VneN*,Inzf dt
0

a) Démontre que : vn € N, I,, > 0.

b) Démontre que la suite ( I,, ) est décroissante.

c) Démontre que la suite (I,,) est convergente.

(On ne demande pas de calculer la limite de (1,,).

d) Vérifie que pour tout entier naturel n non nul et pour tout nombre réel t positif, ona:

2n t2n+2
tr1+t2 = +
Vi+t2 V1+t2

e) A l'aide d'une intégration par parties, justifie que :

vneN' I _ V2 2n + 1I
e Ty 2 2nt2 ™
5 e on+
On remarquera que pour tout nombre réel brm =t X =
On admettraque: I, = ‘/Z—E — %IO.
f) Calcule 1; et 1.
, ) x t2n
3. a) Démontre que : Vx € R,F,(x) =1, + [ = dt.
b) Démontre que :
vt > 1 1 1 < 1
>1,—=%x-<
V2t T 1+ ¢2
1 1 x 2n
VnEN*eTVle,—X—(xZ"—l)Sf dt
2\ﬁ22 n 1 V1+t2

c) Déduis-en la limite de F,,(x) lorsque x tend vers +oo.
d) Démontre que, pour tout entier naturel non nul n, (C,) admet une branche parabolique de direction
celle de la droite (OJ) en +oo.
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e) Construis la courbe (C,) dans le plan muni du repere(0,1,]).

SESSION NORMALE 2018 Série C

EXERCICE 1
L'unité graphique est le centimetre.
Dans le plan orienté, on considere un losange OABC tel que :
T

OA = 7 et Mes(04; 0C) = 3

E est le point du segment [OB] tel que : OE = OA.
F est le point de la demi-droite [OC) tel que : CF = EB et C € [OF].
On désigne par 1,],K et L les milieux respectifs des co6tés [0A], [AB], [BC] et [OC].
On désigne par (A) la médiatrice du segment [0A] et par (A') celle de [BC].
1. Fais une figure.
2. a) Justifie que les droites (A) et (A') sont paralléles.
b) Justifie que le triangle OAC est équilatéral.
¢) Justifie que : OB = OF.
3. Soit R, la rotation de centre 0 et d'angle % et R, la rotation de centre A et d'angle —2?”.
On pose : f = R;0R,.
a) Détermine f(0) et ( A).
b) Démontre que f est une rotation d'angle —g.
c) Déduis de ce qui précede que : (EF) L (0OA) et EF = OA.
d) Construis le centre Q de f.
4. a) Justifie qu'il existe une isométrie g et une seule telle que : g(0) = A,g(A) = Cet g(C) =B.
b) Justifie que g est un antidéplacement.
c) Démontre que g est une symétrie glissée.
5. Dans cette partie, on se propose de caractériser la symétrie glissée g.
Soit R la rotation de centre A et d'angle - g et S la symétrie orthogonale d'axe (A).
a) Démontre que : g = RoS.
b) Détermine I'axe de la symétrie orthogonale S; telle que : R = S4p) 0 S;.
c) Déduis de ce qui précede que : g = Sap) 0 t; ol U est un vecteur que |'on caractérisera.
d) En utilisant la relation CE = Cj + JB, détermine les éléments caractéristiques de g.

EXERCICE 2
Dans tout cet exercice, n est un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 .
1. Démontre que n et 2n + 1 sont premiers entre eux.
2. Onpose: A=n+3,B=2n+1etd=PGCD(A;B).
a) Calcule 2 A — B et déduis-en les valeurs possibles de d.
b) Démontre que A et B sont multiples de 5 si et seulement si n — 2 est multiple de 5 .
c) Soient S=n3+2n?—-3netP=2n%2-n-1.
Justifie que S et P sont divisibles par n — 1.
3. On pose: § = PGCD(n(n + 3); 2n + 1).
a) Démontre que d divise 6.
b) Démontre que § et n sont premiers entre eux.
c) Déduis des questions 3-a) et 3-b) que § est égal a d.
d) Détermine le PGCD(S; P) en fonction de n.
4. Détermine PGCD(S; P) pour n = 2016 puis pour n = 2017.
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PROBLEME
Soit n un entier naturel non nul et g, la fonction numérique définie sur I'intervalle 10; +oo[ par :
g® = (=Z+Int)".
On note (Cy) la courbe représentative de g, dans le plan muni d'un repére orthogonal (0,1,]). Unités
graphiques : Ol = 2 cm et 0] = 0,5 cm.
Partie A
1. a)Calcule la limite de g, en 0 .
b) Interpréte graphiquement ce résultat.
2. a) Calcule la limite de g, en +o.
b) Justifie que ( C; ) admet une branche parabolique de direction celle de (OT) en +co.
3. Onsuppose que g, est dérivable sur ]0; +ool.
a) Démontre que g, est strictement croissante sur ]0; +oo|.
On admet que |'équation t €]0; +oo[, g;(t) = 0 admet une solution unique a telle que : 2,3 < a < 2,4.
b) Justifie que I'équation t €]0; +o[, g, (t) = 1 admet une solution unique g telle que : 4,3 < B < 4,4.
4. Soit t un nombre réel strictement positif.
Démontre que :
a)g.(t) <0 teElo;af
b) g1(t) > 0 & t €]a; +x.
Partie B
Dans cette partie, on suppose que n est supérieur ou égal a 2 .
1. a) Calcule lim;_, ;o gn (2).
In(t) —
t
c) Interprete graphiquement les résultats précédents.
2. On suppose que n est pair.
a) Calcule lim,_,, g, (t).
b) Interpréte graphiquement ce résultat.
3. On suppose que n est impair.
a) Calcule lim;_, g, (t).
b) Soit t un nombre réel strictement positif.
Justifie que :
i) gn(t) <0 &t €]0;al;
i) gn(t) > 0 &t €]a; +o.
(On pourra utiliser la question 4 de la partie ).
4. On suppose que pour tout entier naturel n supérieur ou a 2, g,, est dérivable sur ]0; +oo[ et on
désigne par g, sa fonction dérivée.
a) Démontre que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 et pour tout nombre réel
strictement positif t, g, (t) = ngi(t) X gm-1)(t).
b) Etudie suivant la parité de n, le signe de g, sur ]0; +oo[.
c) Dresse suivant la parité de n, le tableau de variation de g,,.
Partie C
Soient n et p deux entiers naturels non nuls et ¢t un nombre réel strictement positif.
1. a) Exprime gy (t) en fonction de g, (t) et g, (t).
b) Déduis de ce qui précéde que : g1y (t) — gn(t) = (gp(t) — 1) X gn(t).
Dans toute la suite du probleme, on suppose que n est pair.
2. Justifie que :
a) (C,) est au-dessus de (C,41) sur ]0; B[;
b) (C,,) est au-dessous de (C,1) sur ]B; +oo[. (On pourra utiliser la question 3 de la partie A).
3. Construis (C,) et (C3) dans le méme repére (0O,1,]).
On prendra: a = 2,35 et § = 4,35.

1
b) Démontre que : lim,_, 0 (On pourra poser : = tn ).
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4. Soit A, I'aire, en unité d'aire, de la partie du plan limitée par (C,), (Cn4,) et les droites
d'équations x =1 et x = 2.
a) Justifie que, pour tout entier naturel n pair et non nul, 4,, = f12(1 —g1(1)) X gn(t)dt.
b) A I'aide d'une intégration par parties, calcule f12 (1 — g,(t))dt.
c) Démontre que pour tout entier naturel n pair et non nul, 2g,(2) < 4, < 2g9,(1).
d) Déduis de ce qui précede que pour tout entier naturel n pair et non nul, 2(1—1n2)" < 4, < 2™*1,
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SESSION NORMALE 2017 Série C

EXERCICE 1
On désigne par Y une variable aléatoire vérifiant les conditions suivantes :

e Y prend les valeurs 1, -1 et 2 avec les probabilités respectives e?,e? et e ol a, b et c sont des

termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison r telsque:a=b—retc=b+r.

o L'espérance mathématique E(Y) de Y est égale a 1.

1- a) Justifie que le couple (b,r) est solution du systéme (S) {ebe_r +eltelel =1
9 P ' Y ebe ™ —eb 4+ 2ePe” =1

b) Résous le systeme ( S ).
c) Déduis de ce qui précede que : a = In (%) etc=1In (%)
2- Justifie que la variance V(Y) de Y est égale a %
3- On marque sur une droite graduée (D) les points A, B et C d'abscisses respectives 1; let 2.
On désigne par G le barycentre des points pondérés (4, 1), (B,2) et (C,4).
On note (I’ ensemble des points M de la droite (D) tels que: MA? + 2MB? + 4MC? = 187 et on pose :
h(M) = %(MAZ + 2MB2 + 4M(?),
a) Calcule I'abscisse du point G.
b) Démontre que : h(G) = V(Y).
c) Détermine |I'ensemble (I).

EXERCICE 2

Dans le plan orienté, on considére un triangle OIJ tel que: OI = O] et Mes(ﬁ) = g
A, B et C sont les milieux respectifs des segments [IJ], [JO] et [OTI].

Soit r la rotation de centre 4 et d'angle g et t la translation de vecteur %ﬁ On pose : F =rotet G =
tor.

1- Fais une figure. (On prendra: Ol = 8 cm ).

2m a) Détermine F(C) et G(B).

b) Déduis de ce qui précéde la nature et les éléments caractéristiques de chacune des
transformations F et G.

3- On désigne par F~! la réciproque de la transformation F.

a) Détermine la nature de la transformation GoF~1.

b) Détermine (GoF~1)(0), puis caractérise la transformation GoF 1,

c) Détermine (GoF)(T) puis déduis-en la nature et les éléments caractéristiques de la transformation
GoF.

4- On munit le plan du repere orthonormé (0,1,)) tel que défini précédemment.

Soit h I'homothétie de centre B et de rapport -2 . On pose : S = hor.

a) Ecris |'affixe de chacun des points 4, B et C.

b) Détermine I'écriture complexe de h et celle de r.

c) Soit g I'application complexe associée a S.

Démontre que: Vz € C,g(z) = —2iz—2 + %i.

d) Déduis de ce qui précede la nature et les éléments caractéristiques de S.

PROBLEME

On considére la suite (t,,) définie sur N* par : t,, =n — (n + %) In(n) + In(n!).

Le but de ce probléme est d'étudier la convergence de la suite (t,,) et de démontrer que :
lim,,, 400 t,, = In(v21).

Partie II: Etude de la convergence de la suite ( ¢,).

Soit n un entier naturel non nul et i la fonction définie sur | — n; + [par: Y(t) =In (1 + %) — %
On suppose que ) est dérivable sur ] —n; +o[ et on note ¥’ sa fonction dérivée.
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1- a) Justifie que: Vt € ]—n; +oo[ , ' (t) = ﬁiﬁ)
b) Calcule 1(0). '

c) Dresse le tableau de variation de la fonction ¢ (On ne calculera pas les limites).
t

14 . . ’ N . . E e
d) Déduis de ce qui précede que : Vt €] — n; +oo [ In (1 + n) <
2- a) En utilisant la question 1-d) et en effectuant un changement de variable, démontre que :
VxeR}, Inx<x-—1.

L
b) Démontre que : Vk € N*,fkjf (% — 1) dx =0
2
1

c) Déduis des questions 2-a) et 2-b) que : Vk € N*,fkkjfln (%) dx < 0.
2

etk
d) Justifie alors que : vk € N*, f “?In(x)dx < In(k).
2

e) En utilisant la relation de Chasles, démontre que :
1

Tl+§
vn € N*, fl In(x)dx < In(n!)
2
3- a) En utilisant une intégration par parties, démontre que :

1 1
vn € N, n— (n + E) In (n + E) +In(n!) = In(v2).
b) Démontre que: Vn € N*, t,, > In(v2).
4. On définit la fonction f sur l'intervalle ] 0; 1[ par: f(x) = %ln (“—x)

1-x
On admet que: Vx €]0; 1[ f(x) 2 1 et Vn € N" by —ty =1 f (2n1+1)'

a) Détermine le sens de variation de la suite (t,,).

b) Déduis des questions précédentes la convergence de la suite (t,).
Partie II: Calcul de la limite de la suite (¢,).

On définit la suite (w,) par:

1- a) Calcule w;.

NIE]

s
wo =3 et vn e N*,w, = f sin™ tdt
0

b) Démontre que la suite (w,) est décroissante et positive. On admettra que la suite (w,) est a
termes strictement positifs.
c) A |'aide d'une intégration par parties, démontre que: Vn € N,w,,, = Z—:;wn.
(On remarquera que : sin™*?(¢t) = sin(t) x sin™*1(¢) ).
d) En utilisant les questions 1-b) et 1-c) de la partie IT, justifie que :
vne NS < Wnn g

n+2 Wn

Wni1

e) Déduis de ce qui précede lim,,_, ;o o

2- Onpose: Yn € Ny, = (n + D)wyq X wy,.
a) Démontre que la suite (y,) est constante.
b) Déduis de ce qui précéde que : Vn €N, y, = .

wp )

c) Détermine lim,,_, ., nw?2 (On remarquera que : wy, 2 = —— X y, X —
n

n+1

d) Déduis de ce qui précéde que : lim,,_, , o, Vnw, =

s
K

3- On admet dans toute la suite du probléme que si une suite (a,) converge vers ¢ alors la suite (a,,)
converge aussi vers R.

a) Déduis de la question 2-c) de la partie IT la limite de la suite ( nw2, ).
(On remarquera que : wi, = %(anffn) ).
b) En utilisant la question 1-c) de la partie IT, démontre par récurrence que :

(2n)! T
Vn € N, WZTl = —ZZn(n!)Z E
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5 . * 1 e\ 1
c) Démontre que : Vn € N*,e'n = n! (Z) X =

d) En admettant que : vn € N*, etzn~2tn = g,/nwgn, détermine la limite de la suite (t,,).

21



SESSION NORMALE 2016 Série C

EXERCICE 1

On consideére la suite (u,) définie par :

vneN', u, = Inn+1)+Inn+2)+--+Inn+n) - nln(n).

n
1- Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

uy =2 (143) +(1+2) + - +m(1+2)].

2- a) Démontrer que pour tout entier naturel k telque 0 <k <n-—1,
k+1

1 k = k+1

—ln(1+—> sf In(x)dx <—1n(1+—>

n n 1+ n
n

(On pourra utiliser un encadrement de In(x) sur |'intervalle [1 +-,14 k+1] )

b) En déduire que pour tout entier naturel n non nul : u, — %ln(Z) < f1 In(x)dx < u,,.

3- Sachant que flzln(x)dx = 2In(2) — 1, déduire de ce qui précéde la limite de la suite (u,).

EXERCICE 2

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (0, €y, é,).L unité graphique est 2 cm.
1- On note ( &) I'ensemble des points M du plan d'affixe z(z = x + iy avec (x,y) € R?) tels que :
14zZ + 16i(z — 2) = z% + Z°.

Démontrer que M appartient a (C) si et seulement si :

3x2+4y? -8y =0.

2- a) Justifier que (C) est une ellipse. On note Q son centre.

b) Préciser les coordonnées de (.

c) Déterminer une équation de I'axe focal de (C).

d) On note 4,A",F et F ' les points d'affixes respectives

-2V3 23 V3 . V3 |
T+l,T+l,—?+l€T ?-l‘l.
Justifier que A et A’ sont les sommets de ( C') situés sur son axe focal.
Justifier que F et F ' sont les foyers de (C).
3- Construire I'ellipse (C).
4- On considére |'hyperbole (H) de foyers A et A’ et de sommets F et F .
a) Démontrer qu'une équation cartésienne de (H) dans le repere (Q,é,,¢é,) est :
3x2—y2=1
b) Tracer les asymptotes de (H).
c) Construire (H).

PROBLEME
Partie A
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, LD; 1T1=071I=2 cm.
On considére la fonction dérivable sur R* et définie par :

1

fx)=x—-4+ Zlnlxl

1- @) Calculer la limite de f en O .
b) Calculer les limites de f en +o et en —oo.
c) Démontrer que f est strictement croissante sur chacun des intervalles } — oo; —%[ et ]0; +oo[ et
strictement décroissante sur |'intervalle | — %; 0[.

d) Dresser le tableau de variation de f.
2- Démontrer que |'équation x € R, f(x) = 0 admet une unique solution a telle que 3 < a < 4.
3- Démontrer que :
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Vx €] — 00; 0[U]0; a, f(x) < O;

Vx €]a; +oof, f(x) > 0.

Partie B

On considére la fonction h dérivable sur R* et définie sur R par :

* 31 2 1 2
Vx € R*, h(x) =x+1—Ex —gx In |x|
h(0) = 1
1- a) Démontrer que h est dérivable en O .
b) Démontrer que : Vx € R*,h'(x) = xf G)
c) Démontrer en utilisant A — 3) que :

1
Vx €] — o0; O[U]O;E[,h'(x) > 0;

Vx E]é; +oo[, h'(x) < 0.
2- On note (T) la courbe représentative de la restriction de h a l'intervalle [—1;%] dans le plan muni du
repere (0,7,)).
a) Tracer la tangente (T) en son point d'abscisse O .
b) Construire la courbe (T ). (On prendra a = 3,6.)
3- A est un nombre réel appartenant a l'intervalle 10; 1].
a) En utilisant une intégration par parties, démontrer que :
fl x2In(x)dx = 1 + 1/13 — l/131n/1
A 99" 3
b) On note f(2) |'aire en centimetre carré de la partie du plan limitée par la courbe (I),
la droite de repere (0,7) et les droites d'équations x = 2 et x = 1.
Déduire de la question précédente que :

A —(125 w—22+ 255 1 1 /1) 2
W =35 367 Tt n))em

c) Calculer la limite de « (1) quand 2 tend vers O par valeurs supérieures.

Partie C

On se propose de calculer une valeur approchée de a a 0,01 pres.

1- Soit g la fonction dérivable sur |'intervalle 10, +oo[ et définie par: g(x) =4 — %ln(x).
a) Etudier les variations de g.

b) Démontrer que I'image de I'intervalle [3; 4] par g est contenue dans |'intervalle [3; 4].
c) Démontrer que « est I'unique solution de |'équation : x €]0; + o[, g(x) = x.

2- On considere la suite (u,) définie par :

Uy =3

{Vn € N' Upt1 = g(un)

a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,3 < u, < 4.

b) Démontrer que, pour tout entier naturel n, (u,, — @) et (u,,1 — @) sont de signes contraires.

c) Démontrer que, pour tout x élément de [3;4] on a: |g’ (x)| < 1—12

4 . . 1 . 1
En déduire que, pour tout entier naturel n, [u, o — Upiq| < 5 [Un+1 — Uyl puis que [upyq — uy| < o

d) Démontrer que pour tout entier naturel n, [u, — al < .

En déduire une valeur approchée de a a 0,01 preés.
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SESSION NORMALE 2015 Série C

EXERCICE 1
Dans un quartier d'affaires d'une ville, la Mairie a créé des parkings payants pour les véhicules. Le
prix du stationnement dans ces parkings est de 2000 F par jour. Par ailleurs le stationnement en tout
autre endroit est interdit et |'amende a payer liée a cette infraction est égale a 5000 F.
On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
Partie I
Pour encourager les automobilistes a utiliser ses parkings, la Mairie organise, dans le cadre d'une
promotion, une loterie. Cette loterie est constituée de dix tickets identiques disposés dans une urne
dont deux sont gagnants.
Chaque automobiliste qui désire se garer dans un des parkings, effectue le tirage d'un ticket, note le
résultat, le remet dans |'urne puis effectue le deuxieme tirage.

e Siles deux tickets tirés sont gagnants alors le client stationne gratuitement.

e Siun seul des deux tickets tirés est gagnant alors le client stationne a 1000 F.

e Siaucun des deux tickets tirés n'est gagnant alors le client stationne a 2000 F.
Un automobiliste se présente et effectue les deux tirages.

1. Calculer la probabilité de stationner gratuitement.

2. Justifier que la probabilité de payer la moitié du prix du stationnement est égale a %

3. Calculer la probabilité de payer au moins 1000 F pour le stationnement.
Partie IT
La probabilité pour un automobiliste d'étre interpellé par la Police Municipale pour stationnement
interdit et d'avoir alors a payer |'amende est égale a %.

Un automobiliste se gare n fois en stationnement interdit. Les risques d'amende sont indépendants
d'un stationnement interdit a I'autre.
1. a) Calculer la probabilité g,, de payer |'amende au plus une fois.
1

b) Démontrer que la probabilité B, qu'il paye au moins une fois I'amende est A, = 1 — .

c) Déterminer le plus petit entier naturel n pour que B, = 0,99.

2. Monsieur Riko, exergant dans ce quartier, paye en moyenne 4800 F pour trois jours de
stationnement par semaine dans les parkings payants. Il estime que les stationnements payants
lui reviennent trop chers et prend le risque de se garer en stationnement interdit trois fois
dans la semaine. Soit X la variable aléatoire qui prend pour valeur le montant total des amendes
qu'il peut payer dans la semaine.

a) Déterminer la loi de probabilité de X.
b) Monsieur Riko a-t-il intérét a se garer en stationnement interdit ?
Justifier la réponse.

EXERCICE 2
Partie I
Le plan est muni du repere orthonormé direct (0, e;,e,). L'unité graphique est 2 cm.
On note A, B et C les points d'affixes respectives 2i;v/3 + i et V3 + 2i.
1. a) Calculer le module et I'argument principal de j—‘B‘ ol z, et zg sont les affixes respectives des

points A et B.
b) En déduire que le triangle OAB est équilatéral.
2. Onnote P et Q les milieux respectifs des segments [0B] et [AB].
r est la rotation de centre J d'affixe i et d'angle g et t la translation de vecteur PQ.
On pose : f = tor.
a) Déterminer |I'image par f du point 0.
b) Démontrer que f est une rotation dont on donnera I'angle.
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c) Construire le centre K de f.
Partie IT
1. Soit M un point du plan d'affixe z. On pose : z = x + iy, ot x et y des nombres réels.
On note H le point d'affixe x + 3i.
Soit (T') I'ensemble des points M du plan tels que : 2|z| = |y — 3|.
MO 1

a) Démontrer que : M € (T) o=

b) Justifier que (T ) est une elhpse dont on précisera |'excentricité, un foyer et la directrice (D)

associée.

c) Démontrer que: M € (I = + (y+1) =1.

d) Préciser les coordonnées du cen'rr'e Q de (T') et les coordonnées des sommets de (I') dans le repére
(0,1, €).
e) Tracer ().
2. Soit (I') est I'image de (T ) par f.
a) Démontrer que (T ') est une ellipse d'excentricité %
b) Préciser un foyer et la directrice associée.

PROBLEME
Le plan est muni d'un repere orthonormé (0,1,]). L 'unité graphique est 10 cm.
On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
{f(x) =(e™* —Dlnxsix>0
f(0)=0
On note (€) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni du repeére (0,1,]).
On se propose dans ce probléme de trouver un encadrement de [ 01 f(x)dx.
Partie A
On considére les fonctions h et g dérivables et définies sur ]0; +oo[par :
h(x) =Inx+e*+1let gx) =xlnx +e* -1,
On admet qu'il existe un nombre réel a €]0; 1] tel que :
Vx €]0,a[,h(x) <0
Vx €]a,+oo[,h(x) >0
h(a) = 0
1. Calculer les limites de g en O et en + .
2. Justifier que: Vx €]0; +oo[, g’ (x) = h(x).
3. a) Etudier les variations de g sur |'intervalle ]0; +oo].
b) Dresser le tableau de variation de g.
4. a) Démontrer que |'équation : x €]0; +oo[, g(x) = 0 admet une solution unique S.
b) Justifier que : B €]0,3;0,4[.
c) Démontrer que :
vx €]0; B[, g(x) < 0;Vx €]f; +o[,g(x) > 0.
Partie B
1. Démontrer que f est continueenO .
2. Justifier que f est dérivableen O .
3. a) Calculer lim, ;o f(x).

b) Calculer lim,_, , o, fix)

c) Donner une interprétation graphique des résultats des limites des questions ) et b ).
4. Onadmet que f est dérivable sur ]0; +oo.
2

2)‘

a) Démontrer que : Vx €]0; +o [,f’(x) =

b) Déterminer les variations de f sur [0; +o.
c) Dresser le tableau de variation de f.
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5. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (8) au point d'abscisse 1.
b) Tracer ( 8) et (T) dans le plan muni du repere (0,1,]). On prendra g = 0,31.
Partie C
1. Sachant que:vx e R, e* >1+x.
a) Démontrer que : Vx €]0; +oo[, -1 < —e™* < —1 +x.
b) Démontrer que : Vx €]0; + [ l-x<e*<1l-x+ x;
2. Soit t un nombre réel appartenant a l'intervalle ]0; 1].
On pose :
vn € N, [, (t) = ftlxnlnxdx.
a) A I'aide d'une intégration par parties, calculer 1, (t).
b) Démontrer que :
vt €]0; 1], —L,(0) + 2 1,(8) < [, f(0)dx < —I;(D).
3. Onpose:S=[, f(x)dx.
a) Donner une interprétation géométrique de S.
b) On admet que : lim,_, [, f(x)dx = S.
Déterminer un encadrement de S.
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SESSION NORMALE 2014 Série C

EXERCICE 1

I

1- Démontrer qu'il existe un couple (a; b) d'entiers relatifs tel que : 45a — 16b = 1.

2- Soit |'équation (E) : 45x — 16y = 2 ou x et y sont des entiers relatifs.

a) Justifier que le couple (10;28) est une solution particuliere de (E).

IT.

b) Résoudre (E).

Deux navires A et B accostent régulierement et périodiquement dans un port pour décharger et
charger des marchandises.

Le navire A accoste tous les 90 jours et B accoste tous les 32 jours.

Le navire A accoste un jour ], au port et quatre jours plus tard, B accoste au port a son tour.
On note J; le jour de la prochaine entrée simultanée des deux navires au port.

1- Soient u et v le nombre d'entrées au port effectuées respectivement par A et B entre ], et J; (J,
non compris).

Démontrer que le couple (u; v) est une solution de (E).

2- Déterminer le couple (u;v).

3- Calculer le nombre de jours qui s'écoulent entre J, et J; (], hon compris).

EXERCICE 2

L'unité de longueur est le centimétre.

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC rectangle en A tel que :

Mes (AB,AC) = —Zet Mes (CA,CB) = - .

I

1- On considere la similitude directe S qui transforme A en B et C en A.

a) Faire une figure en prenant AC = 7. (On completera la figure au fur et d mesure.)
b) Justifier que S n'est pas une translation.

c) Justifier que I'angle de la similitude directe S est —~.

d) Déterminer le rapport de S.

2- On note Q le centre de S.

a) Démontrer que Q appartient aux cercles (C') et (¢ ) de diamétres respectifs [AB] et [AC].

b) Justifier que Q1 est le projeté orthogonal de 4 sur la droite (BC).

3- Soit (A) une droite passant par A et ne passant pas par Q.

(D) est la perpendiculaire a (A) passant par C. On appelle B" et C' les projetés orthogonaux respectifs
deBet Csur(A).

a) Déterminer les images respectives de (D) et (A) par S.

b) En déduire I'image du point C * par S.

c) Déduire de ce qui précede que le cercle de diamétre [B'C’] passe par un point fixe lorsque la droite
(A) varie. Préciser ce point fixe.

IT.

1- Placer le point I de la demi-droite [AC) tel que : AB = Al

2- Le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (4; Al, AB).

a) Démontrer que |'affixe du point C est V3.

b) Soit M un point d'affixe z et M’ le point d'affixe z', image de M par S.

Justifier que : z' = —i?z + 1.

c) Déterminer |'affixe du centre Q de S.

3- a) Déterminer |'ensemble (I') des points M d'affixe z tel que |z'| = 1.

b) Tracer ().
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PROBLEME

Le plan est muni d'un repere orthonormé (0, 1,]). L'unité graphique est égale a 2 cm.
Partie A

Soit f la fonction dérivable sur |'intervalle 10; +oo[ et définie sur [0; +oo[ par :

f(x) =x*(1—2Inx),six >0

f) =0

On note (C) sa représentation graphique dans le plan muni du repere (0,1,]).

1- Démontrer que f est continue en O .

2- Justifier que la courbe ( C ) admet en son point d'abscisse O , une tangente horizontale.

3- a) Calculer lim,_,, f(x) et lim,_, ?

b) Interpréter graphiquement les résultats de la question 3-a).
4- a) Démontrer que pour tout x élément de |'intervalle 0; +oo[, f'(x) = —4xInx.
b) Etudier les variations de f sur [0; 400 [, puis dresser son tableau de variation.
c) Calculer (Ve ) et justifier que :
{Vx €[0,Ve]0< f(x) <1
Vx €]Ve, +oo[, f(x) <0

5- a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (Cp) en son point d'abscisse Ve.
b) Tracer (T ) et (C).
Partie B
a est un élément de ]0;ve[U]e; +o[ et x est un nombre réel strictement positif.
Onpose : S = f‘ff(t)dt.

. . . . . x3 (5 a3 (5
1- A I'aide d'une intégration par parties, démontrer que : S == (5 —2In x) -5 (5 —2In a).

2. On note A°(a) |'aire en cm? de la partie du plan limitée par ( ®.) et les droites d'équations :

y=0,x=aetx=+.
a) Démontrer que : A(a) = <4fff(t)dt> cm?.
(On distinguera les cas a < e et >+/e )
b) On suppose dans cette question que a < +e.
Calculer la limite de A lorsque a tend vers O . (On admettra que cette limite est |'aire en cm? de la
partie du plan limitée par la courbe (?) et les droites d'équations x = 0,x = e et y = 0.)
¢) On suppose dans cette question que a > Ve.
Déterminer la valeur de a pour laquelle t(a) = (g e\/E) cm?,
3- Déduire de ce qui précede que I'aire en cm? de la partie du plan comprise entre la courbe ( € ), la
droite (OI) et les droites d'équations x = 0 et x = ec est égale a: %e\/E.
Partie C
n est un entier naturel.

1-n

fu(x) = x*(n—2In x)e% si

Soit f, la fonction dérivable sur I'intervalle [0,+o[ et définie par : {
fn(0) = 0.

x>0
On note (C,) la représentation graphique de f;, dans le plan muni du repere (O, 1,]).

1- Démontrer que (C,) est |'image de (C;) par |'homothétie de centre O et de rapport ¢’z On
remarquera que : (C;) = (C?).
2- a) Construire la courbe ( G, ) et ses tangentes aux points d'abscisses respectives O et e.
b) Déterminer en cm?, I'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C,), les droites (OI), (OJ) et
la droite d'équation x = e.
3- Déterminer I'aire en cm? de la partie du plan comprise entre la courbe (C,), la droite (OI) et les

4

droites d'équations x = 0 et x = e3.
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SESSION NORMALE 2013 Série C

EXERCICE 1 (5 points)
a est un nombre réel strictement positif et différent de 1. On considére la fonction f dérivable sur
R* et définie par : f(x) = V1 + ax?.
On admettra que f est strictement croissante sur R*.
Soit la suite (u,) définie par :

Uy =20

{VTL EN,upp1 = f(uy)
1- On suppose que : 0 < a < 1.
a) Démontrer par récurrence que :
i) pour tout n élément de N, 0 < u,, < \/%"
ii) la suite (u,) est croissante.
b) Démontrer que la suite (u,) est convergente puis déterminer sa limite.
2- On suppose que : a > 1.
Soit la suite (v,) définie par :
Vp = (Uns1)? — (uy)? pour tout entier naturel n.
a) Démontrer que (v,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier terme.
b) En déduire que :

vn €N, (Ups1)? — (uy)? =d™.

c)Onpose:Sy=1etS,=1+a+a%+--..+a" !, pour n € N*.
1-d"
1-a

Justifier que : S, =
d) En déduire que :
vneNu, = \/S_n

EXERCICE 2 (5 points)
Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (0;e;,e;), d'unité 1 cm, on considére les points
A(—1;0) et I1(4;0).
On note (E) |'ellipse de centre I dont un sommet est 4 et un foyer est le point 0.
1- a) Déterminer les coordonnées des trois autres sommets de (E) dans le repére (0;e7, ey).
b) Justifier que |'excentricité de (E) est égale a %.
c) Donner une équation de la directrice (D) de I'ellipse (E) associée au foyer O dans le repere
(0; €1, e3).

2. a) Démonter qu'une équation de (E) dans le repere (0; ¢, e,) est :

(x-4* y*

-1
25 +9

b) Construire (E).

3- On considere |'équation :

(Ep):z € C,z?> —2(4 + 5cosa)z + (4cosa + 5)% = 0 avec a € [0; 7].

a) Justifier que le discriminant de (E,) est : A = (6isin@)?.

b) Résoudre |'équation (E,).

On notera z; la solution dont la partie imaginaire est strictement positive et z, I'autre solution.
¢) On note M, le point d'affixe z; et M, le point d'affixe z, dans le repére (0;e;,e;).
Démontrer que M; et M, appartiennent a (E) lorsque a décrit |'intervalle [0; 7t].

PROBLEME (10 points)
Partie A.
Inx

On considére la fonction dérivable sur ]0,+o[ et définie par : f(x) = —
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthogonal (0,1,] ).
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Unités: 0l =2 cmet ] =4 cm.

I- Soit la fonction u dérivable sur 10, +[ et définie par : u(x) = 1+ x% — 2x%Inx.
1- Calculer lim,_ u(x) et lim,_ ;o u(x).

2- a) Etudier les variations de u sur ]0; +oo[ puis dresser son tableau de variation.
b) Démontrer que |'équation :

(E) : x €]0; + o[, u(x) = 0 admet une solution unique «.

c) Démontrer que : 1,89 < a < 1,9.

IT-

% €10, .
d) Justifier que : si x €]0,a[ alors u(x) > .
si x € [a,+oo[ alors u(x) <0

1- Calculer lim,_,, f(x) et lim,_, o f ().

2- a) Démontrer que pour tout x élément de ]0; +o [,f’(—x) =
b) [?émom‘rer que f(a) = ;7

c¢) Etudier les variations de f sur ]0; 4+oo[ puis dresser le tableau de variation de f.

3- a) Déterminer les coordonnées du point d'intersection de () et (OI.

b) Déterminer suivant les valeurs de x, le signe de f(x) pour tout x élément de ]0, +ool.
4- Tracer (C) dans le plan muni du repere (0;1,)).

Partie B.

On note F la fonction dérivable sur ]0; +oo[ et définie par: F(x) = [
1- a) Déterminer le signe de F sur ]0; +oo].

b) Calculer F'(x) pour tout nombre réel x elément de ]0; +ool.

2- On note ¢ la bijection réciproque de la fonction tangente sur [0;% [

u(x)
x(1+x2)2°

X Int
1 1+¢2

dt.

a) Démontrer que pour tout x élément de [0; +00 [ @'(x) =
)
x . Démontrer que h est continue en O .

1+x2°
Vx €]0, +o0], h(x) =
h(0) = 1

3- a) Démontrer, a l'aide d'une intégration par parties, que :

, F(x) = p(x)Inx — fx h(t)dt.
1

b) En utilisant la question 2-b) de la partie B, démontrer que : lim,_,@(x)Inx = 0.
4- On admettra que F est prolongeable par continuité en O et que : Vx €]0; + [ F(x) =F G) Soit G le

b) Soit h la fonction définie par : {

Vx €]0; +oo

prolongement par continuité de F en O . On pose G(0) = #(£ € R).

Vx €]0, +oo[,G(x) = F(x)

G0) =2 .

On désigne par (') sa courbe représentative dans le repére (0;1,)).

a) Démontrer que : lim,_,, ., G(x) = 4.

b) Etudier les variations de G sur [0; +oo[ puis dresser son tableau de variation.
5- On pose :

G est définie par : {

n
(=D 1 1 GO
V E N, = —_— e —_—
nER o L @k+1? 123 Tt 2

On admet que : [£ — v, | <
a) Justifier que : v, = %

b) Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : ﬁ < 25.1073.

1
(2n+3)2

c) En déduire une valeur approchée de ¢ a 25.1073 prés.
d) Donner |'allure de (I') dans le plan muni du repére (0,1,]).
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SESSION NORMALE 2012 Série C

EXERCICE 1
L'ARETTI est une association au sein de laquelle les hommes sont plus hombreux que les femmes. Les
cotisations mensuelles sont de 900 F CFA pour les hommes et de 700 F CFA pour les femmes.
Pour sa féte annuelle, le parrain de I' ARETI désire of frir des tee-shirts aux hommes et des pagnes
aux femmes. Malheureusement, il ne conndit pas le nombre de femmes et d'hommes de cette
association. Cependant, il sait que les cotisations de tous les membres s'élévent a 20000 F CFA.
L'objectif de cet exercice est de déterminer le nombre d'hommes et de femmes de cette
association.

1. On considére |'équation (E): (x;y) € ZxZ,9x + 7y = 1.
a) Soit (x; y) un couple solution de (E). Démontrer que 2x = 1[7].
b) Résoudre dans Z |'équation 2x = 1[7].
c) En déduire que |'ensemble des solutions de (E) est {(4 + 7k; —5 — 9k), k € Z}.

2. Résoudre I'équation (E '): (x;y) € ZxZ,9x + 7y = 200.

3. En déduire le nombre d'hommes et de femmes de cette association.

EXERCICE 2
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0, e, e,) tel que |lell = lle;ll = 2 cm.
K est le point de coordonnées (—1;0).
Soit (T) I'ensemble des points M du plan de coordonnées (x;y) vérifiant:
3x2+4y2+6x—9=0
1. Justifier que (') est une ellipse.
2. Onnote:
e F'etF les foyers de (I);
e A'et Ales sommets de (') situés sur |'axe focal.
L'abscisse de A' est négative. B ' et B sont les autres sommets de |'ellipse.
a) Justifier que les coordonnées respectives de F et F' dans le repere (0, e7,e;) sont (0;
0)et (—2;0).
b) Déterminer les coordonnées de A', A, B et B’ dans le repére (0,e5,e;).
c) Construire (I') dans le plan muni du repére (0, e;, e).
3. Soit M un point quelconque de (T).
a) Construire le point N tel que KMN soit un triangle rectangle isocéle en N de sens indirect puis,
construire le point P symétrique de K par rapport a N.
b) Justifier que P est I'image de M par une similitude directe S de centre K dont on précisera le
rapport et |'angle.
c¢) On admettra que I'image d'une conique par une similitude directe est une conique de méme nature.
Déterminer et construire |'ensemble (C) des points P lorsque M décrit (I).
4. z est |'affixe d'un point quelconque du plan et z * I'affixe du point M' |'image de M par S.
a) Démontrer que |'écriture complexe de la similitude directe S est z’' = (1 — i)z —i;
b) On note G' et G les images respectives par S des foyers F' et F de (I).
Déterminer les coordonnées des points G ' et G dans le repére (0,e7,e;).
c) Démontrer qu'une équation de (C) dans le repére (0,¢e;,e;) est :
7x%+7y% 4+ 2xy + 14x+ 2y — 41 =0.

PROBLEME
Soit (uy) la suite définie, pour tout entier naturel r; non nul, par : u, = g

Le but de ce probléme est de déterminer la limite de la suite (u,)ney.
PARTIE A
Soit f la fonction dérivable sur ]0; +oo[ et définie par : f(x) = §x3 - % —Inx.
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On désigne par (c) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1 ]).
Unité graphique : 2 cm
1. a) Démontrer que la droite (OJ) est un asymptote a la courbe (c).
b) Calculer lim,_, ;o f(x) puis limy_ ;o —= %) ( ) et interpréter graphiquement ces résultats.
2. a) Calculer f'(x) pour tout x elemen‘r de ]0; +oo.
b) En déduire les variations de f.
c) Dresser le tableau de variation de f.
3. Construire (c) dans le repere ( 0,1,)).
PARTIE B
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. A l'aide d'une intégration par parties, calculer J1In(t)dt.
2. Onpose A, = [1 f(t)d.

a) Interpréter gr‘aphiquemenf Ap.
b) Vérifier que 4, => - 2 - — 2@

c) Calculer hmn_)mAn.
3.a) Soit k un entier naturel telque 1 <k <n-—1.

Démontrer que: Vt € [k k+1] —f (k+1) f?f(t)dt < %f (%)

b) En déduire que: '

1 2 3 n 1 1 2 n—1

GG Qs a2 (G) s ()4 ()]
4. Onpose: S, = %[f (%) + f(%) + et f(%)]

a) Démontrer que: 4, < S, <A, + %f (%)

b) En déduire que : lim, ;. S, = %
PARTIE C
1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,

P4+23 440 = [Mr

2.a) Justifier que pour tout entier naturel non nul n, ln( ) + ln( ) + et ln( ) In (n,'l)

b) En déduire que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 2 , S, = ——[n(n + 1)]* —~1In (ni;) - %
c) En déduire que : limy 400~ LIn (n,'l) =-1

3.a) Justifier que pour tout entier naturel non nul n, In(u,) = —ln( ')

n

b) En déduire la limite de la suite (1) en .
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SESSION NORMALE 2011 Série C

EXERCICE 1

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0;e,, e;).

A tout point M d'affixe z, on fait correspondre le point M' d'affixe z’ telle que z' = z% — 4z.
1- Calculer les coordonnées (x';y') du point M’ en fonction des coordonnées (x; y) du point M.
2- a) Démontrer que |'ensemble (H) des points M du plan tels que z' soit un nombre imaginaire pur est
une hyperbole.

b) Préciser dans le repere ( O; ey, e;), les coordonnées du centre (1, celles des sommets et les
équations des asymptotes de (H).

c) Construire (H).

3- Soit P le point d'affixe —g— 2i.

Déterminer les points M du plan tels que le quadrilatére 0'M’'P soit un parallélogramme.

EXERCICE 2
Un livreur de pain qui fait son service a moto, doit servir tous les jours un client a 20 heures précises.
La livraison de pain chez ce client est indépendante d'un jour a |'autre.
Habituellement, le livreur met 10 minutes de la boulangerie au domicile de ce client ; mais la mairie a
fait installer sur son trajet deux feux tricolores non synchronisés et indépendants.

e S'ilarrive a un feu orange, il s'arréte 60 secondes et repart.

e S'ilarrive a un feu rouge, il s'arréte 30 secondes et repart.
Pour chaque feu :

e la probabilité d'étre vert a l'arrivée du livreur est %:

ofe 7’ A N 1 . /7 . 1
* laprobabilite d'etre orange a I'arrivée du livreur est .

On note X la variable aléatoire égale au temps mis en minutes par le livreur pour arriver au domicile du
client.

1- a) Justifier que |'ensemble des valeurs prises par X est {10;10,5;11;11,5;12}.

b) Justifier que P(X = 11) = %.
c) Déterminer la loi de probabilité de X.

2- Calculer |'espérance mathématique de X. Interpréter ce résultat.

3- Le livreur part d 19 h49 min de la boulangerie.

a) Calculer la probabilité qu'il arrive a 20 heures précises chez le client.

b) Calculer la probabilité qu'il arrive en retard chez le client.

4- Pour cette question, on donnera |'arrondi d'ordre 3 de chaque résultat.

a) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 20 heures précises au
cours d'une semaine.

b) Calculer la probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 20 heures précises au cours

d'une semaine.

PROBLEME
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,1,]). L'unité graphique est 2 cm.
Soit k un nombre réel non nul.
On considére la fonction f; dérivable sur R et définie par :
Fio(x) = (2 + 4k)e "3k — x
On note ( & ) la courbe représentative de la fonction f;.
Le but du probléme est d'étudier les fonctions f;, de construire la courbe (Z; ) et de donner un
programme de construction de la courbe ( By, ) pour k différent de 1.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.
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Soit h la fonction numérique dérivable sur R et définie par: h(x) = x + ez,

1- Etudier le sens de variations de h.

2- Calculer les limites de h en —o et en +oo.

3- a) Démontrer que |'équation h(x) = 0 admet dans R une solution unique a tel que : —0,71 < a <
—-0,70

b) En déduire que : Vx €] — o; a[, h(x) < 0; Vx €]a; +oo[, h(x) > 0.

Partie B : Etude de la fonction fi-

Pour tout nombre réel x: f;(x) = (2x + 4)e'§ - X.
1- a) Démontrer que fi(a) = -2 —a — 2.

b) En déduire un encadrement de f; () d'amplitude 0,1 .

2- a) Pour tout réel x, calculer f{(x) et démontrer que f/(x) = —h(x)e‘f.
b) En déduire les variations de f;.

3- a) Calculer la limite quand x tend vers —co de f; (x), puis la limite quand x tend vers —co de A()

X
Interpréter graphiquement ces résultats.
b) Calculer la limite quand x tend vers + de f; (x).
c) Démontrer que la droite (D) d'équation y = —x est une asymptote a ( €; ) en +oo.
4 q) Dresser le tableau de variation de f;.
b) Construire la droite (D) et la courbe (C,) dans le plan muni du repére (O,1,]).
5- a) A I'aide d'une intégration par parties, calculer pour tout nombre réel x :

x =t
I1(x) =J;) (2t +4)ez2dt

b) En déduire en cm? I'aire A, de la partie du plan limitée par :
e lacourbe (Z;);
e ladroite (D):
e ladroite (OTI) et la droite d'équation x = 2.

Partie ¢ : Etude de la fonction fr-

1- a) Démontrer que pour tout nombre réel x :

1 x
fl() = —h (Ex) e 7R
b) En utilisant la partie A, étudier les variations de f; suivant le signe de k.
c) Vérifier que fi (ka) = kfi(a).
d) Dresser le tableau de variation de f, suivant le signe de k.
(On ne demande pas de calculer les limites de f; )
2- a) Démontrer que ( & ) est I'image de (&;) par |'homothétie de centre O et de rapport k.

b) En déduire la construction de (S_l ) dans le méme repére que (2, ).
2

3- On note Ay I'aire de la partie du plan limitée par :
e lacourbe (&)
e ladroite (D) ;
e ladroite (OI) et la droite d'équation x = 2k.
Déterminer en cm?A,, en fonction de k.
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SESSION NORMALE 2010 Série C

EXERCICE 1 :

On se propose d'étudier la suite (U,) de nombres réels, définie par : U; = 1 + é et pour tout entier

naturel non nul n,U,,; = (1 + L) U,.

entl

Dans cet exercice, on admettra que pour tout nombre réel t strictement positif, ona:
2

t
t—?<ln(1+t) <t Q)
Soit f la fonction humérique dérivable sur R et définie par : f(x) = In(1 + e™*).
1- En utilisant I'inégalité (1), justifier que :
—-2x
Vx ER,e”™* —eT <f(x)<e™.
2- Démontrer que la suite (U,) est strictement croissante.
3- Démontrer par récurrence que :
vn e N, In(Uy) = f(D)+f(2) + -+ f().
1 1 1 1 1

4- 9” pose : ay, =;+e—2+"'+e—n€1' bn :e—2+e—4+"'+
a) A I'aide des questions 1) et 3), démontrer que :

1
e2n’

a, — %bn <In(U,) < a,.
1-e™
e-1 '
c) Démontrer que la suite (U,) est majorée.
En déduire que la suite (U,) est convergente.
d) On note ¢ la limite de la suite (U,,).

e 2e+1 1 . s . P \ \
Démontrer que iy SIn¢ <= puisen déduire une valeur approchée de ¢ a 0,1 pres.

b) Justifier que : vn € N*,a,, =

EXERCICE 2
Un jeu consiste a lancer trois fois un dé cubique équilibré a 6 faces, numérotées de 1d 6 et on note
successivement les chiffres obtenus sur la face supérieure :
1- Démontrer que la probabilité d'obtenir 3 chiffres identiques est 3—16
2- Calculer la probabilité d'obtenir 3 chiffres dont la somme est égale’ a 6.
3- Démontrer que la probabilité d'obtenir exactement deux chiffres identiques est 1—52
4- Le droit de participation au jeu est de 3000 francs.
o sile joueur obtient 3 chiffres identiques, il regoit 5000 francs ;
e s'il obtient 3 chiffres deux a deux distincts, il recoit 3000 francs;
e <'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne regoit rien.

Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique d'un joueur au cours d'une partie. On appelle gain
algébrique d'un joueur la différence entre ce qu'il regoit et sa mise :

a) Déterminer les valeurs prises par X.

b) Déterminer la loi de probabilité de X.

c) Déterminer le gain moyen d'un joueur au cours d'une partie. Le jeu est-il équitable?

PROBLEME
Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (0,1,]). L'unité graphique est le centimeétre.
Partie A
Soient f et g les fonctions numériques dérivables sur R et définies pour tout réel x par :
1 1
—_(_ 2 — _(_gy_ 2
F(x) _3( 5x + 4y/x2 + 15) et g(x) 3( 5x — 4y/x? +15)

On note (C) et (C') les courbes représentatives des fonctions f et g.
1- a) Calculer les limites de f en —w et en +oo,
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b) Démontrer que la droite (A ) d'équationy = —éx est une asymptote a (C) en +oo.

c) Justifier que la courbe (C) est au-dessus de la droite (A).

Dans la suite du probleme, on admettra que la droite (A’) d'équation y = —3x est une asymptote a (C)
en —o et que la courbe (C) est au-dessus de la droite (A).

2- a) Calculer f'(x) pour tout réel x.

b) Démontrer que f est strictement décroissante sur R, puis dresser son tableau de variation.

3- Déterminer les points d'intersection de la courbe (C) avec les droites (OI) et (OJ).

4- a) Construire (A), (A") et la courbe (C) dans le plan muni du repere (0,1,].

b) Démontrer que la courbe ( C' ) est I'image de la courbe (C) par la symétrie de centre O.

c) Construire la courbe ( ') dans le méme repére que (C).

Partie B

Dans cette partie, on admettra que I'image d'une hyperbole (H) de foyers F et F ', de sommets A et A’
par une similitude directe s, est une hyperbole (H') de foyer s(F) et s(F"), de sommets s(A) et s(A").
On note (H) la courbe d'équation : 3x% + 3y2 + 10xy — 80 = 0.

1- Démontrer que (H) = (C) U (C").

2- Soit s la similitude directe de centre 0, de rapport ‘/77 et d'angle —E.

Soit x,x',y et y' des nombres réels. Pour tout point M du plan d'affixe z = x + iy, on note M’ le point
d'affixe z' = x' + iy’ tel que M’ = s(M).

a) Déterminer |I'écriture complexe de s.

b) Justifier que x' = %(x +y)ety' = %(—x + ).

¢) En déduire que M appartient a (H) si et seulement si M' appartient a la courbe (T') d'équation

4x? — y? = 20.

3- a) Justifier que (T ) est une hyperbole puis déterminer les coordonnées de ses foyers et de ses
sommets.

b) Déterminer |'excentricité de (T ).

c) Construire (I') et ses asymptotes dans le méme repére que (H). (On utilisera deux couleurs
differentes pour (H) et (I) ).

4- Déduire des questions précédentes que (H) est une hyperbole dont on précisera les foyers et les
sommets.
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SESSION NORMALE 2009 Série C

EXERCICE 1
On pose: a = \/E(cos% + ising), b= \/E(cos% + isin%), c= \/f(cosg + ising).
Partie A

1. Exprimer a® b® et c® sous forme algébrique.

2. En déduire une solution de |'équation (E):z € C,z® = —8i.

3. Soitj=—2+12
a) Vérifier que j3 =1
b) Démontrer que jb et j2 b sont aussi des solutions de (E).
c) En déduire toutes les solutions de (E). Les écrire sous forme algébrique.
Partie B
1. Résoudre dans Z le systeme :
{x = 0[6]
x = 3[4]

2. Déterminer tous les entiers naturels n vérifiant a la fois les deux propositions suivantes :
e a" est un nombre réel
e D" est un imaginaire pur.

EXERCICE 2

0AB est un triangle rectangle isocéle en 0 tel que Mes(04,0B) =~

On désigne par I le milieu du segment [AB], par(C) le cercle de centre O et de rayon 0OA et par (T) le
cercle de diamétre [AB].
Le point D est |'intersection du cercle (C) et de la demi-droite [ 10 ).
On note J le point d'intersection de la demi-droite [DB) et du cercle (T).

1. a. Faire une figure.
b. Justifier que Mes(DA,DB) = ~.
c. Démontrer que le triangle DAJ est rectangle isocele en | et de sens direct. Démontrer que la droite
(OJ) est la médiatrice du segment [AD].

2. Soit S la similitude directe de centre A telle que S(I) = 0.
a. Déterminer le rapport k et I'angle 6 de S.
b. Soit H le milieu du segment [JA] et K le point d'intersection de la droite (OJ) avec la droite (AD).
Démontrer que S(H) = K
c. Déterminer la mesure principale de 'angle orienté (KI,KJ

3. Déterminer |'image du cercle (T) par S.

PROBLEME

On considére la fonction f dérivable sur |'intervalle ]0; +oo[ et définie par : f(x) = %x -1+

(C) est la représentation graphique de f dans le repére orthonormé (0,1,]).

Unité graphique 2 cm.

Partie A

On considére la fonction u dérivable sur |'intervalle 10; +« [ et définie par : u(x) = x? + 4 — 4lnx
1. Etudier les variations de U.
2. Justifier que: Vx €]0; +oo[, u(x) > 0

2lnx

X

Partie B
1. Calculer la limite de f en O et interpréter graphiquement le résultat.
2. a. Calculer la limite de f en +oo.
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b. Démontrer que la droite (D) d'équation y = %x — 1 est asymptote a (C) en +«.
3. a. Vérifier que: Vx €]0; + [,f’(x) = %’?

b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
4. a. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution a tel que 1 < a <e.

b. Déterminer une valeur approchée a 107! pres de a.
5. a. Démontrer qu'il existe un point unique A de (C) ol la tangente (T) est paralléle d la droite

(D).

b. Donner les coordonnées du point A.

a. Etudier la position relative de (D) par rapport a (C).

b. Construire (T), (D) et (C).

Partie C

g . -~ T . e™ 2Int
On considére la suite numérique (a,) définie pour tout entier n > 1 par: a, = [ jn1 ——

dt
t
1. a. Hachurer sur le graphique le domaine du plan dont I'aire en unité d'aire est égale a a,
b. Interpréter graphiquement le nombre a,.
c. Calculer a,, puis étudier la convergence de la suite (a,).
2. Justifier que: a; + a, + ag + -+ + a, = n?.
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SESSION NORMALE 2008 Série C

EXERCICE 1
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct. On désigne par G le barycentre des points pondérés
(4;1),(B; 1) et (C; -1). Pour la figure prendre comme unité de longueur le centimetre et AB = 6. Cette
figure sera complétée au fur et a mesure.
1. Démontrer que le quadrilatére ACBG est un losange.
2. a) On appelle 0 le centre du losangeACBG. E est le symétrique de O par rapport a B. Le point F
est limage de O par la translation de vecteur CB. Construire les points E et F.
b) Démontrer que F est |'image de G par la translation de vecteur BE.
3. Onnote:t=tzzotsp
a) Déterminer les images des points A et C part.
b) K est I'image de B par t. Démontrer que le point K appartient a la droite (GF). Construire K.
c) Déterminer |'image du triangle ABC par t.
4. Onnote: f =to s, ol 5S¢y est la symétrie orthogonale d'axe (0C).
a) Déterminer |'image du triangle ABC par f.
b) Démontrer que f est une symétrie glissée.
¢) Soit sy la symétrie orthogonale d'axe (BF). Démontrer que: soc) = tzg © Sar)
d) En déduire les éléments caractéristiques de f.

EXERCICE 2
On considére |'équation ( E ) définie par : (x,y) € Z?,35x — 27y = 2.
1. a) Utiliser I'algorithme d'Euclide pour calculer le pgcd de 35 et 27.
b) En déduire une solution de I'équation (E'): (x,y) € Z?%,35x — 27y = 1.
2. a) Vérifier que (—20,—26) est une solution de (E).
b) Démontrer que les solutions de (E) sont les couples (x,y) d'entiers relatifs vérifiant:
x =27k — 20 et y = 35k — 26 ou k est un entier relatif.
Les habitants d'un village adorent deux génies protecteurs N'Gouan et Moayé. Le génie N'Gouan est
adoré tous les 140 jours et le génie Moayé tous les 108 jours. Les jours ot les cultes coincident sont
considérés comme des jours de grdce appelés " jour des génies"
Un matin, le village a adoré le génie Moayé.
Déterminer le nombre de jours qui séparent ce matin-la du prochain a jour des génies " sachant qu'ils
avaient adoré le génie N'Gouan 8 jours auparavant.

PROBLEME

On considére la fonction f, dérivable sur ]0; + [ et définie sur [0; +oo[ par: f(x) = =1+ xlnx six # 0
et et f(0) = —1.

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére orthonormé (0,1,)). L'unité
graphique est 5 cm.

Partie A

1. a) Justifier que f est continue O .
f)+1
X
2. a) Déterminer la limite de f en +oo.

b) Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

3. a) Démontrer que |'équation f(x) = 0 admet une solution unique s comprise entre 1,7 et 1,8 .
Pour la suite on prendra 1,8 pour valeur approchée de s.
b) Justifier que :

b) Calculer lim,_,, . Interpréter graphiquement le resuitat.

Vx € [0;s[, f(x) <0;
Vx €]s; +oof, f(x) > 0.
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4. a) Justifier que (€) admet une branche parabolique de direction (OJ) en +co.
b) Tracer (C).
¢) A |'aide d'une intégration par parties, calculer en fonction de s I'intégrale I = flsf(x)dx.
d) En déduire une valeur approchée a 1072 prés de |'aire a 4 s ) en cm? de la partie du plan
délimitée par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x = 1 et

X =S.
Partie B
On considere la fonction g, dérivabie sur ]é; +oo[ et définie par: g(x) = 1:-;;'

1. a) Démontrer que: Vx E]%; +oo[,g(x) =x © f(x) = 0.
b) En déduire le nombre de solutions de |'équation g(x) = x et leur valeur.
7/ 7/ rd 4 1. 1 !
2. a) Démontrer que, pour tout nombre réel x élément de |'intervalle ] ~;too [,g (x) = x(1f+(+n)x)2
b) Justifier que g est strictement croissante sur |'intervalle [s, 2].
3. Démontrer que : g([s,2]) < [s,2].

4. a) Démontrer que : Vx € [1, +oo[

<
(1+Inx)2
b) Démontrer que pour tout réel x élément de [5,2],
En déduire que: vx € [s,2],1g' (x)| < 0,3.

fx)

X

<If@)

On considére la suite (Uy) _ définie par : Us; = 2 ef, pour entier natureln, Uy, = g{Up}.

5. A l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n, U, € [s, 2].
6. a) Utiliser |'inégalité des accroissements finis pour justifier que: Vvn € N, U,y —s| < 0,3 X
Uy, — s|.

b) En déduire que: Vn € N, |U, — s| < (03)

2

7. a) Justifier que U, converge vers s.
b) A partir de quelle valeur de n, U,, est une valeur approchée de s a 10~* prés ?
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SESSION NORMALE 2007 Série C

EXERCICE 1
Dans une ville de Céte d'Ivoire, un sondage a permis de constater que 30% de la population sont
gauchers et que 70% sont droitiers.
(Les résultats seront des arrondis d'ordre 4).
1. Justifier que dans un groupe de 6 personnes choisies au hasard dans cette ville, la probabilité
pour qu'il y ait un seul gaucher est égale a 0,3025 .
2. Calculer la probabilité pour qu'un groupe de 3 personnes choisies au hasard dans cette ville
contienne:
a. exactement 2 gauchers;
b. au moins un gaucher.
3. Un atelier de couture de cette ville est équipé de 5 paires de ciseaux pour droitiers et de 2
paires de ciseaux pour gauchers. Cet atelier vient de recevoir 6 stagiaires.
Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de stagiaires de |'atelier pouvant trouver
une paire de ciseaux a sa convenance.
a. Déterminer les valeurs prises par X.
b. Justifier que la probabilité pour que X prenne la valeur 2 est égale a 0,0007 .
c. Calculer la probabilité pour que X prenne la valeur 6 .

EXERCICE 2
On considére le triangle ABC rectangle en B tel que AB = 5 cm et Mes(4B; AC) = =

3

Soit E le milieu du segment [AC].

1. a. Construire le triangle ABC.
b. Démontrer qu'il existe une rotation r transformant B en C et AenE.
c. Déterminer I'angle de la rotation .
d. Construire son centre O.

2. Soit S la similitude directe de centre 0 qui transforme B en E.
Soit ] le centre du cercle circonscrit au triangle OAE.
a. Déterminer I'angle et le rapport de S.
b. Démontrer que S(A) =J.

3. Soit k un nombre réel non nul, M et M’ deux points du plan tels que AM = kAB et EM’ = kEC
a. Construire les points M et M' pour k = >

b. Démontrer que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs (k—1)
et (-k).
c. Démontrer que r(M) = M’ et en déduire que le triangle OMM ' est équilatéral.
d. Démontrer que les points 0,4, M et M ' sont cocycliques.
4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM'.
a. Démontrer que S(M) = N.
b. Déterminer |'ensemble des points N lorsque M décrit la droite (4B).

PROBLEME
On considére la fonction numérique f dérivable et définie sur |'intervalle ] — 1; 1[ par : f(x) =

%ln Gt—i) On note (C) la courbe représentative de f dans le repére orthonormé (0;1;]). Unité
graphique 2 cm.
Partie A
1. Calculer les limitesde fen-letenl.
Interpréter graphiquement les résultats obtenus.

2. a.Démontrer que : Vx €] —1;1 [,f’(x) =1

1-x2
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b. En déduire le tableau de variation de f.
c. Déterminer une équation de la droite (T), fangente a (C) au point d'abscisse O .
3. Soit g la fonction de R vers R définie par: g(x) = f(x) — x
a. Déterminer le sens de variation de g.
b. Calculer g(0) et en déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
c. Déterminer la position de (C) par rapport a (7).
4. Construire, dans le méme repere, (C) et (T).
5. a. Démontrer que f est une bijection de ] — 1;1[ sur R.
b. On désigne par f~*, la bijection réciproque de f et par ( C' ) la courbe représentative de f~* dans
le repére (0,1,]). Construire (C").
c. Démontrer que: Vy € R, f~1(y) =
Partie B
1. Soit ¢ une primitive de f~* sur R (on ne cherchera pas a déterminer ¢(x) ),
a. Démontrer que ¢ o f. est une primitive de la fonction x - xf'(x) sur ] — 1; 1[.
b. Démontrer que pour tous élémentsaetb de ] —1;1], fff(ff))f‘l(t)dt =¢of(b)—¢of(a)
c. En déduire que : ff’;;l’))f‘l(t)dt = f;tf’(t)dt
d. Démontrer que pour tout élément x de ] — 1;1 [: fof(x)f‘l(t)dt = foxtf’(t)dt (On pourra utiliser B1.

c)

e?y-1

ey+1

2. a. Démontrer que pour tout élément x de ] —1;1 [: fox tf'(t)dt = —%ln(l — x2) (On pourra
utiliser A2. a)
b. En déduire que, pour tout élémenty de R, [ f~1(t)dt = In (ey+ze_y)
3. Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par: la courbe (C') de f~! et les droites d'équations
respectives x = 0 et x = 1. Calculer A en unité d'aire.
4. a. Hachurer sur le graphique, I'ensemble D des points dont les cordonnées (x,y) vérifient
0<x<L10<y<letflx)<y<sf(x)
b. Calculer I'aire de D en Cm?.
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EXERCICE 1
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 . On pose:
A=n?-2n+2;B=n?+2n+2etd=pgcd(4,B)
1. a. Démontrer que tout diviseur commun a A et n divise 2 .
b. Démontrer que tout diviseur commun a A et B divise 4n.
2. On suppose que n est impair.
a. Démontrer que A et B sont impairs.
En déduire que d est impair.
b. Démontrer que d divise n.
En déduire que d divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.
3. On suppose que n est pair.
a. Démontrer que 4 ne divise pas A.
b. Démontrer que d est égal a 2p ot p est un nombre entier impair.
c. Démontrer que p divise n. En déduire que d est égal a 2 .
4. Déduire de ce qui précede que 197 et 257 sont premiers entre eux.
EXERCICE 2
On considére quatre points 4, B, C et D tels que trois quelconques sont non alignés.
1. Démontrer que ABCD est un parallélogramme si et seulement si D est le barycentre du systeme
{(4;1); (B; —1); (C; D}
2. On suppose que ABCD est un parallélogramme.
Déterminer puis construire |'ensemble E; des points M du plan tels que
MA — MB + MCC |I= BD.
3. On suppose que ABCD est un rectangle.
a. Démontrer que pour tout point M du plan, MA?> — MB? + MC? = MD?
b. Déterminer puis construire |'ensemble E, des points du plan tels que:
MA? — MB? + MC? = BD?
PROBLEME

L'objectif de ce probléeme est de démontrer que la suite (U,),ey définie par:
UO =-2

eUn

U = ,
T eUn 4 (In|U,, )2

(n€eN)

converge vers 1.
Partie A

Soit g la fonction dérivable et définie de R* vers LA gx) =In|x| —g

14 4 2
1. a. Démontrer que pour tout nombre réel x non nul, g'(x) = X2

xZ

b. En déduire les variations de la fonction g puis dresser son tableau de variation.
(On ne calculera pas les limites).

2. a. Démontrer que |I'équation x €

appartenant a l'intervalle ]1; +ool.

p Vx €] — o0; 0[U]a; +o0], x)>0
b. Démontrer que: {Vx E}O;a[, (] [ gEx% <0
Partie B
Soit f la fonction dérivable et définie sur R,

r.
X

e .
f(x)=m,51x¢0

f(0)=0
(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0,1,]).
(L'unité graphique est 4 cm )
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1. a. Etudier la continuité de fenO.
b. Déterminer les limites de f en — et en +oo puis donner une interprétation graphique de chacun
des résultats.

2. a. Etudier la dérivabilité de fenO.
En déduire que (C) admet une tangente a I'origine que |'on précisera.
b. Pour tout nombre réel x différent de zéro, démontrer que.

, p(x)g(x)
F'O) = & ¥ a2

et en déduire que : 0 < f(a) < 1. d. Déterminer le signe de f'(x)

avec ¢ (x) = e*In x|

2
c. Démontrer que f(a) = — +a4_e—oz

suivant les valeurs de x et en déduire le tabiedu de
variation de f.
3. Démontrer que: Vx € R,0 < f(x) < 1.
4. Tracer la droite d'équation y = x et la courbe (C).
PARTIE C
On considére la suite (Uy) ey définie au début du probleme.
1. Vérifier que: vn € N, U4, = f(Uy)
2. A l'aide de la courbe (C), représenter Uy, Uy, U,, U; et U, sur |'axe des abscisses.
3. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, U, € [0;1]
4. a. Démontrer par récurrence que (U,)cy est strictement croissante.
b. Démontrer que (U, ),cy est convergente.
c. Démontrer que la limite de (U,) ey est égaleal.
(On pourra utiliser les variations de f sur [0;1] ).
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EXERCICE 1

L'unité graphique est le centimetre.

A et B sont deux points du plan tels que AB = 6.

G, est le barycentre des points pondérés (4; 1) et (B; 3).

G, est le barycentre des points pondérés (4;1) et (B; —3).
1. a. Construire les points G; et G,.

b. Démontrer que |I'ensemble I' des points M du plan tels que MA? —9MB? = 0 est le cercle de

diametre [G;G,].

c. Construire |'ensemble (E) des points M du plan tels que Mes(M4; MB) = >
2. Soit C |'image du point B par la rotation de centre 4 et d'angle 2?”,'

D I'image du point B par |'"homothétie de centre A et de rapport %

S la similitude directe qui applique A sur B et C sur D.
a. Construire les points C et D.

b. Calculer le rapport de S.

c. Justifier qu'une mesure de |'angle de S est g

3. Onnote Q le centre de S.
a. Démontrer que Q appartient a (T ) et ( E ). Placer Q.

2

». Démontrer que Mes(AC; AD) = -
c. En déduire que les points A, C, D et Q appartiennent da un méme cercle (C). Construire(C").

EXERCICE 2
On sait par expérience qu'un tireur professionnel touche sa cible avec la probabilité 0,7
Les tirs sont supposés indépendants.
Tous les résultats demandés seront donnés sous forme décimale exacte.
1. Le tireur effectue cing tirs successifs. Calculer la probabilité pour qu'il fouche sa cible:
a. cing fois?
b. exactement deux fois ?
¢. au moins une fois?
2. IT tire n fois de suite (n = 1 ). Démontrer que la probabilité pour qu'il fouche la cible au moins
une fois est égale a 1 — 0,3
3. Combien faut-il de tirs au minimum pour que la cible soit touchée au moins une fois avec une
probabilité supérieure ou égale a 0,995 ?

PROBLEME

On considére la fonction f de R vers R définie par: f(x) = —

1+xe*’
On désigne par ('C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repéere orthogonal ( O,1,]).

Partie I: Etude de f
1. Soit ¢ la fonction dérivable sur R et définie par ¥(x) = 1 + xe*.
Etudier les variations de i puis dresser son tableau de variation.
(On ne demande pas de calculer les limites).
b. Démontrer que pour tout nombre réel x,1(x) > 0.
c. En déduire |'ensemble de définition de f.
2. Soit ¢ la fonction dérivable sur R et définie par: ¢(x) = 1 — x2e*
a. Calculer les limites de ¢ en — et en +oo.
b. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau de variation.
c. Démontrer que |'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique a comprise entre 0,7 et 0,71 .
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s . (Vx €] =00, p(x) >0
d. En déduire : {Vx €]a; +oo[, p(x) < 0
3. Onadmet que f est dérivable sur R.

a. Démontrer que: Vx € R, f'(x) = (1;";;‘1)2.

b. Calculer les limites de f en — et en +oo.
c. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
4. Soit (D) la droite d'équationy = x.
a. Démontrer que (D) est asymptote a ( C') en —co.
b. Etudier la position de ( (C) par rapport a (D). (On pourra utiliser la question 1.1.b).
c. Démontrer que la droite (D) est tangente a ( () au point d'abscisse O .
d. Tracer (D) et (Y’ ) dans la fenétre définie par :
Xmin = =45 ; Xmax =4
Yipin = —5 ;o Ymax = 0,4
On prendra: Ol =2 cm; 0] =5 cm et a = 0,7.
Partie IX: Etude d'une suite

. t 0
Pour tout entier n, on pose I, = [, Todt

1. a. Sans calculer 1, en donner une interprétation graphique.
b. Démontrer que la suite (I,) ey est décroissante.
c. Démontrer que la suite (I,,) ey COnverge.
, . . L 1
2. a.Démontrer que: Vt € [0;1], <= <
(On pourra utiliser les variations de i sur [0;1] ).

b. En déduire que pour tout entier naturel n,

— <. < .
(A+e)(n+1) — " T (n+1)
c. Déterminer la limite de (I;1)nen-
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EXERCICE 1
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (0,1,]) on considére les points A, B et C
d'affixes respectives —i,8 + 5i et 8 — 5i
1. Placer les points 4,B et C.
2. Démontrer que le triangle ABC est isocele en B.
3. Déterminer I'affixe du barycentre G des points pondérés (4,—1), (B, 1} et (C,—1).
4. Démontrer que : GA = GC
5. On considére |'ensemble T des points M du plan tels que: MA* — MB? + M(C? = —20.
a. Démontrer que A4 et C appartiennent a T.
b. Démontrer que T est le cercle de centre G et de rayon GA
c. On appelle T’ le symétrique de T par rapport a (AC). Construire I'"’
(Choisir une unité appropriée).

EXERCICE 2
Lors d'une kermesse on organise un jeu d'adresse dénommé « jeu du triangle » qui a pour support
trois petits Ty, T,, T5 creuses dans le sol et formant un triangle équilatéral.

Pour engager une partie, le joueur achéte trois billes a I'organisateur.

Il prend position au trou T; et lance une bille en vue de la loger dans le trou T,

I| fait ensuite un deuxieme lancer a partir du trou T, en visant le trou T; puis un troisiéme et dernier
lancer a partir du trou T; en visant T;

A chacun de ces trois lancers, si le joueur réussit d loger la bile dans le trou visé, il la reprend et il
regoit une bile supplémentaire; s'il ne réussit pas a loger la bille dans le trou visé, il la perd.

Konaté est un inconditionnel du jeu triangle.

La probabilité pour qu'il réussisse un lancer donné est égale a

wIN

On suppose que les trois lancers sont indépendants.

1. Démontrer que la probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il réussisse les deux
. P 4
derniers est égale a —.
27

2. Calculer la probabilité pour que Konaté réussisse deux sur les trois.

3. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de billes que Konaté a la fin de la partie
Déterminer |'ensemble des valeurs prises par X.

4. Calculer la loi de probabilité X.

5. Démontrer que |'espérance mathématique de X est égale a 4 .

PROBLEME
On considére, pour tout entier naturel non nul n, la fonction £, définie sur [0; +oo[ par f,(x) = e ™%’
On désigne par (Y,) la représentation graphique de f;, dans le plan muni du repér orthonormé (O, I, J).
(Unité graphique : 5 cm ).
Dans tout le probleme, les fonctions sont supposées dérivables sur leur ensemble définition.
Partie A

1. Calculer f,(0) et la limite de f;, en +

2. Calculer f'"'(x) puis dresser le tableau de variation de f,.
3. Encadrer f,(x) par deux entiers consécutifs.
4

Démontrer que la dérivée seconde f;, " de f, s'annule pour une unique vale positive a, égale a
1

\/?.
5. Soit A4, le point de (') d'abscisse a,,.
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a. Démontrer qu'une équation de la tangente T, a la courbe (C,) au point d'absciss a,, est :
y=- %rlx + ie

b. Démontrer que toutes les droites T, passent par un point fixe dont on donnera coordonnées.

6. Soit h la fonction définie sur [0; +oo[ par : h(x) = e 4 \/Z;"x — %
a. Calculer ha,
b. Utiliser la dérivée seconde de h pour trouver le signe de h'(x) et dresser le tableau de variation de
h.
c. En déduire la position de ( ¢, ) par rapport a T,,.

7. Construire (Y;) et (¥3).
partie B
Soit (Up)ney la suite numérique définie par : U, = folfn(x)dx

1. Etudier le sens de variation de la suite U,,.

2. Démontrer que la suite U, est convergente.
Dans la suite de |'énoncé, on suppose n supérieur ou égal a 2.

1

3. Démontrer que : [ "™e " dx < )’

1

-n
;1], 0<e ™ < eln(m)?,
In(n)

Démontrer que: Vx € [

In(n)

4
, . 1 —nx2 _ 1 n_—nz
5. Démontrerque:0< [ 1 e dx < (1 —ln(n)) (n(n)?,
6. Calculer la limite de la suite U,,.
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EXERCICE 1
On dispose d'un damier de 5 cases sur 5 placé dans une position fixe.
On place au hasard sur ce damier 4 jetons portant les lettres du mot AMH (voir figure ci-dessous).
Les jetons sont posés sur des cases différentes.
(Les résultats des calculs seront donnés sous forme de fractions irréductibles).

1. Justifier que le nombre de dispositions possibles des 4 jetons est égal a 303600 .

2. a. Calculer la probabilité pour que les 4 jetons soient disposés sur une méme ligne.
b. Calculer la probabilité pour qu'on puisse lire le mot MATH sur une ligne ou une colonne. (On
convient que la lecture se fait de gauche a droite sur une ligne, do bas en haut sur une colonne et que
deux lettres consécutives du mot MATH peuvent Etre séparés par un espace).

3. Démontrer que la probabilité pour que deux jetons ne soient jamais placés sur une méme ligne

est égale a %.

4. Soit X la variable aléatoire qui indique le nombre de jetons placés sur la premiére ligne.

a. Etablir la loi de probabilité de X.

b. Démontrer que |I'espérance mathématique de X est égale a 0,8 .
Colonne 1 Colonne 5

1 .|
i ol o
S,

2

Damier 5 sur 5

Ligne ,

EXERCICE 2

Dans le plan orienté, on considere le triangle isocele ABC tel que: AB = AC el
s

Mes(m) =7
Soit I le point du plan tel que le triangle CAl est isocele rectangle en C et
Mes(ﬁ) = —g
1. Faire une figure que |I'on completera au fur et a mesure. On prendra = 5 cm.
2. Onappelle 1, la rotation de centre A et d'angle % et r¢ la notation de centre C et d'angle —g.
Onpose f =rgory.
2terminer les images respectives des points A et B par f.

émontrer que f est une rotation et préciser son angle.
3. Démontrer que Mes(ﬁ) = g

4. On appelle O le symétrique de A par rapport a ( BC).
Démontrer que le quadrilatére ABOC est un losange.
Démontrer que O appartient a la médiatrice du segment [AI].

Démontrer que O est le centre de la rotationf.

a.D
b.D

a.
b.
5.
6.
PROBLEME

On considére la fonction f dérivable sur et définir par f(x) = (1 — x)e 2¥*%,
Soit la courbe représentative dans le repére orthonormé(0,1,j).
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L'unité graphique est 2 cm.
Le but du probleme est la recherche d'une valeur approché d'une solution de I'équation f(x) = —1.
I. Etude de la fonction f

1. a. Calculer lim,._, . f(x) et lim,_,_ f(x).

b. Calculer lim,_,_, %

c. Interpréter graphiquement les résultats précédents.
2. a. Calculer f'(x) et dresser le tableau de variation de f.
b. Démontrer que I'équation f(x) = —1 admet une solution unique a dans |'intervalle ]1;;[

c. Démontrer que : @ = 1 + e297*

3. Soient, at B les points de I d'abscisses respectives 1 et 2 .
a. Donner une équation de la tangente (D) a T en B.
b. Tracer (D) et T sur |'intervalle [0,5; +ool.

4. Soit F la fonction définie sur par F(x) = fle(t)dt.

a. A |'aide d'une intégration par parties, démontrer que : F(x) = %e‘zx” - 04—2.
b. Calculer en cm? |'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB] et T
II. Recherche d'une valeur approchée de «a.

Soit g la fonction dérivable sur R et définie par g(x) = e?*™* + 1.

On note I I'intervalle [1;%].
1. a. Calculer g'(x) et préciser le sens de variation de g.
b. Démontrer que g(I) c I.
c. Démontrer que pour tout élément x de I,ona: 0 < g'(x) < %
(On pourra étudier le sens de variation de g’ sur 1.)
d. En déduire, en utilisant |'inégalité des accroissements finis et le résultat de la question 1.2.c), que
pour tout élément x de I, ona: |g(x) — a| < %lx —al.
Uy =1
vn € N, upyq = g(un)
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, U, est élément de I.
b. Démontrer que pour tout entier naturel n, |u, ., — a| < %Iun —af

2. On considére la suite U définie par : {

, . 1
3. a. Démontrer que pour tout entier naturel n, |u, — a| < >

b. En déduire que la suite U est une suite convergente. Quelle est sa limite ?
4. Déterminer n pour que U, soit une valeur approchée de a au centimétre pres.
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EXERCICE 1.
1. DEF est un triangle rectangle isocele en E tel que la distance DE est égale a 4 cm.
K désigne le milieu du segment [EF] et G le point défini par: GD = %ﬁf
a. Faire une figure.
b. Démontrer que G est le barycentre des points pondérés ( D,2), (E,—1)et (F,1).
c. Démontrer que le quadrilatére GFKD est un parallélogramme.
d. En déduire que GF = 2+/5.
e. Démontrer que le triangle GEF est isocele en 6.
2. On note (C), I'ensemble des points M du plan tels que: 2MD? — ME? + MF? = 48.
a. Vérifier que E et F sont des éléments de (C).
b. Déterminer |'ensemble (C).
c. Construire |'ensemble (C).

EXERCICE 2
1. Déterminer suivant les valeurs du hombre entier naturel n, les restes respectifs dans la
division euclidienne de 11 des nombres entiers naturels 5™ et 3™.
2. En déduire |'ensemble des entiers naturels n tels que 5™ — 3" soit divisible par 11 .

PROBLEME
Le plan est muni du repere (0, 1,)); |'unité graphique est 4 cm.
Partie A
On considére la fonction numérique f: R - R
1
xe 1+e™*

On note () la courbe représentative de f dans le repere (0,1,)).
1. a) Justifier que f est strictement croissante sur R.
b) Calculer les limites de f en -m et en to.
c) Dresser le tableau de variation de f.
2. Justifier que (I') admet pour asymptotes la droite (Ol) et la droite ( § ) d'équationy = 1.
3. a) Démontrer que le point K (0;%) est un centre de symétrie de (I).
b) Démontrer que la droite ( A ) d'équation: x — 4y + 2 = 0 est tangente a (T') en K.
4. On se propose d'étudier la position de (I') par rapport a (A). Soit h et ¢ les fonctions
numériques définies sur R par: h(x) = f(x) — % - %x et p(x) =4e™ — (1 +e%)2,

o(x)
4(1+e~%)2"

b) Etudier le sens de variation de ¢ et dresser le tableau de variation de ¢. (On ne demande de
calculer les limites de ¢ en —o et en +x ).

c¢) En déduire que: Vx € R, ¢ (x) < 0.

d) Démontrer que h est une fonction strictement décroissante sur R.
e) En vous aidant des questions précédentes, démontrer que:

Vx €] — o0; 0[, h(x) = 0,

Vx €]0; +oo[, h(x) < 0.

f) En déduire la position relative de (') et (4).

g) Tracer la courbe (T) et (A) dans le repére (0,1,])).

Partie B

On définit la fonction g: R - R

a) Démontrer que : Vx € R,h'(x) =

1+e*
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(6) est la représentation graphique de g dans le repére (0,1,]) et (A" ) est la tangente a (G) en K.
1. Démontrer que (T ) et ( G ) sont symétriques par rapport a la droite (OJ).
2. En déduire les constructions de ( A') et de (G) dans le repére (0,1,]). (Utiliser une couleur
différente de la précédente).

3. a) Vérifier que: Vx € R, g(x) =

e—x
(1+e7%)"
b) Calculer en cm?, I'aire. A de la partie du plan délimitée par la droite d'équation x = 1,
la droite (0,)), la courbe (G) et la droite des abscisses.
Partie C

Soit n un entier naturel non nul. On définit sur R la fonction g, par
1
In(X) = S mor

Soit (G,) la courbe représentative de g, dans le repere (0,1,)).
1. Démontrer que: vn € N*,Vx € R,0 < g,(x) < e ™,
2. Ondésigne par A,, |'aire de la partie du plan délimitée par les droites (OI), (OJ), la droite
d'équation x = 1 et la courbe (G,).
a) Démontrer que: Vn € N*,0 < A, < %(1 —e™™).
(On pourra utiliser la question C1).
b) En déduire la limite de A, lorsque n tend vers +co.
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SESSION NORMALE 2001 SERIE E

EXERCICE 1
On considére |'équation (E):z € C,z3 + (1 — 8i)z? — (23 + 4i)z — 3 + 24i = 0.

1. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure que |I'on déterminera.
b. Résoudre |'équation (E).

2. Dans le plan muni d'un repere orthonormé direct, on considere les points A,B et C d'affixes

respectives 1+ 2i;3i; —2 + 3i.

Soit G le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients respectifs 2,—2 et 1.
a. Déterminer puis écrire sous la forme trigonométrique les affixes des vecteurs GA,GB et GC.
b. Démontrer que les affixes des vecteurs GA, GB et GC sont des termes d'une suite géométrique dont
on déterminera fa raison.
c. En déduire qu'il existe une similitude directe qui transforme A en B et B en C. Déterminer les
¢léments caractéristiques de cette similitude.

EXERCICE 2
Dans le plan orienté, on considere un triangle équilatéral direct ABC, c'est-a-dire tel que I'angle
(AB, AC) ait pour mesure .
On désigne par r; la rotation de centre A et d'angle de mesure g et par r,
la rotation de centre B et d'angle de mesure 2?”
Pour tout point M du plan, on pose: N = r;(M),M’ = r,( N),r = r,0r;.
1. a. Soit D le symétrique de C par rapport a la droite (AB). Déterminer r(D).
b. Démontrer que r est la symétrie centrale de centre Q milieu de [BD].
2. a. Démontrer que I'ensemble ( T' ) des points M du plan tels que M, N et M’ soient alignés est un
cercle passant par les points A et Q.
(On pourra considérer |'angle (MOMA) ).
b. Prouver que (T') admet [AD] pour diametre et que le milieu I de [AB] appartient a ( I'). Construire le
cercle (I).

PROBLEME
Partie A
On propose de déterminer |'ensemble J des fonctions humériques f d'une variable réelle , définies sur
] —1;+o [, dérivables sur cet intervalle et vérifiant relation suivante :
Vx €] =1, +oo[,(1+x)f'(x)+ f(x) =1+ 1In(1+x)
1. Soit f un élément de J et soit g la fonction dérivable sur ] —1; + [ et définie par :
g(x) = (1 +x)f(x).
a. Démontrer que g est une primitive sur ] —1; +oo [ de la fonction h définie par :
Vx €] — 1;+o[, h(x) =1+ In(x + 1).
b. Réciproquement, soit g, une primitive de la fonction h. Démontrer que la fonction f;, définie par :
91(x)
1+x

Vx €] - 1; 400 [ f(0) = est élément de J

2. a. Déterminer les réels a et b tels que :

x b
\ Vxe]—1;+00[,x—+1=a+x+1.
b. A I'aide d'une intégration par parties, déterminer |'ensemble des primitives de h sur ] —1; 4oo[.
3. En déduire |'ensemble J
Partie B
1. On considére I'ensemble des fonctions f;, dérivables sur ] —1; +oo[ et définies sur cet intervalle
par : fi(x) =In(x + 1) + ﬁ k étant un parametre réel.

a. Calculer suivant les valeurs de k, la limite de fi en +o et d droite en -1 .
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b. Etudier suivant les valeurs de k, le sens de variation de fi et dresser son tableau de variation.
c. Tracer avec soin, dans un méme repére (0,7,]) les représentations graphiques respectives
(C_1),(Cy) et (Cy) des fonctions f_4, f, et fi.
Pour tout réel t et pour tout entier naturel n supérieur a 2 , on pose :
Quoa(®) =1—t+t>+ -+ (-1 22
—(—1yn—1sn-1

a. Démontrer que : vt € R—{1},Q,_,(t) = 1(1#
b. Endeduur‘eque—— 1—t+t2+-+(— 1)n 2tn=2 ¢ (-1 1(1;) t+—1.
c. A l'aide d'une intégration sur [0;x](0 < x < 1), démontrer que :
(fo(x) = Py 1(x) + (=D ?dt) avec

Paa () =x =St (DRI
On consideére la fonction ¢ définie sur [0; 1] par :
p(x) = f"( ) si x €]0; 1]
®(0) = 1

a. Démontrer que : vx € [0; 1], fo 1—+tdt f t"1dt.

b. En déduire que : vx € [0;1], Yt <

0 1+t
c. Utilisant 2. c., démontrer que : Vx €]0; 1], <o(x) — _Pn 1) 1

nx'

S.I'-'

d. Par intégration sur E 1], démontrer que :
1 1 1 1 1 1 1 1
f% o(x)dx + ;ln; + S, (;) < Sp(D) < f% p(x)dx — ;ln; + S, (;)

Xn_l
(n-1)2

XZ X3 _
avec S, (x) =x — = + = + e (=)
Partie C

1. Soit gp(x) =Y (-Dixt=1—x+x%2—x3+ - —x?1
Démontrer par récurrence que : Vn € N*,Vx €] — 1; +oo[, fy (x) = gn(x) + é
2.
2n

a. Démontrer que : vn € N,vx € [0;1],7— < x*".

n>?2

L . i _ 1 x2n
b. En déduire que : vn € N*,vx € [0;1],0 < [, —dx < —.
3. On considere la suite (U,) définie par : vVn € N*,

_i(—ni“_l 1,1 1
- 23 2n

a. Démontrer que : ¥n € N*, f,(1) = U, + fo :dx
b. En déduire la limite de la suite (U,,).
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SESSION NORMALE 2001 Série C
EXERCICE 1
On consideére la suite (J,,) définie par : vn €N, ], = f_ll (t* - 1)” dt.
1. Démontrer que, pour tout nombre entier naturel n :
a. J, est positif sin est pair.
b. ], est négatif si n est impair.
Démontrer que: Vn € N, J,, = 2f01 (t?2 — )" dt.
Calculer J,, ], et J,.

A |'aide d'une intégration par parties, démontrer que : vn € N*, J,, = —

1+2n Jn-1.

o s wn

Retrouver J; et ], connaissant J,.
_1\n n+1
6. Démontrer que Vn € N*, |, = (-1) xnix2

n T 3x5X7X.X(2n+1)’
EXERCICE 2
Le quadrilatére OHKL est un rectangle de sens direct tel que : OH = 2LO. La médiatrice de [OK] coupe
(OH) en E et (OL) en F. Le cercle (€) de centre E passant par O recoupe (OH) en A. Le cercle (C') de
centre F passant par O recoupe (OL) en 0'. S est la similitude directe qui applique A sur O et O sur O'.
1. Démontrer que |'angle de S mesure —~.
Démontrer que: () n (C") = {0; K}.
Déterminer le centre de la similitude S.
Démontrer que : S(H) = L et en déduire le rapport de S.
Déterminer |'image du point E par S.
Soit M un point de (OH) distinct des points O et A. On admet que le cercle passant par 0, K et
M recoupe (OL) en M’. Démontrer que : S(M) = M.

ook wn

PROBLEME
PARTIE A
Dans tout le probléme, les fonctions étudiées sont dérivables sur ]O; 0 + o [ et In désigne la fonction
logarithme népérien.
On considere la fonction h définie sur ]0; +o [par: h(x) =1+ x—lz — 2Inx.
1. Calculer les limites de h en + et a droiteen O .

’ R4 . , . ’ —2(1+x2)
2. Onnote h' la dérivée de h; démontrer que : Vx €]0; o0 [,h x) = ———.

3. Démontrer que |'équation h(x) = 0 admet une solution unique x, dans I]; +o [.
4. En déduire le signe de h.
PARTIE B
On considére la fonction g définie sur ]0; +o[ par: g(x) = x*(1 —Inx) + 1 +Inx.
1. Calculer les limites de g en +o et a droite en O .
2. Onnote g’ la dérivée de g; démontrer que : Vx €]0; +ol, g’ (x) = xh(x).
3. Démontrer que g(x,) > 0.
4. Démontrer que |'équation g(x) = 0 admet une solution unique x; dans ]0; 1[.
5. On admet que |'équation g(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]x,; +o[. a. Déterminer le
signe de g.
bs Démontrer que x; €]0,3;0,4[ et x, €]3,3;3,4].
PARTIE C
On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par :
xln x

£(0) = 0 et vx €]0; +00 [ f0) =17
1. Démonter que f est continue a droite en O mais non dérivable a droite en O .
2. Calculer la limite de f en +oo puis interpréter graphiquement ce résultat.

3. Onnote f' la dérivée de f; démontrer que : Vx €]0; + [,f’(x) = (11?2))2'
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Dresser le tableau de variation de f.
a’+1
a?-1"

Démontrer que si a est une solution de |I'équation g(x) =0 alors : Ina =
En déduire que f(x;) < 0 et f(x;) > 0.
Vérifier que f(1) = 0 puis en déduire le signe de f.
Tracer la courbe représentative (C;) de f dans le plan muni du repére orthogonal (0,1,]). (On
prendra pour unités: 3 cm en abscisse, 8 cm en ordonnées, x; = 0,35 et x, = 3,35.)
PARTIE D

1. On consideére la fonction F définie sur ]0; +oo[ par F(x) = f_xlf(t)dt.
Calcul de la limite de F en +oo.
a. Démontrer que Vt €]1; + [

b. Calculer flx ln@dt.

c. En déduire les limites de F(x) e

Calcul de la limite de F en O .
2. Pour tout nombre réel a élément de 10; 1[ , on pose : ¢(a) = flatln tdt.
a. Exprimer ¢(a) en fonction a.
b. Calculer lim,_,¢(a).
3. c. En déduire un encadrement de lim,_oF(x).
4. Déterminer la fonction dérivée F' de F.
5. Déterminer la fonction dérivée F' de F.
Dresser le tableau de variation de F.
Donner I'allure de la courbe représentative de F dans le méme repére (0,1,]) de la partie C.

©NOo O H

1 1 1
— < < =
262 S 1+t2 S t2

§F)

— quand x tend vers +co.
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SESSTION NORMALE 2000 Série E

EXERCICE 1
PARTIE A
Cette partie propose |'étude des intégrales I,, définies par : vn € N*, I,, = fol(l — x™)V1 — x2dx.
On pose ], = f01\/1 —x%dxetVvneN*, |, = folx”\/ — x2dx.

1. En utilisant une considération d'aire, justifier que J, = %.

2. Calculer J;, en déduire la valeur de 1, et donner une interprétation géométrique du résultat

trouvé.

3. a. Etudier le sens de variation de la suite Un)nen®-

b. En déduire que les suites (J,), oy o+ (ndnen+ convergent.

4. a. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,ona: 0< J, < folx"dx.
b. En déduire lim,_, ], puis lim,_ o 1,.
PARTIE B
On se propose dans cette partie de déterminer la valeur exacte de J,, en fonction de n.
1. Soit v la fonction définie sur [0; 1] par v(x) = —§(1 — x2)V1 — x2 et soit v’ sa fonction dérivée
sur l'intervalle [0; 1].
a. Démontrer que v'(x) = xV1 — x2. On admet que le résultat reste valable sur [0; 1].
b. A I'aide d'une intégration par parties faisant intervenir v, démontrer que pour tout entier n
supérieur ou égal a 3 ,ona:
(n+ 2)], = (n — 1)],—,. Vérifier que cela reste valable pour n = 2.

2. Démontrer que pour tout entier naturel non nul p,ona:
_Ix3x.x(2p-1) = 2X4x%..%X(2p)

2”_4x6x...x(2p+2)XZ 6”21”+1:3><5><...><(2p+3)

EXERCICE 2
Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que :
AB = AC
— — s
{Mes (4B;ac) = 2
Soient I, ] et K les milieux respectifs des segments [BC],[CA] et [AB].
On appelle r la rotation de centre I et d'angle g et t la tfranslation de vecteur %B_C)
Onpose: f=rotetg=tor.
1. a. Déterminer I'image de K par f et |'image de | par g.
b. Préciser la nature et les éléments caractéristiques des applications f et g.
2. a. Déterminer la nature de la transformation g o f~*(f~! étant la transformation réciproque de
).
b. Déterminer |'image de A par g o f~* et caractériser alors g o f 1.
3. Démontrer que (AC) est |'image de (IJ) parf.
4. Soit M un point du plan. On désigne par M, |'image de M par f et M, |'image de M par g.
a. Démontrer que M;M, = AC.
b. Démontrer que M appartient a la droite (IJ) si et seulement si les points A, C,M; et M, sont
alignés.
c. On suppose que le point M n'appartient pas a la droite (IJ) . Quelle est la nature du quadrilatere
ACM; M, ? Justifier.

PROBLEME
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0,1,]); unité graphique 2 cm. L'objet du probléme est
I'étude de la fonction f définie sur |'intervalle 10; +oof par :

flx) = x\/z
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On note (C) sa courbe représentative dans le repére (0,1,]).
1. Etude d'une fonction auxiliaire.
Soit g la fonction dérivable sur [0; +oo[ et définie par: g(t) =1 —t —e™ %,
a. Etudier le sens de variation de g et déterminer la limite de g en +oo. (on ne demande pas de
construire la courbe représentative de ).
b. Démontrer qu'il existe un unique réel a > 0 tel que g(a) = 0 et prouver que lnTZ <a<l.
c. Etudier le signe de g(¢t).
d. Etablir que 0,79 < 2 < 0,8.
Sens de variation de f.
a. On admet que f est dérivable sur ]0, +oo[. Démontrer que pour tout x > 0 :
2 22 /1

Fe = (e-1) “exo 3)
b. Déduire de la question précédente le sens de variation de f.
Limitedef enO .
a. Démontrer que pour tout x > 0 :

In[f(x)] = %(1 + xInx) + %ln (1 - e_%)

b. En déduire la limite de f en O .
Limite de f en +oo.
a. Etablir que pour tout élément ¢t de [0;1] : 0 < ef — 1 < te.
b. En déduire a |'aide d'une intégration, que pour tout u de [0,1] :

1+u<e“<1+u+§u2.
c. Utiliser cet encadrement pour démontrer que pour tout x > 2: 0 < [f(x)]? — 2x < 2e
d. Démontrer que pour tout x > 2: f(x) > V2x En déduire la limite de f en +oo.

a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Tracer (0).
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SESSION NORMALE 2000 Série C

EXERCICE 1
ABCD est un trapéze non rectangle tel que la droite (AB) est parallele a la droite (CD). On désigne par
I,J, O les milieux respectifs de [AB], [CD] et [IJ].

1. Déterminer et construire |'ensemble (E;) des points M du plan tels que :

I MA + MB =l MC + MD |

2. Les médiatrices des cotés [AD] et [BC] se coupent en G.
Démontrer que: GA? + GB? = GC? + GD2.

3. Soit (E,) I'ensemble des points M du plan tels que: MA% + MB? = MC? + MD?.
a. Justifier que (E;) est non vide.
b. Démontrer que : M € (E,) & Ij - OM = k (ol k est une constante réelle).
c. En déduire que : M € (E,) © Ij - GM = 0.
d. Déterminer et construire (E,).

EXERCICE 2
Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé (0,1,]).
On considére les points A, B et C d'affixes respectives z,, zg et z¢ telles que :
Zp=-—3,zg =2+ 2i et zc =7i.
Construire le triangle ABC.
\{érifier‘ que les nombres complexes z, — zg et zc — zg ont le méme module que I'on précisera.

1.

2.

3. Ecrire le nombre complexe 22— sous forme trigonométrique.
C™4B

4,

Déduire des questions 2. et 3. que ABC est un triangle rectangle isocéle en B.
5. Soit S la similitude directe de centre A qui applique B sur C.
a. Déterminer I'angle et le rapport de S.
b. Construire, apres justification, les points E et F images de C et E par la similitude S. (On ne
demande pas de chercher les coordonnées, ni les affixes de E et F.)
6. Onpose: Ay = S(A); A; = B; A, = S(B); A3 = S(C); A, = S(E); As = S(F); Ag = S(Ag); ... pour tout
entier naturel n supérieur ou égal a 2: A, = S(A,_,) et, pour tout entier naturel n:R,, =
[ Zaner = Zay-
a. Calculer |z, — z,, | et R,.
b. En déduire la nature précise du triangle AA, As.
c. Démontrer que, pour tout entier naturel n, le triangle AA, A,,, est isocele rectangle en A,,.
d. Démontrer que la suite (R,,) est une suite géométrique de raison v2.

n-1
e. 'Démontrer que: vn € N,R,, = 272 v29.

PROBLEME
Dans tout le probleme le plan est muni du repére orthonormé (0,1,]) (unité : 2 cm ).
PARTIE A
On considere f la fonction numérique, de courbe représentative (C; ), définie sur R par : f(x) = xel ™.
a. Calculer les limites de f en + o et en —oo,
b. On admet que f est dérivable sur R. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de
variation.
c. Tracer la courbe (C;) en prenant soin de tracer la tangente a |'origine.
2. On considére g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = |x|e!*~*I,
a. Ecrire g(x) sans le symbole de la valeur absolue.
b. En déduire une méthode pour obtenir la courbe représentative (C,) de g sur ]- «, 1] a partir de
().
c. Etudier sur I'intervalle [1; +oo[ le sens de variation de la fonction h:x — xe*~1.
d. Etudier la dérivabilité de genQetenl.
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e. Déduire des questions précédentes le tableau de variation de g.
f. Tracer (Cg) ainsi que les demi-tangentes & (C;) aux points d'abscisses O et 1.
PARTIE B
Soit n un entier naturel non nul. On considére la famille de fonctions f,, définies par : f,(x) = xe™=,
On note (C,) la courbe représentative de f,,.
1. Calculer la limite de f;,(x) quand x tend vers +co.
2. Calculer la limite de f,,(x) et de @ quand x tend vers —oo,

En donner une interprétation graphique.
3. Onadmet que, pour tout entier naturel non nul n, la fonction f,, est dérivable sur R.
a. Déterminer la dérivée f, de f,,.
b. Etudier le signe de f,,(x) et dresser le tableau de variation de f,,.
c. Résoudre dans R, I'équation: f,(x) = x.
d. En déduire que toutes les courbes (C,) passent par deux points fixes que |'on précisera.
4. Etudierla position de (C,) par rapport a (Cp1).
5. Tracer (C,) dans le repere (O,1,]).
6. a étant un nombre réel, on pose : I,(a) = [, fo(x)dx.
a. Calculer 1,,(a) al'aide d'une intégration par parties.
b. Calculer la limite de I,,(a) quand a tend vers +oo,
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SESSION NORMALE 1999 Série E
EXERCICE 1
On consideére |'application f suivante :

[-R

x — tanx

NI

. 7-[-
f-]—zr

1. Démontrer que f est une bijection.
On notera g la bijection réciproque de |'application f.
2. On admet que g est dérivable sur R. Démontrer que I'on a:

Vx ER,g'(x) =

1+ x?
3. Calculer les intégrales suivantes :

I_fo x? q K_f% CoS X 4
)1+ = o 1+sin?x *

EXERCICE 2
Dans une urne, il y a n boules rouges et 2n boules blanches. On tire simultanément p boules de |'urne
avec p < n.
1. Sin=5etp =4, calculer les probabilités des événements suivants :
A : Obtenir deux boules rouges et deux boules blanches.
B : Obtenir au moins une boule blanche.
(On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.)
2. Onsuppose p = 2 et n un entier naturel quelconque tel que n > 2.
a. Calculer la probabilité P, d'obtenir deux boules de méme couleur.
b. Démontrer que la suite (P,),, est majorée par 1. Quel est le sens de variation de (P,),>, ?
c. Déduire de la question précédente que (P,),, est convergente et calculer sa limite.

PROBLEME
Le plan complexe est rapporté a un repeére orthonormé direct (0,7,7).
PARTIE A
1. On désigne par M, I'origine O du repére et par M, le point tel que : MM, = 1. On fixe un
nombre réel r > 0 et un réel 0 dans R — {km; k € Z}. Soit M, le point du plan tel que :
My M || = 7[[MoM, |
{mes (m\m) = 9[2n].
Calculer I'affixe v, du vecteur MyM; et |'affixe v, du vecteur M;M,.
2. Les points My, M,, M, ayant été définis ci-dessus, pour tout entier naturel non nul n, on définit
M, @ partir des points M,, et M,,_; par :
{"MnMn+1" = r"Mn—an"
mes (Mp_;Mp; MyMy; ) = 6[27].

On obtient ainsi une suite My, My, ...., M,,, et la figure obtenue en tragant les segments

[MoM; ], [M;M,], ..., [MyMy44], ... est appelée «polygone». On note v, I'affixe du vecteur My, 1.

a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n, v, = re®v,,_;. En déduire que la suite (V) est une
suite géométrique.

b. Déduire de la question précédente, |'expression de v,, en fonction de n,r et 6.

3. Dans cette question, on suppose r = \/ii et = %- Calculer v, pour 0 < n < 3 et placer

My, My, M,, M3, M,, en prenant 8 cm pour unité graphique.
PARTIE B
Dans toute la suite du probléme on suppose 0 < r < 1 et, pour tout n > 0, on note z, I'affixe du point
M,,.
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1. Calculer zy,zq,z,.
2. Pour tout n > 0, exprimer v, en fonction de z, et z,,,;.
En déduire que, pour tout n > 1,2, = vy + vy + -+ + vpp_1.

_n
3. Onrappelle que pour tout nombre z = 1,ona:1+z+z% + -+ +2z" 1 = 11_22.
Pour tout n > 0, calculer z, en fonction de n,r et 6.
4. a. Démontrer que le module du nombre complexe z, — ﬁ tend vers O quand n tend vers +oo.

b. On note Q le point d'affixe w tel que : w = —.
Interpréter géométriquement le résultat de la question a. ci-dessus.

5. Pour tout n > 0, on note z,, |'affixe du vecteur QM,,.
a. Calculer z;, en fonction de n,r et 6.
b. Etablir qu'il existe un nombre complexe a non nul tel que pour tout n > 1, z;, = az,_;.
c. En interprétant géométriquement la relation précédente, déterminer une similitude directe f telle
que, pour tout n > 1, f(M,_,) = M,,; préciser le centre, le rapport et |'angle de cette similitude.

. 1 ’ .
d. Dans cetfte question, on suppose r = Heto= %,' calculer dans ce cas les coordonnées du point Q et

placer ce point sur la figure précédemment tracée.
Indiquer une construction géométrique simple de M,, connaissant Q et M,,_; et placer les points
Ms, Mg, M, et Mg sur la figure.
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SESSION DE REMPLACEMENT 1999 Série C
EXERCICE 1
1. Trouver suivant les valeurs de |'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 4™ par 7

2. Justifier que : 1999 = 4[7].

En déduire le reste de la division euclidienne par 7 de 1999132,

4. Soit I'entier A;, tel que : A, = 123% + 123%F + 1233k + 123%k« + 1235k, Discuter, suivant les
valeurs de |'entier naturel k, le reste de la division euclidienne de A, par 7.

w

EXERCICE 2
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3 . On considere les fonctions f, dérivables sur |'intervalle
J0; +oo[ et définies par: f,(x) = x +nin 3).
1. Calculer la limite de f,, en O et en +oo.
Pour tout nombre réel x appartenant a ]0; +oo[ , calculer f, (x).
Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
Démontrer que |'équation, x €]0; n[f, (x) = 0, admet une unique solution a,,.
Démontrer que: Vn > 3,1 <a, <e.
Démontrer que: In(a,41) = fr(@nsr).
Démontrer que la suite (a,) est décroissante.
En déduire que la suite (an) converge
Démontrer que : Vn > 3,= < In(a,) < —.

10. En déduire la limite de Ia suite (a,).

VO NOoO A wN

PROBLEME
Dans le plan orienté muni du repére orthonormé direct (0,1,]), on considére le carré direct OIK] de
coté 1 (L'unité étant le centimetre, on prendra : Ol = 4 ). Soit A un point quelconque de la droite (IJ)
distinct de ] et soit S la similitude directe de centre O qui applique | sur A.
PARTIE A
On désigne par I', K' et A’ les images respectives des points I,K et A par S.
1. Démontrer que le quadrilatére OI'K'A est un carré direct.
2. Construire les points 0,1 K,],I" et K'.
3. Démontrer que les points 4,A’ et I' sont alignés.
4. Démontrer que: 0A' = A'K’.
PARTIE B
Soit a I'affixe du point A, a un argument de a et x la partie réelle de a.
1. Déterminer |'affixe de K.
2. Démontrer que : ia + 1 = x(1 +1i).

3. En déduire qu'il existe un argument de ia + 1 dans la paire E; —%ﬂ}.

4. Démontrer que : (O] ﬁ) = (KA K))
5.

En déduire que — - — a est un argument du hombre complexe a — (1 + i).
PARTIE C
Soit M un point du plan d'affixe z et M’ son image d'affixe z ' par S.
1. Démontrer que : z’' = —iaz.

2. Calculer en fonction de a les affixes respectives k' et a’ des points K’ et A’
3. Soit u et v les affixes des vecteurs KK’, et K'A’.

a. Démontrer que u est un imaginaire pur et que v est un réel.

b. En déduire que les vecteurs K’ et K'A’ sont orthogonaux.
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4. Démontrer que K et K’ sont alignés et en déduire que K’ est le projeté orthogonal de A" sur
la droite (IK).
5. En déduire une construction de 4'.
6. Démontrer que, lorsque A décrit (IJ) privée de J, A’ appartient a la parabole (I') de foyer O et
de directrice (IK).
PARTIE D
On veut construire (I).
1. Donner |'axe focal et le sommet de ().
2. Démontrer que ] appartient a (T).
3. Construire (T).
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SESSION NORMALE 1999 Série C

EXERCICE 1
On considére un dé cubique dont quatre faces sont blanches et deux sont noires. L'expérience
consiste a lancer ce dé et a noter la couleur de sa face supérieure.
1. Calculer la probabilité d'avoir :
a. une face blanche.
b. une face noire.
2. On jette le dé quatre fois de suite.
a. Calculer la probabilité d'avoir dans |'ordre : une face blanche; une face noire; une face blanche ;
une face blanche.
b. Calculer la probabilité d'avoir une seule face noire au cours des quatre lancers.
c. Calculer la probabilité d'avoir une face noire au 4° lancer (une face noire pouvant apparditre au
cours des autres lancers).
3. Soit n un entier naturel non nul.
a. Calculer la probabilité P, d'avoir au moins une face blanche au cours des n lancers.
b. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que : P, > 0,99.

EXERCICE 2
1. Soit h la fonction dérivable sur 0; 4+ [ et définie par : h(x) =Inx — f
a. Calculer h'(x) sur ]0; +oo|.
b. Etudier le sens de variation de h et dresser son tableau de variation.
c. Démontrer que : Vx € [1;€],0 < Inx < f
2. Pour tout entier naturel n, on pose : I, = flex(ln x)"dx.
a. A |'aide de deux intégrations par parties, calculer I,.
b. Démontrer que la suite (I,,) est décroissante.
c. Démontrer que la suite (1,,) est convergente.

2 2

e e

n+2 (n+2)e™

d. En utilisant la question 1.c., démontrer que : vn € N, I, <

e. En déduire la limite de la suite (1,,).

PROBLEME
Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,]); unité : 1 cm.
PARTIE A
On considére dans C |'équation :
23 — (6 + iv3)z% + (11 + 4iv/3)z — 6 — 3iV/3 = 0.
1. Résoudre cette équation en sachant qu'elle a deux solutions réelles.
2. Onappelle A, B,C,E et G les points d'affixes respectives 3;2 +iV3; —1; 7 et 11 + 4iv/3.
a. Démontrer que le triangle IAB est équilatéral.
b. Démontrer que les points B, C et G sont alignés.
c. Placer les points A4,B,C,E et G.
3. Calculer I'affixe du point F de |'axe des abscisses tel que le triangle EFG est équilatéral.
PARTIE B
On appelle O' le centre de gravité du triangle TAB.

1. On veut déterminer |' homothétie h qui transforme le triangle IAB en EFG.
a. Démontrer que |'image par h de [TA] est [EF].
b. Justifier que : h(I) = E,h( A) = F et h(B) =G.
c. Déterminer le centre et le rapport de h.
2. Soit r la rotation de centre 0’ et d'angle 2?” et f la similitude directe telle que : f = hor.
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a. Déterminer le rapport et |I'angle de f.
b. Démontrer que f transforme le triangle IAB en EFG.
3. Soit g une similitude directe qui transforme IAB en EFG.
a. Démontrer que h™'og est une rotation qui laisse le triangle IAB globalement invariant (c'est-a-dire
que le triangle IAB a pour image lui-méme).
b. Caractériser les trois rotations qui laissent globalement invariant le triangle 1AB.
c. En déduire que les similitudes directes qui transforment IAB en EFG sont h, f et une troisieme f
‘que |'on décomposera a |'aide de h et de r.
d. Déterminer le rapport et I'angle de f'.
4. Soit ( le centre de la similitude f. On appelle K le milieu du segment [IA]. a. Déterminer
I'image K’ de Kpar f.
b. Démontrer que O, A, G et F sont cocycliques.
c. Démontrer que O, F, K et K’ sont cocycliques.
d. Construire Q.
5. Déterminer |'application complexe associée a f' '
6. Calculer I'affixe du centre Q' de f'.
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EXERCICE 1
Dans le plan P muni d'un repére orthonormé direct(0;u; 7 ), on considére :
e le quadrilatére convexe ABCD.
(Voir figure ci-contre.)
o Extérieurement au quadrilatere, le point
M; (respectivement M,; M3; M, ) tel que
le triangle AM; B (respectivement BM,C, CM;D,DM, A)
soit rectangle et isocéle de sommet M, \\\
(respectivement My, M3, M, ).
Le but de |'exercice est de démontrer que les
segments [M; M3] et [M;M,] ont des supports perpendiculaires ‘
et ont méme la longueur.

‘D

1. Soit a,b,c et d les affixes respectives des points A, B, C et D et zy, z,, 23 et z, les affixes
respectives des points M;,M,, M; et M,.
a. Exprimer z; en fonction de a et b.
b. En déduire les expressions de z,,z; et z, en fonction de a, b, c et d.
2. Démontrer que les segments [M;M;] et [M,M,] ont des supports perpendiculaires et ont méme
la longueur-.

EXERCICE 2
Le plan P est rapporté au repere orthonormé direct(0,7,7). On considére |'ensemble ( E) des points M
de coordonnées (x,y) vérifiant |'équation :
(1) 25(x? + y?) = (3x — 16)2.
1. Eninterprétant géométriquement |'équation (1), démontrer que (E) est une ellipse de foyer O
et de directrice associée la droite (A) d'équation x = %

Dans toute la suite de |'exercice, M désigne un point de (E) et 6 une détermination de I'angle de
vecteur ( 7,0M).
2. a. Déduire de |'équation (1) une relation entre OM et |'abscisse x de M.

b. Démontrer que OM = ———

3. Onsuppose ici que 6 appartient a]—7,2].
La droite (OM) coupe (A) en I et recoupe (E) en un point M'.

. 1 1 . ,
a. Démontrer que @ + O_li/[’ es‘r2 une constante indépendante de M.

oM oM ol

b. Démontrer que

PROBLEME
Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On considére la fonction f,, dérivable sur R
et définie par: f,(x) = x™e™*. On appelle (C,) la courbe représentative de f,, dans le plan muni d'un
repere orthonormé (0,1,]) (unité 3 cm ).
PARTIE A
1. a. Calculer les limites de f; en +o et en —oo,
b. Etudier le sens de variation de la fonction f1 et dresser son tableau de variation.
c. Tracer la tangente a |'origine a (C;), puis tracer (Cy).
2. a.Pour tout entier n supérieur ou égal a 2 , étudier le sens de variation de la fonction f,,.
b. Calculer les limites de f; en +o et en — et dresser son tableau de variation.
c. Sur une autre figure, tracer la tangente a I'origine a (C3), puis tracer (Cs).
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3. Onnote S, la symétrie orthogonale d'axe la droite d'équation : x = n et (Cy) |'image de (C,)
par S,.
a. M étant le point du plan de coordonnées (x,y), calculer les coordonnées (x’,y’) de son image M’ par
S,..
b. Démontrer que (C;) est |'ensemble des points M dont les coordonnées (x,y) vérifient : y = f,,(2n —
x).
c. Tracer (C4) dans le méme repére que (C3).
d. Pour x < 2n, on pose : g,(x) = f(2n — x).
En interprétant géométriquement les intégrales, justifier I'égalité :
[ fa(Odt = [ gn(®)dt.
4. Pour tout x élément de ]0,n], on pose h, (x) = In(g,(x)) — In(f, (x)).
a. De I'étude des variations de h,, déduire le sighe de h,(x).
b. Démontrer que pour tout x appartenant a l'intervalle 10,n], on a f,(x) < g (x).

c. Déduire de ce qui précede, |'inégalité :
2n

| “node< [ fod
0

0

PARTIE B
Pour tout réel positif x, on pose : F,(x) = foxfn(t)dt.
1. Démontrer que la fonction F,, est croissante sur [0; +oo].
2. A l'aide d'une intégration par parties:
a. Calculer F;(x).
b. Démontrer que, pour tout réel positif x et pour tout entier naturel n supérieur ou égal al, ona:
Fri1(x) = (n + DF (%) = frea ().
3. Endéduire a |'aide d'un raisonnement par récurrence, que pour tout réel positif x et pour tout
entier n supérieur ou égal a1,
Fo0) =ntf1—e(1+ 2+ 4+ 2],
4. a. Démontrer que :lim,_,,F,(x) =nl.
b. Démontrer que pour tout réel x positif ou hul, ona: F,(x) < nl
PARTIE C
1. Démontrer que, pour tout entier n supérieur ouégalal,ona:
Fn()+ [, fu(t)dt < m!
2. Déduire des résultats des parties A et B que, pour tout entier n supérieur ou égalal,ona:
0< Fy(n) <2

n

nn
—'<€ .

1 n  n?
Een<1+i+z+'“+n
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SESSION DE REMPLACEMENT 1998 Série C
EXERCICE 1
Dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,4, V) d'unité graphique 2 cm, on considére |'ensemble (E)
des points M d'affixe z telle que :
1z — 1] =%|Z-iz_— 2(i — 1|

On appelle (D) la droite d'équation x —y + 2 = 0.

1. Soit f I'application du plan dans lui-méme qui d tout point M d'affixe z associe le point M’

d'affixe z ' telle que: z' = %(z +iz)+i—1.

(On pourra poser z = x + iy et z’' = x' + iy’ ol x,y,x" et y' sont des réels.)
a. Démontrer que |'ensemble des points M du plan tels que f(M) = M est la droite (D).
b. Démontrer que pour tout point M du plan, les coordonnées de M’ vérifient |I'équation de (D).
c. Démontrer que le vecteur MM est normal d la droite (D), puis caractériser géométriquement
I"application f.

2. On se propose de déterminer |'ensemble (E) défini au début de |'exercice.
a. Démontrer que : z —z' = %[z —iz=20(-1)].
b. En déduire que (E) est une ellipse de foyer F d'affixe 1, de directrice associée (D) et
d'excentricité % Préciser son axe focal ().

c. Vérifier que les points A et A’ d'affixes respectives %(1 +1i) et %(5 — 3i) sont les sommets de (E)

situés sur |'axe focal.

3. a. Construire la droite (D), I'axe focal (4), les points 4,A" et F.
b. Déterminer géométriquement les autres sommets de (E).
c. Construire (E).

EXERCICE 2
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
On considére dans le plan, un triangle ABC rectangle en A tel AB = 2a et AC = a, ol a est un nombre
réel strictement positif donné.

1. a. Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés

(4,1); (B,—1) et (C, 1).
b. Déterminer et construire |'ensemble (C) des points M du plan tels que
Il MA — MB + MC II=Il MA + MB — 2MC |

2. Soit H le point du plan défini par : 4H = > 4B — AC.
a. Démontrer que le point H est le barycentre des points pondérés (4,3); (B, 1) et (C,—2).
b. Pour tout réel k, on désigne par E; |'ensemble des points M du plan tels que:

3MA? + MB? — 2MC? = ka?

Pour quelle valeur de k,E; contient-il le point C ?
c. Déterminer et construire |'ensemble ( T') des points M du plan tels que : 3MA% + MB? — 2M(C? = 8a?.

PROBLEME

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par : f(x) = ﬁ

On désigne par ( (C) la courbe de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,1,)). (unité graphique:
4 cm).

PARTIE A

1. a. Calculer f'(x) pour tout hombre réel x puis étudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
En déduire le sens de variation de la fonction f.
b. Déterminer les limites de f en —o et en +o et donner le tableau de variation de f.

2. Démontrer que le point A de coordonnées (0, %) est un centre de symétrie de ( C).
3. Donner une équation de la tangente ( T ) a (C) au point A.
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4. Soit ¢ la fonction dérivable sur R et définie par : ¢(x) = % — ix — f(x).
a. Démontrer que :
Vx €] — 00; O[, p(x) > 0,
Vx €]0; +oo[, p(x) < 0.
b. En déduire la position de (T) par rapport a (C).
c. Tracer (T) et (C).
PARTIE B

Pour tout réel non nul m, on considere les fonctions f;, dérivables sur R et définies par: f,,(x) = f(

(C,n) désigne la courbe représentative de f,, dans le repére (O,1,]).
Soit Ty, la transformation du plan dans lui-méme qui a tout point M associe le
point M’ tel que : HM’ = mHM ol H est le projeté orthogonal de M sur (OJ).
1. a. Donner la nature de T_;.
b. Démontrer que (C,,) est |'image par T,,de(C).
c. Tracer (C_1).
2. Soit 1 unréel. On pose I, () = 7, fn (x)dx.
Calculer 1,,,(2) et en déduire que 1,,(1) est indépendant de m.
PARTIE C
Soit g la fonction dérivable sur R et définie par: g(x) = x — f(x).
1. a. Etudier le sens de variation de g.
b. Calculer les limites de g en — et en +oo.

c. En déduire que I'équation f(x) = x admet une solution unique a et que - < a <

N |-

1

4
2. a.Démontrer que : Vx € E;%],f(x) € E%]

b. Calculer f"(x). En déduire que : Vx € E;%],lf’(x)l < i.

c. En déduire que : vx € E%] If(x) —a| < i|x — al

3. Soit (U,) la suite de nombres réels définie par la relation de récurrence : U, = % et Upyq =

f(U,),vn €N,
a. Démontrer par récurrence que : vn € N,U,, € E%]
7/ I 1
b. Démontrer par récurrence que : Vn € N, U1 — | < 2 U, — af

, , 1 n+1
c. Démontrer par récurrence que : Vn € N, |U, — a| < (Z) .

4. a.Déterminer la limite de (U,,).
b. Trouver le plus petit entier naturel p tel que |U, — a| < 1072
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EXERCICE 1

Dans le plan orienté on considére le carré ABCD de centre O tel que

—— Vs
Mes(AB,AD) = >

Soit M un point de la droite (DC), N le point d'intersection de la droite (BC) et de la perpendiculaire a
la droite (AM) passant par A, et I le milieu de [MN].
1. Faire une figure.
2. On consideére la rotation r de centre A telle que : 7(D) = B.
a. Démontrer que N est |'image de M par .
b. En déduire la nature du triangle AMN.
3. a. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude directe s de centre A telle que s(D) = 0.
b. Quelle est |'image de C par s ?
c. Démontrer que I est |I'image de M par s.
d. En déduire I'ensemble des points I lorsque M décrit la droite (DC).

EXERCICE 2
Soit a un réel non nul. On considére la suite U définie par :
Uy=0U, =1
Pour tout entier naturel n non nul, aU,;; = (a + DU, — U,,_;.
1. Pour quelle valeur de a, la suite U est-elle arithmétique ? Dans la suite de |'exercice, on
supposera le réel a différent de 1.
2. Démontrer que la suite V définie pour tout entier naturel n par: V, = U,,; — U, est une suite
géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.
3. a. Démontrer que pour tout entier naturel non nul n,ona:
Up=Vo+V+ o+ Vg
b. Pour tout entier naturel n non nul, calculer U,, en fonction de n et de a.
¢ Pour quelles valeurs de a, la suite U est-elle convergente? Préciser alors la limite de U en fonction
de a.
4. On choisit a = 2.
Trouver le plus petit entier naturel p tel que |U, — 2| < 1073,
Ondonne: In2 =~ 0,69 et In5 =~ 1,61.

PROBLEME
Ce probléme comporte trois parties A, B et C. Les parties B et C sont indépendantes.
Le plan orienté est rapporté a un repere orthonormé (0O, u, ¥), |'unité mesurant 1 cm.
PARTIE A
On considére la fonction f définie, sur[0; +oo[par f(x) = x — 4Vx + 4.
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le repére (0,4, v).
1. a. Démontrer que f est continue a droiteenO .
b. Etudier la dérivabilité de la fonction f adroiteenO.
2. a.Déterminer la limite de f en +oo.
En déduire une interprétation géométrique.
b. Etudier le sens de variation de la fonction f et dresser son tableau de variation.
c. Tracer (C).
3. a. Soit g la restriction de f & [4; +oo].
Démontrer que g est une bijection de [4; +oo[ sur [0; +oo[ et que son application réciproque g~* est
définie sur [0; +oo par :
g (x) = x + 4/x + 4.
b. Tracer la courbe représentative ( C') de g~*, dans le méme repére que (C).
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On appellera (H) la courbe (C) U (C").
4. Soit (E) la courbe d'équation : x* + y? — 2xy — 8x — 8y + 16 = 0 dans le repére(0, 4, ).
a. Démontrer que pour tous réels x et y positifs, ona:
x2+y2—-2xy—-8x—-8y+16=0=[y—f(x)]ly—-g t(x)] =0.
En déduire que (H) = (E).
b. Démontrer que un point M(a; b) est un point de (E) si, et seulement si, le point M’ (b; a) est aussi un
point de (E).
En déduire que la courbe (E) admet un axe de symétrie. Préciser cet axe.
5. Calculer I'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équations x = 0 et x = 4.
PARTIE B
1. Soit m un réel appartenant a ] — 2;2|.
a. Soit les points A,, de coordonnées (2 + m; 0) et B, de coordonnées(0; 2 — m).
Ecrire une équation de la droite (D,,) passant par les points A, et B,,.
b. Soit (A,,) la droite d'équation: x —y —2m = 0.
Démontrer que le point d'intersection T, des droites (D,,) et (A,,) a
pour coordonnéesG (2 +m)?; % 2- m)z).
c. Démontrer que (D,,) est tangente a (C) en Ty,.
2. a. Soit H,, le projeté orthogonal de T, sur la droite ( § ) d'équation y = —x. Démontrer que H,,
a pour coordonnées (m; —m).
b Soit F le point de coordonnées (2; 2).
Démontrer que le quadrilatere A,,H,, B,, F est un carré pour tout m appartenant a ] — 2;2].
3. Pourm = % placer le point T,,, tracer les droites (D,,), (A,) et le carré A,,H,,, B, F :

PARTIE C
1. Soit M un point du plan d'affixe z.
a. Démontrer que le point H d'affixe === est le projeté orthogonal de M sur la droite (8 ).

\ |z+iz

b. Démontrer que la distance de M a ( § ) est égale a

z+iz
2

a. Démontrer que I'ensemble des points M d'affixe z telle que | | = |z — (2 + 2i)| est la courbe (E).
b. Interpréter géométriquement ce résultat.
En déduire la nature de la courbe (E).

En donner deux éléments caractéristiques.
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SESSION DE REMPLACEMENT 1997 Série C
EXERCICE 1
On considére |'équation (E): (p;q) € Z%,11p — 7q = —4
1. a. Vérifier que (—1;—1) est solution de (E).
b. Résoudre (E).
2. a.Résoudre les équations (F) et (G) suivantes :
(F) x € Z,2x = 3[7]
(G)x€Z 9x=4[1 1]
b. Déduire de 1) et de 2) les solutions du systeme
2x = 3[7]
{9x = 4[11y * €2
EXERCICE 2
Une urne contient 6 boules rouges et 4 boules blanches indiscernables au toucher.
On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.
1. On tire au hasard une boule de |'urne.
Calculer la probabilité d'obtenir une boule blanche.
2. On tire simultanément deux boules de I'urne. Calculer la probabilité de tirer deux boules de
méme couleur.
3. On tire une boule de I'urne, on note sa couleur et on la remet dans |I'urne. On fait cette
expérience 4 fois.
a. Calculer la probabilité de tirer exactement deux boules rouges.
b. Calculer la probabilité de tirer au moins une boule blanche.
PROBLEME
Le but du probléme est d'étudier la fonction f définie par :

{Vx €]0; 1[U]1; +oo |, f (x) =
fO)=0etf(1)=1

On notera (C) la courbe représentative de frelativement a un repere orthonormé (0,1,)) d'unité 5 cm.
PARTIE A
On consideére la fonction g dérivable sur ]0; +oo[ et définie par : g(x) = (x — 2)In(x) + (x — 1).

_1\2
1. Démontrer que pour tout réel x élément de ]0; +oo [:g’(x) = @ + In(x).

xZ

T—1 In(x)

2. Etudier le sens de variation de g. puis dresser son tableau de variation.
3. Déduire de 2) que g(x) est positif pour tout réel x élément de ]0; +oof.
PARTIE B
1. a. Calculer : lim,_ o f(x)
b. Démontrer que f est continue a droite en O , et continueen 1.
c. Calculer le nombre dérivé de f a droiteen O .
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

d. On admettraici que f est dérivable en1 et que: f'(1) = &

>

En déduire une équation de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse 1.
2. a.On admet que f est dérivable sur 10; 1[U]1; +oo].

Démontrer que pour tout réel x appartenant a ] 0; 1[U]1; +oo[ f'(x) = (x—xl)z gx)

b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

c. Démontrer que pour tout réel appartenant a [0;1],0na 0 < f(x) < 1

d. Dans le repere (0,1,]), tracer la demi-tangente a (C) au point O, la tangente a (C) au point B de
coordonnées (1;1) et la courbe (C).

On donne: In2 = 0,69;In3 = 1,1.

PARTIE C

1. Pour tout réel a appartenant a ] 0;% [ on considere |'intégrale A(a) telle que :
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1+0£ tZ

A(a) = .L

E—Cl

CIn(t)de

On note A la limite de A(a) quand a tend vers % par valeurs inférieures.

Que représente géométriquement le nombre A ?
2. a. Démonfrer que la fonction H,, définie, pour tout entier naturel non nul n, sur 10; +co[  par :

Ha(6) = = (In() - 1)
est une pmmmve de la fonction t — t"In(t) sur. ]0; +o.

b. Soit a dans ] 0;% [. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
1

7+a
I,(a) = J; t"In(t)dt et I, = lin}ln(a)
>—a

a—>§
1

T (D)2
3. a.Pour tout réel t différent de 1, et pour tout entier naturel non nul n, calculer la somme :
t2+t3 4+t
(somme des n pr'emlers termes d'une suite géométrique).

Calculer 1,,() et en déduire que 1, =

Démontrer que — =2 — 3 — My ttmlz
et que A(a) = —I(a) — I3(@) — = — g1 (@) + f £ t”f (t)dt.

b. En utilisant la question 2.c.de la partie B, demonTr'er' que :
§+a E+a 1
0 <j t”f(t)dt<f t" dt <f t"dt
T-a 1« 0

c. Déduire de ce qui précede que, pour tout entier naturel non nul n :

< A(a) + (@) + Iz(@) + -+ Ippa(@) < nr 1
et que, pour ‘rouT enﬁer naturel non nul n :

1
0<A—(F+m+m+: +(+2)2)<m.

TL'Z

d. On admet que hmn%w (1+s+m+mtmt+ (n+2)2) =z
’ T[z 5
Démontrer que A= ——=.
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SESSION NORMALE 1997 Série C
EXERCICE 1
On considére les intégrales 1,, et ], définies par :

T

= (3
Io f(zl cosx
Jo = fogcos xdx et, pour tout entier naturel n non nul, par J,, = fog(sin x)"cos xdx,

1. a. Calculer ], et ], pour tout entier naturel n non nul.
b. Calculer 1, = I, et démontrer que pour tout entier naturel n,

N
e =l =79\

1

z (sinx)™
dx et, pour tout entier naturel n non nul, par 1, = [ 2 —dx,
s

2. a.Calculer 1.
b. En déduire I5.
3. Soit f la fonction définie sur [0;%] par: f(x) =

cosx’

a. Démontrer que, pour tout réel x: cosx = 2cos (g + %) sin (g + %)

71 2 T X T

b. On pose, pour ftout x élément de [0;5] ;u(x) = tan (5 + Z)
u'(x)

u(x)

c. Calculer I, puis I, et I,.

3
;=

Calculer - En déduire une primitive de f sur [O 3].

EXERCICE 2
Dans le plan, on donne trois points alignés 4, B et P.
Soit un point Q n'appartenant pas a la droite (AB) et tel que : AQ = BP.
La paralléle a la droite (PQ) passant par B coupe la droite (4Q) en C.
1. Justifier |'existence d'une homothétie h transformant P en B et Q en C.
Préciser son centre.
2. a. Construire B; et C; les images respectives de B et C par h.
b. Démontrer que : AC = BB;.
a)//(ST)
3. On donne un triangle RST. On veut construire deux points I et ] tels que : {1 € (SR)\ {S; R}
] € (RT) et RJ = SL
(Dans cette question, on ne demande pas de trouver toutes les solutions mais seulement d'en donner
une.)
a. Démontrer que, si le triangle RST est isocele en R, il y a une solution évidente.
b. Dans la suite, les segments [RS] et [RT] he sont pas de méme longueur. A I'aide des deux premiéres
questions, donner un programme de construction d'un couple de points (I,]) solution du probleme.
Justifier ce programme.

PROBLEME
PARTIE A
Soit f la fonction définie par : £(0) = 0 et pour tout réel strictement positif x par f(x) = ’;lif

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de fenO.
2. Soit ¢ la fonction dérivable sur ] 0,4+ [ et définie par : ¢(x) = In(x) + x + 1.

a. Etudier le sens de variation de Q.

b. Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une solution unique S telle que : 0,27 < B < 0,28.
3. a. Exprimer f’'(x) en fonction de ¢(x).

En déduire les variations de f.

b. Vérifier que : f(B) = —B.

c. Calculer la limite de f en +oo.

d. Dresser le tableau de variation de f.
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4. Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (0,7,)).
On placera en particulier les points d'abscisses 1; 3; 4; e?;12. In(5) = 1,6.
PARTIE B
a. Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique « dans [3,4].

1
b. Démontrer que les équations f(x) = 1 et e'*x = x sont équivalentes.
Soit g la fonction dérivable sur ]0; + [ et définie pour tout réel strictement positif x par : g(x) =
e1+§
a. Etudier le sens de variation de g.
b. Démontrer que pour tout x élément de [3;4], g(x) est un élément de [3;4].

c. Démontrer que : Vx € [3;4],1g' (¥)] < %

4 5
On prendra. ez = 3,8; e+ = 3,49,
3. Soit (U,) la suite définie par : U, = 3 et la relation de récurrence U,,; = g(U,).
a. Démontrer par récurrence que : Vn € N,U,, € [3;4].
1

b. Démontrer que pour tout entier n positif ou nul : [Upyy —al <3

Uy, — al.
En déduire que |U, — a| < Zin
c. . Démontrer que la suite (U,,) est convergente. Calculer sa limite.
d. Pour quelles valeurs de n,U,, est une valeur approchée de a a 1072 pres?
PARTIE C
Soit n un entier naturel non nul.
Démontrer que |'équation f(x) = n admet une solution «, et une seule. Placer a, et a, dans le méme
repere que précédemment.
2. a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,ona: a, > e".

b. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,ona:

f(a,) =n est équivalent & In (%) =

an’

c. Déduire des questions 2.a. et 2.b. que la suite (%) \ est convergente et calculer sa limite.
neN*
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SESSION DE REMPLACEMENT 1996 Série E

EXERCICE 1
Dans le plan orienté P, on considére un cercle (C) de centre O et de rayon R et un point O tel que
00’ = 3R.
Soit r la rotation de centre 0’ et d'angle de mesure g et t la translation de
vecteur 00’. Onpose: f =7 ot.

1. a. Démontrer que f est une rotation dont on précisera |'angle.
b. Déterminer |'image de (C) par f. Faire une figure ot |'on prendra R = 3 cm.
c. Déterminer et construire Q, centre de la rotation f.

2. M étant un point quelconque de (C) et M’ son image par f, on appelle I le milieu du segment

[MM'].

a. Déterminer la nature du triangle QMM' .
b. En déduire que I est I'image de M par une similitude directe de centre €, dont on précisera le
rapport et |'angle.
c. Déterminer et construire I'ensemble des points I quand M décrit le cercle ( (C). Justifier votre
construction.

EXERCICE 2
Deux personnes, A et B, écrivent chacune au hasard un nombre entier compris entre 1 et 50 . On note
a et b les nombres écrits respectivement par A et B.
On suppose que tous les couples (a,b) tels que 1 < a < 50 et 1 < b < 50 sont équiprobables.
1. Déterminer les probabilités des événements suivants :
aa=>b
b.a+b =20
c.b>15
db>a
2. Si A et B font cing fois la méme expérience, quelle est la probabilité pour que |'événement "
b > a" soit réalisé au moins deux fois ? Le résultat sera arrondi a |'ordre 2.
Pour tout entier naturel n, on considére la fonction f, dérivable sur R et définie par :

( 1

J pour n =0, fo(x) = N
2n

[ Pour > 1RO = s

On désignera par (C,) la courbe représentative de f, dans un repére orthonormé (0,7,)) ayant pour
unité graphique 4 cm.
PARTIE A

1. Etudier la parité des fonctions f;,.

2. Déterminer les limites de f, aux bornes de son ensemble de définition. Etudier le sens de

variation de f, et construire (C,).

3. Démontrer que toutes les courbes (C,)(n € N) ont deux points communs.

4. Dans cette question, on suppose que n est non nul.
Pour tout réel x, calculer f,/(x) ol f, est la fonction dérivée de f,,.

5. a. Déterminer les limites de f; et f, en —o et +oo.
b. Etudier le sens de variation de chacune des fonctions f1 et f, et dresser leurs tableaux de
variation.
c. Démontrer que la droite d'équation y = x est asymptote a (C;) en +oo et préciser la position de (C,)
par rapport a cette asymptote. Tracer(C;) et (C,) dans le méme repére que (C).
PARTIE B

Soit (I,) la suite réelle définie par : I,, = folfn(x)dx;n € N.
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1. Pour tout entier naturel n, démontrer que : I,, > 0.
Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n,ona:

aant D S SamEt
3. Endéduire la limite de (I,) quand n tend vers +co.
4. On partage |'intervalle [0; 1] en cing segments de méme longueur 0,2 par les points ay = 0;a; =
0,2;a, =0,4;a; =0,6;a, =0,8;a5 = 1.
a. Démontrer que |'on a, pour tout entier naturel i tel que 0 < i < 4:

02 < [ fol)dx < 02f5(a)

b. Pour tout entier naturel i tel que 1 < i <5, calculer fy(a;) & 1072 par défaut et par exces. En
déduire un encadrement de I,,.
5. a A |'aide d'une intégration par parties de I,,, démontrer que, pour n de N, on a: I, = V2 —
2n+ 1)y + Ly
b. Exprimer I, en fonction de I, et donner un encadrement de I;.
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EXERCICE 1
Un carré ABCD, de c8té 35 cm, est divisé en 1225 (soit 352 ) petits carrés de 1 cm de cdté par des
segments régulierement espacés et paralléles soit au segment [AB], soit au segment [AD].
1. On appelle "nceud" tout point d'intersection de deux segments de ce quadrillage qui n'est pas
situé sur les c6tés du carré ABCD.
a. Combien y a-t-il de noeuds dans le quadrillage ?
b. On choisit au hasard un de ces nceuds et on le note M. Soit I le projeté orthogonal de M sur (AB)
et J le projeté orthogonal de M sur (AD). Déterminer la probabilité de chacun des événements :
b-1: le quadrilatére AIMJ est un carré, b — 2 : le quadrilatére AIMJ a un périmetre de 24 cm.
2. n étant un entier naturel non nul, on note S,, la somme des n premiers entiers naturels non nuls.

a. Démontrer que S, = n(n;l).

b. Combien y a-t-il d'entiers naturels non nuls n tels que S, < 1225 ?
3. Les petits carrés du quadrillage sont humérotés de 1 a 1225 .
a. On choisit au hasard un des petits carrés, et on note son numéro k. Quelle est la probabilité pour
qu'il existe un entier naturel non nul n tel que S, = k ?
Un tel événement est appelé "succes".
b. On réalise 5 fois |'épreuve précédente.
Quelle est la probabilité d'obtenir au moins trois "succes" ?

EXERCICE 2
On considére |'équation (E) :
1. a. Vérifier que -3 est solution de (E).
b. Résoudre |'équation (E).
Les solutions seront notées z,, z;, et z,, ol z, = —3 et z, a sa partie réelle positive.
2. Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct(0, u, ¥) (unité : 1 cm ). On considére
les points My, M; et M, d'affixes respectives z,, z; et z,.
a. Placer les points My, M; et M, dans le repére (0,4, v).
b. Démontrer que le triangle MyM; M, est rectangle isocele.
3. On désigne par G le barycentre des points pondérés (My, —1); (M;,1) et (M, 1).
a. Construire géométriquement le point 6. Justifier la construction.
(On ne demande pas de calculer les coordonnées de G.)
b. Déterminer et construire |'ensemble ( € ) des points M du plan tels que :
—MM3 + MM? + MM3 = —GM3.
(On pourra vérifier que M, est un point de (8).)

PROBLEME
Pour tout entier naturel non nul n, on considére la fonction f,, définie sur |'intervalle [0; +oo[ par :
n
fn(x) =x"Inx — _
1

fn(0) = -
On désigne par (C,,) la représentation graphique de f; dans le plan muni d'un repére orthonormé
(0,L,]) (unité: 2 cm).
PARTIE A

1. Etudier la continuité de f adroiteen O .

si x > 0(In x désigne le logarithme népérien de x)
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A -~ a0 - -
2. Déterminer la limite de % lorsque x tend vers O par valeurs supérieures (on distinguera les

casn = 1et > 1). Interpréter géométriquement les résultats obtenus.
3. Etudier le sens de variation de fn. Préciser la nature de la branche infinie.
4. Construire (C;) et (C,).
PARTIE B
Soit 2 un réel strictement positif.
1. A l'aide d'une intégration par parties, calculer en fonction de 1 I'intégrale :

1
f x?In xdx
)
2. En déduire la valeur, en fonction de 4, de 1(1) tel que :
1
I(A) = L f2(x)dx.

3. Calculer la limite de 1(1) quand 1 tend vers O .
En déduire |'aire en cm? de la portion de plan limitée par (C,), I'axe des abscisses et les droites
d'équationsx =0etx =1
PARTIE C
1. On pose, pour tout x de |'intervalle 10; 1[, g(x) = f,(x) — x. Dresser le tableau de variation de g.
En déduire que I'équation f,(x) = x admet une solution unique a dans |'intervalle 10; 1].
2. a. Etudier le sens de variation de f5. fonction dérivée de f, sur ]0; 1] et dresser son tableau de
variation.
b. Démontrer que, pour tout x de |'intervalle [0;1], ona: |f; ()] < %
3. On consideére la suite (U,) définie par :
Uy =1
{VTE €N, Uy, = f2(Uy)
a. A |'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n,U, € [0; 1]
b. a étant le nombre réel défini a la question C.1, démontrer que pour tout entier naturel n,ona:

2
Unsr = al <5 1Un —al,

. . 2\"
c. Démontrer par récurrence que : Vn € N, |U, — a| < (Z) [1—«al.

d. En déduire que la suite (U,) converge vers a.
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EXERCICE 1
ABC est un triangle équilatéral de c6té de longueur a. Soit I le barycentre des points pondérés
(4,1),(B,2) et (C,—2).

1. Déterminer et construire I.

2. Calculer 1A%,1B? et IC% en fonction de a.

3. Soit k, un nombre réel.
a. Déterminer en fonction de k, |'ensemble (Q;) des points M du plan tels que : MA? 4+ 2MB? — 2MC(C? =
ka?
b. Existe-t-il une valeur de k pour laquelle B appartient a (Q;) ?

4. a. Démontrer que ((_,) est un cercle tangent a la droites (AB).
b. Démontrer que le symétrique D de B par rapport d la droite (AI) appartient a la droite (AC).
c. Démontrer que (Q_,) est tangent a (AC) en D.
d. Quelle est la nature du triangle IBD ? Justifier la réponse.

EXERCICE 2
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (0O, u, V). On prend 2 centimetres comme unité
graphique. On considere dans C |'équation, notée (E).
(B):z3+ (-1+20)z2—(1+2)z—3+4i=0

1. a. Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure unique, que |'on calculera.
b. Résoudre |'équation (E).

2. Soient A,B et C les points d'affixes respectives i, -1 — 2i et 2 — i.
a. Placer les points A, B et C dans le repere (0, i, 7). Démontrer que le triangle ABC est isocele en B.
b. Calculer les réels b et ¢ pour que le point O soit le barycentre des points pondérés (4,1); (B,b) et
(C, o).

PROBLEME
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct(0,7,)). L'unité choisie est le centimetre.
PARTIE A
1. Soit (h) la conique d'équation : y? — x? = 16 dans le repére (0,7,]). Quelle est la nature de (h)
?
On note A le sommet de (h) d'ordonnée positive. Tracer (h).
2. Onpose:z=x+iy,z =x"+iy’,z" =x"+iy" ol x,x',x",y,y’,y" sont des réels. Soit R
I'application du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z' définie par :
z' = \/75(1 —i)z.
Démontrer que R est une rotation dont on précisera le centre et I'angle.
3. Soit S I'application du plan qui a tout point M d'affixe z associe le point M" d'affixe z"" définie
par:z'" = ‘/;(—1 +i)z.
a. Démontrer que |'ensemble des points invariants par S est la droite (D) d'équation : y = (V2 + 1)x.
b. Démontrer que S = RoS(gj) ol ] est le point de couple de coordonnées (0; 1).
c. Déduire de ce qui précede, la nature de S.
4. a. Vérifier que : R(A) = S(A). On notera A’ ce point.
b. Démontrer que (D) coupe ( h ) en deux points E et F.
5. a. Démontrer que les coordonnées de M, M’,M" vérifient : x'y’ = x"y" = %(y2 —x?).
b. En déduire que (h) a la méme image par R et S. On appelle ($) cette image.
Donner la nature et une équation de (#) dans le repére (0,1,)).
6. a. Expliquer pourquoi E et F appartiennent a (¥).

b. Construire sur la méme figure la courbe (h), les points A et A’, la droite (D) et la courbe (#).
PARTIE B
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1. On note (h+) I'ensemble des points de (h) d'ordonnées positives.
a. Démontrer que (h*)est la courbe représentative de la fonction f:x = Vx2 + 16 dans le repére
(0,3,)).
b. Soit N un point de (h+) d'abscisse x positive. On note U(x) |'aire de la partie (A) du plan, limitée
par la courbe (h+) et les segments [0A] et [ON]. Démontrer que, pour tout réel positif ou nul x :
U(x) = fx JVit2 + 16dt — <x—x22+16>
0
On ne cherchera pas a calculer U(x).
c. Pour tout réel positif ou nul x, on pose: G(x) = 8In(x + Vx? + 16)
Prouver que U et G ont la méme fonction dérivée sur [0; +ool.
Calculer U(0) et G(0).
En déduire que pour tout réel positif ou nul x :

x+Vx?+16
U@) = 8ln | ————
2. Soit (C) la courbe représentative de U dans le plan muni d'un repere orthonormé (unité : 1 cm

).
On fera un graphique séparé de celui de la partie A.
a. Etudier le sens de variation de la fonction U sur [0; +oo].
b. Calculer le nombre dérivé de U en O.
Préciser |'allure de la courbe (C) au voisinage de |'origine.
c. Tracer la courbe (C) sur |'intervalle [0; 8]. On construira la tangente a (C) en O.
On prendra: In2 = 0,693;1In(1 + v2) = 0,881;In(2 + V5) = 1,444; In(1 + V5) =~ 1,174.
PARTIE C
On appelle (7+) |'ensemble des points de () d'ordonnées positives.
On se donne un point N’ de (+) d'abscisse x’ telle que : x’ > 2v?2.
1. Démontrer que le point Ny, tel que : N; = R"*( N') appartient d (h+) et que son abscisse x est
positive.
2. Soit (A") la partie du plan limitée par (3£+), les segments [OA'] et [ON']. Démontrer
géométriquement que (A") et (A) ont la méme aire.
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EXERCICE 1
L'unité choisie est le centimetre.
Dans le plan orienté on considere deux points A et O tels que : AO = 1,5.
Soit f la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d'angle de mesure 2?”
1. Onpose: B=f(A)etC=f(B).
a. Construire les points B et C.
b. Démontrer que g est une mesure de |'angle (ﬁ) et que BC = 2BA.

En déduire que le triangle ABC est rectangle en A.
2. Soit R la rotation de centre A et d'angle de mesure =.
On désigne par D,E et F les points tels que : B = R(D),E = R(C) et F = f(D).
a. Construire les points E, D puis F.
b. Démontrer que les points A, D, B et O sont cocycliques.
En déduire que B, F, C et O sont cocycliques.
c. Soit : C le cercle circonscrit au triangle ABD;
C' le cercle circonscrit au triangle BCF;
C" le cercle circonscrit au triangle ACE.
Démontrer que ces trois cercles ont le point O en commun.

EXERCICE 2
Soit la suite réelle U de premier terme u, égal a 5 et définie par ld relation de récurrence : vn € N,
2u, +4

1. a. Démontrer que pour tout entier n:u, > 0.
b. Démontrer que pour tout entier n: u, # 1.
2. Donner dans un repére orthonormé (0,1,]) une représentation graphique de la fonction f
définie sur ] —5;+o[ par: f(x) = zxx:: (unité: 2 cm).
Utiliser cette représentation graphique et la droite (D) d'équation y = x pour placer uy,u, et u, sur
I'axe des abscisses.
D'apres le graphique, quelle hypothése peut-on faire sur le sens de variation de U et sa limite?

. . 7’ rd rd _1
3. Soit V la suite réelle de terme général v, tel que : v, = Z“M
n

Démontrer que V est une suite géométrique et en donner le premier terme et la raison.
Démontrer que V est convergente et calculer sa limite.
En déduire que la suite U converge et calculer sa limite.

a.
b.
C.

PROBLEME
Un tableau de valeurs est donné en fin d'énoncé.
Toutes les fonctions considérés dans ce probléme sont dérivables sur leur ensemble de définition.
Partie A
On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = xe'™. On désigne par (C) la courbe
représentative de f dans un repéere orthonormé (unité : 3 cm ).
1. a. Déterminer les limites de f en —o et en + et préciser les asymptotes éventuelles a (C)
paralléles aux axes.
b. Etudier le sens de variation de la fonction f et donner son tableau de variation.
c. Tracer (C).
2. u est un réel strictement positif. En utilisant une intégration par parties, déterminer I'aire
A(u) de la région du plan comprise entre la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équations x =0 et x = u.
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3. Calculer lim,_,,,A(u).
Dans la suite du probléme, n désigne un entier naturel non nul.
Partie B On considere les fonctions f, définies dans R par : f,(x) = xn—:lel‘x.
1. a. Déterminer les limites de f, en — et en +oo.
b. Etudier le sens de variation de f, et dresser son tableau de variation.
c. Construire la représentation graphique (C;) de f, dans le méme repére que la courbe (C).
2. a. Déterminer les limites de f; en — et en +oo.
b. Etudier le sens de variation de f5 et dresser son tableau de variation.
c. Construire la représentation graphique (C;3) de f; dans le méme repére que la courbe (C).
3. a. Etudier, suivant la parité de n, le sens de variation de la fonction f, et donner ses limites
aux bornes de son ensemble de définition.
b. Démontrer que pour tout entier non nul n: f' , = f_1 — fy.
Partie C
On considére les fonctions J, définies dans R par : J,(x) = [ f,(t)dt.
1. En utilisant la relation de la question B.3.b, calculer J,,(x) — J,—1(x) pour tout réel x.
2. Démontrer que pour tout réel x, on a: J,(x) = J;(x) — Xr=, fi ().
En déduire que : J,,(x) = e —e'™* (Z}ézo xk—lf)
3. Dans cette question, on suppose que x est élément de [0; 1].
a. Démontrer que pour tout entier non nul n: 0 < f,(x) < f(1).
b. En déduire que pour tout x élément de [0;1],],(x) < %
c. Calculer la limite de J,(x) lorsque n tend vers +oo.
d. Démontrer que pour tout x élément de [0;1] :
x?  x3 x™
lim,, 4 00 <1 +x+E+§+ +F> =e*
Partie D
1. On suppose n pair.
Etudier le sens de variation de Jn sur R; préciser les limites de J,(x)
lorsque x tend vers +o et —co.
Déterminer le nombre de solutions dans R de I'équation : J,,(x) = e.
2. On suppose n impair.
Etudier le sens variation de Jn sur R; préciser les limites de J,(x) lorsque x tend vers +o et —oo,
Déterminer le nombre de solutions dans R de I'équation J,, (x) = e.
Préciser le signe de chaque solution.
3. Déterminer, suivant la parité de n, le nombre de solutions dans R de I'équation :

2 3 n
X X X .
<1 +x+ o7 + en + -+ F) =0 (On ne calculera pas les solutions)

Tableau de valeurs

=

|
w
1
nN
1
—
—
N| W
nN

e* 1005|013 | 037|272 | 4

N
oo

7,39
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SESSION DE REMPLACEMENT 1995 Série E
EXERCICE 1
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé (0,4, V). Soit a un nombre complexe non nul et A
le point d'affixe a. On considére |'application f du plan dans lui-méme qui, a tout point M d'affixe z,
associe le point M’ d'affixe z' définie par :
z' =atz+a-1

1. Déterminer |'ensemble E; des nombres complexes a pour lesquels f est une translation.
Caractériser f pour chacune des valeurs trouvées.

2. Déterminer |'ensemble E, des nombres complexes a pour lesquels f est une homothétie.

Représenter graphiquement |'ensemble des points A dont |'affixe a appartient a E,.

3. Caractériser f pour a =1+ 1.

4. a. Soit M, le point d'affixe 1 et M son image par f. On considére |'ensemble (I') des points A
d'affixe a telle que le point M; appartient a I'axe (O,u). Démontrer que (T') est la réunion
d'une droite &t d'une hyperbole.

b. Sur une figure distincte de celle de la deuxiéme question, représenter graphiquement (I).

EXERCICE 2
On considére trois points non alignés A, B et C de |I'espace. On désigne par G, le barycentre des
points pondérés (4,3), (B, 2) et (C,—1) et par G,, le barycentre des points pondérés (4,2), (B, 1) et
(€, 1).

1. a. Calculer G;G, en fonction de AB et AC.
b. En déduire que G, # G,.

2. A tout point M de |'espace on fait correspondre le point M, tel que :
MM, = 3MA + 2MB — MC et le point MM, = 2MA + MB + MC.
a. Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, M; décrit la droite ( A ) image de (D) par une
homothétie que |'on précisera.
b. Démontrer que le vecteur M, M, reste constant quand M décrit |'espace.

3. Déterminer I'ensemble S des poines M de |'espace tels que MM, - MM, = 0.

PROBLEME
On consideére la fonction numérique f dérivable sur R et définie par :

fo) =5
On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (unité : 2 cm ).
Partie A
1. a. Déterminer :limf(x); limf (x).
b. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
2. Démontrer que le point A de (C) d'abscisse O est un centre de symétrie de (C).
3. Tracer (C). On construira en particulier la tangente a (C) au point A.
4. a. Démontrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~*. Préciser |'ensemble de
définition de f 1.
b. Donner une expression de f 1 (x).
c. Tracer dans le méme repere que (C), la courbe (I') représentative de f~1.

5. a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout réel x, on ait : f(x) =a+ el;i
) - 4
b. On pose : VA € R,I(A) = [, ,f(t)dt. Déduire de 5.a, que I(1) = —22+ 3In(e? + 1) +In (E)

6. a.x étant unréel de l'intervalle [0; 1 [, établir a I'aide d'une considération géométrique que :
X
1@+ [ 0de =2 0
0

b. En déduire une expression de foxf‘l(t)dt.
Partie B
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1. a. Etudier le sens variation de f'.
b. En déduire que, pour tout réel x,0 < f'(x) < %.
2. On pose, pour tout x réel, p(x) = f(x) — x.
a. Démontrer que la fonction ¢ est une bijection de R vers R.
b. En déduire que |'équation f(x) = x admet une solution unique, que |'on notera a.
c. Démontrer que : —1,5 < a < —1,4.
3. On définit la suite numérique (U,) par son premier terme U, et la relation de récurrence
. ve N, n:Uyyq = f(U,).
a. A I'aide de I'inégalité des accroissements finis, établir que, pour tout entier naturel n: |U,,; — a| <
21U —al

n
b. En déduire que, pour tout entier naturel n: |U,, — a| < G) |Up — af

En déduire que la suite (U,) converge vers a.
c. Ondonne U, = —1

Justifier que : vn € N, |U, — | < l(i)n
. que - v ~2\4/)
A partir de quel rang n est-on siir d'avoir : |U, —a| < 1073 ?
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SESSION NORMALE 1995 Série C
EXERCICE 1

1

On pose : Vn € N*, Up = [ ———dx.

1. a. Démontrer que U, est défini pour tout entier naturel non nul n.
b. Démontrer que : vn € N*,U,, > 0.

2. a. Etudier le sens de variation de la suite (Up)nen
b. En déduire la convergence de la suite (U,) ey

3. Onpose: Vn € N, v, = folx”dx.
a. Démontrer que la suite (V,) ey est convergente et calculer sa limite.
b. En déduire la limite de la suite (U,)) en*-
EXERCICE 2
Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (0,7,)). Soit a un réel strictement positif.
On considére le point A de coordonnées (a,0) et B le point de coordonnées (a; a).
On désigne par R la rotation de centre O et |'angle de mesure +§, par S la symétrie de centre B et par

xn

R’ la rotation de centre A et d'angle de mesure —g.
Onpose F=R '0S°R.
1. Quelle est la nature de la transformation F ? Préciser ses éléments caractéristiques. (On
pourra considérer |'image par F du point C défini par C = R™1(B).)
2. Soit (D) la droite d'équation x +y = a et Sy la symétrie orthogonale d'axe (D). Déterminer la
nature et les éléments caractéristiques de la transformation composée Sp,OF.

PROBLEME
Partie A
Soit la fonction g de R* dans R définie par: g(x) = —x|x| + 1 — In |x|
1. Etudier le sens de variation de la fonction g et dresser son tableau de variation.
(On ne demande pas de calculer les limites aux bornes de Dy.)
2. a. Déterminer le signe de g(x) sur ] —oo;0[.
b. Calculer g(1). Déterminer le signe de g(x) sur ]0; +ool.
Partie B
Soit la fonction f de R* dans R définie par : f(x) = |x| + =~
Soit (C¢) la représentation graphique de f dans un repére orthonormé (0,1,]) (I'unité sera égale a 1 cm

).

In |x|

1. a. Enutilisant les résultats de la partie A, étudier le sens de variation de f.
b. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et dresser son tableau de
variation.
2. Déterminer le signe de f(x) sur ]0; +ool.
3. Démontrer que les droites ( A ) d'équation y = x et ( A’) d'équation y = —x sont asymptotes a
(Cr) respectivement en +o et —co.
4. a. Déterminer |'intersection de (Cr) et (A') sur ]0; +oof.
b. Etudier la position relative de (C;) et (A") sur ]0; +oo].
5. a. Déterminer |'intersection de (Cs) et (A) sur | — oo; 0[.
b. Etudier la position relative de (Cy) et (A) sur ] — oo; 0[.
6. Tracer (b),(A") et (Cf).
Partie C
On se propose de déterminer |'intersection de (Cy) et (A") sur ] — o; 0[.
Soit la fonction h définie sur | — oo; 0[ par : h(x) = f(x) + x.
1. a. Calculer lim,_,_,h(x) et lim,_yh(x).
b. Etudier le sens de variation de la fonction h et dresser son tableau de variation.
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2. a. Démontrer que |I'équation x €] — ; 0[, f(x) = —x admet une solution unique a.
b. Démontrer que :
-1<a< —%.
Partie D
1. Soit t un nombre réel tel que ¢t > 1.
Calculer |'aire A(t) de la partie du plan délimitée par (A"), (C) et les droites d'équations x = 1 et
x =t.

2. On pose, pour fout nombre réel ¢ tel que t > 1:J(t) = J 12_2xd

a. A I'aide d'une intégration par parties, calculer J(t).
b. Démontrer que :

0<J(O< L

c. Déterminer lim,_,,J(t).
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SESSION DE REMPLACEMENT 1994 Série C
EXERCICE 1
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (0,4, V). On prendra 4 cm pour unité.
1. Soit (H) I'ensemble des points du plan dont les coordonnées vérifient : x* — y2 + x = 0.
a. Déterminer la nature de (H).
Préciser ses éléments de symétrie et asymptotes éventuelles.
b. Représenter graphiquement (H).

2. A tout point M’ d'affixe z différente de O et de -1 on associe le point M' d'affixe z' telle que :
! — 2
z2+z7°

a. Déterminer et construire I'ensemble des points M d'affixe z tel que z’ soit un réel.
b. Déterminer et construire |'ensemble des points M d'affixe z tel que z’ soit imaginaire pur.

EXERCICE 2
Dans le plan orienté, on désigne par (C;) et (C,) deux cercles de centres 0, et 0,, de rayons
respectifs 2 et 5 et sécants en 1 et ] tels que :
Mes(104,10;) = %ﬂ

1. Faire une figure (unité: 1 cm).

2. Soit s une similitude directe plane transformant (C,) en (C,).
a. Quel est le rapport d'une telle similitude ?

b. Si N est le centre de s, quelle est la valeur du rapport N9 5

NO;
c. Déterminer et construire avec soin |'ensemble (I') des centres N des similitudes directes
transformant (C;) en (C,).

3. On considére maintenant la similitude plane directe S de centre I

transformant (C,) en (C,).

Faire une deuxieme figure ne faisant pas apparditre (T).
a. Soit M; un point de (C,) et M, son image par S. Démontrer que les points J,M; et M, sont alignés.
b. Placer un point M; sur (C,), construire alors M,.

4. Une droite (D) passant par ] recoupe (C;) en B;(B; # M;) et (C;) en B,.
a. Pourquoi les droites (B;M,) et (B,M,) sont-elles sécantes ?
b. On désigne par P le point d'intersection de (B;M;) et (B,M,). Démontrer que les points I, By, B, et P
sont cocycliques.

PROBLEME
On désigne par g la fonction numérique définie sur R par : g(t) =

et
1+e2t
On se propose d'étudier g et de trouver une de ses primitives.

Partie A: Etude d'une fonction 6 définie par une intégrale
1. a. Démontrer que g est une fonction paire.
b. Calculer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
c. Etudier le sens de variation de g. Dresser le tableau des variations de g.
d. Tracer (I) la courbe représentative de g dans le plan muni d'un repere orthonormé (0,1,] ) (On
prendra 4 cm pour unitéet e = 2,7).
2. On consideére la fonction numérique G définie sur R par

G(x) =f0 gtdt

(On ne cherchera pas a exprimer G(x) en fonction de x..)
a. Que représente G pour la fonction g ?

b. Préciser G'(x) et déduire le sens de variation de G.

c. Déterminer le signe G(x) suivant les valeurs de x.
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Partie B : Etude d'une bijection f et de sa réciproque
On considére la fonction numérique f définie sur I'intervalle ] —2;7 [ par :

f(x)=1In [tan (x + %)]
a. Démontrer que si x €] —7;5[ alors tan (x + %) e] 0; +oo[

b. Démontrer que f est une fonction impaire.

c. Démontrer que: pour tout x élément de ] — 757,

1 + tan? (x + E)

4
tan (x + %)

fl) =

Préciser le nombre dérivé de f en O .
d. Etudier la limite & droite de f en —Z, ainsi que la limite & gauche de f en %.

e. Dresser le tableau des variations de f.

f. Tracer (C), la courbe représentative de f, dans le plan muni d'un repére orthonormé (0’,1',]") (unité
‘4 cm).

a. Démontrer que f admet une bijection réciproque, que |'on notera =1, dont 2n précisera |'ensemble
de définition et |'ensemble image.

b. Préciser les limites de f~! aux bornes de son ensemble de définition.

Préciser le nombre dérivé de f~1en 0 .

Dresser le tableau de variation de f~1.

Tracer sa courbe représentative ( C' ), dans le méme repére que (C).

c. Démontrer que six e Rety €] —7;7 [ona:

f1(x) =y o e*=tan (y +%).
d. En déduire que (f~1)' = G’ et démontrer que f 1 =G.
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SESSION NORMALE 1994 Série C

EXERCICE I

On considére |'équation (E) :

z3 = (5+30)z%2+ (6+11)z—10i =0, ol z

désigne un nombre complexe.

1°) a) Démontrer que (E) admet une unique solution réelle z;.

b) Résoudre |'équation (E). On notera z, la solution de (E) telle que Re(z,) = z, et z3 la troisiéme
solution.

2° ) Le plan affine euclidien étant rapporté a un repere orthonormé direct (0,1,]), on appelle 4, B et C
les points d'affixes respectives z,,z, et z;.

a) Déterminer le barycentre des points pondérés (4,2), (B, —2) et (C,1).

b) Soit S la similitude plane directe qui transforme A en B et B en C. Déterminer le rapport, I'angle et
le centre de S. S.

c) Calculer I'affixe du point €', image de C par

d) Sans aucun calcul, démontrer que le barycentre des points pondérés (B, 2),(C,—2) et (C',1) est le
point I.

EXERCICE 2

1°) @) Soit deux nombres réels naturels p et g tels que p > q. Démontrer que p + q et p — q sont de
méme parité.

b) En déduire que p? — ¢? est soit impair, soit multiple de 4.

2° Soit n un nombre entier naturel.

a) On suppose que n est impair. Démontrer qu'il existe deux nombres entiers naturels consécutifs p
et q tels que; n = p? — @2

b) On suppose que n est multiple de 4 . Démontrer qu'il existe deux nombres entiers naturels p et
gtels que: n = p? — ¢°.

3° ) Déduire des questions 1° ) et 2° ) une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre entier
naturel soit la différence des carrés de deux nombres entiers naturels.

PROBLEME
L'objet du probléme est de démontrer que
1 1 1
Jim (Gt =
en utilisant le calcul intégral.
Partie A:
1°) Démontrer par récurrence que:

11
Vn € INT — < o
2°) Soit (Up)nern la suite numérique définie par :
u, =1
{ . 1 1 1
Vn € N* u, =a+ﬁ+"'+a

a) Déduire du 1° ) que la suite u est majorée par 3.

b) Démontrer que la suite u est convergente, sans chercher a calculer sa limite.

Partie B:

On considére la fonction f, de IR vers IR définie par : f,(x) = e .

Pour tout nombre entier naturel n non nul, on considére la fonction f, de IR vers IR définie par :
fo(x) = x"e™

Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( 0,1,])

(unité 4 cm ), on désigne par (C,) et (C,) les représentations graphiques respectives de f, et f,.
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1°) Etudier les variations de f, et f;. Préciser la position de (C,) par rapport a (C;). Construire les
courbes (C,) et (C;) sur une méme figure

(prendre e = 2,7 et e™* =0,37).

2° ) Etudier les variations de f, pour n > 2, en distinguant deux cas suivant la parité de n.

3°) Construire les courbes (C,) et (C3) sur une autre figure que la figure du 1°).

Partie C:

Pour tout nombre entier naturel n, on considere la fonction F,, définie sur IR, par :

am=L&®m

1°) Calculer Fy(x) et F,(x) pour tout x appartenant a I

R,. Calculer ensuite lim,_,, o Fo(x) et lim,_ ;o F; (x).

2° ) Démontrer que:

Vn € IN*Vx € IR, F,(X) = —x"e™* + nF,_;(X).

Partie D.

Le but de cette derniére partie est de calculer la limite de la suite (Uy,)ne;y de la partie A.
1°) a) Démontrer que:

F, (1) _ e™t  Fpi(1)

Vn € IN* -

" nl = 1)
b) En déduire que :
vneINED =1 o1y

n!
2°) a) Démontrer que:
vn € IN*Vte [0,1]0 < f,(t) <e”l.
b) En déduire que: vn € IN*0 < E,(1) < el
3°) Déduire des résultats des questions précédentes la limite lorsque n tend vers |'infini de :
ST
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CORRECTION SESSION NORMALE 2023 Série C

EXERCICE 1
1. Vrai
2. Faux
3. Faux
4. Vrai
EXERCICE 2
1. C
2. D
3. A
4. A
EXERCICE 3
1°) a- Arbre pondéré de la situation
E > RNE
06
R _
0,75 04 E » RNE
E —» RNE
0,25 R {
008 — E —— RNE

b-Donnons les probabilités suivantes: P(R); Pg(E); Pr(E)
75
P(R) = — = 0,75

7 7100
Px(E) = 0,08
Pr(E) = 0,6

2°) a - Calculons Pg(E)

Ona: PR(E) + Pr(E) =1d'ol PR(E) =1—PRr(E) =1-0,6

Donc Pg(E) = 0,4

b-Justifions que P(RN E) = 0,23

Ona: Px(£) = Pl(jz;f) d'ot P(R N E) = P(R) x Pg(E) Or P(R) =1— P(R)
P(R) =1-0,75= 0,25

Donc P(R N E) = 0,25 x 0,08 = 0,02

3° ) a- Justifions que la probabilité qu'un scientifique interrogé soit un écologiste est 0,68
Ona:P(E)=P(ENR)+PENR)=0,75x 0,6 + 0,25 x 0,92
Donc P(E) = 0,68.

b-Calculons la probabilité qu'il ne croit pas au réchauffement climatique.
La probabilité cherchée est : Pg(R)
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P(ENR)

On(13 PE(R) = P(E)
P(R) = 2222 = 0,3382 donc : Pg(R) = 0,34
EXERCICE 4

1°Ona: f(x) =x +In(1 —me™)

D,, ={vx e R/1—me ™ > 0}

a-Sim < 0alors 1 —me™ > 0 donc D,, = R
b-Sim>0alors1—me™ >0

Donc D,,, =]Iln(m); +oo[

e™* <%

x> —In (%) d'ol x > In(m)

2° ) a - Justifions que pour tout x de Dy, fin (x) = e:jm

Pour tout x de Dy, fin(x) = x + In(1 — me™)
, _ (1-me )" 1 _ me™*

fm(x) =1 +1W doll fn(x) =1+ 1-me=% 1

fm(x) = ——=; En mettant e™* en facteur, on obtient : f;;, (x) = ————

1-me € x(e—_’f_m)

R ’ _ e* X — L

Dot fin(x) = z— carc* = — )

Au total, pour tout x de Dy, fir, (x) = ef_m

b- Justifions que pour m < 0, f;;, est strictement croissante sur R
ef_m et sim < 0alors e —m > 0 car e* > 0 donc f,,(x) > 0.
Au total, pour fout m < 0, f;;,(x) > 0 donc f,, est strictement croissante sur R.

Pour tout réel x de D,,, f;,(x) =

c- Justifions que pour m > 0, f,,, est strictement croissante sur ]In(m); +oo[
ex

Pour tout réel x de D, fin () = p—
Sim>0,ona: e*>0eteX¥—m>0d olx>In(m) donc f,,(x) >0
Au total, pour tout m > 0, f;;,(x) > 0 donc f,,, est strictement croissante sur ]JIn(m); +o[ 3°) a- 3-3- 3.

3.a)Démontrons que pour tout nhombre réel m, f,,, est une bijection sur D,,.

Pour tout m <0, f;,(x) > 0 d'ou f;, est strictement croissante sur R, donc f;, est une bijection sur R.
Pour tout m > 0, f;,(x) > 0 d'oU f;, est strictement croissante sur]ln(m); +o[ donc f,, est une bijection
sur ]In(m); +oo|.

Au total, pour tout nombre réel m, f,,, est une bijection sur D,,.

b) fn est une bijection sur D,,. On a : pour tout nombre réel m, f,,(x) =y © x = f;;1(y)
Or fn()=x+In(1—me™)d'oltx+In(1l—me™*) =y
She*+In(l-me™*)=yoh(e*—m)=y=>e*=eY+m=x=In(e¥ + m)
Donc pour tout hombre réel m et pour tout nombre réel x élément de f,,(D,,), ona:
fint(x) =1In(e* + m) : relation (1)
Pour tout nombre réel m, ona: f_,(x) = x + In(1 + me™)
frm(x) =Ine* +1In(1 + me™™)
frm(x) =Ine*(1 +me™)
fem(x) =In(e* + m) relation (2)
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En comparant les relations (1) et ( 2 ), on conclut que : pour tout nombre réel m et pour tout nombre réel
x élément de f,,(D,;), on a: f;71(x) = fom (%)

¢) Méthode de construction de (C_,, ) dans le méme repére que (C,,)
Ona: fin'(x) = fom(x) et aussi, on sait que f,,, est une bijection sur D,,.
D'ot la courbe (C;;* ) est le symétrique de la courbe (C,,) par rapport a la droite ( D ) d'équation y = x.
Aussi, la courbe (C_,,) est le symétrique de la courbe (C;;,') par rapport a la droite (D) d'équation y = x.
En conclusion, la courbe (C_,, ) est le symétrique de la courbe (C,, ) par rapport a la droite (D)
d'équationy = x.

4° ) a - Justifions que (C,) est |'image de (C,) par la translation T de vecteur @(Inp;Inp)
Ona: (Cp): f,(x) = x +1In(1 —pe™) et (C): f1(x) =x +In(1 — e™)
Exprimons f,, en fonction de f;
fp(x) =x+In(1-pe™) = f(x) =x+Ine™¥(e*—p) =
fp(x) = x +1ne ™ +In(e* — p). Donc f,(x) = In(e* — p) : Relation (3)
Ona: fix)=x+In(1—e™)
d'oll fi(x —Inp) = (x — Inp) + In(1 — e **1nP)
= fi(x —Inp) = (x —Inp) +In(1 — e™* x e!"P)
fikx =Inp) = (x —Inp) +Ine™*(e* —p)
fitx—Inp) = (x —Inp) +Ine ™™ + In(e* — p)
fikx =Inp) = (x =Inp) —x +In(e* —p)
fi(x —Inp) = —Inp + In(e* — p) Relation (4)
En observant les relation ( 3 ) et (4 ), on remarque que: f;(x —Inp) = —Inp + £, (x) D'ol
fo(x) = fi(x =Inp) +Inp
Au total, (C,) est I'image de (C;) par la translation T de vecteur u GE g)

NB : On sait que si g(x) = f(x — a) + B alors la courbe (C,) est I'image de (C;) par la translation de
vecteur u(a; B).

b - Déterminons la translation T’ qui transforme (Cp) en (Cp)

Ona: (Cp):fp(x) =x+In(1 —pe™) et (Cp): fn(x) = x + In(1 — me™)
A partir de la question 4a), et apres transformation, on obtient
fmn(x) = fp(x —(Inm—1Inp)) + (Inm —Inp)

. [ . . 1 _1
Donc la translation T' qui transforme (C,) en (C,,) a pour vecteur v( nm np)

Inm—1Inp

EXERCICE 5

1°) a- Le couple (xo; y,) est solution de |'équation (E) & 4xy, —yy =2 © y, = 2(2xy — 1) d'ol y, = 2k avec
k = 2xy — 1. En conclusion y, est un nombre pair.

Au total, si le couple (xq;y,) est solution de I'équation ( E ), alors y, est pair.

b - Déterminons les valeurs possibles de PGCD(x; ¥o)

On a: 4xy — y, = 2 et PGCD(xg; v,) = d d'ou d est un diviseur de 2 .
Donc I'ensemble des diviseurs positifs de d est : {1;2}.

Par conséquent PGCD(xy; yo) = 1 Ou PGCD(xg; yo) = 2

2°) a - Vérifions que le couple (1;2) est une solution de ( E ).
Ona(E ) 4x—y=2d'ot4x1—2=2doncle couple (1;2) est une solution de ( E ).
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b)Ona: 4x —y =2 et 4x, — yo = 2. En faisant la soustration des deux équations, on obtient: 4(x — x,) =
Y —Yo-

4 divise - y,. D'apreés le théoréme de Gauss, il existe k € Z tel que y — y, = 4k d'ol y = 4k + y, c'est-a-
direy =4k +2

De méme, on montre aussi que x —x, =k d'odx =k + 1

Donc I'ensemble des solutions de |'équation ( E ) est: {(1 + k;2 + 4k)} avec k € Z.

3° ) Déterminons |'ensemble des couples (x;y) solutions de ( E ) tels que x et y sont premiers entre eux.
Ona:y =2(2x —1) d'ot y est un nombre pair.

Pour que x et y sont premiers entre eux c'est-a-dire PGCD(x;y) = 1 alors il faut que x soit impair. D'ou
x=2n+1avecn €.

Par conséquent: k+1=2n+1=k =2n

L'ensemble des solutions de (E) tels que x et y sont premiers entre eux :
{(2n+1;8n+2),n € 7}

4°) a - Justifions que 3c + 2 est un multiple de 4
Ona:p=ac23=9a+3c+2 etp=baa* =16b + 5a.

On en déduit que 9a + 3c + 2 = 16b + 5a d'ol 3¢ + 2 = 4(4b — a)
En conclusion 3¢ + 2 est un multiple de 4.

b - L'écriture de |'entier p en base 3 a pour reste : {0; 1; 2}
On a: Pour ¢ = 0 alors 3c + 2 = 2 qui n'est pas un multiple de 4
Pour ¢ = 1 alors 3c + 2 = 5 qui n'est pas un multiple de 4

Pour ¢ = 2 alors 3c + 2 = 8 qui est un multiple de 4

En conclusion le nhombre c est égal a 2 .

c — En utilisant la question 2 b, on a ontenu le couple (1 + k; 2 + 4k) avec k € Z comme solutionde ( E ). Le
seul couple solution qui vérifie la question 4 a) et 4b ) est (1;2) pour k=0car0<a<2et0<b<2,aet
b sont les restes communs en base 3 et 4 .

Poura=1etbh=2,0na:4(4b—a) =32 et 3c+2 = 8 ce qui est faux car pas d'égalité Pour a = 2 et
b=1,ona:4(4b —a) =8 et 3c + 2 = 8 ce qui est juste.

En conclusion, on obtient a =2 et b = 1.

d-Dans les deux bases, le nombre p est égal : p = 2223 et p = 1224
Dans le systéme décimal, le nombre p est égal: p=9x2+3x2+2=26

EXERCICE 6
Pour répondre a la préoccupation de cette étudiante, je vais utiliser des notions d'équations
différentielles. Pour cela, je vais déterminer une équation différentielle liant P et P’ :
Ona (E):P'(t) = —1- P(¢)
Résolution de |'équation ( E )
P/ (t
P'(t) = —1-P(t) & % =—-1 o FIceRIn|PM)| = —At+c
& 3k € R, P(t) = ke ™™
Pour t =0, on a:P(0) = ke® = k d'ot P(0) = p,

Donc la solution de I'équation différentielle ( E ) est : P(t) = poe™** Relation (1)
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Détermination de la valeur de t correspondant a 70% de teneur en carbone 14 relativement a |'os temoin.
Sachant que le fragment découvert a une teneur en carbone 14 égale a 70% de celle d'un fragment d'os
actuel de méme masse pris comme témoin, alors on a: P(t) = 0,7. p, Relation (2) En posant |'égalité entre

les relations (1) et (2), ona: P(t) = ppe ™ =0,7. py d'oti e * =0,7 @ At =In(0,7) © t = — ln(/(1),7) > t=
In(0,7)
1,2444x10~%

D'ol t = 2866,24
Au total, I'dge de |'os découvert est 2866 ans
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CORRECTION SESSION NORMALE 2022 Série C

EXERCICE 1

1. Faux 3. Faux

2. Vrai 4. Faux
EXERCICE 2

1. D 3. D

2. C 4,
EXERCICE 3

Dans |'espace muni d'un repére orthonormé (0,17, k), on donne les points
A(0;4;1),B(1;3;0),C(2; —1;—2),E(7; —1; 4) et le vecteur u(2; —1; 3).

1. Démontrons que les points 4, B et C déterminent un plan.

On a: AB(1; —1;—1) et AC(2; —5; —3). Les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas
proportionnelles, d'oll les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires. Les points 4, B et C ne sont pas
alignés; donc les points A, B et C déterminent un plan.

2. a)Démontrons que le vecteur i est orthogonal a chacun des vecteurs 4B et AC.
Ona:u-AB=1x2+(-1)x(-1)+3x(-1)=0et
7-AC=2x2+(—5)%(—1) 4+ 3 x (—=3) = 0 donc on a:
i LAB et U L1AC

Au total, le vecteur 7 est orthogonal & chacun des vecteurs 4B et AC.

b) Justifions qu'une équation cartésienne du plan ( ABC Jest 2x —y +3z+1=0

Ona:i-AB =0 et ii-AC = 0 donc le vecteur i est normal au plan ( ABC )

L'équation cartésienne du plan ( ABC )est:2x—y+3z+d =0

Or A appartient au plan ( ABC )d'ol : 2x4 —y, + 32, +d =0
2Xx0—4+3+d=0d'otd=1

Donc I'équation cartésienne du plan ( ABC )est: 2x—y +3z+1=0

c) Vérifions que le point E n'appartient pas au plan ( ABC ).

Ona:2xg—yg+3zg+1=2%x7—-(—-1)+3x4=27
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Donc le point E n'appartient pas au plan ( ABC ).
3.a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite (4).
(A) est la droite passant par E et de vecteur directeur u.

Soit M(x; y; z) un point de la droite ( A). Il existe un nombre réel t tel que EM =t x 4.

. x—7 2
On a: EM <y+1> et ﬂ(—l)
z—4 3

x=7+2t
EM=tx1 e {y = —1—tavect € R c'est |'équation paramétrique de la droite (A).
z=4+3t

b) Justifions que le point K a pour coordonnées (3; 1; —2).

Ona: {K} = (A) N (ABC) d'ot K(x;y;z) € (A) N (ABC)

x=7+12t
{yz—l—t€1’2x—y+3z+1=0.
z=4+3t

Déterminons t en remplagant x,y et z.
Ona:2(7+2t)—(-1—-t)+3(4+3t)+1=0

On obtient: 28 + 14t = 0donc t = —2

x=7+2t
En remplagant la valeur de t dans le systeme {y = —1 — t, on obtient les coordonnées de
z=4+3t

k: (3;1;-2)
c). Calcule la distance EK.

On a : EK(—4;2; —6)

EK = \/(—4)? + 22 + (—6)% = V/56 donc EK = 2v/14
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EXERCICE 4
Arbre de choix

Rn~0 1

Rn+1

Rni1

e 1 —_— 1
1.a) Justifions que: p(Rpy N Ryyq) = 20 Pn et p(Ry N Ryyy) = sqn

L'employé est en retard le lendemain sachant qu'il est en retard le jour n.

P(RnNRp+1)

On a PRn (RTL+1) = P(Rn)

d'ot P(R, N Rpyq) = P(Ry) X Pr_ (Rpy41)
Donc P(Ry N Rys1) = 52X Py avec P(R,) = Py et Pr, (Ryy1) = 5

L'employé est en retard le lendemain sachant qu'il n'est pas en retard le jour n.

P(RnNRnp+1)

On a. PE(RTL'F].) = P(Rn)

d'ot P(Ry, N Rp4q) = P(Ry) X Pr;(Rys1)
Donc d'oll P(R, NR,41) = % X gn avec P(R,) = g et Pg (Rp4q) = %

b) Déterminons p,.; en fonction de p, et q,.

D'apres I'arbre de choix, ona: P(R,41) = P(R, N Ryyq) + P(Ry, N Rpyyq)

R 1 1 1 1
D ot P(Rp41) = 55 X Py + < X gn DONC Pryy = o= X Py + - X gy avec Pryy = P(Rpy1)

7/ . 1 3
c) Déduisons-en que : Ppyq =z — o= Py

On sait que: P, + g, =1d'oligq, =1—-P,

Ona:Pn+1=%><Pn+—><qn

1 1
Pn+1=5XPn+EX(1_Pn)
X P4+

1
Pn+1=5XPn_5 5

1 3

Donc P, ==

5 207

2. Onpose: v, =P, — 24—3
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, . , sy - . 3
a) Démontrons que (v,,) est une suite géométrique de raison ——.

20
Ona: vpiq = Py —%@ Vn+1 =%—%Pn —% avec Py q = %—%Pn_
D'ot Un+1 =13E_23_0Pn S VUpy1 = —%(—%-Fpn)
Donc vyyq = —;—Ovn avec v, = P, —%

Au total, la suite (v,,) est une suite géométrique de raison — 23—0

b) Déterminons son premier terme v,

oy =P — 2 ot v, =P, — X _1 _1_4_3
Ona: v, =P, 23d ouv, =P, ——orP = Doncvz—5 TORRTT:
3.a) Calculons la limite de la suite (v,,)

. 3\n—2 d 3 3\"—2
On sait que: v, = v, (— 5) onc v, = E(_ %)

. . 3
On a donc lim,,_,, v, = 0 car la raison q = —etlal <1

b) Déduisons-en la limite de la suite (p,,)

On sait que: v, = P, — - d'ol P, = v, +

: : 4 : . 4
Ona:lim, P, =lim,_ e (vn + Z) = limy, 40V, + im0 (E)

4
lim P, = — lim =
Donc Jim By = oo car Jim vy 0

EXERCICE 5
1.a) Justifions que: lim,_ f,,(x) = —

On a limy o fy (x) = limyg (57 2) = lim, o (1 + nln()) X =

lim £, (x) = —oo car lim (1 + nln(x)) = — ef lim = = +oo
x—-0 x—-0 x—-0X

b) Justifions que: xlirfoof"(x) =0

. . 1+nl . 1 1
Ona: hmx—>+00fn(x) = llmx—>+°° ( T;;l(x)) = 11rnx—>+°° (F + n%)

In(x) _ 0

lim f,(x) =0 car xErPooé =0 et lim n=2

X—+00 X—+00

c) Donne une interprétation graphique des résultats des questions l.a) et 1.b).

Ona: lim,_f,(x) = —oo donc la droite d'équation x = 0 ou la droite (OJ) est une asymptote verticale a la
courbe (C,)

102



On a: limy_, ;o fn(x) = 0 donc la droite d'équation y = 0 ou la droite (OI ) est une asymptote horizontale a
la courbe (C,) en +oo.

2.a) On admet que f, est dérivable sur ]0; +oo[

Justifions que : Vx €]0; +oo [ £(x) = %;”“(")
1+nl
On a: fn(x) = 7’;—;1(3()
’ nxixxz—ZX(1+nln(x))

fn(x) = oy

fa(x) = "Xx—2x§;+nln(x»

fit) = )

n-2-2nln(x)

fr) = IO

Donc Vx €]0; + [,fn’(x) _ %?ln(x)

b) Déterminons les variations de f,, sur ]0; +oo][

Tableau de signe de f,,(x) et sens de variation de f;, sur ]0; +oo[

X n=2
0 e 2n +co
n—=2-=2ninlx) + ) =
X" -+ -
fa(x) l - q -
Pour tout €]0; enz_nz[, fn(x) > 0 donc f,, est strictement croissant sur ]0; enz_nz[. Pour tout

n-2 n-2

x €]ezn;+o|, fi (x) < 0 donc f;, est strictement décroissante sur Jezn; +oo[

YR & n_—2 n 3_1
c) Vérifions que : f, (e 21'[) =en

1+nln(x)
x2

Ona: f(x) =

n-2
n-2 1+n1n<e 2n >
D'otiona: fn (e Zn) =

n-2\2
e2n
n-2

no2y 142 n-z
fn(ezn)=—n__22 d'ou fn(eZn): —

en e

|3

| 3
S

B

n-z n n-zy g2
fn (e Zn) = 1"’_2 donc f;, (e Zn) =_en
n

e
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d) Tableau de variations

X 0 e%:x_z +o00
fx) 2 O =
Zen N\
fa(x)
o 0

3.a) Justifions que : Vx €]0; +o [ far1(x) — fn(x) = ln(x)

1+(n+1)In(x) 1+nln(x)
x2 T a2

Ona: for1 () = fu(®) =

Fror(0) = fu(x) = 1+ nln(x) + In(x) — 1 — nin(x)

xZ
ln(x)
frr1 () = fu(x) =
Donc Vax €]0; +00 [, fry1 () = fo(x) = 3
b) Déduis-en la position relative des courbes (C,) et (C,11)
On sait que : Vx €]0; +oo[ fas () — fu(x) = 22
Etudions le signe de puus comparons f,.1(x) et f,(x). ensuite donnons la position de (C,) et (Cp+1)

In(x)

On a: Vx €]0; 1252 < 0 d'oll i (%) < o (x)

Vx €]1; 40|, ( ) "ol

()
Au total: Vx €]0; 1], fr4+1(x) < f,(x) donc la courbe (C,.,) est en dessous de la courbe (C,,) sur ]0; 1].
Vx €]1; 40|, fre1(x) > f,(x) donc la courbe (C,,,) est au dessus de la courbe (C,) sur ]1; +oo].

4. a) A l'aide d'une intégration par parties, justifie que: I =1 —%

Ona: 1—fel“(x)d

Posons: U =1In(x) et V' ==
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- -

e 1 e

+1
Donc: 1=—§+1

b)Déduis-en |'aire en cm? de la partie du plan limitée par les courbes (C,), (Cn41) et les droites
d'équations:x =letx=e

A= [} (farr ()~ f())dx u-a
d‘l=(—§+1)-u‘a
cﬂ=(—§+1)-9-cm2
c"l=(—1?8+9)cm2

EXERCICE 6

1°) Pour répondre au chef de service technique, je vais utiliser des notions d'arithmétique.

e Convertissons en Cm, les dimensions de la salle :

On a: longueur L = 14,40 m d'ou L = 1440 cm
Largeur £ =8,70 md'ol L = 870 cm

e Calculons le PGCD (1440;870)

Ona: L'algorithme d'Euclide donne

Dividende. | 1440 | 870 | 570 | 300 | 270

Diviseur 870 | 570 | 300 | 270 30

Reste 570 | 300 | 270 | 30 00

Donc PGCD (1440;870) = 30

Au total, le chef du service technique a raison de penser que les carreaux de c6té 30 cm conviennent si
I'on veut éviter des découpes de carreaux.

2° ) Pour déterminer le nombre de paquets de 20 et le nombre de paquets de 12 que le chef du service
technique doit commander, je vais :

e déterminer le nombre total de carreaux de 30 cm

Airedelasalle: A, =Lx?¢

Ay = 1440 x 870 = 1252800 cm?
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Aire d'un carreau de 30 cm
A, =30 X 30 =900 cm?

Nombre total de carreaux de 30 cm

1252800
T 900

N =1392

e tfraduire par une équation la relation entre le nombre de paquets de 20 et de 12 :

Soit x le nombre de paquets de 20 et y le nombre de paquets de 12
Ona: 20x + 12y = 1392

e Résoudre |'équation 20x + 12y = 1392
L'équation 20x + 12y = 1392 équivaut a 5x + 3y = 348

Ona: PGCD(5;3) = 1.

348 est un multiple de PGCD(5; 3) donc |'équation admet une solution dans Z.
Déterminons une solution particuliere (x,;y,) de |'équation

Ona:5x (—1)+3x2=1d'oli 5x (—348) + 3 X 696 = 348

Donc une solution particuliere est : (xq; o) = (—348;696)

Déterminons toutes les solutions de |'équation

Ona: 5x + 3y = 348 et 5x, + 3y, = 348.

Apres avoir fait la soustraction des deux équations, on obtient : 5(x — x,) = —3(y — ¥,)
On a 3 divise 5(x — x;) et PGCD(5;3) = 1 d'ou 3 et 5 sont premiers entre eux;
D'apres le théoreme de Gauss, 3 divise (x — x;). Il existe k € Z tel que : x — x, = 3k
donc x = 3k + x,

On obtient aussi apres calcul y = =5k + y,

L'ensemble des solutions de |'équation 5x + 3y = 348 est :

(x;y) = (3k — 348; —5k + 696) avec k € Z

e utiliser la contrainte pour déterminer le nombre de paquets de 20 et de 12

Ona:x>66ety>0avecx =3k —348et y = -5k + 696
Apres calcul,ona: k=139, d'otx =69ety=1
Au total, le chef de service technique doit commander 69 paquets de 20 et 1 paquet de 12
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CORRECTION SESSION NORMALE 2021 Série C

EXERCICE 1
1. Faux
2. Vrai
3. Vrai
4. Faux

EXERCICE 2
1.B 3.D
2.C 4D

EXERCICE 3

1. a) Justifions que A,B et C déterminent un plan.
Pour justifier que A, B et C déterminent un plan, il suffit de justifier que les vecteurs 4B et AC sont non
coplanaires

0 2

Ona :E( 4 ) et A_C)< 0 ) De plus : 3 # = donc les vecteurs 4B et AC sont non coplanaires On en déduit
-2 -2

que A, B et C détermineat un plan.

Autre méthode:

Soit k et k' deux nombres réels tels que : kAB + k - AC = 0

2k =0
Ona:kﬁﬂc'ﬁ:ﬁ@{ 4k=0 ©ok=k'=0
—2k—2k' =0

Donc les vecteurs AB et AC sont non coplanaires
b) Démontrons qu'une équation cartésienne du plan (ABC) est : 2x +y + 2z —4 = 0.
Soit M(x;y; z) un point de |'espace.
x=2p
Me(ABC)@a(a,ﬁ)eRxR,m=aﬁ+ﬁR@{ y =4a
z—2=-2a—-2p

Onaalors:z—2=-2x Gy)—Z x(%x) doncz—-2= —%y—xd'oﬁl 1 2x +y+2z—4=0. Ainsi, une
équation cartésierne du plan (ABC) est: 2x +y + 2z —4 = 0.
2. a) Déterminons une représentation paramétrique de la droite (D).
La droite (D) a pour repere (4, D).
Soit M(x; y; z) un point de |'espace.

x =42
ME(D)®HAER,A—AZ:AM®{ y =22
z=2-51
x =41
Donc le systeme :{ y =21 ,,aE est une représentation paramétrique de la droite (D).
z=2-51

b) Justifions que (D) est incluse dans le plan (ABC).

2
la droite (D) a pour repére (4,7) et le plan (ABC) passe par B et a pour vecteur normal ﬁ(l).

2
Ona:n-u=2x4+1x24+2x(-5=8+2-10=0.

Par ailleurs : 71-AB =2 X0+ 1X4+2x (-2)=4—-4=0
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Comme 7i-ii = 0 et i - AB = 0, on en déduit que la droite (D) est incluse dans le plan (ABC).

c] Justifions que la droite (D) est la hauteur du triangle ABC issue du point A.
2
OnaiB_C’<1>,D'oGT-ﬁ—4x2+2x(—1)+(—5)x9—8—8—0
0
Donc @ L BC, de plus la droite (D) passe par A et est incluse dans le plan (ABC).

Par conséquent, (D) est la hauteur du triangle ABC issue du point A.

3. a) Justifions que les plans ( P ) et (ABC) sont perpendiculaires.

1 2
Les plans (P) et (ABC) ont pour vecteurs normaux respectifs ﬁ(—z) et n (1)

0 2
Ona:n’ - i=1x2-2x1+0x2=0.

Donc les plans (P) et (ABC) sont perpendiculaires.

b) Démontrons que: {(D)] = (P) n (ABC).

On sait que ( P ) et (ABC) sont perpendiculaires donc sécants suivant une droite.
De plus (D) c (ABC).

Justifions que (D) c (P).

4
1En effet, la droite (D) passe par le point A(0; 0; 2) et de vecteur directeur ﬁ( 2 )
-5

1
Le plan (P ) passe par le point O et de vecteur normal n7(—2>.
0
Ona:n'-ii=0et 04-n’ =0 donc (D) c (P). On en déduit que {(D)} = (P) N (ABC).
Autre méthode:
(P):x—2y=0.
(ABC): 2x +y+2z—-4=0.
Soit M(x:y: z) un point de |'espace.

x—2y=0
ME(?)O(ABC)®{2x+y+2z—4=0
Posons: y = t.
. i x =2t
le systeme devient: § _ _gt

Ainsi. (P) n (ABC) est une droite de représentation paramétrique :

x =2t
{ y= t5 ; (t € R) ef cette droite passe par le point M(0; 0: 2) et de vecteur directeur ?(
z=2-—-t
2

t’ et i étant colinéaires, on en déduit que (P) N (ABC) est la droite(D).
D'oti ((D)) = (P) n (ABC).

EXERCICE 4

1. Démontrons que tout diviseur de X qui divise k, divise 2 .
Ona:X=k*-2k+2
Donc X — (k? — 2k) = 2
D'ou : tout diviseur de X et k divise X — (k? — 2k) donc divise 2 .
2. Démontrons que tout diviseur de X et Y divise 4k.
Pour tout entier k supérieur ouégal a2 ,ona:
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Y —X = (k?+ 2k +2) — (k? — 2k + 2) = 4k.

Donc tout diviseur de X et Y divise Y — X donc divise 4k.

3. a) Justifions que X et Y sont impairs.

k étant impair, k = 2n+ 1 ol n € Ne*,

Donc X =(2n+1)?-22n+1)+2=4n%+1
x—2x@Bn?)|1-2¢g+1vin=2n?etq€eN

D'ou X est impair.

Onaaussi: Y =(2n+1)2+2Q2n+1)+2nmn?>+8n+4+1
Y=2x02n?+4n+2)+1=2q'?diq =2n>+8n%>+2etq €N
D'ol Y est impair.

b) Déduisons que m est impair-.

Supposons que m est pair.

Ona: m divise X et m est pair donc X est pair.

Ce qui est absurde car X est impair.

Donc in est impair.

4. a) Justifions que m divise 2 .

m divise X et Y donc m divise 4k.

m étant impair, m et 4 sont premiers entre eux, d'apres le théoréme de Gauss, m divise k.
De plus, 1 divise X.

m divise X et k d'apres 1.) m divise 2 .

b) Déduisons des questions précédentes que: PGCD(X,Y) = 1.
On a: PGCD(X,Y) = m.

De plus m est impair et m divise 2 .

Doncm =1

Par suite, PGCD(X,Y) = 1.

EXERCICE 5

1. a) Déterminons lim,._, . g(x).
limy 40 g(x) =lim,_ In(e* + 2e7™%) = +o0

lim,_,,e* = +o0
car limy, 2™ =limy 4 00—=0
ex
De plus lim,_,;,In(X) = +
Donc lim¥; % g(x) = 400
b) Déterminons lim,_,_. g(x).
Car {limx_,_ooex =0""""g(x) = lim,_,_,In(e* + 2¢7%) = +o0

2
: X — 15 —
lim,,_,2e™ =lim,,_o, — = +o

De plus limy_ o In(x) = 40
Donc limy_,_q, g(x) = +oo,
2. a) Justifions que g est strictement croissante sur ]lnTz,' +0oo0 [et strictement décroissante sur

]—00:71 [.

Vx ER,g'(x) =

e¥-2e7*  e¥(eX-2e7%) e?*-2
eX+2e*  eX(e¥—2e7%) e2x42

Vx € R,e?* + 2 > 0 donc le signe de g'(x) est celui de e** — 2.

donc g'(x) =
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In 2
g’(x)=0<:)e2x—2=0(:>x=7

In 2
g’(x)<0<:)ezx—2<0<:)x<7
Vxe]—OO;lnTz[,g’(x) <0

Donc In2

Vx €]=-; +oof,g'(x) >0
D'ol g est strictement croissante sur ]mTz; +oo[ et strictement décroissante sur | — 00;“172 [.
b) Vérifions que : g (11172) = In(2v?2)..
Ona:g (lnTZ) =In (elnTZ + Ze%) =In (ei"ﬁ + Ze‘lnﬁ) =In (\/E + %) = In(v2 + v2)
Donc: g (IHTZ) = In(2v2).
c) Dressons le tableau de variation de g.

X n2

—00 —_— + oo

‘(]'(X) —_ ( +
+co

g(x)

In(2v2)

3. a) Démontrons que : Vx € R, g(x) = x + In(1 + 2e~%)
Vx € R,g(x) = In(e* + 2e7*) = In[e*(1 + 2e~2¥)]
Vx € R,g(x) =1In(e*) + In(1 + 2e™%)
Vx € R,g(x) = x + In(1 + 2e~%¥),

b) Déduisons que la droite (D) d'équation y = x est une asymptote a (C) en +oo,
lim (g(x) —x) = xliTwln(l + 2e7%%)

X—+00
lim (1+2e 2*)=1car lim 2e72* =0
x—+00 X+

Donc lim,_, ;0 (g(x) —x) =In(1) =0
D'ot la droite (D) d'équation y = x est une asymptote a (C) en +o,

c) Justifions que la courbe (C) est au-dessus de la droite (D).

vx € R, g(x) —x = In(1 + 2e72k)

Vx € R, 1+ 2e 2 > 1 donc In(1 + 2e72*) > 0

D'oliVx €R, g(x) —x > 0.

On en déduit que la courbe (C) est au-dessus de la droite (D) sur R.
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4. Tragons (C), (D) et (D).

L ) | H e gl
—11 /(? 1 5 X
By ¢
,// . :

5. a) Donnons une interprétation géométrique de 1.

Ona:j = [, (g(x) —x))dx

Donc J est |'aire en unité d'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites

d'équations x =0 et x = 1.

b) Justifions que 0 <J < 0,87

Un sait que Vx € R, g(x) — x = In(1 + 2e~%¥)

En utilisant |'inégalité : vx €]0; +oo[In(1 + x) < x,

on en déduit que : Vx € [0; 1]In(1 + 2e72¥) < 2e™%*

Ona: Vx € [0;1],0 < In(1 + 2e™%) < 2¢~2%*

Donc 0 < folln(l + e )dx < fOIZe‘Zxdx
0<J<[-e 5
0<I<l—-e20rl1—-e?=~0864—>1-e2<0,87

D'oli 0 < <0,87.

EXERCICE 6
Pour répondre a la préoccupation du Directeur, nous allons utiliser les probabilités conditionnelles et
variables aléatoires.
Pour cela nous allons procéder comme suit :
e Calculer la probabilité pour que les réacteurs R; et R, du biréacteur fombent en panne
simultanément;
o Définir une loi binomiale;
e Calculer la probabilité pour qu'au moins trois (3) des quatre (4) réacteurs du quadriréacteur
tombent en panne;
e Comparer ces deux probabilités et conclure.
Calculons la probabilité pour que les réacteurs R, et R, du biréacteur tombent en panne simultanément.
Soit les événements suivants
R;: « le réacteur R, tombe en panne. » :
R,: « le réacteur R, tombe en panne »
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Ona: P(Ry) = 0.3 et P (R,) = 0,4
Dose P(R; N R,) = P(R,) X Py, (Ry) = 0,3 X 0,4
P(R;NR,) = 0,12

Définissons une loi binomiale
Soit X la variable alfatoire réelle égale au hombre de réacteurs en panue du quadriréacteur. X suit la loi
binomiale de parametres p = 0.25 et n = 4.
Calculons la probabilité pour qu'au moins 3 des quatre réacteurs du quadriréacteur tfombent en panne.

PX=23)=PX=3)+PX=4)

Ona: P(X = 3) = 2 x (0,25)* x (0,75)* + (0,25)*

P(X >3)=0,05
On a: 0,12 > 0,05 donc les avions quadrireacteurs tombent moins en panne que les avions biréacteurs
pendant les 10 premiéres andées qui suivent leur mise en service.
Nous conseillons au Directeur le choix d'un avion quadriréacteur.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2020 Série C

EXERCICE 1
1. a) Placé les points 4, B et C (voir repére)

b) Montrons que ABC est un triangle rectangle isocele.
Ona: 2% _ @2D-G-=2) _
Zp—Zc  (2+20)—(—2+2i)
Donc le triangle ABC est rectangle isocéle en B.
c) Ecris sous forme exponentielle
a=2-2i=2V2e ;b =2+2i = 2/2e'
c=—2+2i=2vZe's

2. a) Déterminons |'application complexe associée a la rotation.
L'écriture complexe de r est: z' =az+b
Ona:r(A)=Betr(0)=0d'olib=0eta(2—2i)=2+2i
Onobtienta=ietbh =0
Donc I'écriture complexe de r est : z' = iz
b) Image du point B par r
Ona:zg =izg = zg = i(2+2i) = -2+ 2idoncr(B)=C
¢) Nature et élément caractéristiques de (I'")
(T) est le cercle de centre Q d'affixe 2 et de rayon 2 .
L'image de ( d'affixe 2 par rest Q' d'affixe 2i (Utiliser z' =iz )
Donc (I'") est le cercle de centre Q' d'affixe '2i et de rayon 2
d) Construction de (') et (I'"). (Voir figure )

3. a) Montrons que M est un point de (')
L'équation cartésienne de (') est: (x — 2)% + y? = 22
M a pour affixe z = 2 + 2ie!® = x + iy = 2 + 2ie'* =
x+iy=2-—2sina+ 2icosa d'olx =2 — 2sina et y = 2cosa
En remplagant x et y de M dans |'équation cartésienne de ('), on
obtient :
(2 — 2sina — 2)? 4 (2cos @)? = 4sin® a + 4cos? a = 4 Donc le point M
est un point de (')
b) Ona: M’ est |'image de M par r et r a pour écriture complexe z' = iz
d'oll zyy = izy = z' = i(2 + 2ie'®) Donc z’ = 2i — 2e™*
c) L'affixe du vecteur BM est: /y—xpg =u = 2 + 2iel® — (2 +2i) = u
donc u = —2i + 2ie'®
L'affixe du vecteur BM' est:: %, ' xz = v =
2i —2e'* — (2 +2i) =vdoncv=—2—2e”

4. a) Démonstration
e?® + 1 = cos2x + isin 2x + 1 = (cos x + isinx)? + cos? x + sin? x
e?® 4+ 1 = 2cos? x + 2icos xsinx = 2cos x(cos x + isin x)
Donc e?™* + 1 = 2e**cos x avec e™* = cosx + isinx

e?™ — 1 = cos2x + isin2x — 1 = (cosx + isinx)? — (cos? x + sin? x)

e?* — 1 = —2sin? x + 2icos xsin x = 2sin x(—sin x + icos x)
2ix _

e?™* — 1 = 2isinx(con x + isin x) donc e 1 =2ie™sinx

b) Démontrons que : = = tan>
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Qo (&
<2iet2 sm(2)> win (g

U _ —2i+2ie" i(-1+e") i

)
VT —2-2e T —(1+e) <Zezgcos(‘;)) " cos )

u a
Donc — = tan (5)
c)Ona= = tan (%) d'oll = € R*, donc les points M, M’ et B sont alignés.
5 . a)Forme algébrique de |'affixe de M.

Ona z = 2 + 2ie'® or‘a=§ donc z=2+2ie'3 =

. n . . n —_ _ .
Z=2+2l(COS§+lSIIl§)=> z=2—+3+1i
b) Construction de M et r(M) (Voir figure)

EXERCICE 2
1. Exprimons en fonction de k la note globale N de ce candidat.
N =4k

2. a) Les valeurs prises par X
Ily a b questions a choix multiples, d'ot X = {0; 1; 2; 3; 4; 5}
b) Démontre que: P(X = 3) = :—152
La probabilité de donner une réponse juste est i et celle de donner une

7/ 3
réponse fausse est

Nous sommes en présence d'une loi binomiale. Donc la probabilité d'obtenir
3

3ré justes est: P(x =3) = C2(2) (2) = P(X = 3) = 10 x
réponses justes est: P(X=3) = 5(1) (Z) =>PX=3)= X
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90 45
=>P(X=3)=mdoncP(X=3)=E
¢) La probabilité pour que le candidat ait une note globale supérieure a 10
P=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)
=l @)+ () () +er) () - e e
S\ e T o) g 5\4) \4) " 1024 " 1024 " 1024
P = Toza donc P = 512
3. a)La probabilité P, est:
La probabilité pour que le candidat ait une note globale supérieure a 10 est

55T32 et la probabilité pour que le candidat ait une note globale inférieure &
10est:1—— =22

est: 512 512
La probabilité pour qu' un des n candidats ait une note globale inférieure a

. (459\"
10 est: (5?)
La probabilité P, qu'au moins un des n candidats ait une note globale
n

supérieure a 10 est: B, = 1 — (:—i'z)

b) La valeur minimale de n est :
n

459 459
P,>099 o 1— (—) > 0,99 & nln (—) <1In(0,01) &

512 512

n > 200 o n > 42,143 donc n = 43

n(3)
PROBLEME
Partie A

1 a)limy,yefi(x) =lim, ;0 (1 —x)ez = —co car:

lim (1—-x)=—-wet lim e* =+
X X—+00 X—>+0o

1M, 4 0 flfcx) = limys 40 “‘;“)“ = —o0 car :liMyeye = = —1 et lim,_ 4 e¥ = +00
b)On a: lim,_, o fi(x) = —0 et lim,_,, flix) = —oo donc la courbe (C;) admet une branche parabolique de

direction I'axe ( OJ) en +
2. Q) limy oo f; (X) = limy,_oo (1 — x)e2 = lim,,_, (€2 — xez) = 0 Car

x x
xl_i)r_noer =0et xl_i)r_nooer =0
b) On a: lim,_,_ f;(x) = 0 donc la droite d'équation y = 0 (ol ( OJ )) est une asymptote horizontale a
(Cy) en —oo

3.a) Dérivée de f;

Vx € R, f{(x) = —e2 + 2 (1~ x)ez donc f{(x) = —2 (1 + x)e

Signe et sens de variations de f;

Vx €] — o0; —1[, f{ (x) > 0 donc f; est strictement croissante sur ]—oo; —1]

Vx €] — 1;4+oo[, f{(x) < 0 donc f; est strictement décroissante sur ]—1; +oo[
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b) Tableau de variations de f;

X —00 -1 + 00
1(x) + Q -
1
2e 2
fi(x)
0 —00

¢) Construction de ( C;) (Voir courbe )

Partie B
1. a) limite de f, en +o suivant la parité de n

X
Pour n pair, ona : limy_, e fn(x) = limy_, 40 (1 — x)"ez = 40 car

lim (1-x)"=+c et lim e* = +oo
X—+00 X—+00

X
Pour n impair, on a : limy_, o fr (%) = limy_, 1 (1 — x)"ez = —co car
b) limite de f"T(x) en +oo suivant la parité de n

X
lim (1—x)"=—-wet lim e2 =+»
X—+00 x X—+00
—\e2
Pour n pair, ona: lim,_, ) limy 4o a ’;) 2 = +oo Car
A= 1 X
lim ———= lim x™" " = 4o et lim e2 =+
X—+00 X xX—+00 x—+00
X
—\e2
Pour n impair, ona: limx_>_‘_Oo fnix) = limx—>+oo a 9;) e _ —o0 car
Q-0 1 L X
lim ——= lim —x"" = —-cet lim e2 =4
X—+00 X x—+00 xX—+00
C)onﬁ: limye 400 fu(x) = +o0 et limy 1 fnix) = +oo ol limy, 40 frn(x) = —c0 et limy_, ;o fn)(CX) = —oo donc la
courbe (C,) admet une branche parabolique de direction (0 J ) en l'infini.
X
2. a)Ona:limy,_qf,(x) =limy_,_, (1 —x)"e2
Posons X = 1 — x; quand x - —o0 et X — 400
1
n X n €2 x™ 1
i = i 2 = i ] i —ep2 =
Jim ) = lim (07 = lim (0" 55 = lim el =0, car
n 1 1
lim — =0 ct lim e2=e2
X—+0c0 ef X—+o00

b) Ona: lim,,_f,(x) = 0 donc la droite d'équation y = 0 est une asymptote horizontale a la courbe (C,)
en —oo,
3. a) Dérivée de f;,

Vx €ER, f(x) = —n(1 - x)n‘lejz_c +%(1 - x)”e%
Vx ER, fi(x) = eJZ_C(l —x)n 1 (—n + % (1- x))
Vx ER,f(x) = %e%{(l — )" (-2n+1—-x)
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Donc Vx € R, £ (x) = %(_x —2n+ 1)(1 - x)"tez

b) Signe de f, (x) suivant la parité de n

Cas : n est pair
x —00 —=2n+4 1 +00
—x—2n+1 + -
(1—x)"? + +
e + +
fa(x) + -
Au total, Vx €] — o0; —2n + 1[U]1; +o[, £ (x) > 0
Vx €]l-2n+1;1[, f,(x) <0
Cas: n est impair
X —00 —2n+1 400
—¥'— IR +1 + - -~
(L —ags + + +
¢ + + +
[a(x) £ = —
Au total, Vx €] — o0; —2n + 1[f,;(x) > 0
Vx €] —2n+ 1;1[V]1; +oof, f(x) <0
¢) Tableau de variation de f;,
Cas : n est pair
x —0 —=2n +1 1 +00
fn(x) 4 Q - Q +
fu(-2n + 1) +o0
fn(X) /‘ /
e 0
Cas : n est impair
x — 0N -—-2" + 1 1 +oo
JHED) ' g - Q@ -
fa(=2n+ 1)
fn(x)
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4. a) Résolution d'équation f,(x) = fr41(x)
100 = fena (@) & (1—1)"eZ = (1 —x)™1ez =
(A=) —(1—x)"lez = 0= (1—x)"e*(1—(1-x)) =0
(1—x)e*(x)=0=1—x=0o0ux=0carez %0
x=1oux=0donc Sg ={0;1}
b) On sait que |'équation f,(x) = f+1(x) donhe x =0 vu x = 1
d'oli pour x =0,0na f,(0) =1 et pour x =1,0na f,(1) =0
Donc les courbes (C,) passent par deux points fixes J(0; 1) et I(1; 0)
c) Positions relatives des courbes (C,,) et (C,,4+1)
Ona: fu(x) = frs1(x) © (1 —x)"ez(x) = 0
Signe de Ja () = fre1(x)
Cas : n est pair

x —00 0 1 +00
(1 =x)" + F o C i
¢ + + +
X - + |
120G — fna1 (%) S * I

Vx € | — 0; 0], fr(x) = fre1(x) <0 d'ol f,(x) < frs1(x) donc la courbe (C,) est au dessous de la courbe
(Cryp) sur] —o0;0 [

Vx € 0; 1] U |1; 4], f,(x) — fre1(x) > 0 d'ol f,,(x) > fri1(x) donc la courbe (C,,) est au dessus de la courbe
(Cpy1) sur |0; 1| et sur |1; +oo|

Cas : n est impair

x — 00 0 1 400
(1—x)" 4 b O
e + + +
X o 0 20
[o(%) — o1 (%) - 9 + 9 -

Vx €] — 00; 0[U]1; 4+ |, f,(x) — fre1(x) < 0 d'ol f,(x) < fn+1(x) donc la courbe (C,) est au dessous de la
courbe (Cp4q1) sur | — ;0| et sur |1; +oo| Vx € |0; 1|, f(X) — frs1(x) > 0d ol f,,(x) > fre1(x) donc la courbe
(C,) est au dessus de la courbe (C,41) sur 10;1 [

d) Tracer de la courbe (C;) (voir figure )

Partie C vx € R, £(x) = (—x — 2n+ 1)(1 — )" Lez
vx€[0;1]etvneEN*, ona: —x—2n+1<0;(1—x)" !t >0etez>0d' ot Vx € [0;1] et Vn € N*, £,/ (x) < 0;
donc f,(x) est décroissante sur [0;1] 2.0n a: f,(x) = (1 — x)"ez et f,,(x) est décroissante sur [0;1] d'ou

Vx € [0; 1], on a £,([0; 1]) = [£,(1); £.(0)]. Or £, (1) = 0 et £,(0) = 1; an obtient donc £,([0;1]) = [0;1]
Au total, f,,(x) € [0; 1]

3. Ona:vx€[0;1]etvneN,0<f, <1=
1 1 1 101 1 1 .1 1 L L 1
Jo0dx < [y fu()dx < [gldx =0 < — [ fi()dx < —[x]§ 2 0< — [ fu(x)dx < —~ = 0< S, < —or — <~

Donc0<S, <~
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4. Ona:0<S§, < % etlim, ,-=0d ‘apres le théoréme des gendarme,

n
ona: lim S, =0
n—-+oo
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CORRECTION SESSION NORMALE 2019 Série C

EXERCICE 1(5 points)

L'unité de longueur est le centimétre.

Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD de centre K tel que AB = 3.

On note E le milieu du segment [BC] et G le barycentre des points pondérés (4,4), (B,—1) et (D, —1).
1.

a. Démontre que A est le milieu du segment[KG].

A B i A K
on a G = bar = bar
4| -1 4 | —2

, VU que K est le centre du carré, donc milieu du segment [BD];
Lo - e S ) -
on en déduit que : AG = e AK = —AK: A est le milieu du segment [KG].
b. Justifie que : GB? = 42—5.
Vu que ABCD est un carré, le triangle KGB est rectangle en K; alors par la propriété de Pythagore, on

obtient :

GB? = GK? + KB? = (24K)? + KB? = 54K? = 5 x (32—“5)2 =z
C. Justifie que : GB = GD.

Ona: sgc)(B) =D et G € (AC), alors sacy([GB]) = [GD]: GB = GD.

d. Détermine et construis I'ensemble (I;) des points M du plan tels que :
4MA* — MB? — MD? =9,

2
Ona:4MA2—MBZ—MDZ=9=>2MGZ+4GA2—GBZ—GDZ=9<=>2M(;2=—4x(¥) +32+2><"75

& MG? = (3V2)% = GK?: (I',) est le cercle de centre G qui passe par K.

2.
a. Justifie que : AE = %g
Dans le triangle rectangle ABE, on a: AE? = AB* + BE? = AB* + ATBZ = %:AE = 37\/5.0,50p1‘
b. Démontre que pour tout point M du plan : 3MA% — 2MB% — MD? = —27 + 4AM - AE.
Comme 3 + (—2) + (—1) = 0, on a : 3MA% — 2MB? — MD? = 30A% — 20B% — 0D? — 2(304 — 20B — 0D) - OM,
pour tout point O du plan et en particulier pour O = A, on obtient :

3MA? — 2MB? — MD? = —2AB? — AD? — 2(—2AB — AD) - AM = —2AB? — AD?* — 2(—24B — 2BE) - AM

= —2AB% — AD? — 2(—2AB — 2BE) - AM = —3AB? + 4AE - AM = —27 + 4AM - AE

c. Détermine et construis |'ensemble (T,) des points M du plan tels que :
3MA? — 2MB? — MD? = 63.
D'apreés ce qui précede,
3MA? — 2MB? — MD? = 63 & —27 + 4AM - AE = 63 < 4AM - AE = 90 & AM - AE =
H est le projeté orthogonal de M sur la droite (AE); on en déduit que :

AH = % X 3% = \1/—; = 35 = 24E et H € [AE) et alors (I,) est la perpendiculaire a la droite (AE) en H.

45 —_— 45 \
7<:AHXAE:7,0U
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EXERCICE 2
Partie A
1° - Ecrivons m en base 2

m = 10%a+ 10b + ¢
m=102x1+10x2+1=121

En divisant 121 par 2, puis successivement les quotients obtenus par 2, on obtient: m = 11110012°
2° - i) Démontrons que 103a + 10bc = 0[27]
Ona:m =0[27] © 103a + 10b + ¢ = 0[27]

& 10(10%a + 10b + ¢) = 0[27]

& 103a 4+ 10(10b + ¢) = 0[27]

& 103a + 10bc = 0[27] avec bc = 10b + ¢
ii) Déduis en que 10bc + a = 0[27]
Ona: 103a + 10bc = 0[27] (1)

Or 103 = 1[27] = 10%a = a[27] = 103a — a = 0[27]#(2)

Les relations (1) et ( 2 ) donnent ( En faisant la soustraction ), ona:
a + 10bc = 0[27]. En conclusion, on a : 10bc + a = 0[27]
iii) Justifions que bca est divisible par 27
On sait que bca = 10bc + a. Or 10bc + a = 0[27]
D'ol bca = 0[27]. Donc |'entier bca est divisible par 27.

Partie B
1°) Justifions que d = 99u
Ona:d = abc —cha
d = (10%a + 10b + ¢) — (10%c + 10b + a)
d=10%a+c—10%c—a
d=99a—-99¢c  d =99(a —¢). Donc d = 99u
2° ) Déduction : d ne peut tre le carré d'un entier naturel
d=99u=>d=9%x11xu.OrueN,0<u<9d'ou
d =32 x 11 x u. L'exposant de 11 est impair; pas un carré.
Donc d n'est pas un carré d'un entier naturel.
3°) i) Justifions que m = 11(10a + ¢)
On sait que : m = 10%a + 10b + ¢
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m=10%a+10(a+c)+cavech=a+c

m = 10%a + 10a + 10c + ¢

m = 110a + 11c

Donc m = 11(10a + ¢)
ii) Déduction : m et d ne sont pas premiers entre eux.
Ona: m = 11(10a + ¢) d'ou 11 divise m.
d=99u>d=9x11xud' ot 11 divise d
Donc PGCD(m; d) # 1
4*) Ji) Justifions que d = 3% x 11b
On saitque:d =99u Oru=a—c
dou d=99(a—c). Ora=b+c
d=990b+c—c)=>d=99=>d=9x11b

Donc d = 3% x 11b
ii) Justifions que m = 110b + 101c
On sait que: m = 10%a + 10b + ¢

m=10%(b+c¢)+10b+c cara=b+c
m=10%b+ 10%c + 10b + ¢ © m = 100b + 10b + 100c + ¢
Donc m = 110b + 101c
iii) Démontrons que: b + ¢ n'est divisible par 3 .
Ona:d=3?x11xbetm=110b+ 101c
pGeD(m;d) = 1 & 3;11 et b ne divise pas m d'od:
3 ne divise pas b + ¢

e II nedivise prasmsic # 0
e b nedivise pras m si P(;CD(b;¢c) =1

En conclusion: b = 0 et ¢ # 0

b+ c n'est pas divisible par 3
PCCD(b;c) = 1
a=b+c
iv) Déduction: tous les entiers naturels m premiers avec d
On sait que: 1 < a <9 et a=b+ c nondivisible par 3
D'ou les valeurs de a sont: 2;4;5;7 et 8
Poura=2,ona:b+c=2d'oub=c=1doncm=211
Poura=4;ona:b+c=4doub=3etc=10oub=1etc=23done
m =431 oum =413
Poura=5ona:b+c=5d'oub=4etc=1oub=1etc=4ou
b=2etc=30ub=3etc=2. Donc
m € {541;514;523; 532}
Poura=70na:b+c=7doib=1letc=6o0ub=6etc=1o0u
b=2etc=50ub=50uc=20ub=3etc=4o0u
b=4etc=3.Doncona:
m € {716;761;725;752;734;743}
Poura=8;0na:b+c=8,doib=1etc=70ub=7ctc=1o0u
b=3etc=50ub=>5etc=23.Donc,ona:
m € {817;871;835; 853}
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PROBLEME

Partie A
1) Démontrons que f est une fonction impaire

Df:]R,f(x)=ln(x+ 1+x2)
VxEDfeTV—xEDf,ona:f(—x)=ln(—x+ 1+x2):>f(—x)=
(—x+\/1+x2)(x+\/1+x2)) 1
1 -x)=In{——M
“( N e o (0 = (=)
f(=x) =1n1-— ln(x + /1 +x2) d'ot f(—x) = —ln(x +J1+ xz)
Donc f(—x) = —f(x). Par conséquent, f est donc une fonction impaire.

()

2° a) Calculons la limite de f(x) puis celle de fT quand x tend vers + oo

lim f(x) = XEIPW (x +v1+ xz) = +o0 car

X—+o00

lim (x+ 1 +x2) = +ooet lim Inx = +oo
x—+00 X—>+0o0

] 1 / L+1

M ) ln(x+\/1+x2) _ n[x( Tt )]

lim —= = lim = lim
x—>+00 X x—+00 X X—+ X

|[1nx 1n<1+1/x—12+ 1>]| Inx 1n<1+ /x%+ 1)

= lim |[—+ [=0Car lim — =0et lim =0

X—+00 X X X—-+00 X X—+00 X

b) Interprétation graphique

Ona:limy, qf(x) =+ et lim,_ @ = 0 donc la courbe (€) admet une branche parabolique de
direction I'axe ( OI ) en +oo.

3°) a) Justifions que : Vx € R, f'(x) = ﬁ

e x+VT+xZ) VitaZ+x 1

Ona: f'(x) = (x+\/1+x2) - J1+x2(x+W) = I

Donc Vx € R, f'(x) = @7

b) Sens de variation de f
Vx € [0;+o0 |, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; +o |
¢ ) Tableau de variation de f

X
f'(x) +

f(X) /

0

4°) Equation de la tangente (A )a (C)enO.
y =f'(0)(x—0)+ f(0)
y=1(x—0)+0avec f'(0) =1et f(0)=0
y=x
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5°) a) Sens de variation de g sur R

. 1 —V1+x?2+1
RS =T R T T e

T eewl] — -
""m + +
— e

Vx €] — o0; 0[U]0; +oo[, g’ (x) < 0 donc g est strictement décroissante sur
] —o0; 0[ et sur ]0; +oo.

b) Positions relatives de (C ) et (A)

g est continu et strictement décroissante sur R et g(0) = 0 donc

Vx € ] —0;0],g(x) > 0,d'ol f(x) >y donc (C) est au dessus de (A)

Vx € [0; +oo[,g(x) < 0,d'ol f(x) <y donc ( C ) est au dessous de (A)

6° ) Construction de ( C ) et (). (voir fin feuille)

7° ) Calcule de A a I'aide d'une intégration par parties

A= folf(x)dx = flln(x ++41 +x2)dx

Posons U =In(x + V1 +x2) et U’ =
Vi=1letV=x

D'ouA= [xln(x+m)] —fo \/T

A= [xln(x+ 1+ x? )]0—[\/1+x2]o
A= (n(1++2)—+v2+1)uadonc 4 = (In(1++2) =2 + 1)c cm?

\/1+ 2

Partie B
1°) a) Justifions que F, es‘r définie sur R

On sait que Fn(x) =[q mdt = [, fu(®dt
Ona: fu(x) = \/—
b) Démontrons que F, est une fonction |mpa|r'e

VxeRitV—x€eR,ona: F,(— x)—f o e —dt =

d'ol f,(x) est continue et définie sur R; donc la fonction F,, est définie sur R

Vi
n(—x)=—f_xmdt Or \/_EOe‘rpcured olona:
fx 2n f 2n J‘ 2n fx 2n
= =2) —dt
_x\/1+t2 ‘x\/ Vitez *Vi+e?
0 ten
> [ ——dt=
V1 + 2 \/_

Donc F,(—x) = —F,(x)

Par conséquent F, est une fonction impaire.

c) Sens de variation de F, sur [0; +oo[

Vx € [0; +oo, Fp (%) = fo f(©dt d'ol Fj,(x) = fr(x)

Vx € [0; +oo[,F;,(x) = 0 donc F,, est strictement croissante sur [0; +oo[
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2°) a) Démontrons que : Vn € N, I, > 0
Ona:l, =In(1++2) d'oCl I,b,>0

vn € N*, ct t € [0;1], V__Odonc:VnENI >0
b) Démontrons que la suite (I,,) est décroissante
I, = dt et | = dt
"lvite M VIt
. _ 1 tZTL+2 1 th
Ona: In+1_ln_f0 ﬁdt—fo Wdt
ITl+1 - ITl = J;) m(t - 1)dt
vt € [0; 1]\/__061't2—1<0

Dol —1,<0=>0,, <1,

Donc la suite (I,, ) est strictement décroissante.

c) Démontrons que (I,,) est convergente

On sait que : Vn € N, I, > 0 d'ou la suite ( I,) est minorée par O et décroissante; doncla suite (I,,) est
convergente.

d) Vérification

On a: th t2n+2 th thth

+ =
V1+tZ  V1+tZ V1+tZ2 V1+t?

—_ th ( 1 + tz )
- VittZz  Vi+t?
(WHZ 1+t2>

1+t2

= 2T+ 2 (125)
1+t2
t2n t2n+2

_ s2n 2
et e v+t
Donc vt >0,ona: t?™/1+t2 =

V1+t?2 V1+t

\

D'ol

e) Justifions que: vn € N*, Iy = -7 — =l

1 1t2n+2
Ona:l, fOJ_dt et I, = fomd
2n

— 2n 2 _ — 2n 295 _ (1
1n+1_f <t J1+t \/1-i-_t2>dt_f0t 1+¢t2dt— |,

lpyr = f t2 1+ t2dt — I,
Intégrons A = f t2m1 + tzdt
. 2 I
Posons: U=v1+t2=1U W
VI — t2n =V = 1 t2n+1
2n+1

1 2n+2
Vi+t 2n+1] —f 1 g2
0

2n

—dt
it

Dioua = [2n+1 0 @2n+1)Vi+t2 de
_[V1+1¢?
“l2n+1

V142

T 2n+1

dt
2Zn+1)Jy V1 +¢2

1
e
2n+1) ™!

2n+1]

2n+1

Les relations (2 ) et (1) donnent :
Ipyr = foltzn 1+ t2dt -1,
V2 1 1 V2

Inis = - g1 =lp =2l +——lp = ——
1T oan4+1 @n4+1) "t P M T Qn+ 1) ™ T 2n+1
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<2n+2>I V2 V2 L, = V2 o ><(2n+1>
n+1) " T a1 T\ o2n+1 " 2n + 2

V2 2n+1

Donc Iy = 2n+2  2n+2 ™
f) Calculons I, et I,
V2 1 V2 1
Il—g—zo—g—zlnﬁ‘l‘ﬁ) \/—
2 3 2 3/v2 1 2 3
3°) a) Démontrons que Vx € R, F,(x) = I, +f1 ¢—d
1
OnG:Fn(X):fo ﬁdt:fo \/—dt'l‘f d

Donc Fp(x) =1, + [ mdt o
b) Démontrons quth>1,\/— SToe

Ona:t>1=2t?>1=2t?+1>22=2Vt24+1>2=>
L Siz.eTOna:tzlz%Sld'oﬁ

Vit V2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
- X <—X—>-X <—-—X—Z

VIt E V2 ViR L NI Vit

1 1
> X =<
En conclusion, vVt 1,\/_ —

* wL(y2n _ x e
e Démontrons que: Vn € N eTVx>12\/_ (x </, et
1 1.1 2n
Onsal’rque.mzﬁxte‘rt >0d'ou
>—=X— = —dt = X—dt=>
i+e V2t i Vire 1\/_

%

x t2n 1 2n—-1
\/1+t2 27 \/EXt = f; \/1+1:2 [\/_<2n>]

Zn 1 xZn 1 x th
L[ —<———>=>f1 dt > —— (2~ 1)
ire  ZVE\zm \/1+t2 2n/2

* 2n
DoncvneN*etvx>1,[, Wdt> \FX Lx2n—1)
c) Déduction de la limite de F,(x) lorsque x tend vers +o On sait que: F,(x) = I, + [’ 1+t2
La suite (1,) converge vers 0 d'ou lim,_ .1, =0 et
x tZTl 1 1
lim dt = llm — X = (xzn —1) =+

x=to )y N1+ 62 ~+e 242

Car limy_,, ,x*" — 1 = 400, Donc lim,_,; o, F, (x) = 4
d) Démontrons que (C, ) admet une branche parabolique Calculons la limite de F”T(x) lorsque x tend vers

+ oo
Ey (x)
x1—1>+oo X _x1—1>r-poo;<l + 1 V1 +t2 >
F() o Ly o1 xR

dt = oo

m
X—+0o X xX—+00 X x—-+o00 X 1 1/1 + tZ

Car lim,_, ;o I; =0 et limy, e - fl mdt = 400 (Voir 3c)

Au total, ona: lim,_ Fx = +oo et limy_,, o F, = o0 donc la courbe (C,,) admet une branche parabolique

de direction |'axe (OJ ) en +
e) Construction de ( C,) (Voir courbe fin)
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CORRECTION SESSION NORMALE 2018 Série C

Exercice 1

2. a) Justifions que les droites (A) et (A") sont paralleles.
OABC est un losange; donc (04)//(BC) (1)
(A) est la médiatrice de [0A]; donc (A) L (04) (2)
D'aprés (1) et (2),ona: (A ) L (BC)(3).
(A") est la médiatrice de [BC]; donc (A") L (BC) (4)
D'apres (3) et (4), ona: (A)//(A").

b) Justifions que le triangle OAC est équilatéral.
0A = 0C et Mes(04;0C) = /3 d'ol OAC est équilatéral.

c) Justifions que: OB = OF.
C € [OF] donc OF = OC + CF; or OC = OE ct CF = EB.
Donc OF = OE + EB = OB car E € [0B]. Ainsi, 0B = OF.

3. Onpose: f =Ry °R,.
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a) Déterminons f(0) et f(4).
e R,(0)=BetR,(B)=F donc f(0)=F
e R,(A) =AetR,(A) =E donc f(A) =E

b) Démontrons que f est une rotation d'angle —m/2.
f est la composée de deux rotations dont la somme des angles est
T 2T 3 b

. _I
Te T3 e ponai—3#0

donc f est une rotation d'angle — /2

c) Déduisons-en que: (EF) L (0A) et EF = 0A.

.L} ; 4 = Donc : EF = 0A et (EF) L (0A)
i ) & A
L4 | E |

d) Construction du centre Q de f.

Q0 = QF donc Q appartient a la médiatrice de [OF];
QA = QF donc Q appartient a la médiatrice de [AE].
Conclusion : Q est le point d'intersection des médiatrices des segments [OF] et [AE].

4.a) 0,A,B et C sont quatre points du plan avec OA = BC et 0A # 0. il existe donc une isométrie g et une
seule telle que : g(0) = 4, g(A) = C et g(C) = B. (Propriété fondamentale).

b) Justifions que g est un antidéplacement.

8
04
4|C
C|B

Conclusion g est un antidéplacement.

c¢) Démontrons que g est une symétrie glissée.
g est un antidéplacement; donc g est soit une symétrie orthogonale, soit une symétrie glissée.
Supposons que g est une symétrie orthogonal d'axe ().

Comme g(0) = A alors g(A) = O (ce qui est impossible car (4) =C").

Conclusion g est une symétrie glissée.

129



5. Dans cette partie, on se propose de caractériser la symétrie glissée g.
a) Démontrons que: g =R o S.

e S(O)=AetR(A)=A,doncRoS(0) =4

e S(A)=0etR(0)=C,donc RoS(A)=C

e S(C)=CetR(C)=B,donc RoS(C) =B
R o S est la composée d'une rotation (un déplacement) et d'une symétrie orthogonale (un
antidéplacement) donc R » S est un antidéplacement. De plus, R o S(0) = A,R>S(A) =C et R-S(C) =B
d'ol RoS = g. En effet, il existe un unique antidéplacement g tel que : g(0) = A4,g9(4) = C et g(C) = B.

b) L'axe de la symétrie orthogonale S; telle que : R = S,4p) © S;. Soit (D) I'axe de la symétrie orthogonale
S

R = S(yp) ° Sy donc A € (D). Soit P un point de (D ). ona

R( ATy = S(apy © S(arry d'oti (AP, AB) = —Z[2n].

La droite (D ) est donc (A);
Conclusion L' 'axe de la symétrie orthogonale S; est (A")

c) Déduisons-en que : g = Si4p) ° ti;.
Ona:g=RoS,0orR= S(AB) o S(Al) et S = S(A),'

donc: g = Siup) © S(A’) °Sa) = SwB) ° t2ia = toa = tee; 9 = Sy ° L
d) Déterminons les éléments caractéristiques de g.

9:=Sap) © tes = (Sws) © tjejn) = (Swm) © tej) © s

Ona: tj = St © Suy donc : g = Saiy ° g = 7 ° Saxey-

JB étant un vecteur directeur de la droite (IK),ona:

g est une symétrie glissée d'axe (IK) et de vecteur, JB'.

Exercice 2
1. Démontrons que n et 2n + 1 sont premiers entre eux. -2 xn+1x (2n+1)=-2n+2n+1=1;
D'apres le théoreme de Bézout, n et 2n + 1 sont premiers entre eux.

2. Onpose:A=n+3,B=2n+1etd=PGCD(4;B).
a) Calculons 24 — B
2A—B=2(n+3)-Q2n+1)=2n+6-2n—1=524—B=5
Les valeurs possibles de d.
d = PGCD(4; B), donc d divise toute combinaison linéaire de A et B; en particulier d divise 24 — B; donc d
divise 5 .
Ainsi, d € {1;5}.

b) Supposons que A et B sont multiples de 5 .

Il existe alors k € N* et k' € N*(k < k') tel que A = 5k et B = 5k’.

D'ot:n+3=5ket2n+1=5k"

Ainsi: 2n+1— (n+3) = 5k’ — 5k

C'est-a-dire: n — 2 = 5(k’ — k), donc n — 2 est multiple de 5 .

Réciproquement, si n — 2 est multiple de 5 alors il existe a € N* tel que n — 2 = 5a, d'ol n = 5a + 2. Ainsi,
*A=n+3=5a+2+3=5a+5=5(a+1)€5Z
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*B=2n+1=20Ga+2)+1=10a+5=52a+ 1) € 5Z.
Conclusion
Aet B sont multiples de 5 si, et seulement si

n — 2 est multiple de 5

c) Justifions que S et P sont divisibles par n — 1.

On effectue la division euclidienne de S et P par n — 1.
S=(n—-1Dm?*+3n)=n(n—1Dn+3)etP=mn-1)2n+1).
Conclusion S et P sont divisibles par n — 1.

3. Onpose: § =PGCD(n(n + 3);2n + 1).
a) Démontrons que d divise §
d divise n + 3; donc d divise n(n + 3). Aussi, d divise 2n + 1 d'ou d divise PGCD(n(n + 3);2n + 1). Ainsi, d
divise §.

b) Démontrons que § et n sont premiers entre eux. 1 ire méthode :
Soit k = PGCD(5; n); alors k divise § et k divise n.

Or 6 divise 2n + 1, d'ou k divise 2n + 1.

Ainsi, k divise PGCD(n; 2n + 1); d'ou k divise 1. Donc k = 1.

Conclusion
d et n sont premiers entre eux.

2ieme méthode.
§ = PGCD(n + 3); 2n + 1) donc § divise 2n + 1. Ainsi, il existe k, € Z* tel que : 2n + 1 = k6, soit k.8 —
2n = 1. D'apres le théoreme de Bézout, § et n sont premiers entre eux.

c) Déduisons des questions 3.a) et 3.b) que § est égal a d.
D'apres ), § divise d donc § < d (1)
6 divise n(n + 3) et PGCD(8;n) = 1 donc d'apres le théoreme de Gauss, § divise n + 3. De plus, § divise
2n+1d'ou & divise PGCD(n + 3;2n + 1). Donc & divise d d'ot d < 6§ (2) D'aprés (1) et (2),onabien § =d
d) Déterminons le PGCD(S; P) en fonction de n.
PGCD(S; P) = PGCD[n(n —1)(n+3);(n— 1) (2n + 1)];
PGCD(S; P) = (n — 1)PGCD[n(n + 3); 2n + 1)] = (n — 1)6.
On sait que 6 = d donc § € {1;5}. Ainsi :
e Si§=1alors PGCD(S;P) =n — 1;
e Si&=5alors PGCD(S; P) = 5(n —1).

4. Déterminons PGCD(S; P) pour n = 2016 puis pour n = 2017.
e Pourn =2016,6 =1d'ol PGCD(S;P) = 2016 — 1 = 2015.
e Pourn =2017,6 = 5d'oli PGCD(S; P) = 5(2017 — 1) = 10080.

Probléme
Partie A
1. a) Calculons la limite de g, en O .

Ona: gy(t) = —2+1Int; or lim_o (—2) = —o0 et lim_lnt = —oo;
d’od lim; g (t) = —o.
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b) Interprétation graphiquement.
(0]) est une asymptote a (Cy).

2. a) Calculons la limite de g; en +oo. lim;_, ;. (— %) =0 et lim;_,lInt = 4+00; donc lim;_, ., g, (t) = +oo.

b) Pour tout ¢ > 0,0na: ng(t):tz_z+“th_
Or limt_)"'oo (_ (;2_2) =0et limt—>+oo lnTt = 0; donc limt_,+oo 9:(©) = 0.

t
Ainsi, lim;_, ;g1 (t) = +o et lim;_, ;o glt(t) = 0. D'ot la conclusion :

(C1) admet une branche parabolique de direction celle de (0I) en +co.

3. Onsuppose que g, est dérivable sur ]0; +oo].
a) Démontrons que g, est strictement croissante sur ]0; +oo|.
Pour tout t €]0;+[ ,ona: g, (t) = tz—z + %
Pour tout t €]0;+o[ ,ona: tz—z >0 et % >0d'ol g, '(t) >0.

Conclusion
g1 est strictement croissante sur ]0; +oo.

b) g, est continue et strictement croissante sur 0; +oo[; on a

91(]0; +00]) =] — o0; +oo[. De plus 1€] — oo; +oo[. Donc |'équation t €]0; +o[, g, (t) = 1 admet une solution
unique S.

Ona: g,;(43)=099<1let g;(44)~102>1d'ol43<p <44

4. a) Démontrons que : g,(t) < 0 © t €]0; a].
°g, est continue et strictement croissante sur ]0; +[ , avec g;(a) = 0 Pour tout t €]0;+[,0ona:
t €]0;a[ équivaut A0 <t <a; 0 <t < a équivaut & g;(t) < g,(a) Ainsi, t €]0;a[ équivaut & g, (t) < 0.
Conclusion
g1(t) < 0 équivaut a t €]0; af.

b) Démontrons que : g,(t) > 0 © t €]a; +oo|.

g, est continue et strictement croissante sur ]0; +o[ , avec g,(a) = 0 Pour tout t €]0;+x[, ona:
t €]a; +oo[ équivaut at > a; t > a équivaut a g,(t) > g,(a)

Ainsi, t €]a; +oo [ équivaut a g, (t) > 0.

Conclusion

g1(t) > 0 équivaut a t €]a; +ool.

Partie B
1. a) Calculons lim;_, ;4 gn(t).
Ona gn(t) = [gl(t)]n; or liml—>+oogl(t) = +o0 d'ol liml—>+oogn(t) = +00

gn(t) =0

b) Démontrons que :lim,_, o, .

n
Pour t €]0;+[ ,ona: g,.(t) = (—% + In t) . Ce qui donne alors :
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n

t 1/ 2 " 1 2 n 1 2 n
9"()=_(__+1nt) = 1) (-3+me) =|F(-F+me)]
t t\ t 1 t t"\ t

tTl

n 1 1\ n
t 2 Int = =

gn_():(_l +n—1).Enposam'x=tn,ona:x"=(tn) =t.

t tnxt  tn n

Vs gn(t) . 2 Inx™ . 2 Inx\"
D'ou: llmt_)+oo nT = llmx_>+oo (—m + " ) — llmx_>+oo (—W + TlT)

. 2 . Inx . 2 Inx\"

Or llmx_>+oo (— W) =0et llmx_>+oo ~ =0; donc llmx_>+oo (—W + TlT) =0

Ainsi, lim,_ ;o

gn(t) — 0‘
t

c) Interprétons graphiquement les deux résultats précédents.
iMoo g () = +00 et limy, 4o, 222 = 0 donc :

(Cy) admet une branche parabolique de direction celle de la droite (0I) en +oo.

2. On suppose que n est pair.
a) Calculons lim,_,, g, (t).
Ona: lim,,g;(t) = —, donc pour n pair, lim;q[g,(®)]" = +oo.
Par suite, lim,_,,g,(t) = +oo.

b) Interprétation graphique du résultat précédent.
(OJ) est asymptote a la courbe (C,).

3. On suppose que n est impair.
a) Calculons lim_,, g, (t).
Ona: lim,,yg;(t) = —oo, donc pour n pair, lim,_,o[g,(t)]" = —oo.

Par suite, lim¢—o g, (t): = —oo.
-0

b) Signe de g, (t) sur ]0; +oo].

Pour tout t €]0; + o], g, (t) = [g1(t)]"™. Donc pour n impair, g, (t) @ méme signe que g,(t). D'apres la
question 4 . de la partie 4,on a:

i)g1(t) <0 telo;al;

i) g1(t) >0t €la; +ool.

4. a) Démontrons que g, '(t) = ng; '(t) X gm-1)(t).
Pour tout entier naturel n > 2 et pour tout réel strictement positif ¢,
n
Ona: g,(t) = (—%+lnt) ;
1

. , 2 2 n_ll 2 1 I
DOU:gn (t)—n(t—2+?)(—?+lnt) ,Or't_2+?=gl (t)eT

n-1
(~2+Int) = ga-n'(©). Ainsi, g, '(t) = ngy '(¢) X Gen-1) (O

b) Etudions suivant la parité de n, le signe de g, ' sur ]0; +oo[.
Ona: g, '(t) = ng; '(t) X gm-1)(). Pour tout t > 0,ng, '(t) > 0 donc g, '(t) et g-1(t) ont méme signe sur
10; +ool.

*Pour n = 2 et n pair, n — 1 est impair. Donc g,-1)(t) est du signe de g, (t).
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Ainsi, Sur 10; af, g, '(t) < 0 et sur ]a; +[, g, '(t) > 0.

*Pour n > 2 et n impair, (n — 1) est pair.

Donc g-1)(t) > 0 sur ]0; +ool.

Ainsi, Pour tout t élément de ]0; +[ ,ona g, ’'(t) > 0.
¢) Tableau de variation de g,,.suivant la parité de n.

n pair
t 0 «a + o0
en(t) - (P +
+oo -+ 00
Ba(t)
0
Partie C

1. a) Exprimons g,.,(t) en fonction de g, (t) et g, (t).

Pour toutne N*,teN*ett>0:
2 n
Ona: gy(®) = (-2+m) ;
Vs 2 n+p 2 n 2 n
DOU:ng_p(t):(—?'l'ln) =(—?+ln) X(—?+ln)
C'est-a-dire g,_,(t) = gn(t) X g, (0.

b) Déduisons-en que: g, 4, (t) — gn(t) = (gp() — 1) X gn(t).

Ona: gn,p(t) = gn(t) X Ip ®):

n impair

An(t)

Ba(t)

D'OG : gn+p(t) - gn(t) = gn(t) X gp(t) - gn(t) - (gp(t) - 1) X gn(t)-

2. On suppose que n est pair.
Position relative de (C,) et (C,41)
On sait que: gn+p(t) - gn(t) = (gp (t) - 1) X gn(t)-
Pourp =1,0na: gu41(t) — 8a(®) = (82(t) — 1) X gn(2)
Signe de g,,.1(t) — gx(t).

t 0 B e
gn(t) ¥ >
g (t)— 1 = =
n(t)‘_ gn(t) = e 4 +

En conclusion : Vt €]0; B |, g1 (t) —gn(t) <0
vt €]B; +oof, En+1(t) —gn(t) >0
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a) D'apres le tableau de signe ci-dessus, on a:
vt €]0; B[, gn+1(t) — g1 (t) < 0, donc (C,,) cst au dessus de (C,,1) sur ]0; B |.

b ) D'apreés le tableau de signe ci-dessus, ona:
vt €]B; +0[, gn1(t) — g, (t) > 0, donc (C,,) cst au dessous de (C,,,1) sur
1B; +ool.

3. Construction de (C;) et (C3) : (voir graphique).

4. q) Justifions que 4, = [, (1 — g, (t)) X gn(t)dt.
An = Iy 1 gna(D) = gn(0) | dt
Pour tout t € [1;2],0ona t €]0; B[ . Donc (C,,) est au-dessus de (C,,,,) sur [1;2]. Ainsi,
An = [ (Gn(®) = Gra(D)dt
Ay = [ (1= g1 (®) X ga(D)at.

b) A I'aide d'une intégration par parties, calculons flz (1 — g,(t))dt.
Ona:1-g,(t) = 1+%—lnt
D'ot: [2(1— dt = [2(1+2)dt - [*Intd
cy g1(t)dt = 1(+t)t , Intdt.
Ona: [ (1+2)dt=[t+2Int] = (2+2In2)—1=1+2In2.
A |'aide d'une intégration par parties, ona:
[ntdt = [tnt—¢t]2 = (2In2—2) — (=1) = 2In2 — 1.
D'oli: [/(1— g, (®)dt = (1 +2In2) — (2In2 — 1); [, (1 — g, (£))dt = 2.

c) Démontrons que 2g,(2) < A, < 2g,(1).
Pour n pair, g, est décroissant sur 10; a[; en particulier sur [1;2].
Donc pour tout t € [1;2],0na: g,(2) < g,(t) < g, (D).
Dot : gn(2)(1 — g1 (1) < g ()1 — g1(8) < g (DA = gn (1)
(car 1 — g,(t) > 0 sur [1;2]).
. . 2 2 2
Ainsi, g, (2)f; (1= g1 (0)dt < [ gu(®) (1= g1 (®)dt < gu (DS, (1 = gn(©))dt
C'est-d-dire 2g9,(2) < 4,, < 2g,(1)
d) Déduisons-en que: 2(1 —In2)" < 4,, < 2", (avec nh pair)
ON @: 29,(2) < Ay < 2g(1); 0P gu() = (~ 2 +1Int) .
Dol gu(2) = (-1 +1In2)"-- (1 —In2)" et g, (1) = (-2)" = 2"
Ainsi, pour tout entier n pair el hon nul, 2(1 —1In2)" < 4, < 2!
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CORRECTION SESSION NORMALE 2017 Série C
EXERCICE 1

1° a- La somme des probabilités de chaque événement élémentaire est égal a
1;d'o0P(Y=1)+P(Y=-1)+P(Y=2)=1
o e+elt+ef=1el 7 +eb +eP = 1#(1)
aveca=b—retc=b+rdoncele” +el +ele" =1
L'espérance mathématique est: E(Y) =1 © Y3 y,Py=i) =1
©1xet+(-1)xeP+2xe=1e%*—el +2e=1
o eb T —el 4204 =1 o ele " — el +2ele” =
Les relations (1) et (2 ) donnent le systéme ( 5 ) suivant:
{ebe‘r +el +ebe" =1
ePe™™ —el 4 2ebe" =1
En conclusion, le couple ( b,r ) est donc solution du systéme (S ) donné.

b - Résolution du systeme (S )
b,-r b b,r _
(S):{ebe_ + eb +e i =1
e’e ™ —e” +2ePe" =1
Posons X = e? ¢t Y = e”. Le systéme ( S ) devient ;

X

?+X+XY=1

X

7—X+iXY=1
;+X+XY=1

Onay Xy x—2xy=-1
2X—XY =0
X2-Y)=0=>X=#0et2-Y =0
DoncY =2
OnaZ+X+XY=1=_X+X+2X=1=>-X=1
DoncX=§

OnaX=§:>eb=§=>b=ln(§)
OnaY=2=2e"=2=>r=1In2
En conclusion Sgz = {(ln (;);m 2)}

c-Déterminons a et ¢
Ona:a=b-—r
et
c=b+r
a=In (%) —In2
1
Donc a =1n (E)
et
c=In (;) +In2

c=n()
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2°) Calculons la variance V(Y)
On a V(Y) = E(Y?) — [F(Y)]?
>V(Y) =(1xe%+ (-1)2xe? +22xe®) — (1)?
> V(Y)=e%+el +4e€ -1
:V(Y)—eln()+e 1) 4 G) — 15 vy =

Donc V(Y) = 7.

\IIH

\IIN

\1|-l>
|
(SN

3°a) Calculons |'abscisse du point G.

G estle bar‘ycen'rr'e des pom‘rs pondérés (4, 1), (B,2) et (C,4).

Donc : GA + 2GB + 4GC = 0

soit 4G = ;AB + ;AC = ;(AB +2AC). Or AB = —2AC (marque les ponts 4, B et C sur la droite (D) ).
D'ot: AG = 0, soit G = Adonc x; = x;; = 1

Ou encore : A partir de la relation AG = %E + %R, on montre que x,; = x;; — x4 = 0.

b) Démontrons que : h(G) = V(Y).

h(G) = %(GAZ +2GB? +4GC?).0r G =Ad'ol:GA=0,GB = AB et GC = AC. Donc h(G) = §(2AB2 +
4ACY) =22 X 4+ 4 X 1);

h(G) =2(8+4) =2x12:=2; d'oll h(G) = V(¥).

c) Déterminons |'ensemble (T).

(0):={M € (D) \ g(M) = 187} ol g(M) = MA? + 2MB? + 4MC?.
Ona:g(M)=(1+2+4)MG?+ GA? + 2GB? + 4GC?.

g(M) = 7TMG? + GA? + 2GB? + 4GC?

g(M) = 7MG? + 7h(G)

g(M) =7MG? +12.

g(M) = 187 équivaut a 7MG? + 12 = 187.

7MG? + 12 =:187 équivaut & MG?: = 25; soit MG = 5.

EXERCICE 2

1°) Figure ( fin exercice 2)

2°) a-Déterminons F(C) et G(B)

F(C) =rot(C) =r(B)=Cavect(C)=Betr(B)=C
Donc F(C) =C

G(B) =tor(B) =t(C) =Bavecr(B)=Cett(C)=2B
Donc G(B) =B

b- Nature et éléments caractéristiques de F et G.
La composée d'une rotation et d'une translation est une rotation donc :
F est la rotation de centre C et d'angle -

G est la rotation de centre B et d'angle ~.
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3°) a - Nature de GoF~!
F~* est la rotation de centre C et d'angle —~ et

Les deux rotations G et F~* ont des centres distincts (B # C) et ~ + (— g) = 0. Donc GoF ! est une

translation .

(GOF™1)(0) = G(A) =] avec F71(0) = Aet G(A) =]

Donc (GoF~1)(0) =]

GoF~1 est une translation de vecteur 0]

c-Déterminons (GoF)(I)

(GoFYI)=G(A) =] avecF(I)=AetGA) =]

Donc (GoF)(I) =]

Nature et éléments caractéristiques de GoF

on sait que F est la rotation de centre C et d'angle % et G est la rotation de centre B et d'angleg

Ona: §+g = 1. Donc GoF est la rotation d'angle orienté m et de centre A, milieu du segment [IJ] (ou
bien GoF est la symétrie de centre A)

4%) a - Affixes des points A, B et C.

Dans le repére orthonormé (0,1,)), on a: zg = %i; Zc = % et zy = §+ %i

b-Ecriture complexe de h et celle de r

-I"écriture complexe de h est de la forme z' = az + b avec a = -2 et

b=zg(1—a)= %i(l +2)= %i, donc |I'écriture complexe de h est:

"= 27+
VA VA 2l

-I'écriture complexe de r est de la forme z’' = e'®(z — z,) + 24
S 43+l @z =iz +1

2 2 2

Donc I'écriture complexe de rest de la forme z' =iz +1
c-Ecriture complexe de S.

Ona:S=horoS=h[rle 7z =hliz+1] &

R .o lE 1
D'otona:z =ez(z—5—

3 3
z' =—2(iz+1)+§i=)z’ =—2iz—2+5i
D'ou I'écriture complexe de S est z' = —2iz— 2 + %i. Donc

3
vzeC(Cg(z) = —Ziz—2+§i

d - Nature et éléments caractéristiques de S
Onag(z) = -2iz—2 +§i d'ol z' = —2iz—2 +§i

Le Rapport est: k = | — 2i| = 2

| S .fcosd =0 _

I"angle orienté est: {sine 1 donc § = —~
) _ _2+Ei _ 1 E .

Le centre Q est: zo = =2 st !

Donc S est une similitude directe de centre Q d'affixe % + %i, de rapport 2 et d'angle orienté —%
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PROBLEME

Partie I
1°) a - Dérivée de ¥

Vt €] — n; +oo[ W(t) = In (1 + %) -2
1
- 1 1 1
YO Ty
l‘IJ’ — 1 1+% — _%
O = 00 " a(ed) ~ a(ieD)

-t

n2(1+%)'

Donc vVt €] — n; +oo [,‘P’(t) =

b-Calculons ¥(0)
w(O) =In(1+2)-2=0
c- Tableau de variation de ¥

-t
n2(1+%)
Ona: vt €] —n; +o [ n? (1 + %) > 0, d"ol le signe de ¥'(t) est celui de —t. Donc Vt €] — n; O[, ¥'(t) > 0 et
vt €]0; +oo, W' (t) <0

Vt € |-n; oo, W'(t) =

t =M 0
W'(t) + Q -
0

() / \

d. D'aprés le tableau de variation, la fonction ¥ admet un maximum relatif qui est le nombre O ; donc
vVt €] — n; +oo[,¥(t) < 0 d'ol on a:
t\ t ty t
ln(l+—)——£0=>ln(1 +—) <-
n n n n

+00
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Donc vt e]—n;+oo[,1n(1 +%) S%

2. a- Démontrons que Vx € R}, Inx <x —1
On sait que Vt €] —n;+oo[,1 +£> 0

D'oll posons x = 1+= = x € R}. Et on tire x —1 =
Ona:ln(l+£)££:>lnxSx—1

n n
Au total Vx e R}, Inx <x—1

b-
Ona: Vk € N*,f:jf G— 1) dx = [g— x]zf =
2 2
fkj%%(%_l)dx: (k;rk?) _<k+%)‘_ (k;ki) _(k_%)
fkjf(%—l)dx=:%k+ +——k——] [Zk—— ——k+2]
! |
1

c-Déduction
On sait que Vx € R%,Inx < x — 1 et Vk € N*, ona%e R*, donc

ln(f) <f—1 :fkké%ln(z)dxsfk_%%(%—l)dx

1

[ \ . k+>
D'aprés la question 2° b-ona: fk_f (% — 1) dx =0
2

Au total, vk € N¥, f I (k) dx <0
2
d- Justification
On sait que, Vk € N, f 2ln( )dx <0=

K+~ = k=
[ _f In(x) — ln(k)> dx < 0= fk_+f In(x)dx — "7 In(k)dx < 0
2 2

+5 e+ e+
=>f ln(x)dx <f 7 In(k)dx = fk_l Inxdx <
2 2

K+=
xln(k)lk_i >
f:_f In(@)dx < (k +3)In(k) — (k —2) In(k)

K+t
Donc vk € N*, | k_+; In(x)dx < In(k)
2

e-Démonstration

1

e+
On sait que : Vk € N*, | o2 In(x)dx < In(k).On a successivement :
2

3

Pour k = 1,ona [ZIn(x)dx < In(1)
2
5

Pour k = 2,ona [#In(x)dx < In(2)
2
7

Pour k =3, 0na [ZIn(x)dx < In(3)
2
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Pour k =n,ona f 2ln(x)dx < In(n)
En additionnant membr'e a membre chaque inégalité en utilisant la relation de Chasles, on obtient :

nik .
Ji ?In(x)dx <In(1+ 2+ 3 + -+ n). En conclusion, ona:

2

n+s
vn € N*, [; 2In(x)dx < In(n!)
2

I . 4z
3°) a - Intégration par parties de [, *In(x)dx
2

Posons U =Inx et V' =

U’:i et V—x

Ona: fl Zln(x)dx—[xln(x) —fl 2(1)dx fl 2ln(x)dx—[xln(x)—x] %=>

= 3o+ )
N Zln(x)dx—( i (n+3)-n+zm2
fy 21n(x)dx—(n+ i (n+3)-n+mvz

Orvne N",fl 2ln(x)dx <In(n) d'otiona:

2
1 1
<n+§)ln(n+5)—n+ln\/is In(n!)
Donc vn € N*,n — (n +%) In (n +%) +In(n!) > Inv/2.

b- Démontrer que : Vn € N*, t, > In(v/2)
Ona: (n +%)ln(n +%) > (n +%)ln(n) d'ou

—(n+1)ln(n) > —(n+%)ln(n+%) =

n-— ( 1) In(n) + In(n!) >n — (n + 1) In (n + ;) + In(n!)
D'ott, >n— (n + 5) In (n +E) + In(n!) = In(v/2)

Donc vn € N*, t,, > In(v/2).

4°) a- Déterminons le sens de variation de (tn)
On sait que Vx €]0; 11, f(x) = 1. En posant x = ——,vn € N*

Ona — 6[01]dOLIf( ) 11— f(2n+1)<0
Dot VneN,tn+1—tnso=>VneN,tn+1Stn

Donc la suite (t,,) est décroissante.

b - Convergence de (t,)
on sait que t, > In(v/2). La suite (t,) est décroissante et minorée par (v2), donc la suite (t,) est
convergente.
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partie IT
1°) a-Calculons W,

™

= (2 sintdt = costzz—cos +cos(0) =1
0

b - Démontrons que (W,,) est décroissante et positive.
vn € N*, Wy, — W, = fogsinn+1 tdt — fogsin” tdt
Wy — W, = fog (sin™*1t — sin™ t)dt
Wy — W, = fog sin® t(sint — 1)dt
vt € [o;g],o <sint<1,d'ol0<sin"t<1=sin"t>0
Ona:—1<sint—1<0d'ot vt €[0;5],sint —1<0
Doncvn € N, Wy, — W, <0=>VneN", W, <W,
La suite (W,) est donc décroissante. Comme les termes de (W,,) sont positifs (W,, = 0) alors la suite (W;,)
est décroissante et positive.

n+1

c-Démontrons que Yn € N,W,,,, = — W

2
T T
vn € N*, Wy, = [ Zsin®2(t)dt = [ Zsin(t) x sin™**(t)dt
Posons: U = sin™*1(t) ¢t V' = sin(t)
U’ = (n+ 1)cos(t) - sin™(t) et V= —cos(t)

T

Wpyo = [—cos(t)sin"*’l(t)]g JZ-(n + 1)cos?(t)sin™(t)dt

el

Wyip = [—Cos(t)sinn“(t)] + (n +1)f2 2 (1 — sin? (t))smn(t)dt Wi =

[— cos(t)sm”“(t)] +(+1DfZ 2 sin(0)dt — (n+ 1) [ ; zsm”+2 dt
Wity = 0+ (1 + DW, — (n + DWy4
Wi + (n+ DWyyp = (n+ DW, = (n+ 2)W,pp = (n+ W,

n+1
Donc vn € N*, W,,,, = iz W,

d- Justification

La suite (W,,) est donc décroissante = Vn € N W, ., < W, < W,
Or w,, >0,d'ol Wntz < Wnts < 1 donc vn € N— 2 W g

W, W, 2 Wa
e-Déduction de la limite de Y2 qucmd n tend vers +oo
. +1 . n+1
lim ( ) = lim =
n-+oo \ W, n-+oon + 2

2° a - Démontrons que (y,) est constante

Oona: y, = (n+ DWyyg X Wy, d'ol ypyq = (n+ 2)Wypp X Wy g
Ynt1 _ (MHA2)WiniaXWhig | Vg1 _ (M+2)Wiyo +2

= = = d'aprés 1c) Ltz =
Yn M+ D)Wy XWy Yn (n+1)W, or Gpr‘ S C) Wi

D'otl y;: 213 EZ:S 1= y,41 = ¥, donc (y,) est constante.

n+1
n+2

s

b-Déduction de: vn € N, y,, = -
On sait que y, = (n + 1)W,;; X W,, et la suite (y,) est constante. Calculons le premier terme (y,)

s

yo=1><W1><W0=1x1xg=§dochn€N,yn=y0=5.
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c-Déterminons lim,,_, , ., nW;2

: . 2__n 2__n T __m
On sait que: n W, =— Xy X==>nW, xZx1

2(n+1)

mn . mn

1 A) . 2 —_ - —_
D'ol llmn_)+ooan = llmn_>+oo m = llmn_>+oo Py

d — Déduction de lim,_,;Vn W,
On a lim,_, VN W, = lim,,_, 4o/ W2 = lim,,_, ;o \/’?—Z = \/g

Donc lim,,_,; VW, = \E = @

3°)

a- Déduction de la limite de la suite (n W%,)

On sait que n W2, = ~(2n W,), d'oll on a:1imy, o0 (n WE,) = limy,, 0 5 (21 W2,)
Posons N = 2n quand n — + alors N - +co,

On obtient donc : lim,,_, ;. (NW2,) = lim,_, ;0 (NWZ) = % x> =72, car
T
. 2y
Jim, (4 W) =
Donc lim,_, ;o (n WZ,)) = g.
b - Démonstration par récurrence
Soit la proposition P, suivante : vn € N,W,,, = 22(32:)2 x%
e Vérifions que P, est vraic.
Ona: W, = g et W, = 20((00);)2 X % = g donc P, est vraie.

e Supposons que P, esl vraic c'esl-a-dire vn € N,W,, = 22(3("11)5)2 X g
e Démontrons que P, est vraie
n+1 (R 2n+1
OnavneNW,,, = iz W, d'ou Wi = niz W,, =
w 2n+1 (2n)! s w 2n+2) (2n+1) (2n)! T
= X == = X X X =
M2 T o427 2202 T 2 M2 T on+2)" 2n+2) " 220 ()2 " 2
Cn+2)Cn+1D(2n)! =« (2n+2)! s

= Wonee = 22y <27 Wk = iy 2 X2

(RN . . _ (2(n+1))! T .
D'ou on obtient: W,, ., = 220D (et 1)1)2 X > Donc P, est vraie.
. !
En conclusion: ¥n € N, W,, = —22_ » 2

22n(n1)? 2

4 * n 1
c- Démontrons que: vn € N*,efn = n! (%) X

Vn
. 1 R
On sait que t, =n — (n +3)In(n) +In(n!) d'olona:
1 n n n n
th — n—(n+—)ln(n)+ln(n1) _ e In(n1) — e | th — ¢ | th — nl (E) 1
crTe D € ememem X 2 € = xont. Done et = nix (0] X 2

d — Déterminons la limite de la suite (t,)
Posons £ = lim,_, ;o (t,). (ha: limy,_ ;o (t,) = lim,_ o (t2,) = ¢

PN 1. - . 2 — \/E T
D'ou lim,_, ;o (efen Ztn) = limy,, 40 (; vn szn) = el = ?\/;
. Vs
Car lim, o (nW5,) =7

- Vem 1 1 1 .
D'otie~* = M T AT = e’ =2 = ¢ = In(¥2m). Donc lim,,_, ;o (t,) = In(~21)
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CORRECTION SESSION NORMALE 2016 Série C

EXERCICE 1

1-vneN, u, =Iln(n+1)+In(n+ 2) + -+ 1In(n +n) —nln(n)

=1 [ln[ ( + 1)] + ln[ ( + 2)] ln[ (1 + n)] nln(n)]
[1n(n) +In(1+2)+In(m) +In(1+2) +-+In(n) +In(1+2) = nin(n)|
[ln(n) +In(n) + - +In() +In(1+2) +1n(14+2) + - +1n(1+2) - nln(w)|
Uy =~ [nln(n) +1n (1 + n) + ln( n) + - +1In (1 + %) — nln(n)]
U, = %[nln(n) —nln(n) +In (1 + %) +In (1 + %) +--+1In (1 + %))]

1
Uy, ==
n

On obtient donc: u, = %[ln (1 + %) +1n (1 + %) 4 +In (1 + g))]

2—a)VkeN, telque0<k<n-1
vre[l+51+5 a1+ S <a <1450
In(1+ )<1n(x)<1n(1+ﬂ)
PPt SN i1
Dol [ " In(1+ )dx<f k" 1n(x)dx<f k"l (1+52) ax
[xln (1 + S)E:? < fl-;k% In(x)dx < [xln (1 + ﬂ)];%
Lkt

(1+=2-1-5)m(1+ )<f e In(x)dx <

(1+22-1-5)m (1+E)
On a donc:

k+1
k+1

%ln (1 +%) < fl:z" In(x)dx < = ln (1 +—)

b) Déduisons que : u, — iln(Z) < flzln(x)dx < u,

Onsait que: Vk €N, telque 0 <k<n-—-1;

k+1

1 k 1+= = k+1
sin(1+2) <[ " In@dx < 2in(1+57)

o1 1+% 1 1
Pour k=0, 0na: >In(1) < [, "In(x)dx < 2In(1+3)
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1 1 1+% 1 2
Pour k=1, 0na: ~In(1+1) < f1+% In(x)dx < >In(1+2)
! 2 1+% 1 3
Pour k =2,0na:>In(1+2) < f1+% In(x)dx < >In(1+2)
1 -1 2 1
Pourk=n—1,0na:>In(1+%2) < [ yneIn(x)dx <2mn(1+2)

En additionnant membre a membre de part et d'autre de |'inégalité, on obtient : %ln(l) + %ln (1 + %) +
1 2 1 -1 2
;ln (1 +;) + -+ Zln (1 + nT) < fl In(x)dx < u,

Sin(143) +2m(14+2) + -+ 2 (1+22) < [ In(0)dx < u, avec SIn(1) =0
Oruy —2n(2) == (1+2)+2n(1+2) + -+ 2 (1+22)

Donc uy, —=In(2) < [, In(x)dx < uy.

3 - Déduisons la limite de la suite (u,)

On sait que u, —=In(2) < f; In(x)dx <, d'ol

Uy —>In(2) < [ In(0)dx et u, = f In()dx

Uy < [ In()dx +21n(2) et u, = J In()dx

En encadrant u,,, on obtient: [ In(x)dx < u, < f In(x)dx +>In(2)
On sait que: [ 'In(x)dx = 2In(2) — 1, ona:

2In(2) - 1 < u, < 2In(2) — 1+1n(2)

Or limy 0 (2In(2) = 1+1n(2)) = 2In(2) - 1

Donc lim,_, o u, = 2In(2) — 1

EXERCICE 2
1 - Démontrer que M appartient a (/) si et seulement si 3x% + 4y —8y =0
Ona:z=x+iy,M € () © 14zz+ 16i(z — Z) = z% + z*
& 14(x% + y?) + 16i(2iy) = (x2 — y? + 2ixy) + (x? — y? — 2ixy)
& 14x% + 14y? — 32y = 2x2 — 2y?
© 12x% +16y?2 —32y =0 3x%2 +4y? -8y =0

Au total, M€ (/) © 3x?+4y2 -8y =0
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2 — a) Justifions que (1) est une ellipse.

(1):3x%2 +4y2 -8y =0 3x%2 +4[y?2 - 2y] =0
e3x2+4[(y-1)?-1]=03x2+4(y—-1)>-4=0

2 2 2
=>3%+(y—1)2=1<:> 4+ O 1)_1
)
(4 . Xz yz 2 2\/§ o .
L'équation est de la forme —S+ti;=1laveca= 53 et b =1 Donc (%) est une ellipse avec a > b

b) Les coordonnées de Q:Q(0; 1)
c¢) Déterminons une équation de I'axe focal de ( /).
L'axe (Q,e; ) est |I'axe focal de (‘). L'axe focal est une droite d'équation y = 1.

d) Justifions que A et A’ sont les sommets de (/).

La demi-distance focale est : ¢ = /% —1= V3

3
e Dans le repére (Q, e, e;), les coordonnées des sommets sont :
A(-2%0) et & (220)

e Dans le repére (0,e7,e;), les coordonnées des sommets sont :
A (—i 1) et A’ (2‘/— ) Donc les affixes des sommets A et A’ sont respectivement :

—£+ 1'—\/_+l

Ces deux points A et A ' sont situés sur |'axe focal car la partie imaginaire de leurs affixes est 1 .
e Dans le repére (Q, e, e;), les coordonnées des foyers sont :

(- Zi0)ere (Si0)

o Dans le repére (0,e;,e;), les coordonnées des foyers sont :

F (—g; 1) et F' (\/3_5 1). Donc les affixes des foyers F et F' de () sont respectivement: —‘? +iet g +1i.

3 - Construction de I'ellipse ( % ) : voir graphique fin exercice 2

4 - a) Déterminons |'équation cartésienne de (H) dans le repére (), e;, e;)
L'équation cartésienne de |'hyperbole ( H ) est de la forme : Z—z - =1
Déterminons les nombres réels a et b
|2\/—| _

1 1 3
Ona:a=EFF’=5|ZFr—ZF| > donc a—\/?—
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. . 1 1 1]4v3 2v/3
Or c? = a® + b%. On sait aussi que : ¢ = ZAA" = - |z, — 24| =5|\TF| =T\/—

2vV3
Doncc=§

P -(2)

Ona:cz=az+b2=:~bz=cz—az=>~b2=(3

p2=2_

. =1donc b? =1.

W

2 2
Donc I'équation cartésienne de (H) est: —5 5 =1=3x—y* =1

b) Tragons les asymptotes de (H) : Voir graphique fin exercice 2

Dans le repére (Q,e7,e;), les équations des asymptotes sont:
(A):y =+3x et
(A):y = —3x

Dans le repere (0,e7,e;), les équations des asymptotes sont:
(A):y =V3x +1et
(A):y=—3x+1

c) construction de ( H ). Voir graphique.
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PROBLEME
Partie A

1-a)Lalimitede fenO.

. s _ 1 _ A=
}Cl_r%f(x) = }Cl_r)r(l) (x 4+ 4ln |x|) o car chl_r>r(1)x 4=4et
limln |x| = —o

x—0
b) les limites de f en +w et en —
XE&f@)‘QﬂkC” 4+7Inx]) = +oo car
lim (x—4) = 4o et lim =In|x| = +o
xX—+00 x—+0o0 4
. o 1 o N
xl—1>IPoof(x) - x1—1>IE100 (x 4+ 4 In |X|) xl—l>I;noo (X 4+ 4 ln( x))
: T S _
xgrpmf(x) = xl_l)r_{loo ( x—4+<In x) En posant X = —x

quand x - —oo alors X — 4o
. . 4 1lnx
limy 00 f(X) = limy_ ;0 X (—1 ——+ ) = —o0

Car lim x = 4o0; lim 2=0et lim Inx

=0
X—+0co X—>+00 X X—+o00 X
C) Dérivée de f
P SO I Gt
x 0= 47 x  4x
Tableau de signe de f’
X | —oo =2 0 <+
— e
| 4x + 1 L S O + e
L 4x il RSz = iE |
F@E | -+ & = + |}

Vx €] — oo; —i[u]o; +oo[, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]—oo; —%[ et sur ]0; +oo].

Vx €] — i; 0[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur | — %; o[.
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d) Tableau de variation de f

!__, “ - . 0 il
L_f(x) + Q - 7 ]
-17-Iln4 TS ‘

() ’\ /' 4 \ /v |
‘___; i ‘ s == || +o0 :

—-17-Iln4

2- f admet pour maximum le nombre < 0 sur l'intervalle ] —o0; 0 [; donc |'équation f(x) =0

n'admet pas de solution sur ] — o; 0[.

f est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[; f(]0; +[) = R, or 0 € R donc
I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a €]0; +oo[

De plus f(3) = -1 +In(3) et f(4) = ;In(4)

Onaf(3)xf(4)<0,donc3<a<4

3 - Signe de f

-17-1
4

Sur I'intervalle ] — oo; 0[, f admet pour maximum le nombre <0d'ol

£(1 = 250D =] = o0, 7= donc f(x) < 0 sur ] = o»,0]

Sur l'intervalle ] 0; af, f est strictement croissante et £(]0; a[) =] — o; 0[donc(x) < 0.
Sur l'intervalle Ja; +oof, f est strictement croissante et f(Ja; +oo[D =]0; +o[ donc f(x) > 0.

Au total: Vx €] — o0; 0[U]0; [, f(x) < 0

Partie B
Vx €]a; +oof, f(x) >0

1 -a) Dérivabilité de f en 0

Dh =R

h(x) — h(0) x— %xz - %len |x| 1
lim,_, — - lim,_, o = lim,_, (1 - Ex - gxln |x|)
lim,_, w =1 car lim,_,q %x =0 et lim,_,q %xln [x] =0

Donc h est dérivable en O et h'(0) = 1

b) Démontrer que : Vx € R*,h'(x) = xf G)
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Vx ERY, '(x)=1—2x —2xn|x| —2x2 x =
8 4 8 x

h(x)=1 —%x —%xln|x| —%x

R(x)=1-4x—cxn|x| > K@) =x(;—4—3In|x|) =
W@ =x(;—4+7m[]). Or f@) =x —4+nx

Donc vx € R*, ' (x) = xf ;)
¢) Signe de h'(x)
f(§)=0:>a=§ d'ol x=%

Six €] — ;0 [ alors % e] — ;0] d'ou f(%) < 0 d'apres partie A3

Six E]O;%[ alors % e] a;+oo[ d'ol f %) > 0
Sixe]%;+oo[ alors%e]o;a[ d'ot f %)<0
Tableau de signe h'(x)
| x | —o0 0 L im
%
x - 0 + | +
1 = O e
f(x) | é
Kig) | & s =

Vi €] — 00; 0[U]0; = [,/ (x) > 0
Vi €] = +oo 1 (x) < 0

2 - a) Tragons la tangente (T)

Tracer la tangente (T) en déterminant son équation cartésienne.

L'équation de la tangente (T) au point d'abscisse 0 est : y = h'(0)(x — 0) + h(0)

Donc (T:y=x+1

Autre méthode : Tracer la tangente ( T ) en utilisant le vecteur directeur u (D et le point A(0; 1)
b) Construction de la courbe (T) : voir papier millimétré.

3 -a) Intégration par parties de [, x2In(x)dx
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u(@) =@ w(x) ==
Posons 1
v'(x) =x? v(x) = §x3
1 ESt
f x2In(x)dx = [—lnx] — f/1 —lnx —-—
9
2 2
flllen(x)dx = —%— /13—31nl +%3 donc

1 1
f x%In(x)dx = -3t 9/13 - —/131n/1

b) Déterminons |'aire of (1)
vx € [4;1],h(x) > 0 d'ott AQD) = ([ h(x)dx ) x 4 cm?

31,

of (1) = (x+1——x ——len(x)) dx)><4cm2

313

(3
of (1) = ( +x— X A)x4cm2—%(f;len(x)dx)cmz
(

of M) =(5-21-2+223) x4em? —2(-3+32° —22%In1) em?, donc

8 2

of (A)_(g—zu 2/12+ /13+ /13ln/1)cm

¢) limy_ o A(A) = limy_, (15—4/1 22+ 234223 2) = 12

36

Car limy_o (42— 22% + Z2° + 2 2In 1) = 0

Partie C
1 — a) Sen de variation de g.

1
Vx €]0; +oo [,g’(x) =~

vx €]0; +oo[,g’'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur ]0; +oo].
b) g est strictement décroissante sur ] 0; +oo[, en particulier sur [ 3;4].
Ona: g([3;4]) = [g(4);8(3)] = [4 —7;4 — 7], donc

8([3;4]) c [3;4]

c) lere méthode :

Vx €]0;+oo[,gx) =x o gx)—x=0

=3 4—%ln(x)—x=0

=3 x—4—iln(x)=0
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Vx €]0;+o[,gx)=xo f(x) =0ex=a

Donc « est I'unique solution de |'équation : x €]0; +oo[, g(x) = x

2éme méthode :

1
VxER,f(x)zO@x—4+Zln|x|:0

1 1
Vx €]0; 400 [,x —4+Zln(x) =0 x= 4—Zln(x) e x =g(x)

Donc a étant solution de |'équation f(x) = 0 est aussi solution de |'équation
Vx €]0; oo, g(x) = x.
2 — a) Démonstration par récurrence.

uo = 3
Unsr = g(Up)

Ona: {
Soit P, la proposition suivante 3 < u, < 4

Vérifions que P, est vraie.

Onauy =3,d'ol 3 <uy < 4 donc Po est vraie

Supposons que P, est vraie, c'est-a-dire pour tout entier naturel n,3 <u, <4
Démontrer que P,,, est vraie.

On sait que 3 < u, <4 = In(3) <In(u,) <In(4)
1 1 1

= —;In(4) < —Zln(un) < —;In(3)

>4 —;In(4) < 4—In(u,) < 4 —;In(3)

> 4 —1In(4) < g(uy) < 4—In(3)

R 1 1 1 1
Dot g( up) © [4 —3In(4);4 —7In(3)] or [4 —7In(4);4 —5In(3)| < [3;4]
Donc g(u,) c [3;4] d'oll u,4, < [3;4]
Au total, ona: 3 < u,,; < 4. P,,, est donc vraie.
En conclusion, pour tout entier naturel n,3 < u, < 4.
b) Démontrons que, pour tout entier naturel n, (u, — @) et (u,,1 — @) sont de signes contraires.
On sait que g est décroissante sur [3;4] et 3 < a < 4.

e Siu, <aadalors g(u,) > g(a) donc u,,; > a car u,,1 = g(u,) et g(a) = a
e Siu, >aadalors g(u,) < g(a) donc u,4; < @
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Ainsi siu, —a < 0alors u,,; —a >0
Siuy,—a>0alorsu,,; —a<0
En conclusion, pour tout entier naturel n, (u,, — a) et (u,+1 — @) sont de signes contraires.

c) Démontrons que, pour tout x élément de [3;4],0na: |g'(x)| < 1—12

On sait que g'(x) = -L

4x

Ona3<x<4=>12<4x<16o>r<t<lo
16 4x 12

1 1 1 1 1
——<-——<-——s-—<gE<-—
4x 16 12 16

1 11
_ < < <= ! <
>-S<sgWs-;<5 donc |g'(x)] <

1
12

o VnENu, €[3;4] et up, € [3;4] et Vx € [3;4] |g'(¥)| < -

En appliquant I'inégalité des accroissements finis, ona:
1 R
|g(un+1) - g(un)l < 12 |un+1 - unl d'ou

1
|un+2 - un+1| < E |un+1 - unl

1
Ona:lu; —uy| < Elul — U

1
luz — uy| SEWZ — Uy |

1
lug — usl S5|u3 — Uy |

1
|un - un—ll < E |un—1 - un—Zl

1
|un+1 - unl < E |un - un—ll

En multipliant membre a membre les inégalités entre elles, puis en simplifiant, on obtient :
n

tnss = el < (53) T2 = 0

Ona3<u,<4d'oli3<u, <4 oru,=3
3-3<uy;—yp<4-30<uy;—yp<1=|uy -yl <1

1

n
Au total, on obtient: |u, ; — u,| < ( ) S |Uppq — Up| <

12"n

, . 1
d) Démontrons que pour tout entier naturel n, |u, —a| < on

D'apres la question 2-b), ona (u, — a ) et (u,,1 — @) sont de signes contraires; donc u, < a < u,,4; ou
Upy1 S A& < Uy

154



e Siu,<a<uyy>0<a-—u, <u, —u, donc

Uy — 0£| < Iun+1 _unl

o Siuy, <a<u,>uUpy —U, <a—u,<0donc

|un - Oll < |un+1 - unl

\ 1 1
D'oll |u, — al < |uppqr — Uyl < S donc |u, —a| < on

Déterminons une valeur approchée de a a 0,01 pres

1 1 1
: —al <— — n>s _—
Ona: |u,—al < = < 0,01 > = < 0,01 = 12" > 1>

In100
In12

12" > 100 =>n > =>n>18530rneN
Donc a partir de n > 2,u,, est une valeur approchée de a a 0,01 prés

Le terme u, est donc une valeur approchée de a a 0,01 pres.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2015 Série C
EXERCICE 1

Partie I
1. Calculons la probabilité de stationner gratuitement
Soit A |'évenement.

Pour stationner gr‘aTuu‘remenT il faut que |'automobiliste effectue le tirage de deux tickets gagnants;

RS 2 4
dOUP(A)_— E M 25

2. Justifions que la probabilité de payer la moitié du prix du stationnement est % : Soit B cet
évenement .

Pour payer la moitié du prix du stationnement, il faut que le premier ticket soit gagnam‘ et le second non
8 2 32 8

gagnhant ou bien le premier ticket non gagnant et le second gagnant: d'oll P(B) = = X E X =T = o

3. Calculons la probabilité de payer au moins 1000 F pour le stationnement Soit C cet événement.

Pour payer au moins 1000 F, il faut qu'un seul des deux tickets tirés soit gagnant ou bien aucun des deux
tickets tirés n'est gagnant;

') — 8,8 _8_ 64 9 _ 24
douP(C)—P(B)+1O><10 25 ' 100 100 25

24

Autre méthode: P(C) =1—P(A) =1-— g =7

Partie IT

1. a) Calculons la probabilité g, de payer |'amende au plus une fois Nous sommes en presence d'une

loi binomiale. La probabilité pour un stationnement interdit est g et celle pour un stationnement

1

non interdit est 1 — g =2

m=ci(Q) @)+ () @
o= (@) i)
=() [1+n>< ><5]

an=(3) @+

vl =

ull e

b) Démontrons que la probabilité B, de payer une fois |'amende est P, = 1 — Sin La probabilité B, de
I'évenement contraire ( celui de ne pas payer |'amende) est

R-al) O -

— n N
Donc la probabilié démandée est P, =1—-PF, =1 — (%) dotP,=1—=
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c) Déterminons le plus petit entier naturel n pour que B, > 0,99

1 1 1
Pn20,99@1—5—7120,99@5—7130,01@5”>—

— 0,01
1
g In (557)

S n > 2,86
In

Donc le plus petit entier naturel est ny = 3

2. a) L'ensemble des valeurs prises par X est: X(Q) = {0;5000; 10000; 15000} La probabilité de chaque
valeur prise par X est :

P(X =0) = (1)3 _ L p(x = 5000) = ¢ (f)l (1)2 VLI )
5 125’ 3\5/ \s5 125 125
pex = 10000) = 7 (2) () = 3% = 2% px = 15000) = 3 (2) (2)
3\5) \5 125 125’ 3\5) \5

° 64
T 125

Donc la loi de probabilité est

X; 0 5000 | 10000 | 15000
P(X = x)) 1 12 48 64
125 125 125 125

b) Calculons I'espérance mathématique E(X).

1 12 48 64
E(X)=0 XE+5000 Xt 10000><FS+ 15000 X1
E(X) = =222 E(X) = 12000.
En prenant le risque de se garer en stationnement interdit 3 fois dans la semaine, RIKO paye en moyenne
12000 F par semaine; ce qui est largement superieur au 4800 F; Donc il n'a pas intérét a se garer en

stationnement interdit.

EXERCICE 2
Partie I
1. a) Module et argument principal de 2—2
Zy _ 20 _ 2 _
zgl V3+i 2

arg C—:) = arg(zy) — arg(zp)[2m] arg (j_:) =5-2 [27]

s

arg (j—;‘) =~ [27]; donc Arg (j—;‘) =2

b) Déduisons que le triangle OAB est équilatéral :
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ZA

Zp PN
arg () =3

Donc le triangle OAB est équilatéral

=1 |ZA|=|ZB| OB = 0A
Ona: { {

— f—1 —
Mes(0B; 0A) = g Mes(OB; 0A) = g

— E . 7’ . 7
A0 =24 = ¢'5 donc le triangle 0AB est équilatéral.
ZB—20 B

Autre méthode: Ona:

2. a)l'image de O par f est:
f(0) = tpg °T( )(0) =t55(P) =Q donc f(0) =
b) Démontrons que f est une rotation.

f est la composée d'une rotation d'angle non nul et d'une translation, donc f est un deplacement,
précisement une rotation.

—_—

Ona: f(0) = Q et f(J) = A, or Mes(0J; QA) = %> donc f est une rotation d'angle =
c) Construction du centre K de f. (Voir figure a la fin )

K est le point d'intersection des médiatrices des segments [ Q] et [JA ].

Partie IT
1. a)Démontronsque: M e (I & 2 =1
) que MH 2
Me @) o 2|z| =y - 3|
OrOM=|z|etMH=|z—zy|=|x+iy—x—3i| =|i(y = 3)| = |y — 3|
R oM 1
D'ouM € (T) & 20M =MH Donc Me () & - =+
b) Justifions que (T ) est une ellipse
Dans le repére (0,¢e7,€3), M(x; y) et H(x; 3),
donc H est le projeté orthogonal de M sur la droite (D) d'équation y = 3.
MO 1 1 . ' et
MeMe —=set0<-<1, donc (T') est une ellipse d'excentricité >
Or 0 ¢ (D). En conclusion (') est une ellipse de foyer 0, de directrice associée ( D )
d'équation y = 3 et d'excentricité e = %

c) Démontrons que: M € (I & = + (y+1) =1

Me@ o2zl =|y—3| e 2Jx2+y%=(y—3)2 & 4(x% +y?) = (y — 3)?
Me() ©4x?+4y2=y2 -6y +9
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MeM) ©4x?+3y2+6y=94x2+3[(y+1)2-1]=9
& 4x?2+3(y+1)2 =12

2 2
Me(l‘)«:)x—+(y+1) =

1
3 4

d) Le centre de (I) est Q(0,—1)

\ RN , X2 y?
Dans le repére (Q,e1,&;), (I) a pour équation — +— = 1.

Onadonca?=3etbh?=4a=+3eth=2

Dans le repére (Q,e7,¢e; ), les coordonnées des sommets de (I') sont:

m(0) M (5) m G er s ()

Dans le repére ( 0,e7,¢€; ), les coordonnées des sommets de (T') sont:

s(5) 5 (22) () err (%)

e) Tracer de (') (voir figure a la fin ).

2. a) Démontrons que (I') est une ellipse d'excentricité %
f est une rotation donc une isométrie. f conserve donc la distance.

Ona: f(M) = M';f(0) = Q et f(H) = H' d'od 20 = 2 _ 1

M'H

Donc I'image de I'ellipse (T) par f est |'ellipse (') d'excentricité e =%

b) Déterminons le foyer de (I'")

Ona f(0) = Q, donc le foyer de (I'") est le point Q.

Déterminons la directrice associée a (I'")

Ona f(J) =Aet f(0) = Q donc ( Q) est I'axe focal de I'ellipse (I").

Par ailleurs, F d'affixe 3i appartient a la droite (D). Soit F ' image de F par f.

Ona: f(D") = (D), donc la directrice associée a (') est la droite ( D') passant par F’ et perpendiculaire
a (AQ).

Autre méthode: Une équation de la droite (D’ )est:y =xV3+6
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PROBLEME

Partie A
1. lim,,og(x) = limyo(xlnx + e* — 1) = lim,_oxInx + lim,_,(e* — 1)

lim,_,g9(x) =0, car lim,_oxInx = 0 et lim,_,,(e*—1)=0
limy 100 g(x) =limy o (xInx +e* — 1) = lim,, ;o xInx + lim,_,,,, (e* — 1)
limy ;00 g(x) = 400, car lim,_,, ,xInx = 400 et lim,_,,,(e* — 1) = 40

2. Justifions que Vx €]0; +oo[, g'(x) = h(x)
Vx €]0; +oo[,g'(x) =Inx+1+¢e*

Donc Vx €]0; +oo[, g’ (x) = h(x)

3. a) Sens de variation de g sur ]0; 4oo[

Le signe de g'(x) est celui de h(x). Or le signe de h(x) est donné dans le sujet ;

d'ol Vx €]0; af, g’ (x) < 0 donc g est strictement décroissante sur ] 0; a [
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Vx €]a; +oo[,g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur Ja; +oo]
b) Tableau de variation de g

x 0 ar +o |
g(x) | o O + Rl
lo + oo |

g(x) ‘ \ /
T ! o) SRS

4. a) Démontrons que |'équation x €]0; +o[, g(x) = 0 admet une solution unique B - g est continue et
strictement decroissante sur ] 0; a[ et g(]0; a[) =]g(a); O[; Or 0 €]g(a); O[; donc |'équation
g(x) = 0 n'admet pas de solution sur ]0; a[. - g est continue et strictement croissante sur ] a; +oo[
et g(Ja; +[) =]g(a); +oo[ Or 0 €]g(a); + [, donc |'équation g(x) = 0 admet une solution g €
Ja; +oo[. Au total, € ] 0; + [, I'équation g(x) = 0 admet une solution unique B €]a; +oo [.

b) Justifier que B €]0,3;0,4[

g est continue et strictement croissante sur ] a; + [, en particulier sur ]10,3;0,4 [.
On a: g(0,3) = 0,3In(0,3) + % — 1 = —0,0113

9(0,4) = 0,4In(0,4) + e* — 1 = 0,1253

D'ol : g(0,3) x g(0,4) < 0, donc 5 €]0,3;0,4[

c) Démontrons que Vx €]0; B[, g(x) < 0; Vx €]B; +o[, g(x) > 0

g est continue et strictement décroissante sur 10; a[ et g(]0; a]) =]g(a); O[;

d'ol g(x) < 0.

g est continue et strictement croissante sur ] a; 5[ et g(Ja; B]) =]g(a); O[

d'ot g(x) < 0.

g est continue et strictement croissante sur |B; +oo[ et g(]B; +[) =]0; +oo[; d'ott g(x) > 0.

En conclusion, Vx €]0; B[, g(x) < 0

Partie B
Vx €]f;+o[,g(x) >0

1.a) Démontrons que f est continue en O

D; = [0; +oo[. Or 0 € [0; +oo[, d'ol1 f est définie en O

—x?
-1
limy_o f(x) = limy_o(e™" — 1)Inx = lim, — <e_7> x%In x
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—x?

. . : el
lim,_,o f(x) = 0 car lim,_ox?Inx = 0 et lim,_,, — —— =limy —

D'ol lim,_, f(x) = f(0) = 0, donc f est continue en O

2. Justifions que f est dérivable en O

eo-f© _ (e -1)nx e -1
Ona: = = —( > )xlnx

x—0 X

—x2

D'ot lim,_,, ———= f(x) f(o) =lim,_o — (e —

—x2 _q x_1
lim M_o car limxinx = 0 et lim — (e—>=lim—<e >=—1

5 1) xIn x

x—0 x—0 -0 x—0
Donc f est dérivable en O .

3. a)Calculons lim,_, o f(x)

lim f(x) = llm (e x* _ 1)lnx

X—+00
lim f(x) = —oo, car llm (e xt _ 1) =—1et lim Inx = +o
x—+00 X—+00
b) Calculons lim,_, ; @
-2 _1)1
On a:limypr 22 = lim, ., 20
X X
In x
lim &= lim ( —x’ —1)——0 car lim e —1=—1et lim — =0
X—+00 X X—+00 X—+00 x—->+00 X

c)Interprétation graphique

Ona:limy, o f(x) =—0c0 et limy, o fix)

direction I'axe (OT)

= 0, donc la courbe (C) de f admet une branche parabolique de

%)

Vx €]0; +oof, f(x) = (e x* _ l)lnx

4. a) Démontrons que Vx €]0; +o [,f’(x) =-<

1
f'(x)= —2xe*’Inx + (e_"2 — 1) X p

—2x%2e ¥ lnx+e* —1

flx) = .
f'(x) = e (2x2Inx + e’ — 1)
f'(x) = _e (x?Inx? + e —1)

—x2

Donc f'(x) = —ex g(x?), avec g(x?) = x*Inx2 +e*’ — 1
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b) Sens de variation de f sur [0; +oo[

|I'équation g(x) = 0 admet pour racine x = §; d'ol I'équation g(x?) = 0 aura pour racine x = /.

Tableau de signe de f’

ir X 0 \/’[_? + 00
[t T A
| o) | Lol e
,l Fiix) - i) =

Vx E]O;\/E[,f’(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]0;\/?[.

Vx e]\/ﬁ; +oo, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur ]\/E; +ool.
c¢) Tableau de Variation de f

X IO \/E + o
ez % 5; ~
’_ f(JB)
| f(X) / \
‘L 0 _OO_J

5. a) Déterminons une équation de la tangente ( T ) a la courbe ( € ) au point 1 L'équation de la
tangente (T ) est de la forme : y = f'(1)(x — 1) + f(1)

Or en calculant, ona f(1) =0et f'(1) = -1 +%
Donc (1):y = (-1+3)@ -1 & M:y=(-1+2)x+1-1

b) Tragons (T ) et ( C ) : voir figure & la fin

Partie C
1. a)VxeR,e*>1+x,d'oll Vx €]0;+oo[,e™* >1—x:(a) Vx € [0;+oo[,—x <0d'olie*<e’=e*<
1: (b)

Des relations (a) et (b ), on en tire la relation suivante :

12e™21-x=Vx€]0;+oo[—-1<—e*<—(1-x)
Donc vx €]0; +o0[, -1 < —e™* < —1+x
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2
b) Démontrons que Vx €]0; +oo [ l-x<e*<1-x+ x?

Soit t €]0; +o[ et x €]0;+o[;ona: —1 < —e ' < -1+t

X X X
f —dtSf —e_tdtsf (—1+t)dt
0 0 0

21"
[—t]g < [e—t]g < [—t +?
xZ
—xSe_x—lﬁ—x+7

0

En ajoutant 1 a chaque membre de I'inégalité, on obtient:
2

x
1—xSe‘xS1—x+7.

2

En conclusion: Vx €]0; +oo [ l-x<e*<1l-x+ x?

2. a) Calculons I,(t) al'aide d'une intégration par parties

L,(t) = ftl x™nx dx

Posons: U=Inx et V' =x"

U=2et vl
x n+1
V. K 1 11 N+l
= |— —_ —_ X —_—
d'ou I,,(t) [n+1 1nx]t S, ~X——dx
rnH 11 1 %"
L,(t) = T lnx_t —J; mdx
L 11 1 L1yl
I = In —|—X ]
n(t) | n+1 x_t n+l n+1lg
it 11 L+t 7l
(®) = [ n+1 lnx_t - (n+1)2]t

() = (A1 -Sne) - (2 - )

(n+1)?2 (n+1)?
gn+l
In (t) = — Py Int

1 tn+1

- (n+1)2  (n+1)2?

tn+1 tn+1 1

Donc L,(t) =

(m+1)?  n+1 nt_(n+1)2

b) Démontrons que : t €]0; 1], —1,(t) +%14(t) < ftlf(x)dx < —I,(t)

On a: Vx €]0; +oo [ l-x<e™*<1-x+ x; En ajoutant (-1) a chaque membre de |'inégalité, on obtient:

—x x?
—x<e —1S—x+7.

2 4
En remplagant x par x%, onaura —x? <e™ —1< —x? + x?
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Vx €]0; 1[,Inx < 0. En multipliant par Inx |'inégalité, on obtient:

2 x*
—xZSe_x —1S—x2+7:

x4
—x%Inx > (e"‘z —1)lnx > <—x2 + 7) Inx =
x* x*
—x2lnx = f(x) = <—x2 +7> Inx & (—xz + 7) Inx < f(x) < —x%Inx

vt €]0;1 ], ona: [, (—x? +"74) Inxdx < [, f(x)dx < [, — x?Inxdx

1 1 1 1 1
—f lenxdx+§f x*In xdx Sf f)dx < —f x2In xdx
t t t

t

En utilisant la valeur de 1,,(¢t) = ftlx"lnx dx, on aura :
L(t) = ftllenx dx et I,(¢t) = ftlx‘*lnx dx.

On obtient donc Vvt €]0; 1], —I,(¢t) + %14,(1:) < ftlf(x)dx < —L(t)

3. a) Interprétation géométrique de S

S= folf(x)dx est I'aire (en u.a ) de la partie du plan délimitée par la courbe (C) de f,
I'axe des abscisses et les droites d'équations x = 0 et x = 1.
b) Déterminons un encadrement de S

On sait que : —I5(t) +31,(t) < J, f@)dx < —L,(t)

d'oli lime_o (—L(t) +314(5)) < limeo [, F(X)dx < lim, g — L, (8) &

. 1 .
lim (—Iz(t) + E"*(t)) <5 <lim - 1,(t)

En partant de la valeur intégrée de 1,,(t) de la question 2.a),

. t3 3 1 t>  tS 1
on aura: Iz(t)—;—?lnt—; 61'14(15)—%—?11'11:—%

= 150 € limeo (CL(0) = 5

N, 1 1 1 1
d ou hmt_)o (_Iz(t) +EI4(t)) = 6—5 X E Y 5

41
— << <
Donc 250 = S<

O |-
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CORRECTION SESSION NORMALE 2014 Série C

EXERCICE 1

1. 1- lére Méthode : D'apres I'algorithme d'Euclide, on a :

dividende | 45 | 16 | 13 | 3

diviseur 16 | 13 3 1

reste 13 3 1 0

On a PGCD (45;16) = 1, donc 45 et 16 sont premiers entre eux ; en effet, il existe un couple (a,b )
d'entier relatifs tel que 45a — 16b = 1

2nd Méthode :

Ona5(14n+3)—14(5n+1) = 15— 14 = 1. (i ); d'apres le théoréme de Bézout, les entiers 14n + 3 et
5n + 1 sont premiers entre eux.

Pourn=3,0ona:14n+3 =45et 5n+ 1 = 16.

D'apres la relation (i):5 x 45 — 14 x 16 = 1, donc (a, b) = (5,14); en effet, il existe un couple (a, b)
d'entiers relatifs tel que 45a — 16b = 1.

2 - a) 1 ére Méthode :
ona:45x10—16 x 28 = 2, donc le couple (10,28) est une solution particuliere de (E).
2" Méthode :
Ona45x5—-16x14 =1.
En multipliant membre a membre par 2 on obtient 45 x 10 — 16 x 28 = 2.
Donc le couple (10;28) est une solution particuliéere de ( E ).
b)Ona: 45x — 16y =2
45x10—-16x28=2
La soustraction membre @ membre donne :
45(x — 10) — 16(y — 28) = 0 d'oli 45(x — 10) = 16(y — 28).
45 divise 16(y — 28) et 45 est premier avec 16 , donc d'aprés le théoréme de Gauss,

167



45 divise y — 28. Il existe donc k € Z, tel que y — 28 = 45k, d'ol y = 45k + 28

16 divise 45(x — 10) et 16 est premier avec 45 , donc d'apres le théoréme de Gauss,
16 divise x — 10. Il existe donc k € Z, tel que x — 10 = 16k, d'ol x = 16k + 10.
L'ensemble des solutions est : S = {(16k + 10; 45k + 28),k € Z,

II.1-Ona 90u et 32v + 4 représentent chacun le nombre de jours écoulés entre J, et J; T (J, non
compris ) par les navires.

Les deux navires 4 et B entrent au port le méme jour si et seulement siona:

90u = 32v + 4 soit 90u — 32v = 4 c'est-a-dire 45u — 16v = 2.

On en déduire que le couple (u, v ) est solution de (E)

2- Le couple (ug, vy ) est le premier couple d'entiers tous positifs solution de (E):

k =0, (uy, vp) = (u,v) = (10; 28)

3 -Le nombre de jours qui s'écoulent entre J, et J; (], hon compris) est donné par: 90u = 90 x 10 = 900

Jours. Ou bien 32v + 4 = 32 x 28 + 4 = 900 jours.

EXERCICE 2

1. 1a) ABC est un triangle rectangle en A. Voir figure
b) ABC est un triangle rectangle en 4, d'ou les points 4, B et C ne sont pas alignés, par conséquent
AB # CA donc la similitude S n'est pas une translation.

) Ona: S(4) = B et S(C) = A, d'ot I'angle de S est: (AC, BA).

Or (AC,BA) = —(AC,AB) = (AB,AC), d'oti Mes (AB,AC) = —% donc I'angle de la similitude S est : —g

d) Le rapport de la similitude S est :

. T 1
_ —Ad'an 1 —BA m_sSing 3 _ V3
S(A)—BeTS(C)—Adouk—AC.Or‘tané—Cosg—E—3
2

Or tan% = % donc k = ? Le rapport de la similitude S est : k = ‘/;

2 —a) S(4) = B = Mes(Q4,QF) = —Z, d'ol le triangle QAB est rectangle en Q; donc Q appartient au cercle
de diametre [AB].

S(C) = A = Mes(QC,Q4) = —%, d'ot le triangle QAC est un triangle rectangle en Q. Donc Q appartient au
cercle de diametre [CA ].

b) Le triangle QAB est rectangle en Q, donc (AQ) L (BQ).

Le triangle QAC est rectangle en Q, donc (4Q) L (CQ)
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Par conséquent: (BQ) = (CQ) d'ol B,Q et C sont alignés.

Q € (BC) donc (AQ) L (BO).

En conclusion Q est le projeté orthogonal de A sur ( BC ).

3—a)S(C) = Aet C € (D), donc S((D)) est perpendiculaire a

(D) passant par A4, donc S((D)) = (A).

S(A) = B et A€ (A), donc S((A)) est la perpendiculaire a (A) passant par B.
Au total, S((A)) = (B")

b) Ona: (D) n (8) ={C'} or S((D)) = (&) et S((A)) = (BB")

donc {S(C"} = S((D)) N S((A)). De plus (BB") n (A) = {B'}.

Donc S(C') = B'.

c)Ona: S(C") =B’, donc Mes (QC’, W) = —g donc le point Q appartient au cercle de diametre [B'C'];
donc lorsque (A) varie, le cercle de diametre [B'C’'] passe par le point fixe Q.

IT . 1- Placer le point I. Voir figure

2 a) Dans le repére (4,41, AB ),onaz, = 0,z5 =iet z; = 1

—_— — . -0 . *
Mes(AB,AC) = —%@%: —ib (avec b > 0) = Zic —~=—ib =z, =bdonc zc. = |z| =b car b € R,
BT<4A -
T _ AB _ |zg=zal _ V3 ;v ~ [i=0] _ V3 1 1
tan—=— = = — = — _—
6 AC  |z¢—z4l 3 |zc-0] 3 lzcl V3

donc |z.| = z. = V3. En conclusion, |'affixe de C est \/3
b) L'écriture complexe de la similitude S est de la forme z' = az + b.

SA) =B=>z,=azz+b=>i=a(0)+b=>b=i

V3
S(C)=A=>Zjl=azc+b=>0=a\/§+i:>a=—?i
(4 . . / \/§ .
Donc I'écriture complexe de S est : z' = ——iz +1i
_ _ V3. . V3 . i _ 30 _ 33490 _ V3
c)OnasS(Q) =Q,donc zg = 3le+z:>zQ(1+3z)—1:>z9_—1+£i:>zg——3“\5——12 ,donczQ—4+
3

3.,
=1
4

3 -a) Déterminons |'ensemble (T).
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V3 V3 i
IzZ'l=1e|-—iz+i|l=1o |-——il| z+ =le
3 3 3
3!

V3
|—?i |z—\/§|=1<:>|Z—\/§|=\/§(:)|ZM—ZC|=\/§

& CM =+/3 donc I'ensemble (r) est le cercle de centre C et de rayon /3.

b) Tracer de (T ). Voir figure.

\

A
\

PROBLEME
Partie A
1-On a: Df = [0, +00[

0 € Dy: donc f est définieenO .

lim, o f (%) = lim,_ox?(1 — 2Ilnx) = lim,_¢(x? — 2x%Inx) = 0
Car lim,_,x? = 0 et lim,_,ox%Inx = 0

d'ot lim,_, f(x) = f(0) = 0, donc f est continue en O .

2- Calculons
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f&x)=f(0) _ I x?(1—2Inx)
x—0

lim,_, im,_,q — - lim,_o(x —2xInx) =0

car lim,_ox =0 et lim,_oxInx =0

fest donc dérivable en O et f(0) = 0. Donc (" ) admet une tangente horizontale en O .
3—a)

limy 400 f(X) = limy, 10 x?(1 — 2Inx) = —o0; car lim, ;o x% = +00
et lim,, ;01 —2lnx = —o00
T £ . _ . . _
My y0 == = limy,;00x(1 —2Inx) = —o0; car lim,_,, ,x = 400 et
lim 1—2lnx = —c0
x—-+00

b) Ona limy_,, o f (x) = —0 et lim, ;o f(X) = —00
donc la courbe (') admet une branche parabolique de direction |'axe (OJ ).
4 -a) Démontrons que f'(x) = —4xInx
On a Vx €]0; + [,f’(x) = 2x(1 —2lnx) + x2 (—2 X %)
= 2x —4xIlnx — 2x
donc Vx €]0; + oo, f'(x) = —4xInx.
b) Sens de variation de f.
Signe de f'(x).

f'(x)=0=>—-4x=0o0ulnx=0

x=0o0ux=1

D'ot Vx € [0; 1[f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur [0; 1[. Vx €]1; +oo[,f'(x) < 0, donc f est
strictement décroissante sur ]1; +oo|
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Tableau de variation de f

c) f(ve) = (Ve)?(1 - 2In(\e)) = e(1 —Ine) =0
vx €[0;1],0 <x < 1= f(0) < f(x) < f(1) car f est croissante sur [0;1];

donc0<f(x)<1
vx € [1;+/e],1 < x < Ve = f(1) = f(x) = f(v/e) car f est décroissante sur [1;+/e]; donc 1 > f(x) > 0. Par
conséquent

vx € [0;/e]0 < f(x) <1
Vx €]Ve; +oo[, x > e = f(x) < f(\e) car f est décroissante sur J\e; +oo[. Donc Vx €]Ve; + oo, f(x) < 0.
Au total Vx € [0;1/e],0 < f(x) < 1
vx €lVe; +[, f(x) < 0.
5 - a)Equation de la tangente (T) & ( € ) au point d'abscisse Ve
L'équation de la tangente (T) est de la forme: y = f'(/e)(x — Ve) + f(\e)
or f(v/e) = 0 et f'(/e) = —4/eln(Ve) = —2+Ve
d'ouy = —2ve(x —+e) donc(T):y = —2+/ex + 2e
b) voir courbe a la fin .
Partie B
1 - Intégration par partie
S= [ f()dt = [ t?(1—2Int)dt
2

Ut)=1-2Int |U®=—=
Posons { V() = 2 = { Vo = gt;

X
Donc S = Et3(1 - 21nt)] —JJ =2xitdat
a
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S

Et3(1 —2In t)]x + J) 2ttdt
S= Etf“(l —2In t)]x + E X §t3]x = Et3 (g —2In t)]x
x3 (5 a3 (5

Au total ,ona S = ?(5_ ZIHX) — ?(5_ 21na)
2 -a) Sia < /e alors f(t) > 0 donc
A) = ([° fydt) ua = (4 £ f(e)dt) em 2
Si a > +/e alors f(t) < 0; donc
A@) = (J 5 — f(©)dt)ua = (— e f(t)dt) ua
A(a) = (4 I f(t)dt) cm?
b) Pour a <+/e On a

_ X _ Ve 2 ' N . .
S=/,ft)dt et A(a) = <4fa f(t)dt) cm? donc d'aprés la Partie B 1-ona:

3

A(a) = [(\/5)3 (g —2In \/E) — %(g —2In a)

X 4c?

3vVe 4 5
A(a) = T\/_—ga3 <§—21na)] cm?

8 4 5
lim,_,oA(a) = lim,_, <[8T\/g - §a3 (§ —2In a)])

8eve 20 3,85
9 9a 3(1 na

lim,_oA(a) = lim,,_,, (

8ee )

cm

lim,_,A(a) =
c)Poura>+e,ona:

A(a) = [@ - §a3 (g —2In a)] cm? et A(a) = (% e\/E) cm? donc
Par identification, on a: —§a3 (g —2In a) =0>

4 4 5 s
—3a iOeT;—Zlna=0=>a=e6

3 - L'aire de la partie du plan comprise entre la courbe (') ), la droite

5
(01) et les droites d'équations x = 0 et x = es est égale a la somme des aires des
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0<x<+e T{\/nggaz

parties du plan d'équations : {o <y<f) " (fx)<y<0
<y< )<ys

cm?

. 8e\/E+8e\/E , _ l6eye
BRI A

Partie C

1-0M = koM & {7, 7% or M e (/) &y = f() ef

Me()oey =K donc V' =fulx) © ky = f,(kx)

& f,(kx) = kf(x). On a :

n-1y  1-n n-1,
fn(eZ )=e2 x e~ 1x2 n—21n(e2 )

n-1 n-1 n-1
fn(e 2 x)=e 2 x’(n—n+1-2Inx) =e 2 x?(1 —2Ilnx)

n—1 n—1

f, (eTx) = e%f(x) donc la courbe (/ n) est limage de la courbe

(1) par I"homothétie de centre O et de rapport e

2 -a) courbe ( /2 ) et ses tangentes. Voir figure

1
Pour n =2, 0na k = ez =+/e.(/2) et les tangentes s'obtiennent par I'homothétie de centre 0 et de
rapport Ve appliqué a ( /) et ses tangentes .

(Ty):y = —2\/ex + 2ev/e
b) L'aire de la partie du plan limitée par la courbe ( /2), (OI), (OJ ) et la droite d'équation x = e.

0<x<+e

Soit C |'aire de la partie du plan vérifiant: {0 <y <f(x)

0 Sysfz(x)

Et C' I'aire de la partie vérifiant: { 0<x<e

Ona:C' =k?Caveck =+eet C= %é donc C' = _862@ cm?

3-L'aire de la partie du plan comprise entre ( /2 ), la droite ( 01 ) et les droites d'équations x = 0 et
4

X = es,

Soit 'aire demandée.

Ona:t’=k2.?{’,aveck=\/Ee'r/ﬁ’=%€ cm?

16e2e 2
— cm

Donc I'aire H' ‘est: H' = 5
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CORRECTION SESSION NORMALE 2013 Série C

EXERCICE 1

U0:0

la e (U . :
a. La suite ( U, ) est définie par VR €N, Uy, = /1 +aU,?

1
1-a

i) Démontrons par récurrence que : Vn € N,0 < U, <

1
1-a

Soit la proposition P, définie par : vn € N,0 < U, <

e Vérifions que P, est vraie.

'R 1 .
Ona:UO:OdouOSUosﬁdoncPoes‘rvr'ale.

1
1—

e Supposons que P, est vraie, c'est-a-dire vn € N,0 < U,, <

Q

o Démontrons que P, est vraie.

Ona:

1
1-a

2
1 1
:OSU%S(I—a) ﬁOSU%Sl_aﬁ

vneN,0< U, <

A

0<ali<=1<1+all<l+-=1<l+ali<——>
2 <1 L
1<Vl+all<==1<Upy < 7=
1
dOHCVnEN,OSUn.,_lSﬁ
Au total, P,,, est vraie, donc P, est vraie.

1
Vvi—-a

En conclusion, vn € N,0 < U,, <

ii) Démontrons que la suite U, est croissante.

Calculons U, ., — U,

Ona:Up,, —Uy=+1+al2—U, = /U,%(%+a)—Un=Un( ’%+a—1)

Encadrons U, — U,

: L 2 o 1 L1 -
Ona.VnEN,OSUnsm@OSUngl_a:,U%Z1 a
1 1 s 1
>=+a=21= |z+a—-120.DoulU,| [z+a—-1|=0
Un Un U%
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Ce qui donne U,,,; — U,, = 0. Par conséquent U,,; = U,.

Au total, la suite (U,,) est croissante
b) Démontrons que la suite (U,) est convergente.

. . . 1 1
La suite ( U, ) est croissante et majorée par Ner donc elle est convergente.
1
1_

Par conséquent: lim,_, U, =

Q

2-a) Démontrons que (1}, ) est une suite géométrique .
Ona: ¥, = (Un+1)2 - (Un)z d'ou

Vi1 = (Un42)? — (Une1)? = 1+ aUfy) — (1 + aUZ)
= Vper = a[Uf 41 — UF] = Viyq = al

Donc la suite V,, est une suite géométrique de raison a et de premier terme :
Vo=U2-U2=1

b) Expression de 1}, en fonction de n

Ona:

Vo=V X q" P =V, =1xa" or Vy = (Uns1)? = (Up)?

donc (Up41)? — (Up)? = a™

¢) Calculons la somme des n premiers termes de la suite V,

Sp=1+a+a?+a’+ ... + a1
:V0+V1+V2+V3+ ......... +Vn_1
=y, x =T
= Vo x -

n

1-a
Sp = -, avec Vo=1

d) En déduire que: vn € N, U, = /S,

Ona:

En additionnant membre a membre chaque membre de I'égalité, on obtient:
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U2—-U¢=a+a'+a’+a’+- ... +a* 1=
U2-U3=S5S,

U2=S,car Uy =0

donc U, = /S,

EXERCICE 2

1- a)Coordonnées des autres sommets de |'ellipse.

e A'estle deuxieme sommet sur |'axe focal (OI)

I est le milieu de [AA']d'oU

XA+X 40

X = 4
_ yA+yA’ _ —

V=" 2PV =2 = Ya=ya =0

DXy = 2X— X DXy =9

Donc A’(9;0)

e B et B’ sont les sommets de |'ellipse sur |'axe non focal

En posant IA = a et IF = c ou F est un foyer,ona:

IA=(-1-4)2+(0-0)2=5et IF=/(0—4)? + (0 0)2 = 4
d'olionalA=a=5etIF=c=4
la valeur de b est: b2 =a? —c?=52—-42=9donc b =3

On obtient B(4;3) et B'(4; —3)

' e a4 2 R 4
b) Calculons I'excentricité e:e = § d'otie=:

c) Déterminons une équation de la directrice (D) de I'ellipse (E) :

(Y4 . 2 N - - ] N . 25
I'équation est de la forme x = —= dans le repére (I,é,,8,), c'est-a-dire x = —=
c 4

L'équation est de la forme

2 2
a a 25
X—xX1=——>x=——+4+x2x=——+4+4
1 c c 1 4

9
>x=—-
4
dans le repere (0;e;;€y)
2 -a) Déterminons une équation de (E) dans le repére (0,e7,e;)
YZ

. \ — —\ X7 x2 y?
(E) : dans le repere e e)s+z=1=22+5=1
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(E) : dans le repere (0,éy,¢€,) :

(x—x1)% (y—y1)? x—4* y-02?
S e T

1

b) construction de (E)

3-a) (E,):z2 — 2(4 + 5cosa)z + (4cosa + 5)2 =0

A =b%—4ac =[-2(4+ 5cosa)]? — 4(4cosa + 5)?

= 4(16 + 40cos a + 25cos? a) — 4(16cos? a + 40cos a + 25)

= 36cos’a — 36

= —36(1 —cos?a) or cos?a +sin?a =1d'olsin?a =1—cos?a
A = i?6%sin’ a

b) Résolution de |'équation ( E, )

_—b+ VA _ 2(4 + 5cosa) + (6isina)
 2a 2

_ —b— VA
"~ 2(4 +5cosa) — (6isina)

=4+ 5cosa + 3isina

Zq

Zy =4 4 5cosa — 3isina
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¢) Montrons que M, appartient a ( E )

Remplagons x et y de ( E ) par |'abscisse et |'ordonnée de M, puis de M,.

Les coordonnées de M; sont: M, (4 + >Cos a)
3isina
(x=4)* | ¥* _ (4+5cosa-4)* n (3sina)?
25 9 25 9
= cos? a + sin®«a
=1

donc M, appartient a (E )

Montrons que M, appartient a (E)

4 4 5cos a)

Les coordonnées de M, sont : M, (—BSin a

(x=4)* | y* _ (4+5cosa—4)° n (—-3sin a)?

25 9 25 9

= cos?a + sin®«a

=1

donc M, appartient a (E)
PROBLEME

Partie A

1-1- Calculons la limite de u(x) en O et en +
limu(x) = lim(1 + x? — 2x%lnx) = lim(1 + x? — 2x - xlnx) = 1
x—0 x—0 x—0

car lim(1+ x?) =1 et lim(xlnx) =0
x—0 x—0

lim, oo u(x) = limy 00 (1 + x2 — 2x2%Inx) = lim,_,, o X2 (x_z +1—2In x) = —0o0
car lim x? = 4o0; lim iz =0et lim —2lnx =—o0
X—+0co X—+00 X X—+co

2 - a) Sens de variation de u(x)

e dérivée de u(x)

u(x) =1+ x? = 2x%lnx

u'(x) = 2x —4xlnx — 2x = —4xInx
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e signe de u'(x)

uU(x)=0=—4xlInx=0=>—-4x=0oulnx=0=>x=0etx=1

X 0 1 +

- 4x 2 &

Inx = <|> +
U'(x) + Ql) 5

D'ou
vx €]0; 1[,u’(x) > 0 donc u est strictement croissante sur ]0; 1[.
Vx €]1; +oo[,u’(x) < 0 donc u est strictement décroissante sur ]1; +oo[

e Tableau de variation de u(x)

b) Démontrons que |'équation u(x) = 0 admet une solution a u est strictement croissante sur 10; 1[. Ona u
(10;1]) =]1;2[; or 0 €]1;2[, donc |'équation u(x) = 0 n'admet pas de solution .

u est strictement décroissante sur ]1; + .

Ona: u(]1; +oo[l =] — 0; 2[; or 0 €] — o; 2[, donc |'équation u(x) = 0 admet une solution unique a.
Au total , Vx €]0; +oo [, I'équation u(x) = 0 admet une solution unique «

c) Démontrons que 1,89 < a < 1,9

u est strictement décroissante sur ]1; + [, en particulier sur 11,89; 1,9[.

Ona:u(1,89) =1+ 1,892 — 2(1,89)2n(1,89) = 0,024

u(1,9) = 1+ 1,92 — 2(1,9)%n(1,9) = —0,024

d'otu(1,89) - u(1,9) < 0donc 1,89 <a< 1,9

d) signe de u(x)
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Vx €]0;1 [, u est continue et strictement croissante sur ] 0;1 [
Ona u(]0;1]) =]1;2[, d'oli u(x) > 0
vx €]; a[, u est continue et strictement décroissante sur [1; af.

On a: u(]1; a) =]0; 2[; d'ot u(x) >0
Vx €]a; +oof, u est continue et strictement décroissante sur Ja; +oo|.

Ona: u (Ja; +%o[) =] —o0; 0[, d'oliu(x) < 0

vx €]0; a[,u(x) > 0

Au total {VX €la; +oo[,u(x) <0

IT - 1- Calculons la limite de f en O et en +

Inx

limyo f(x) = limyg 7o = —o car lim,olnx = —oo et limy (1 + xH) =1
) . In x ) In x X
limy o f(x) =lim,_ 0 T32- lim, 40 ~ X Tk 0

In

li X _ li Xy X _ i 1 _
car limy 4 o ~ - Oet My, 4 0 ToxZz 1My 400 i 1My, 400 T 0

2 - a) Déterminons la dérivée de f

Inx

Vx E]O; +o0 ,f(X) = m

F(x) = §(1+x2)—2x(1nx) _ 1+x2-2x2%Inx
(1+x2)? x(14+x2)?

f'(x) = x(rg)z)z avec u(x) =1+ x? — 2x%Inx

b) Démontrons que f(a) = ﬁ
_ Ina _ 2 2 _ _ 1+a?
Onaf(a)—1+a2,or‘u(a)—0=>1+a 2¢°lna =0=Ina =——
v 1+a? 1 1
[ _ 2a? _ a _ L _ 1
d'ou flo) = 1+a? ~ 2a2(1+a?)  2a2 donc flo) = 2a?
c) sens de variation de f
e signedef":
X 0 a +
u(x) - =
X + +
(1+x) : -
f'(x) B 2
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vx €]0; af, f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur ]0; a[ Vx €]a; +oo[,f'(x) < 0 donc f est
strictement décroissante sur Ja; +oo[

Tableau de variation de f

o 0

3.a) Coordonnées du point d'intersection de (C) et (OI )

Inx

(O):y =0 et (€):f(x) = o

In x
f(x)=0=>m=0=>lnx=0=>x=1

donc le point d'intersection de ( C ) et ( OI) est I(1;0)

b) Signe de f(x)

vx €]0; 1[, f est strictement croissante. Ona: f(]0;1]) =] — ; 0[, d'otl f(x) < 0

vx €]1; af, f est strictement croissante. On a £(]1; a[) =]0;$[

d'oll f(x) > 0

Vx €]a; +oo[, f est strictement décroissante. On a: f(]a; +o0[) =]0;$[; d'ot f(x) > 0.

vx €]0; 1[,f(x) < 0

Au total {Vx €]1; +oo[, f(x) > 0

4- Tracé de (C) (voir papier millimétré )
Partie B

1-a) Déterminons le signe de F

Inx
1+x2

Le signe de F(x) = [ N it est celui de f(x) =

1 1+4¢2

dans [1; +oo].

Or vx €]0;1],f(x) <0 et Vx € [1;+oo[,f(x) = 0
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Donc si x > 1 alors flx ;f—:zdt > 0 (Observer les bornes de |'intégrale)
En conclusion: pour tout x €]0; +oo[, F(x) > 0
b) Calculons F'(x)

On a vx €]0; +o0 |, F'(x) = f(x) = —
2-a) Démontrons que pour tout x élément de [0; +00 [ o'(x) =

1
1—x2

1 _ 1
(p™D'epx (7)) [eX)]

p'(x) =

Or (tanx)' =1 +tan’x et ¢ 1(x) =tanx,d'oliona:

1 1
tan’ [<p(x)] T TrtanZ[p()] | 14+x2

p'(x) =

donc ¢'(x) =

1+X2

b) Démontrons que h est continue en O .
Dy, = [0; +oo[. 0 € Dy, d'ou h est définieen O .

(X) Px)—¢(0) =g (O) — 1 — 1,

limy o h(x) = hmx—>0 x—0 1+tanZ(0)

d'ol lim,_yh(x) = h(0) = 1, donc h est continue en O .

3-a) Intégration par partie de F(x)

F(x) = flx 11n; dt.Posons U=1Int V' =$
U=t V=g

D'ou

72 dt = [p@mt] - [ Tpdt
= [p@®mt)f - [ B ar
= [p(®)Int]f — f h(t)dt
=pX)nx —p(1)Inl - fl h(t)dt
=@®Inx— [ h(t)dt carln1=0

donc F(x) = p()Inx — [, h(t)dt

b) Calculons la limite de ¢ (x)Inn lorsque x tend vers O

Vx €]0; +oo[, p(x)Inx = xh(x)Inx

carh(x) = ACYRN @ (x) = xh(x)
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D'otiona:
lim,_o@(x)Inx = lim,_yxh(x)Inx = lim,_oh(x)xInx =0
car chi_r>r(1)h(x) =h(0)=1et }Ci_rgxlnx =0
4-a) Démontrons que limy_,,,,G(x) = ¢
Ona:
limy s op G(X) = limy s, o0 F(X) = lim,y o F (%)
En posant X = %; onaquand x - +0 X -0
On obtient: lim,_, ., G(x) = lim,_F(X) = limy_,G(X) car F(x) = F(x)
Jim G(x) = G(0)=¢
b) Le sens de variation de G sur [0; +oo[
- Dérivée de G
Vx € [0; +oo[,G(x) = F(x) d'ol G'(x) = F'(x) or F'(x) = f(x)
donc G'(x) = f(x)
Le signe de G’ (x) est celui de f(x).
En conclusion :
vx €]0; 1[, G'(x) < 0, donc G est strictement décroissante sur ]10;1 [.

Vx €]1; +oo[,G'(x) > 0 donc G est strictement croissante sur ] 1; +oo].

e Tableau de variation de G

G’ (x) - C:D +

e - G
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209

5-a) Justifions que v, = Y

Ona:
(—D¥
vneNV, =Y, ———
n = Zk=o 2k + 1)2
_ D GO »* _t_ 1,1 _, 1,1_8, 1
Vv, = (2x0+1)2 + (2x1+1)2 + (2x2+1)2 1 32 te=1l-g+5=5+5

209
V, = 72%
b) Déterminons le plus petit entier naturel n :

1
25-1073

— 1 _<25-103=(2n+3)%>

2
G = (2n+3)2 > 40

= 2In(2n + 3) > In(40) = In(2n + 3) > 2 In(40)
= In(2n+3) >Inv40 = 2n+ 3 > V40 = 2n > 40 - 3

“_2‘3 >n> 166228

=>n>

donc le plus petit entier naturel est n, = 2

c) Un valeur approchée de ¢ a 25.1073 prés est :

£ —V,| < (Znig)z. Or (Zn;)z < 251073 d'od |£ — V| < 25.1073

On a obtenu ny, = 2, donc |# — V,| < 25.1073
Au total une valeur approchée de ¢ d 25.1073 pres est £ =V,

d) Allure de (T) : voir le repere (0,1,])




CORRECTION SESSION NORMALE 2012 Série C

EXERCICE 1

1. a) Démontrons que 2x = 1[7]

Ix+7y=12x+7x+7y=1
©2x+7(x+y)=1
©2x—1=-7(x+y)
o 2x = 1[7]

b) Résoudre dans Z, |'équation 2x = 1[7]

Soit le tableau de congruence modulo 7 suivant :

x |01 ]12(3[4]5]|6

2x O 2]4]|6|1([3]5

D'oi2x=1[7] © x =4[7] donc x =7k + 4,k € Z
S={7k+4,ken}
c) Déterminons |'ensemble des solutions de ( E ).

En remplagant x par 7k + 4, on obtient :

Ix+7y=19T7k+4)+7y=163k+36+7y =1
©7y=-63k—35©y=-9k -5

Donc |'ensemble de solutions de ( E ) est: S = {(7k + 4; —9k — 5),k € 7}

2. Résolvons |'équation (E'): 9x + 7y = 200

On remarque que : 9x + 7y = 1 x 200 d'ou la solution particuliere de I'équation
(E) : (4;—5) sera multipliée par 200 .
Donc la solution particuliére de ( E') est (xy;yo) = (800; —1000).

Ona: 9x+ 7y =200

—(9x9+7y(=200)

S—xo 70— 0 & TIF = %) =70 = y0)

& x = 7k + 800; de méme y = —9k — 1000

Donc |'ensemble des solutions de ( E’ ) est : S = {(7k + 800; —9k — 1000); k € Z}
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3. Déterminons le hombre d'hommes et de femmes de cette association.

Soit x le nombre d"hommes et soit y le nombre de femmes.

On a:900x + 700y = 20000; d'ou on obtient, apreés simplification 9x + 7y = 200. L'ensemble des solutions
de (E')est x =7k +800 et y=—9k —1000; avec k € Z

Ona:x >0,y >0etx>y,d ol 7k + 800 > 0; —9k — 1000 > 0
7k + 800 > —9k — 1000
Ona:k>-114286;k < —111,111 et k > —112,5, apres intersection, on obtient donc k = —112

En conclusion, il y a dans cette association, x = 7(—112) + 800 = 16 hommes et y = —9(—112) — 1000 = 8
femmes

EXERCICE 2

1- Justifions que (T) est une ellipse

(M:3x%2+4y2+6x—9=0=>3x24+6x+4y°—-9=0=>3(x*>+x)+4y>-9=0=>3(x+1)2 +4(y—0)? =
12

2
_ G

(y—0)?2
4 3

= 1 donc (T') est une ellipse de centre Q(—1;0)

2-a) Les coordonnées de F et F' dans le repere (K, e, e;): F ((1)) et F (_01)

Les coordonnées de F et F’ dans le repére (0,e;,e;) : F (g) ot F’ (—02)

b) Les coordonnées de A, A’, B et B’ dans le repere (K,é;,&) :

2 (e (ym)ere (a)

Les coordonnées de A, A’, B et B' dans le repere (0,e7,¢;) :

4@ ()5(5) ere (1)

¢) Construction de (') : voir courbe

3-a) Construction de N et P. Voir figure

b) Déterminons le rapport r et |I'angle 6 de la similitude S

S(M)=P &1 =10 et Mes(KM',KP) =6

KMN est un triangle rectangle isocele en N.

D'aprés la propriété de Pythagore, on a: KM? = KN? + NM? = KM = av2

P étant le symétrique de K par rapport a N d'ot KN = NP donc KP = 2a
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— KP_ 2a —
Autotal , le rapport de S,r =~ =-= =1 =12

Le triangle KMN est un triangle rectangle isocéle en N, d'ou
Mes(KM, KN) = Mes(MN, MK) = —Z donc I'angle de la similitude S est :
© = Mes(KM,KP) = —Z donc 6 = -~

c) Etant donné que I'image d'une conique par une similitude directe est une conique de méme nature,
alors I'ensemble ( C ), image de (I), est une ellipse .

Construction de ( C ) : voir figure

4-q) L'écriture complexe de la similitude directe S est de la forme z' = az + b ou bien z’' =r%(z — z) +

Zg.
On sait que : le centre de S est K(_Ol), le rapport est r = V2 et I'angle est 6 = —% D'otiona:
z' =\/§e_i%(z+1)—1z>z’ =\/§(g—gi)(2+1)—1

Z=1-Dz+1)-122=>0-Dz—1i
Donc I'écriture complexe de Sest z' = (1 —i)z—i

b) Déterminons les coordonnées de G et G’ dans le repére (0,¢e;,e;)
3 3 . . . 0
Ona:S(F)=G=z;=(1—i)zg—i=zg = —idonc G(—l)

Ona:S(F)=G"=zg =1 —i)zp —i=zy =—2+idonc G’(_12)

c¢) Equation cartésienne de (C) dans le repére (0,e7,e;) :
o Déterminons |'expression analytique de S

Z=A-z—-i=x"+iy' =A-Dx+iy)—i
>x' +iy =+y)+(—x+y—1)i

xX'=x+y
Doncon{y,:_x_ky_1

e Tirons x et y par addition et soustractionde x ‘et y '

x'+y'+1

On obtient: x = x‘Ty‘l ety =22

En remplagant x et y de |I'équation de (I'), on obtient |I'équation de (C )

Ona:3x?+4y’+6x—-9=0>

2 2
x'—y' -1 x'+y' +1 x' —y' -1
(2 (LY (£ o



3

Z(x’—y’—l)z+(x’+y’+1)2+3(x’—y’—1)—9=0:

7x'2+ 7y +2x'y +14x" +2y' =41 =0

Donc une équation cartésienne de (C) dans le repére (0,e;,e;) est:

7x2+ 7y 4+ 2xy +14x+ 2y —41 =0

PROBLEME
PARTIE A

1-a) Montrons que la droite ( O] ) est une asymptote a la courbe (C )

Ona f(x) =§x3 —g—lnx et Dy =]0;+00[

| _ 1. 1
limxoo £ () = limyoo (—x3 —Z—In x)

> > \3 3
limx-o f(x) = +o0 car limx-o Gxe‘ — %) = —% etlim —Inx = +4oo
> > x—0

>

d'od, lim,_,of(x) = +oo0, donc la droite d'équation x = 0 ou (OJ) est une asymptote verticalea (/).

b) Calculons lim,._, o f (x) puis limy_, ;. %

- = i 13 1_
xl—l>I-Poof(x) - xl—l>rpw (3 x 3 In x)
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1 1 Inx
limy o f(x) =limy_, X (—x - —)

3 3x X
1 Inx
llm f(x)—+oo car 11m X = +o0; 11m —=0et lim —=0
x— +00 3Xx x—>+00 X
. fx) . %x3—§—lnx
lim == lim *—32—
xX—+o00 X X—+00 X
= lim (lxz -1 —lnx)
_x—>+oo 3 3x X
. 1 1
lim M—+oo car lim —x ; lim —=0et lim —=0
x—->+o0o X xX—+00 " x—>+00 3x x—+00 X

Interprétation graphique

On a lim, . f () = +00 et lim, 00 L2 =

direction (OJ ) en +

= 400 donc la courbe ( ¥ ) admet une branche parabolique de

2-a) Calculons f' (x)

Vx E]O;+00[f(x) ——x —%—lnx

fl) =221
f1o) =22
£ = (x 1)(x +x+1)
b) Sens de variation de f
X 0 1 + x
X—1 - i
X2+ X+ 1 i e
X + +
f'(x) . dP +

vx €]1; +oo[,f'(x) > 0, donc f est strictement croissante sur ]1; +oo[

vx €]0; 1[, f'(x) < 0, donc f est strictement décroissante sur ]0; 1]
¢) Tableau de variation de f

X 0 1 + o
f'(x) < Q %
+x +
f(x) \ /
0
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3- Constructionde ( C) : voir a la fin

PARTIE B

1 - Intégration par parties .

b U =Int V=1
osons U’ =% 1%

D'ou

[1Intdt = [tint]} — [1 1dt
n n on

= [tint]1 — [t]1

fllln tdt = [tint — t]1
n

n

=(1ln1-1 (1111)
= (n ) n ' n

1

Inn
[ilntdt = +- -

a n
2 - a) Interprétation graphique de 4, = [ f)de

A, est |'aire de la portion du plan délimitée par la courbe ( 1), I'axe (OI) et les droites d'équations x = 1
1

et x =-.
n

_3 2 1 In(m
b) Vérifions que 4, == — —— —— — =
1 1

Ay =f11f(t)dt=f11 (—t3 ———lnt)dt

n 7 \3 3

1 1

An=f11(—t3——)dt—f111ntdt

n \3 3 n

¢) Calculons lim,_, o, A4,

i . 3 2 1 Inx
hmn—>+ooAn = lln’l.n_,_'_00 (——___ __)
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1 Inx

: 3 . 2 : :
lim,_,;0A4, = L car lim, 40 = 0;limy, 400 T = 0 et lim,, o - = 0

3-a)Pour1<k<n-—1letvte [" "Zl] onat € [0;1] et fest décroissante sur ]0;1], donc:

Pt don (<) <6 <£(5) =

k+1 k+

fka(k: A

n

+

: (t)dtsnglf(g)dt >

k+1 k+1 k+1

)fkn dt<fk (t)dtSf(g)f%Tdt:

( k+1 k+ k+1

i <1 7 rode< £ (5 -

n

donc on obtient: f(k+1) fkk+1f(t)dt <= f( )
b)Ona:

A = [i f(t)dt
o= F roe s £+ 0 £t ot i S
o 11 (2) < F rou <27 (2) n
@) <p et ()
()< f§ fode<if(3)
IO fn L f@de <2 f (22)

En additionnant membre a membre |'inégalité; on obtient:

G+ @l <l @)+ () e (50)

4-a) Démontrons que: : A, < S, < A, + %f (%)

Ona:

Se=alf Q)+ £ G) £ () 47 Gl
=G+ G)+ar Q) +rir (3)

d'ou S, S%f(%)+An

Pour t € [% 1] d'otl % <t <1,orfeststrictement décroissante d'ou
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f(t) < f(ﬁ) = [1f(t)dt < fff(%) dtd'oll A, < 2(3)

Les relations (1) et (2 ) donnent: 4, < S, < A, + %f (%)
b) D'aprés le théoréme des gendarmes, ona:

A 5a = i, [An+ 5 (1)]

n1—1>r-|1-looS ~ CGr‘ nl—1>I-PooA ~ 61' nl—1>r-|l:loo Tlf( )
PARTIE C

1 - Démonstration par récurrence.

2
Soit B, la proposition suivante : 13 +23 + 33 + ... 4 n3 = [n(nzﬂ)]

e Vérifions que P1 est vraie

Donc P, est vraie .

2
Supposons que P, est vraie, c'est-d-dire 13 +23 + 33 4+ .+ n3 = [@]

e Démontrons que P, est vraie .

Ona:

13423433+ +ns +(n+1)3—[ + (n+1)3

n (n+1)

n(n+1)]

+(+12m+1)
=(n+1)2[7+(n+1)]

= (n+1)2 [—n2+:n+4]

- 2 (n+2)*
=n+1) "

(n+ 1)(n+2)] 2

B+22 433+t + (n+1)° = [

Donc P, est vraie.

En conclusion, pour tout entier naturel non nul, on a:
134284334t _[’“”“)]
2-a)ona:in(x)+m(2)+m(3)++m(E)=m(Ex2xIx..x2)
in(3)+mn(2)+m(3)+ -+ () = In (22202
n(3)+m(2)+m(3)+-+m() = (%)
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b)vn>2,0na:S, = [f(3) +£(2) + ..+ ()]
3 e 20300
[—(13+23+33 + +n3)+(—%—%—%—---—%)—(m(%)+1n(%)+---+ln(g)>]
A () ()

Donc S, = ——[n(n+ D> =3 —In (%)

nn

¢) On sait que S, = ——[n(n + 1)]* - 5 — %m (l')

d"0l My, es Sy = liMyyoo [z [(n + D] =3 = ~In ()| on obtient :

. 1 /n! . 1 , 1 .
limy, 4o Eln (ﬁ) =lim; 400 [m [n(n+ 1)]* — §] —lim;, 400 Sn

n')113
12 3 4

1
lim, 400 — - —In (nn

n!

. 1 . 1
limy, 4o ;ln (n_n) = -1, car limy,_, [—

3 -a) Justification
In(U,) = ln<\/n_> =In(¥Yn!) —In(n) = }lln(n!) —In(n)

In(U,,) = = [In(n!) — nIn(n)]; donc In(U,) = +1n (=)

b) Calculons la limite de U,

n!

On sait que : lim,,_,, o, In(Uy,) = lim,_, 4 %ln (—) = —1, d'oll on obtient:

nn

lim,, ;0 Uy, = e 1. Au total lim, o Uy = :
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CORRECTION SESSION NORMALE 2011 Série C

EXERCICE 1

1- Calculons les coordonnées (x';y") de M' en fonction des coordonnées (x; y) de M.
Ona:z' =z?—-4ze x' +iy = (x +iy)? —4(x + iy)

e x' +iy' =x% 4 2xyi —y? — 4x — 4iy

e x' +iy = (x?—y? —4x) + (2xy — 4y)i

x'=x%—y? —4x

Donc {y’ — 2xy — 4y

2- a) Démontrons que |'ensemble (H) des points M du plan est une hyperbole.

ZEiRex' =0x2—y2—4x=0
©(x-2)2-4—vy? =0 (x-2)?2-y?>=4
(X_Z)Z_y_2=1
4 4

—72)2 2
Donc I'ensemble (H) est une hyperbole d'équation : % - yT =1
b) Dans le repére (0;€;;¢€;),

e les coordonnées du centre Q(2;0) avec a = 2;

e les sommets de |'hyperbole sont: A(0; 0) et A'(4;0);

o les asymptotes de (H) ont pour équations (D) :y =x—2et (D'):y = —x+2
¢) Construction de (H). (voir courbe)
3- Déterminons les points M du plan tels que OMM'P soit un parallélogramme.

OMM'P est un parallélogramme < OM = PM & z — 2y = 2’ — z,

<:>z—0=zz—4z+§+2i®Z=22—4z+§+2i

©z2—5z7+2+2i=0
Equation du second degré d'otiona: A = 52 —4G+ Zi) & A=15-8i

x?+y% =115 - 8i| x2+y2=17
Les racines carrées de A sont : {x2 — y2 = 15 ©{x2—y2=15
2xy = —8 2xy = —8

2x% =32 x%? =16

= 2y2=2 = y2=1 @{xzi]-OU{x;l
xy = —4 xy = —4 Y Y
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Donc les racines carrées de A sont : 4 -iet - 4 +i.

Les solutions de I'équation sont:

5—-(4-i 1+i 1 1. 5+(4—-i 9-i
1=¥=—=—+—l e'l' Zz=¥=_—
2 2 2 2 2 2

N | ©
|
N | =
o~

Donc les points M ont pour affixes : M (% + %1) et M (; —%i)

EXERCICE 2

1- a) Justifions que I'ensemble des valeurs prises par X est : {10;10,5; 11;11,5; 12}. Utilisons un arbre de
choix pour justifier

1° Feu 2" Feu Temps mis (min)

Vv 10

\ / 0 11

1
5 Vv 1

Donc |'ensemble des variables aléatoires est : X(Q) = {10;10,5;11;11,5; 12}.
b) Justifions que P(X = 11) = %
La probabilité d'avoir X = 11 est: P(X = 11) = Py P, + PyPy + PRPy
Avec: P, = probabilité d'étre vert;

P, = probabilité d'étre orange ;

P, = probabilité d'étre rouge ;
PX =11 ! 1+1 1+1 ! PX =11 >
=1 =cX-F+-X-+-X- =11) = —
( ) 2 4 4 2 4 4 ( ) 16

C) Déterminons la loi de probabilité de X.
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P(X=10) =3x5=3 PN =108) =3x3+ix5=7=3
5 1 1 1 1 2 1 1 1 1
P(X:11):EP(X:11’5):ZXZ+ZXZ:E=§P(X=12):ZXZ:E
Donc la loi de probabilité de X est :
X 10| 105 | 11 | 115 | 12 | Totdl
1 1 5 1 1
P(X =x; — — — Z —_ 1
=) 16 16

2- Calculons |I'espérance mathématique de X. Interpréter ce résultat.

E(X) =31 x-P-:10><1+10,5><1+11xi+11,5><1+12 ><i
=1t 4 4 16 8 16

43
E(X) = =1075

Interprétation :

Le temps moyen (ou la durée moyenne) mis par le livreur est de 10,75mn ou 10mn45 s. Il est donc en
retard.

3- Le livreur part a 19 h49 min de la boulangerie.
a) Calculons la probabilité qu'il arrive a 20 heures précises chez le client.

Le livreur part d 19 h49 min de la boulangerie et arrive a 20 heures précises chez le client ; donc le
temps mis est de 11 min; d'ou la probabilité cherchée est P(X = 11) donc P(X = 11) = 1—56

b) Calculons la probabilité qu'il arrive en retard chez le client.

Pour qu'il arrive en retard chez le client, le temps mis est 11,5 min ou 12 min, donc la probabilité est
P(X > 11)

P(X>11)=P(X=11,5)+P(X=12)=%+1_16 p(X>11)=116

4-. Pour cette question, on donnera I'arrondi d'ordre 3 de chaque résultat.

a) Probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois a 20 heures précises.
Nous sommes en présence d'un schéma de Bernoulli :

e Laprobabilité qu'il livre le pain @ 20 h est p = %,'

11,

* Laprobabilité qu'il ne livre pas le paind 20 hest q=1-p = =

Le livreur répéte cette expérience 7 fois :'c'est une loi binomiale.
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La probabilité pour que le pain soit livré exactement trois fois est :

11 125

P =3)=CGer@* = (2) () par=3)=35x (22) x

14641)
4096

65536

P(X = 3) ~ 0,239
b) Probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 20 heures précises.

La probabilité de ne pas livré le pain a 20 h est :
0 7 7

P(X =0) = C9(p)°(q)” = CY (%) (E) P& =0)= (%)

Donc la probabilité pour que le pain soit livré au moins une fois a 20 heures précises au cours d'une
semaine est :

Pz =1-Px=0) =1 (1)
X=D=1-Px=0)=1- ()
P(X > 1) ~ 0,927
PROBLEME
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.
1 - Etudions le sens de variations de h.

b
Vx € R h(x) =x+e2

1
Vx ER, h'(x) = 1+§e

x
2

Vx € R, h'(x) > 0 donc h est strictement croissante sur R

2- Calculons les limites de h en —o0 et en +.

X

x
o limy, h(x) =lim,, (x + e5) = lim,,_ox + lim,_,_, ez = —c0

X

Car limy_,_,x = —o et lim,_,_,ez =0

X X
o limy oo h(x) = limy o (X + €2) = limy X + limy yooe2 = +00
x
Car lim,_,,,x = 400 et lim,_,,,€2 = 400

3- a) Démontrons que |'équation h(x) = 0 admet dans R une solution unique « h est continue et
strictement croissante sur R; ona:0 € h(R )

Donc |'équation h(x) = 0 admet une solution « € R. On a aussi :

-0.71
h(—0,71) = —0,71+¢ 2 = —0,0088
—-0.70
h(—0,70) +e 2 = 0,046

D'ol h(—0,70) X h(—0,71) < 0 donc —0,71 < a < —0,70.
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b) Déduisons que Vx €] — oo; a[h(x) < 0
Vx €] — oo; af h est strictement croissante d'oliona: x < a = h(x) < h(a)
Or h(a) = 0 d'ol h(x) < 0 donc Vx €] — o0; &, h(x) < 0
Déduisons que Vx €]a; +oo[, h(x) > 0.
Vx €]a; +oo[h est strictement croissante d'otl on a:x > a = h(x) > h(a)
Or h(a) = 0 d'ol h(x) > 0 donc Vx €]a; +[, h(x) > 0.
En conclusion : Vx €] — o; a[,h(x) <0
Vx €]a; +oo[, h(x) > 0
Partie B: Etude de la fonction f;.

Pour tout nombre réel x: f;(x) = (2x + 4)e "z — x.

1- a) Démontrons que fi(a) = -2 —a — %.

fi(x) = (2x + 4)e_%—x = fi(a) = Qa + 4)6_% Ca

Orh(a)=0=>a+ez=0=>ez2=—a

D'oll f;(a) = Qa + 4)e_% -«

2aa+4
fl(a) = a

ez —qa
fl(a) — 2a+4 —a

-

fi(a) = P

Donc fi(a) =-2—a«a —%

b) Déduisons un encadrement de f; () d'amplitude 0,1 .
Ona: -071<a<-0,70et -0,71 < a < —0,70

— Ll 1 et070<-a<071
a 0,71

L 1ol ot 24070<-2—a<-2-0,71
0,71 a 0,70

4 4 4
m<—z<m(1)ef -130< -2 —-a<-1,29

Les relations (1) et (2) donnent :
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1,30 + * <=2 4< —1,29 + * 4,33 < -2 4<4-4-2
0,71 * 0,70 *
Doncona: 43 < fi(a) < 4,4
2 -a) Pour tout réel x, calculons f{(x) et démontrons que f{(x) = —h(x)ez.
X
Vx ER fi(x) =(2x+4)e 2 —x

x 1 _x
Vx €ER, fi(x) = 2e 2—§(2x+4)e 2—-1

X X
Vx ER, fi(x) =2e 2—(x+2)e 2—-1
X
VxER, fi(x) =2 —x—-2)e 2—-1
X
Vx €ER, fi(x)=—xe 2—-1

Ona: fi(x) = —xe_g -1

li x ! _x - ef A B (x B ez)
fi=-%-1 fil)=—F— AW =——7%"
ez ez ez
—h(x) , X
fi(x) = fi(x) = —h(x)e 2
eZ

b) Déduisons les variations de f;.

Vx € R,e‘g > 0 donc f{(x) est du signe de —h(x)

D'ol: Vx €] — o0; a, f{ (x) > 0 donc f; est strictement croissante sur ] - ; a[ Vx €]a; +l, f{ (x) < 0. donc f;
est strictement décroissante sur a; +oo]

3 -a) Calculons la limite quand x tend vers —oo de f; (x),

X
lim o f3 () = limy o, (2 + 4)e 72 — x)

2x + 4

X 4 x
lim,,_o fi(x) = limx_)_oox< e 2— 1) © limy,_ofi(x) =limy,_g,x [(2 + ;) e 2— 1]

lim oo fy () = —0 Car limy, o x = —00 et i, [(2+2) 72 — 1] = 400

Calculons la limite quand x tend vers —co de =~ fl(x)

5D limy oo [(24+2) €72 = 1] = +00 car limyer—oo (2+2) €72 = oo

lim,_,_q

Interprétons graphiquement ces résultats.

f1(x)
x

Ona:lim,_,_o fi(x) = —c0 et lim,_,_, =400
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Donc la courbe (C;) admet une branche parabolique de direction (OJ)

b) Calculer la limite quand x tend vers + de f; (x).

X X X
limy 400 f1 (%) = limy_, 4 o ((Zx +4)e 2 — x) lim, 00 f1(x) = limy_, ;o (er 2+4e 2 — x)
Posons X = —x. Quand x - +o0,X - —o0

on a:lim,_ ;o f1(x) = limy_,_q (—ZXeE + 4ez + X)

X

lim,.yo0 f1(X) = —o0 car limy_ ., (—2Xez) = 0;limy_,_o,4e2 = 0 et limy__;, X = —oo
c) Démontrons que (D) d'équation y = —x est une asymptote a (C;) en +o

_x
limy 4o [fA(X) —y] = limy, 4o ((Zx +4)e 2—x+ x)

lim, 400 [f1(X) — y] = limy, 40 [er_E + 46_5] d'ol lim,_ o [fi(x) —y] =0

X X X X
car limy_ o 2xe 2 = limy_,_,, — 2Xez = 0;limy,_ 4e 2 = limy_,_,4ez2 =0

Ona: limy . [fi(x) —y] = 0 donc la droite (D) d'équation y = —x est une asymptote oblique a (¢,1) en
+oo

4- q) Dressons le tableau de variation de f;.

f(x) + Q .

f1(0
b} / \

b) Construisons la droite (D) et (C;) dans le plan muni du repere (0,1,]). voir courbe

5-a) A |'aide d'une intégration par parties, calculons pour tout nombre réel x : I(x)

1(x) = [, (2t + 4)6_7tdt

t

Posons U=2t+4etV' = ez

1

U=2etV=—2ez

-1

x x -t —t1* x =t
I(x) = |-2(2t + 4)e7] —Js 2(—2e7) dt1(x) = [(—4t - 8)e7] + [, 4e2dt
0 0
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1) = [(—4t - 8)e_7t]z + [—85]2 I(x) = (—4x — 8)ez
I(x) = (—4x — 16)e 2 + 16 = I(x) = 16 — (4x + 16)e 2

b) Déduisons en cm? |'aire A,;.
2 2 =
A= fo (fi(x) —=y)dx = fo (2x+4)ezdx
Ay =12)u-aA; = 4 X 1(2)cm?
Ay =[64 —96ecm? = A, = [64 _ 9?6] cm?

Partie C : Etude de la fonction f.
1- a) Démontrons que pour tout nombre réel x: f;;(x) = —h G x) e2 s Vx € R, fi(x) = (2x + 4k)ek — x

—X

-X 1 -X -X X
'(x) = 22k —— (2x + 4k)e2k — 1 f/(x) = 2e2k — (—+2)e2k — 1
k 2k k k

i@ = (2-2-2) e —1f{(x) = —Tem —1

, —f—e% ' —<%+62x_k)
fr() = +t5—= fr(x) = —=—
ez2k e2k

Or h(x)=x+e§ d'ot h(%)=%+eﬁ

8

Done £() = 8 = ()75 o i) = ~h(Lx) e

ez2k

b) En utilisant la partie A, étudions les variations de f; suivant le signe de k.
2x

Ona:Vx€R, e 2z >0 donc f;(x) est du signe de —h G)

Pour k > 0, a partir de la partie A du probléme, on a:

o sur]-o;ka [ —h (%) >0 d'oll f{(x) > 0 donc f; est strictement croissante;

e sur lka; +o [ —h G) < 0d'ol fi(x) < 0 donc f; est strictement décroissante ;

Pour k < 0,
e sur]-—om;ka [ —h G) < 0d'ol f{(x) < 0 donc fy est strictement décroissante sur ] —oo; ka;
e sur Jka;+o [ —h (%) > 0d'ol f(x) > 0 donc f; est strictement croissante sur Jka; +oo.

c) Vérifions que fi (ka) = kf(a).

Ona: fy(@) = —2—a—=d'oll kfy(@) = k(-2 —a =) (1)

= —a d'oll fi (ka) = 24K _ ka

ez

a
2

On a: f (ka) = (2ka + 4k)e> — ka or h(a) = 0 = e
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2ka + 4k
— ka

fre(ka) =
4k

fielka) = 2k =~ ka
4

filka) = k (—2 —=- a)

fo(ka) = k (—2 - %)

Les relations (1) et (2) donnent fi (ka) = kf; (@)

d) Dressons le tableau de variation de f; suivant le signe de k.

Pour k >0,0ona:

Rl T o)

f ) - 0 —

filka)
() /

i

Pour k <0,ona:

X ko

+ «

f%(x) s

fulkar)

0 s
fidx) \ /

2- a) Démontrons que (Cy) = H(Cy).
1 ére méthode
Exprimons f; en fonction de f;

=X

Ona: fi(x) = (2x+4)e_7x—x D'ot f; (z) = (2%+4) ezk —

- (52

&R
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fi (Z) = 2[2x + 4k)e — x| Or fi(x) = (2x + 4k)e — x

Donc f; (%) =~ fi(@®) = fi(x) = kfy (%)

En conclusion, (C;) est I'image de (C;) par |"homothétie de centre O et de rapport k.

2¢me méthode
fr(kx) = (2kx + 4k)e_7x — kx
filk) = k((2x + e = x) = fullo) = Kfu)

Donc (Y) est I'image de (Y,) par |'homothétie de centre O et de rapport k.

b) Déduisons la construction de (G, 2 dans le méme repére que €.
> pere q

(Cz,%) est I'image de (C,) par |'"homothétie de centre O et de rapport —%. Voir courbe 3 -Déterminons en
cm?Ay en fonction de k.

A= 7 (i) = y)dx = [ (2 + 4k)ekdx
Posons: U = 2x + 4k et V' = ek

U'=2 et V=—2kez

—xq2k

Dol A k = [—2k(2x + 4k)eﬁ]0 + 2 akezrdx

A, = [(—4kx _ 8k2)e%]zk N [_SkZE%]Zk

—-X 2k —-X 2k
Ay = [(—4kx — 8k2)eﬁ] + [—SkZeW]
0 0

A = (—8k? — 8k*)e™! — (—8k?) + (~8k?ey " + 8k?)
Ay = (—24k?e ™t +16k>)u - a

24k?
c/lk = (16k2 —T)u a

24k?

Ay = 4 x (16k? = 25) em?

96k?
Ay = (64k2 — %) cm?
Ay = 4k?1(2) avec 1(2) = 16 — =
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CORRECTION SESSION NORMALE 2010

EXERCICE 1

—-2X
1. Justifions que: vx € R,e™ —— < f(x) <e™ .
2
Ona:t—=<In(l+t) <t Posons:t=e™

(e—x)z e—2x
<In(l+e M) <e*=>e™- >

e—x

<In(l+e™)<e™

Or f(x) = In(1 +e~) donc e — " < f(x) < e~

2. Démontrons que la suite (U,) est strictement croissante.

1
en+l

oN @i Upyy = (14 5) Up = 222 = 14

n+1
e n

s U
Ore”+1>0doug—“>1=>un+1>un

n

Donc la suite (U,) est strictement croissante.

3. Démontrons par récurrence que: Vn € N*,In(Uy,) = f(1) + f(2) + - + f(n).
Soit la proposition (B,):Vn € N, In(U,) = f(1)+ f(2) + -+ f(n)

e Vérifions que (P,) est vraie.
onai Uy =1+s=1+et=InWU)=In(1+e™Y) = f(1) car f(x) = In(1 + e
Donc (P,) est vraie.

e Supposons que (P) est vraie c'est-a-dire Vk € N*,In(Uy) = f(1) + f(2) + - + f (k).

Démontrons que (P,,,) est vraie.

Ona: Un+1=(1+ ! )Un

enti

Sin=kalors Uy, = (1 + L) Uy

InUpiq =1In [(1 + ek%) Uk] =In (1 + ek%> +InU, = ln(l + e‘(k+1)) +In Uy
OrIn(Uy) =f(D)+f(2) + -+ f(k)
DoncInUpyy =In(1+e D)+ F(D) + f(2) + -+ fk) = flk + D)+ f(D) + f(2) + -+ f(k)

U =fO+f@++fl)+fk+1)

Donc (Py,1) est vraie.

208



En conclusion, vn € N*,In(U,) = f(1) + f(2) + -+ f(n)

4. Onpose:ay=-+=;+ - etby=—+o+op

eZ en ezn
, 1
a. Démontrons que: a,, — Sbn < In(U,) < a,

e—ZX

Soit I'encadrement: Vx € R,e ™ —

S <f()< e ™

Posons x =navecn > 1

e—2n

Ona:e™—

> <f(n)<e™

Pour n=1,2,34,...,n

Ona:

e—2
6_1—7<f(1) <€_1

e—4
6_2—T<f(2) <€_2

e—6
8_3—T<f(3) <e3

e—8
8_4—T<f(4) <e*

-2n

e
e — > <f(n)y<e™

La somme membre a membre donne:

(e7t+e2+-4+e™ —%(e‘2 ettt e™M<fO+HfR)++Hf(M)<el+e 24

a, — %bn <In(U,) <a,

_p—Nn

b. Justifions que: ¥n € N *,a, = —
1,1 1
Ona: an—g+e—2+"'+e—n

(ay) est la somme d'une suite géométrique de raison i et de premier terme i

AY — 1_ l ’ —e
D'otvn=>1a, =a; + 11—qqn - §+ 1—((21)) == 1ef1n

c. Démontrons que la suite (U,) est majorée.

1-e M

e—1

Ona: a, =

n>le n<<-lee"<ele-—-e">—-—-<lel>1-e">1-¢1
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D'oil—em<1

1—e M
e—1

e M) x L 1 2
(1-eMX—=<1IX— <. Donca, <

e-1
Or
a, — %bn <In(U,) < a,
U, <eéeay,
" L
D'ou U, < ee1
En conclusion, la suite (U,),en+ €St majorée par ee-t
En déduisons que la suite (U,) est convergente.

La suite (U,)nen- est croissante et majorée donc (U,,) est une suite convergente.

d. On note ¢ la limite de la suite (U,,).

v 2e+1 1
< < —
Démontrons que ey St s
11 1
Ona bn ==+ ot + e+ oon

(b,) est la somme d'une suite géométrique de raison eiz et de premier terme eiz

N 1-gq™
d'ol: bn=b1xﬁavecn21

n

1
1 1—(6—2) 1—e™ 2
bn=e—2><—1<:) nzﬁ
1_6_2

1
e -1

Or 1—-e™2" < 1doll by < — donc limy,_. e (by) =

22 1 et lim, (a,) =

Au total, a, — b, <InU, < a,

Déduisons une valeur approchée de 1 a 0,1 pres.

1 1 2e2-1)— (e — 1) 1
——( )smls o <Inl<
e—1 2\e?-1 e—1 2(e—1)(e?2—-1) e—1

o 2e?—e—1 <lnl < 1
2-DE:-D- " Te—1

2(e+%)(e—1)
<Ihl<——
2(e2-1)(e—1) e—1

- 2e+1 <Inl < 1

22— " Te—1
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1
Inl=——=1=e¢ee-1
n py—) ee
| ~ 0,582

=179

EXERCICE 2
1. Démontrons que la probabilité d'obtenir 3 chiffres identiques est %

Soit E = {1;2;3;4; 5; 6} |'ensemble des éléments du dé.

Obtenir trois chiffres d'éléments de E est un 3-uplets de cet élément de E.
Donc Card Q = 63 = 216.

La probabilité d'obtenir trois chiffres identiques est :

Soit A |'évenement:

A ={111;222;333; 444; 555; 666}

2. Calculons la probabilité d'obtenir 3 chiffres dont la somme est égale d 6 .

Soit B |'événement. On a :

B ={114;141;411;123;132; 213; 231; 312;321; 222}

P(B _CardB_lO
()_Cardﬂ_63
P(B) = >
()_108

3. Démontrons que la probabilité d'obtenir exactement deux chiffres identiques est 1—52 Soit €
I'évenement. Ona :

112121 211... ...
113131 311... ...

114 141 411

115 151 511
116161611
donc P(C) = chrrgg - ijf - g P(C) = %
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4. Le droit de participation au jeu est de 3000 francs.

e sile joueur obtient 3 chiffres identiques, il regoit 5000 francs;

e s'il obtient 3 chiffres deux a deux distincts, il regoit 3000 francs;

e s'il obtient exactement deux chiffres identiques, il ne recgoit rien.
Soit X la variable aléatoire égale au gain algébrique d'un joueur au cours d'une partie.
On appelle gain algébrique d'un joueur la différence entre ce qu'il regoit et sa mise.
a. Déterminons les valeurs prises par X.
X = {—3000; 0; 2000}
b. Déterminons la loi de probabilité de X.

P(X = =3000) = P(C) = —

P(X = 2000) = P(4) = -
A3 20 s

Donc la probabilité de X est :

X; -3000 | O | 2000 | Total
12 36 36

c. Déterminons le gain moyen d'un joueur au cours d'une partie. Le jeu est-il équitable? Le gain moyen au
cours d'une partie est :

10750
9

E(X) = —3000 X =+ 0 X 22+ 2000 X — =
12 36 36
E(X) = —1194,44

Le jeu n'est pas équitable.

PROBLEME
PARTIE A
1. a. Calculons les limites de f en —o et en +o,

lim f(x)= lim %(—Sx + 4Vx2 + 15)
X——00 X——00
= lim =2+ lim %\/xz + 15

xX——o00 X——00

lim,_,_o f(x) = +0

Car lim,_,_q —Tsx = 400 et lim,_,_q %\/xz +15 =+

212



1 1 f 15
iMoo f () = lim oo (=5x + 4/x% + 15) = lim, 4o 3| —5xtdx [1+—

. 1 15
=llmx_)+oo§x —-54+14 1+F

limy 400 f(x) = —00

Car‘ limx_,_,_oo gx = +oo et 1imx—>+oo <_5 +4 ’1 + %) =-1

b. Démontrons que (A) d'équation y = —gx est une asymptote a (C) en +oo.

f(x)—yz%(—5x+4\/x2 +15)—(—%x) = —5?x+§\/x2 + 15 +§x

= _fx + fm _ (—§x+§ x2+15)(—§x—§ x2+15)
3 3

N v
X 3VX +15

2 2 _
P (—%x) —(%\/x2+15) %xz—%(x2+15) —??0
X _y: = =
—%x—%\/x2+15 —%x—%\/x2+15 —%x—%m

F)—y = 80 20
y= 4x+4Vx2+15  x+Vx2+15

_ , 20
On a:lim, 1o (f (x) —¥) = limy 400 el

car limy_, ;o x +Vx2 + 15 = 400 et lim,_,, , 20 = 20

Ona:lim,, . (f(x)—y) =0donc (A):y = —§x est asymptote oblique a (C) en +co.
c. Justifions que la courbe (C) est au-dessus de la droite (A).

20
f(x)_y_x+\/x2+15

Pourx e Rx +vVx2+15>0donc f(x)—y>0=f(x) >y
En conclusion : Vx € R, (C) est au dessus de la droite ().

2. a. Calculons f'(x) pour tout réel x.

Vx € R, f(x) = %(—Sx + 4/x2 + 15)

£100 1( - 4 X 2x ) 1( - 4x )
X)=—|— —_— == — J—
3 2xVx2 + 15 3 Vx2 + 15

b. Démontrons que f est strictement décroissante sur R, puis dressons son tableau de variation. Ona:

4x 4x [ / . ’ .
s < 5& -5+ e < 0D'ouVvVx €R, f'(x) <0 Donc f est strictement décroissante sur R.
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Tableau de variation de f

£
f'(x) =

e dha

3. Déterminons les points d'intersection de la courbe (C) avec les axes (0I) et (0J). - Pour (C) avec
on

Ona: f(x) =0 (~5x +4/x? +15) = 0
& —5x+4/x2+15=0 & 4/x2 + 15 = 5x & 16(x? + 15) = 25x?

8
& 9x2 =240 @xzz?

N I

4V15 _ 415
oux =

3

f étant strictement décroissante sur R donc le point d'intersection de (C) avec (0I) est le point de

coordonnées: (£ 0) avec f(0) > 0.

e Pour (C) avec (0)).
Ona:x=0d'olt f(0) = %(0 +4/0+15) = “‘BE
Donc le point d'intersection de (C) avec (0)) est le point de coordonnées : (0 £)

4. a. Construction de (A), (A") et la courbe (€) (Voir feuille annexe)

b. Démontrons que (C') est I'image de (C) par la symétrie de centre O .

Ona: f(x) = g(—Sx +4/xZ + 15)

V—xE]R,f(—x)—g( 5(—x) + 4y/(=0)? + 15)

= §(5x+4 x? + 15) = —%(—5)6—4 x? + 15)
D'ol f(—x) = —g(x) Donc (C') est |'image de (C) par la symétrie de centre O.
c. Construisons la courbe (C") dans le méme repére que (C). (Voir feuille annexe)
PARTIE B
1. Démontrons que (H) = (C) U (C").
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Mx;y)e (U)o y=fx)ouy=g(x)
y=f@) ey =7(-5x+4/x? + 15)

& 3y =-5x+4Vx2+ 15 3y + 5x = 4Vx? + 15

& (3y + 5x)? = 16(x2 + 15) © 9y? + 30xy + 25x% = 16x% + 240
© 25x% —16x% + 9y? + 30xy + 240 = 0

© 3x%2 +3y%2 +10xy + 80 =0

1
y=g(x)(:)y:§(—5x+4 x2+15)®3y=—5x+4 x?+ 15

© 3y +5x = 44/x2 + 15 © (3y + 5x)% = 16(x% + 15)
& 9y? + 30xy + 25x% = 16x2 + 240
& 3x2 +3y%2 +10xy —80 =0
Donc (H) = (C) u (C")
2. Soit s la similitude directe de centre 0, de rapport g et d'angle —%.
a. Déterminons |'écriture complexe de s.
z'=az+b

2 T 2 =
z’=§e Y“z+b aveca=\/2——e 4

b b
OPZO=E:O=E=>b=O

Donc I'écriture complexe de sest z' = ge_iiz o7 = (l — li) z
b. Justifions que x’ = %(x +y)ety = %(—x + ).

Ona z'=x"+iy'etz=x+1iy

oG

,_1 +1, 1_+1 _(1 1) 1 1>,
z—zx 2yl le 2y— Ex+§y +(§y—§xl

S S| 11y,
=x'+iy' = (e gy) +(zy -37):

2 2
X=ix+zy (x'=i(x+y)
Donc A 2

’ ! 1
y'=sy—3x (X' =5(x+Y)

c. Déduisons que M appartient a (H) si et seulement si M’ appartient & la courbe (I') d'équation 4x2 —
2
y< = 20.

Ona M(x;y) € (H) © 3x%2+ 3y? + 10xy — 80 = 0
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, 1
X =E
Or

(x+Y) =>{x’+y’=y
, 1
y' =s(x+y)

xl_ylzx

En remplagant x et y dans (H),on a:

3(x' —y)2+3(x"+y)2+10(x'—y)(x'+y')—80=0
3(x?=2x"y'+y?)+3(x"?+2x"y' +y?)+10(x"? —y'2)—80=0
3x'2+3y2+3x"?+3y"2+10x'2 - 10y'2—-80=0

16x"2 — 4y — 80 = 0

42 —y'2—-20=0

4x'% — y'? = 20

Donc M € (H) & M' € (I

3. a. Justifions que (T) est une hyperbole puis déterminons les coordonnées de ses foyers et de ses

sommerts.
2

CAeZ 2 ax? _y? 2y
Ona: 4x yi=20e -2 =leT-2=

’;—2 — g = 1 est |'équation d'une hyperbole d'axe focal (0, 7).

Ona:a?=5et h?2=20

Les sommets sont : A(V5;0) et A’ (—V/5;0)

Les foyers, on a: C = Va2 + b2 =+/5+ 20 = 5 donc F(5; 0) et F'(—5;0)

b. Déterminons |'excentricité de (I).

c 5
mE-V

c. Construisons (') et ses asymptotes dans le méme repére que (H).

e =

(On utilisera deux couleurs différentes pour (H) et (I) ).

Les asymptotes de (') : (Voir annexe)

b V20 2v5
(D)i}’=gx=>y=—§x=—§x<:> (D):y = 2x
' b V20 245 ,
D)y = XYV ETFX=E TS (D"):y = —2x

4. Déduisons des questions précédentes que (H) est une hyperbole et précisons les foyers et les
sommets.

(I) est I'image de (H) par la similitude S, donc (H) est |'image réciproque de (I') par la similitude S.
(H) est donc une hyperbole.

o Déterminons les foyers Fy, Fy ' de (H)

216



Donc Fy(5;5) et F;;(—5;-5)
2v5

e Déterminons les sommets Ay et Ay
1 . 1 1, V5
Zhg = (5= 50) 20y @ V5 = (5= 51) 2ay © 2, TSI T S
2 2
<=>ZAH=\/§(1+i)<=>ZAH=\/§+i\/§
Donc Ay (V/5;/5) d'otl Ay y(—V5; —V5)
FEUILLE ANNEXE
o 3 X o= ie
e \ A\ 5
o. ‘\ \5 .'
¢ \ BN o
. i <
i \ = \ SRS T
A ek S K SRR ENE
: é..' § X 2 3:§ g
\~\~ ¥ E % : e s A g. g : § P s
i-\:s § . %4 \\ o : =
P e e T =
N\*\ o ‘n : :
: N i B \ e ENG
il i E i N i &
":8 =7.: =6 % -4 I =3 -2 ] 0“\4\ ‘)!5 e P 7 8 X
= - \\ §. 3 ‘\ \.:‘\ : :
E ie = = % g
= 3 = \\ o e r; “:'\?\ g .
3 e e
. = \ o ‘-\s"\
.. & g .
3 N : -
P & NG 1 .
. \ \ ¥
. 2 h A SRR RSN
° \ o :
.1 g \\ A
° S X °
Z \ \ 4
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CORRECTION SESSION NORMALE 2009 Série C

EXERCICE 1

PARTIE A

1. Exprimons d® b® et c® sous forme algébrique.

s A 1T .6TC
a= \/f(cosg + ising) e a=+2e's @ a® = (V2)%"6

o a® =8e™  q° = -8i

s T .TT 67T
b= \/f(cosz+ isinZ) & b =+2e'" © b = (\/2)%" %

& b =8e™ o h® = —8i

T T T 67T
c= \/E(COSg + ising) & c=vV2e3 % = (2)%"3

&0 =8e?T o 0 =8e = 0 =8

2. En déduisons une solution de |'équation (E): z€ C,z6 = —8i 26 =—-8i=2°=b°=2=b Donch
est une solution de (E).

.1 QW3
3. SOIT]——E-FT
a. Vérifions que j3 =1

1 V3 2n .
j=—§+i7=)j=el3 opd=elejj3=1

b. Démontrons que jb et jb sont aussi des solutions de (E).

2TC .TT
Ona:j=e's et b =+2e"s

.11m

11w .2TC
D'oli jb =+2e'3 xe'+ o jb=+2e"12
Vérifions que jb est une solution de (E).
1w LT
Ona: (jb)® = (V2)®e'1z *® = (jb)° = 8e'z = 8(—i) = —8i

Donc jb est une solution de (E)

5T

.19 .
e Ona:j?bh=+2e'12 = j?b =2e ‘1z
Vérifions que j2b est solutions de (E)

On a: (j2b)° = (V2)e '12*¢

.57 .

(?b)6 =8e "z = 8¢~z = 8(—i) = (j2b)® = —8i
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Donc j2b est une solution de (E).

c. En déduisons toutes les solutions de (E) puis écrivons les sous forme algébrique. b; jb; j2b; —b; —jb et
P2
—j b

e Forme algébrique des solutions

_ T, T _ , 4
b—\/f(cos4+lsm4)<:>b—1+l<:> b=-1-1i

11w T L2TT
jb=+2e'1z =+2e'a xe's = (141) (—%+ l\/z—g)

1+/3 1-3. _jb= 1+\/§ 1—\/§i

jb=-= T Pe
. 1 V3 1\/_ 1+/3 ,
]2b=(—5+l—) 1+ )———2 - +2 i
(:>—j2b—i§+1+\/§
2 2
PARTIE B

, . C(x = 0[6]
1. Résolvons dans Z le systeme : {x = 3[4]

IT existe deux entiers u et v tel que x = 6u + 0 et x = 4v + 3
D'oli on obtient : 6u = 4v 4+ 3 = 6u — 4v = 3 est une équation du type ax + by = c.

e Déterminons PGCD(6; 4)
Ona: 6 =2 x 3 et 4 =22 donc PGCD(6;4) = 2

3 n'est pas un multiple de 2 donc S = @

2. Déterminons tous les entiers naturels n vérifiant a la fois les deux propositions suivantes :

e a" est un nombre réel
e )" est un imaginaire pur.
vneNona:a, = (\/f)”ein% et b, = (\/f)nein%
{a €ER { 0[é]
a™ € iR 2

[4]
6bu—4v=2avecu€’zZetvel

Or PGCD(6;4) = 2 est un multiple de 2 donc I'équation admet une solution S = {12k + 6;k € N}
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EXERCICE 2

1. a. Faisons une figure.

Faisons une figure.

T

b. Justifions que Mes(DA, DB) = -
(C) est le cercle de centre O et de rayon 0A.D € (C)
L'angle ( BDA ) est un angle inscrit & (C) et I'angle ( BOA ) est un angle au centre.

Ils interceptent le méme arc AB. Donc on a:

= 1 p— 1 =
Mes(DA; DB) = EMes(OA; OB) = > X o)

Donc Mes (D4; DEB) = ;

c. Démontrons que le triangle DAJ est rectangle isocéle en | et de sens direct.

J € () et [AB] est un diametre de (') donc le triangle BAJ est rectangle en J.

D'ol (JA) L (JB) or D € (JB); donc le triangle DAJ est rectangle en J et de sens direct.

DAJ est un triangle isocele en ] car ayant deux angles de méme mesure.
Donc DAJ est un triangle isocéle rectangle en J.
Démontrons que la droite (OJ) est la médiatrice du segment [AD].

Ona: DO = 0A et D] = JA donc (OJ) est la médiatrice de [AD].
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2. Soit S la similitude directe de centre A telle que S(1) = 0.

a. Déterminons le rapport k et I'angle 6 de S.

A0 = kAl
SHh=0e —
Mes(Al,AO) =6

e lerapport k de S est k = ‘:—?
Ona: Al =~ AB (1): car I milieu de [4B]

e 0A4B est un triangle isocéle rectangle en 0. D'apreés la propriété de Pythagore
AB? = 0A? + 0B? = AB? = 2A0% = AB =204

d'oll 0OA = —=A4B

Sl

LaB

Partant des relations (1) et (2),ona:k = ‘/EAB =2

Donc le rapport k est : k =2

e l'angle 6 de S

Mes Al, AO = 6 Puisque AOB est un triangle rectangle isocéle en 0 donc

e T
Mes AB, A0) = Z

Or L € [AB] donc Mes (41, 40) =7

Donc I'angle 6 de S est égale a

NE

b. Démontrons que S(H) = K

o _Kﬁ{AK=kAH
() =K S \Mes(al, 4K) = 0

e Calculons le rapport k et I'angle 6

Ona:k=A—

AK
H

H est le milieu de [4]] = AH = 4]

(0]) est la médiatrice de [AD] donc K € (0]) est équidistant de A et B d'ol AK = AD.

JKA est donc un triangle rectangle isocéle en k.

JKA est un triangle rectangle isocéle en K d'ou d'apreés la propriété de Pythagore, ona :

JA%Z = JK2 + KA? © JA%2 = 2KA% & JA =\2KA
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Ork = f Donc le rapport est: k =2

AH =]
2

o letriangle JKA est un triangle rectangle isocéle en K donc Mes (4], 4K) ==

D'oll Mes 4H, AK) =~

En conclusion : k = V2 et Mes AH, AK =~ donc S(H) =

c. Déterminons la mesure principale de |'angle orienté (KI, K]

UK) est la médiatrice de [AD] et k € [AD] donc Mes KA, K] =~

Considérons le triangle ATB. I milieu de [AB] et H milieu de [4/]

D'ol (HI)/I(JB)

Dans le triangle AJD, H milieu de [A]] et K milieu de [AD] donc (KH)/(JD).

Comme (HI)/(JB) et (KH)I(JD) cela montre que les points H; K et I sont alignés et (KI)!! (DB).

La droite (AD) forme avec (KI) et (DB) deux angles dont les mesures sont :

Mes (ﬁ,ﬁ) =§ et Mes(DA, DB) =% et Mes(KA4,KJ) =§ D'ol:

Mes(KA4,KJ) = Mes(K4,KI) + Mes(K1, KJ)

a3 =7 3 — T T
Mes (KI, KJ) = Mes (KA, KJ) — Mes (KA, Kh=7-7

N A
Mes(KI,KJ) = n

3. Déterminons |'image du cercle (') par S.

Soit S la similitude

'R e S([A/D:[Ao]

L'image du cercle (') par S est le cercle (C) de centre O et de rayon AO.

PROBLEME
PARTIE A
1. Etudions les variations de U.

u(x) =x%+4—4lnx
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4 2x2—4 2(x—V2)(x +2)
u(x)=2x——= =
X X X

Sens de variation
vx €]0;V2[,u'(x) < 0 donc u est strictement décroissante sur ] 0;+/2 [.
Vx €]V2; +oo[,u'(x) > 0 donc u est strictement croissante sur ]v2; +ool.

Tableau de variation de U

+ @

6 —2In2

2. Justifions que: Vx €]0; +oof,u(x) >0

Vx €]0; +oo[, u(x) admet un minimum relatif qui est 6 —2In2 > 0

Donc Vx €]0; +oof,u(x) > 0

PARTIE B
1. Calculons la limite de f en O et interprétons graphiquement le résultat.

lim,_,f(x) = —oo car lim,_,, Gx — 1) = —1 et lim,_, G -In x) = —00
Ona: lim, o f(x) = —oo donc la droite (OJ) est une asymptote verticale a ( C¢ ).

2. a. Calculer la limite de f en +.

i ; . 1
limy, 400 f (%) = +00 car limy, ;o Gx - 1) =400 et lim,_, % =0

b. Démontrons que la droite (D) d'équation y = %x — 1 est asymptote a (C) en +co.

1

limy 400 (F(x) — ) = lim,, ;o % = 0, donc la droite (D) d'équation y = %x — 1 est une asymptote oblique a

(C) en +«.
u(x)

3. a. Vérifions que: Vx €]0; + [,f’(x) =—=

2x2°

2Inx

1
f(x)=ix—1+

1
) _1+2x§'x—21nx_1+2—21nx_x2+4—4lnx
fl@=3 2x2 =2 X2 2x2
PN 1C))]
Doncf(x)—sz
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avec U(x) = x> + 4 — 4lnx
b. En déduisons le sens de variation de f et dressons son tableau de variation.

On sait que Vx €]0; +oo[, u(x) > 0 et 2x% > 0, donc Vx €]0; +oo[, f'(x) > 0Au total f est strictement
croissante sur ]0; +oo|.

Tableau de variation de f

J'(x) =

Sl T e

4. a. Démontrons que f(x) = 0 admet une solution a tel que 1 < a < e.

Vx €]0; 4o, f est continue est strictement croissante ; On a f(10; +[) = R, or 0 € R, donc |'équation
f(x) = 0 admet une solution unique a.

2In1 1 1 2
1 ——Ee'l'f(e)—ze—1+;—1,09

Ona:f(1)=;-1+
D'ol f(1) X f(e) < 0 donc a €]1; ¢[

b. Déterminons une valeur approchée a 107! pres de a.
Méthode de balayage

e Encadrement d'ordre O

l<a<e
x 1 2 | e
f(x) -+ | +

D'oliohail<a<?

e Encadrement d'ordre 1

x 11 (12 (13|14 (15|16 |17 (18|19 | 2

f(x) - - - - + + + + + +

Donc on obtient: 1,4 < a < 1,5

5. a. Démontrons qu'il existe un point unique A de (C) ot la tangente (T) est paralléle a la droite (D).
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Le coefficient directeur de la tangente (T) est f'(a) et celle de la droite (D) est %

a’+4—4lna

(D)//(T) & f'(a) =%@T =%<:> Ina =1 a=e |Iexiste un point A ot (D) Il (T)

b. Donnons les coordonnées du point A.

3 1 1+21ne(:) e’ —2e+4 4 e’ —2e+4
fla)=f(e) = f(a) =5e o Cf@=———=Ale———
6 a. Etudions la position relative de (D) par rapport a (C).

_ (1 14+ Zlnx) (1 1)
fe) -y =[5 x 5%

_ Z2lnx
fe—y=—
vx €]0;1[, f(x) —y < 0, donc (C) est en dessous de (D)
Vx €]1; +oo[, f(x) —y > 0, donc (C) est au dessus de (D)
Pour x =1= f(x) —y =0, donc (C) et (D) coincident
6 b. Construisons (T), (D) et (C).
(M:y=f'(@x—a)+f(a)

y=f'(e)(x—e)+f(e)

y:%(x—e)+%e—1+§
(T):yzéx— 1+§

¢ in >
5 g /,f =1
2 P arni
A
R e B = s - 0 X
Do

BTG
PARTIE C

1. a. Hachurons sur le graphique le domaine du plan dont I'aire en unité d'aire est a;

12Int 2Int
a, =feeo : dt=fleTndt
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or f(t) —y = M donc a, est |'aire ( en u.a ) du domaine comprise entre les droites d'équations x = 1 et

x=e,la cour'be (€) et la droite (D). (Noir courbe).

b. Interprétons graphiquement le nombre a,,.

Zlnt

= J ons

Ona=f(t)—y=¥
donc a, est |'aire (en u.a ) du domaine délimité par les droites d'équations x = e™*; x = ™, la courbe (C)
et la droite (D)

c. Calculons a,, puis étudions la convergence de la suite (a,).

2In t

= J ons

Posons U = Int et U’_—d ol U’xU_'“—t

2(ln x)?

Donc la primitive de U’ x U est F(x) = = (Inx)?

(R e™ 2Int
D'ou a, = fen_l Tdt

= [(In)?]%ns
a, = (Ine™? — (Ine™1)2 =n? — (n — 1)?
a,=2n-1

Convergence de a,
lim,,10an =limy 1 0(2n—1) =limy,,,,2n = +00
Donc la suite a,, diverge vers +o

2. Justifions que: a, + a, + az + -+ a, = n%.

1 2Int 2 2Int en 2Int n2lnt
ajtaytazgtota,=J; TdHf: ——dt+ . o mde = [ e

D'apres la relation de Chasles

f e™ 2Int

Donca; +a; +az+-+a,=J; —

a;+a,+as;+--+a,=[(n t)z]i’n

=(ne™?—-(In1)2=n%-0
a, +a, +a;+-+a,=n?
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CORRECTION SESSION NORMALE 2008 Série C
EXERCICE 1
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct.
On désigne par G le barycentre des points pondérés (4;1),(8;1) et (C; —1).

Pour la figure, prendre comme unité de longueur le centimétre et AB = 6.
Cette figure sera complétée au fur et a mesure.

1. Démontrons que le quadrilatére ACBG est un losange.

A B C
G = bar

1111

>BG=CA (1)
ABC est un triangle équilatéral d'ot CA = CB(2)
Les relations (1) et (2) montrent que ACBG est un losange.

2. a.On appelle O le centre du losange ACBG.

E est le symétrique de O par rapport a B.
Le point F est |'image de O par la translation de vecteur CB

Construisons les points E et F.

(Voir figure sur feuille annexe)

b. Démontrons que F est |'image de G par la translation de vecteur BE.
te(0) = F = CB = OF et Sy(B) = E = OB = BE

On a: AGBC est un parallélogramme

D'ol : AOFG est un parallélogramme

Donc BE = GF = tzz(G) = F

En conclusion : F est |'image de G par la translation du vecteur BE.

3. Onnote: t =tggotey

a. Déterminons les images des points A et C par t.
t=tBE °'CB

t(C) = pr " ¢

t(A) = pg " cp ¥

t(A) = tgpo
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t(C) = tgp(B)
t(A) = F
t(C) = E

b. K est I'image de B par t.

Démontrons que le point K appartient a la droite (GF) puis construisons K.

/4
Do (AB)// (FK)
Or (AB) // (FG) donc K €(FG)

Ona:t __ ot
CB

wn >
=

N L AR G
B8 CByLFE CF
Construction de K (voir figure)

c. Déterminons I'image du triangle ABC par t.

Donc I'image du triangle ABC par t est le triangle FKE

4. Onnote: f =toSpc, ol Sioc) est la symétrie orthogonale d'axe (OC).

a. Déterminons |'image du triangle ABC par f.

f(A) =to°Socy)(A) =t(B) = f(A) =K
f(B) =t°Spc)(B) =t(A) = f(B)=F
f(C) =toSocy)(C) =t(C)=f(C)=E

Donc I'image du triangle ABC par f est le triangle KFE

b. Démontrons que f est une symétrie glissée.

f =t oS est la composée de la translation de vecteur CE et de la symétrie orthogonale d'axe (OC).
De plus, le vecteur CE n'est pas normal a (OC) donc f est une symétrie glissée.

c. Soit S(pry la symétrie orthogonale d'axe (BF).

Démontrons que: siocy = tro °© SR

La droite (EQO) L (BF) donc tz50Szg) est une symétrie orthogonale d'axe.

tgo ° Sr)(0) = tgo(E) =0
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tgy ° Sm(C) = tg5(C") =C
Donc les points O et C sont invariants

Dol siocy = tgo ° S(ar)
d. En déduisons les éléments caractéristiques de f.

f =tsE °tce * Scoc)
= tcp °tgo0S(BR)
f = tcooS(ar

De plus (CO) et (BF) sont paralléles donc f est la symétrie glissée de vecteur CO et d'axe (BF).
Figure (feuille annexe)

C

EXERCICE 2

On considére |'équation (E) définie par : (x,y) € Z?, 35x — 27y = 2

1. a. Utilisons |'algorithme d'Euclide pour calculer le PGCD de 35 et 27.

Dividende | 35 | 27 [ 8 | 3 | 2

Diviseur 27 | 8 312 |1

Reste 8 3 2|1 0

Donc PGCD (35;27) =1
b. En déduisons une solution de |'équation ( E'): (x,y) € Z?, 35x — 27y = 1

Solution particuliére de (E')

Ona:35=27x1+38
27=8%x3+3
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8=3x2+2
3=2x1+1

Ona:1=3-2%x1=3-(8-3%Xx2)x1=3-8%Xx1+3%x2=3Xx3-8%x1=3x%x(27-8x%x3)—-8x1
1=3%x27-8x9-8x1
1=3%x27-8x10=3%x27—-(35-27)x1%x10=3x%x27-35%X10+27x10=27x%x13-35%x10
1=35x%x(—=10)—27 x (—13)

Donc La solution particuliere est : (xg,y,) = (—10,—13)

2. a. Vérifions que (—20,—26) est une solution de (E).
Ona:35x—27y =2

35x(—20) — 27x(—26) = =700 + 702 = 2. Donc (—20, —26) est une solution de (E).

b. Démontrons que les solutions de (E) sont les couples (x,y) d'entiers relatifs vérifiant: x = 27k — 20 et
y = 35k — 26 ol k est un entier relatif.

On a: 35k — 27y = 2:(1) et 35(—20) — 27(—26) = 2
La différence de (1) et (2) donne: 35(x + 20) — 27(y +26) =0 =
35(x + 20) = 27(y + 26)
35 et 27 sont premiers entre eux d'apres le théoréme de GAUSS, ona:

x+ 20 =27k d'oll x = 27k — 20 de méme y — 35k = —26, d'ol y = 35k — 26 avec k € Z. Donc S = {(27k —
20; 35k — 26)k € 7}

3. Déterminons le nombre de jours qui séparent ce matin-la du prochain « jour des génies» sachant
qu'ils avaient adoré le génie N'Gouan 8 jours auparavant.

Soit n le nombre de jour d'adoration de "N'Gouan"

Et m le nombre de jour d'adoration de "Moayé" :

n = 140x avec x € N
Ona:ym =108y
m=n-—28
De ce qui précede : 108y = 140x — 8 = 140x — 108y = 8 = 35x — 27y = 2
On obtient: x = 27k — 20 et y = 35k — 26,k € Z
Le plus petit entier k (telque x e Net y e N)est: k=1. Onobtientdoncx=7ety =9
Ainsi, le nombre de jours qui séparent du "prochain jour des génies" est :

n=108x9

n =972
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PROBLEME

Partie A

1. a. Justifions que f est continue O .
f(x)=—1+xlnx

Dy =]0; +oo[ et f(0) = —1; f est définie en O

lim, o f(x) =limy_q(—1+ xInx) = lim,_,o(—1) + lim,_,oxlnx
lim,of(x) = —1, car limy_oxInx =0x - 0

Car lim,_¢xInx

Ona: limf(x) = f(0) donc f est continue en O .

x—0
b. Calculons lim,_,, f(xzﬂ et Interprétons graphiquement le résultat.
) fxy+1 —1+xlnx+1 xlnx
lim,_, — - lim,_,q B —— lim,_,q —~ = lim,_olnx
: f)+1
limy g ———— ==

Interprétation

[ -1 _

lim
x—0 x

Donc la courbe (C) admet une tangente verticale au point d'abscisse O .

2. a.Déterminons la limite de f en +.

lim, 00 f(x) =limy,,;0(—1+ xInx) = lim, ;o f(x) = +0

Car lim,_,; o, xInx = 400

b. Etudions les variations de f.

f(x)=—1+xlnx

f'(x) =lnx+1

ff(x)=0=>Inx+1=0=>Ihx=-1=>x=¢"1

Vx €le™1; +oo; f(x) > 0 donc f est strictement croissante sur Je™1; +oo[

vx €]0;e71[; f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur ]0; e[

231



Tableau de variation de f

0 0 et +o

£1(x) SR =
7

3 ©

f(x) \ gt /

3. a. Démontrons que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique s comprise entre 1,7 et 1,8 .

Vx €]e™!; +oo[, f est continue et strictement croissante sur Je™; +ool.
Ona:0€ f(Je L +o]) =]—1—e"1; +oof
Donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique S.

ona: {f(1,7) =-1+1,7In17 = —0,09..
A 1F(1,8) = -1+ 1,8In 1,8 = 0,058

D'oli f(1,7) X f(1,8) <0 donc 1,7 <s < 1,8

Pour la suite on prendra 1,8 pour valeur approchée de S.

vx €]0;s[, f(x) <0

b. Justifions que: {Vx €]s; +oof, f(x) > 0

D'apres le tableau de variation de f,ona:

0 0 el s +o0
2ky
f(x) R _|_
]

f est strictement décroissante sur 10; e[, f(J0;e 1) =] —1—e~1;—1[; d'oll f(x) < O f est strictement
croissante sur le L s[; f(e™L;s[) =] —1—e 10[; d'oll f(x) < 0 f est strictement croissante sur s ;
vx €]0;s[, f(x) <0

+o0l; (1; +o0) =]0; oL, Do £(x) > 0 En conelusion s {7 o 30 170 5

4. a. Justifions que (C) admet une branche parabolique de direction (OJ) en +co.

@ -1+ xInx

-1
limy 400 = limy_ 400 — = iMmy 4o (7 +In x)

UGN

lim,

Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (OJ)
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b. Tragons (C).

(C)

B

TN
™

c. Calculons en fonction de s |'intégrale I = flsf(x)dx.

s
I = fl f(x)dx
1= fls(—l + xIn x)dx

N S
I = fl — ldx + f1 xIn xdx
I =[—x]; + flsxln xdx

Posons I; = flsxln xdx

U=lnx
1
U'=—
X
1
V'=xV =-x?
X 5%
1 5 s 1 St
I=—21]— — =|:—2 ]_[_2]
1 [zx nx1 f1 2xdx lenx1 4x )

1 1 .1°
I = |=x?mx—= ]
1 [zx nx 4x1

Donc:
S

1 1
[ =]— S [_ 21 _ = 2]
[—x]3 + X Inx —2x )
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1 1 1 1
I=—S+1+—521ns——52——><121n1+Zl2

2 4 2
1= +5 12(1 1 )
= =S Z ES E ns

d. En déduisons une valeur approchée a 10— prés de |'aire A(S) en cm? de la partie du plan délimitée par
la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d'équations respectives x =1etx = S.

A(s) = —flsf(x)dx x 25 cm?

A(s) = [ +5 12(1 1 )]xzs 2
(s) = s 2 2s > ns cm

Als) = 25 125+25 2(1 l ) )
(s) = 25s 2 25 > ns)cm

A(s) = 10,19 cm

Partie B

1+x
1+Inx

1. a. Démontrons que: Vx E]§;+00[,g(x) =xefxX)=0gx)=s= =x=>14+x=x1+1nx)=>

l+x=x+xInx=>xInx—1=0

Donc f(x) =0
En conclusion: g(x) =x © f(x) =0
b. En déduisons le hombre de solutions de I'équation g(x) = x et leur valeur.

L'équation g(x) = x admet une solution unique s =~ 1,8

s 1, ' _ S
2. a. Démontrons que, Vx e];, +o0 [,g (x) = prepTrYeT
, 1 1
, _( 1+x) _A+hnx)-2(Q+x)  Inx—= xnx-—1
IO =TFmx) = @+hn?z (A +ha? x(d+nx)?
s fO _
g' (x) = TGarna? avec f(x) =—1+xlnx

b. Justifions que g est strictement croissante sur |'intervalle [s, 2].

X el s +o0
f(x) - +
X + T
(1+Inx)2 + s
g : "

vx €le™!; s, g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur Je™%;s|.
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Vx €]s; +oo[, g'(x) > 0 donc g est strictement croissante sur |s; +oo.
Au total on a: [s; 2] c [s; +oo[ donc g est strictement croissante sur [s; 2].
Dot g([s; 2]) = [9(s); 9(2)[

3. Démontrons que: g([s,2]) < [s,2]

g est strictement croissante sur [s;2 ]. D'ou

g([s;2]) = [g(s); g(2)[

g(s;2) =|s [

1+ln2

Or [s;  [s; 2[ donc g([s,2]) < [s, 2]

’ 1+In 2

4. a. Démontrons que : Vx € [1; +oo [.—(H;x)z =

Ona:x>1carx € [1;+oo[,lnx >1In1l

2
1nx20<:>1+1nx21<:>(1+1nx) Zl@mg

b. Démontrons que pour tout réel x élément de [s, 2],% < %f(Z)

Els,2]>s<x<2=>-<-<

N| -
R | =
vl

x < 2, comme f est croissante sur [s; +o][, alors

1

f) <f(2) d'oll f(x) <5f(2) donc T2 <2f(2)

On a: (1):

f(x)
(1+In x)z_1 et x =3 f(Z)

En déduisons que: vx € [s,2],|g'(x)| < 0,3
En multipliant membre a membre les inégalités de (1), on obtient :

fx)
X 1+ lnx)2

f#(2)

Or ,onsait que : g'(x) = ﬁ d'ol

2 2
19’ ()] < §f(2) e lg' )l < 5(—1 +2In2) & |g'(x)| = 0,2575 & |g'(x)| < 0,3
Donc vx € [s,2], 19’ (x)| < 0,3
On considére la suite (Uy,)ney définie par : Uy = 2 et, pour tout entier naturel n, U,.; = g(Uy,).

5. A l'aide d'un raisonnement par récurrence, démontrons que, pour tout entier naturel
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n, U, € [s, 2]
Soit P, la proposition U, € [s, 2]

e Vérifions que P, est vraie.

Pourn=0ona U, =2 € [s,2]

Donc P, est vraie

e Supposons que P, est vraie = U, € [s; 2]
e Démontrons que Pn+1 est vraie.
s<U,<2d'ollns <InU, <In2

s+1<1+4+U,<2:(1)et1+Ins<1+InU,<1+In2

1 1
< <
1+In2 1+InU, ~ 1+Ins

#(2)

Les relations (1) et (2) donnent:

s+1 1+U, 2 s+1 2
< < = SUptyq <
1+In2" " 1+InU, 1+Ins 1+In2 1+InS

Dl \ s+1

<SSUn+1S

1+Iln2 — 1+Ins —

Par conséquent s < U,y 1 <2
La proposition P, est vraie donc B, est aussi vraie
En conclusion : vn € N, U,, € [s; 2]
6. a. Utilisons |'inégalité des accroissements finis pour justifier que:
vneN,|Upsq —s| <03 % |U, —s|.
lg'(x)] <0,3d'ol |g’'(Up)| < 0,3 donc en utilisant |'inégalité des accroissements finis sur
|Up —sl,ona|gUy) — g(s)| < 0,3|U, — 5]

Or g(s) =s et g(U,) = Upyq1 Donc |Upyq —s| <03 %X |U, —s]|

b. En déduisons que: vn € N, |U,, — 5| < _(0’23)"

Oona: Uy —s|<03x|U,—s|D'ol |Uysq —s| <0,3x%|U, —s]|
|U; —s| <03 x%x|Uy—s
U, —s| 0,3 % |U; —s|
|U; —s| <0,3%x|U, —s]|

236



Uy, —s| <0,3X%|Uy_1 —s]|

En multipliant membre a membre les égalités, on obtient :
03"

Uy = s| < (03)"|U — s| Donc |U, —s| < =-

7. a. Justifions que U, converge vers S.

Ona: limy,_ U, —s) =lim,_ 03"
enln 0,3

lim, 40 (Uy —S) =limy,, 10 — = 0

Car lim,_,,,nln0,3 = — et lim,,,_,e™ =0

En conclusion: lim,,_, ,, U,, = s donc U, converge vers S

b. A partir de quelle valeur de n, U, est une valeur approchée de s & 10~ prés?
Ona: &2 <104
(0,3)"<2-10"*= In(0,3)" > In(2 - 107%)
= nIn(0,3) = In(2-107%)
1 -107%
N> n(2-107%)
In(0,3)

>n=>71

A partir de n > 8, U, est une valeur approchée de S a partir de 107* pres.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2007 Série C

EXERCICE 1
1. Justifions que dans un groupe de 6 personnes choisies au hasard dans cette ville, la probabilité
pour qu'il y ait un seul gaucher est égale a 0,3025.
Soit G |'événement "la personne choisie est un gaucher" et G |'événement contraire.

Ona:P(G)=03etP(G)=0,7
La probabilité pour qu'il ait un seul gaucher est :
P(A) = CiP(G)'P(G)® = 6 % (0,3)% X (0,7)° = P(A) = 0,3025

2. Calculons la probabilité pour qu'un groupe de 3 personnes choisies au hasard dans cette ville
contienne:

a. Exactement 2 gauchers

Soit B I'évenement. La probabilité est :

P(B) = C2P(G)*P(G)* = 15 x (0,3)% x (0,7)* = P(B) = 0,324135
b. au moins un gaucher

Soit C I'événement. P(C) = 1 — P(C) avec C |'événement les 6 personnes ne contiennent pas de gaucher.
La probabilité est :

P(C)=1-P=1-(0,7)® = P(C) = 0,88235

3. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeurs le nombre de stagiaires de |'atelier pouvant
trouver une paire de ciseaux a sa convenance.

a. Déterminons les valeurs prises par X.

X €{2;3;4;5;6}

b. Justifions que la probabilité pour que X prenne la valeur 2 est égale a 0,0007 .
P(X =2)=CEP(G) =1x(0,3)® = P(X =2)=0,0007

c. Calculons la probabilité pour que X prenne la valeur 6 .

P(X = 6) = CAP(G)'P(G)® + C2P(G)*P(G) = 6 x (0,3) X (0,7)° + 15 x (0,3)% x (0,7)
= P(X = 6) = 0,302526 + 0,324135 = 0,626661

Donc P(X = 6) = 0,6267
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EXERCICE 2
1. a. Construire le triangle ABC. (Voir figure)

b. Démontrons qu'il existe une rotation r transformant Ben C et A enE.

Nous savons que le centre d'une rotation qui transforme un point M en un point M’ est situé sur la
médiatrice du segment [MM']. Puisque la rotation r doit transformer B en C et A en E, son centre doit
€tre situé sur les médiatrices des segments [BC] et [AE]. Les droites (BC) et (AE) n'étant pas paralléles,
il en résulte que les médiatrices des [BC] et [AE] se coupent effectivement en un point. Donc il existe

une rotation r transformant B en C et A en E, et dont |'angle orienté est une mesure de I'angle (4B, EC)
c. Déterminons |'angle de la rotation r.

R(A) =E

R(E) = c} = Mes(4B,EC) = 0

—_— 1—

Ona: E milieu de [AC] d'ol EC = ZAC

D'ol : Mes(AB,EC) = Mes(AB,AC) = Mes(4B, EC) =§
T

3

Donc I'angle de la rotation est 6 =

d. Construire son centre 0. (Voir figure)

Soit H le milieu de [AE] et soit H ' le milieu de [BC].
Tragons les médiatrices de [AE] et [BC].
Elles se coupent au point O qui est le centre de la rotation .

2. Soit S la similitude directe de centre 0 qui tfransforme B en E.

Soit ] le centre du cercle circonscrit au triangle OAE.

a. Déterminons |'angle et le rapport de S.

S(B)=E
S(0)=0

} = Mesﬁ =0

On sait que R(O;gD(A) =F = Mesm = g
Or le triangle ABC est rectangle en B d'ol
AB = AC - cos> = AB = ZAC = AB = AE.
Donc ABE est un triangle équilatéral.

La médiatrice de [AE] passe par H,B et O

D'ot
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Mes{lm;ﬁfa = Mesfaz;ﬁf\l} - Mes{ OH;0E|= 2Mes(f)7{~;TE; = 2Mes| OB:OE|

—— 1 —— T
= MesOB; OF = EMes(OA; OF) = g

T

Donc I'angle de la similitude S est 6 = -

Déterminons le rapport k de la similitude S

OE
= 0FE =kOB >k =—

50~ o) o

S(0)=0
Les triangles OAE et ABE sont équilatéraux d'ol OF = 0A = AE
OB = 20H et OH = 04 - cos =

OE 0OA
DOHC k= O_B - ZOACOS%

=k =

-
ol

b. Démontrons que S(A) =J.

Montrons que Mes(0A; O] = % etk = % = ?

] est le centre du cercle circonscrit au triangle OAE ; or OAE est un triangle équilatéral ; donc I est
I'intersection des angles:

Mes(04; 0)) = = car ] € (0B)

F point d'intersection de la demi-droite [EJ] avec [0A].

Donc F est le milieu de [0A] = OF = %OA = %0]cos%

1

—=0A

_¥3 _1 0
OF = 30]e‘rOF—20Adonck—0A— =

-
ol

En conclusion: S(A) =.
3. Soit k un nombre réel non nul, M et M’ deux points du plan tels que AM = kAB et EM’ = kEC

a. Construisons les points M et M’ pour k = % (Voir figure)

b. Démontrons que M est le barycentre des points A et B affectés des coefficients respectifs (k— 1) et
(k).

AM = kAB. En introduisant le point M, on a: AM = k(AM + MB)
d'ot AM = kAM + kMB < (1 — k)AM — kMB = 0

d'ot (k — 1)MA — kMB = 0

Donc
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M = bar

c. Démontrons que r(M) = M’ et en déduire que le triangle OMM’ est équilatéral.

La rotation et les similitudes conservent les barycentres

R
A 5 /\
M = bar A £
k—1 —k
B C

D'ol I'image de M sera le barycentre de |'image de A et B par R.

Donc R(M) = M' avec M' = bar

OM = 0OM'

— ! f—— T

RIM) =M" S ot Mes (OM; OM') = 3
D'ot le triangle OMM' est un triangle isocele de sommet O avec un angle de g

Donc le triangle OMM' est équilatéral.

d. Démontrons que les points 0,4, M et M’ sont cocycliques.

—M'’ € [AE) et le triangle OAE est équilatéral donc Mes (40; AM| = —g.

T

e letriangle OMM' est équilatéral donc Mes(MO; MM'") = -3

Au total 2Mes(A0; AM) = 2Mes(MO; MM) donc les points 0; A; M et M'sont cycliques.

4. Soit N le centre du cercle circonscrit au triangle OMM'.
a. Démontrons que S(M) = N.

S(M) = N = Mes(OM; ON =6 et k = o
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Calculons 6 et k

e N est le centre du cercle circonscrit au triangle OMM' équilatéral

D'ol N appartient aux bissectrices des angles du triangle OMM'.

D'oll Mes OM; ON = % Donc 6 =%

« Kmilieu de [0M] = OK =0M et OK = ONcos%

ok =Lon d'oa L on =Lom
2 2 2
ON ON 1 3
Donc k=7 =mon=k=5=75

En conclusion : S(M) = N.
b. Déterminons |I'ensemble des points N lorsque M décrit la droite (AB).

La similitude conserve les droites

AR
B |E donc S(AB):(JE)
M | N
donc I'ensemble des points N lorsque M décrit la droites (AB)
o |o
est la droite (JE).
Figure
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PROBLEME
PARTIE A

1. Calculons les limitesde f en-letenl.

1+x)

: : 1
lim,__; f(x) =lim,__4 Eln (1 e

1+x

Ona: lim,_,_4 T

=0et limx_,olnX = —00

Donc lim,_,_; f(x) = —o©

1+x)

: . 1
lim,_,1 f(x) = lim,_, Eln (1 S

Ona: lim,_,; i—z = +oo et limy_,,;,InX = 40

Interprétons graphiquement les résultats obtenus.
Ona: lim,,_; f(x) = —oo donc la droite d'équation x = —1 est asymptote verticale a (C).

Ona: lim,_; f(x) = +oo donc la droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a (C).

1
1—-x2

2. a.Démontrons que : Vx €] — 1;1 [,f’(x) =

. (1+x)' . 1—-x+(1+x)

oo L 1+ T—x) _ (1 —x)?
f(x)_[iln(l—x)] _fx(1+x)_§>< 1+x
1—x 1—x
2 1—x 1

! _1 p—
f(x)_E(l—x)2x1+x_(1—x)(1+x)
1

1-x2

D'otl f'(x) =

b. En déduisons le tableau de variation de f.

vx €] —1;1[,1—x%>0donc f'(x) >0

T+

f(x) ,////”’/,,/////v
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c. Déterminons une équation de la droite ( T ), tangente a (C) au point d'abscisse O .

(M):y = f'(0)(x = 0) + f(0)

£(0) = %m (1 * 0) = F(0)=0

1-0
, 1
flO)=7—05z=1
Donc (T):y =x

3. Soit g la fonction de R vers R définie par: g(x) = f(x) — x

a. Déterminons le sens de variation de g.

gx) = fx) —x

F@O=f®-15g@®=1m5-1240 =T
vx€]-1;1[, g'(x) >0
Donc g est strictement croissante sur | — 1; 1]
b. Calculons g(0) et en déduisons le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
g(0)=f(0)-0= g(0)=0

¢ signe de g(x)

Vx €] — 1; 1], g est continue et strictement croissante sur ]- 1;1 [ et g(0) =0

Vx €] —-1,0[, gx)<O0
Vx €]0;1], gx)>0

Donc {
c. Déterminons la position de (C) par rapport a (T).

Ona: f(x)—y=fx)—xorgx)=f(x)-x

Donc Vx €] — 1;0[, f(x) —x < 0d'ot Vx €] — 1;0[, f(x) < x
Donc (C) est en dessous de (T) sur ] —1;0].

vx €]0;1[, f(x) —x > 0d'oll f(x) > x

Donc (C) est au dessus de (T) sur ]0; 1[.

Pour x = 0, (C) et (T) se coupent.
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4. Construisons, dans le méme repére, (C) et (T ).

(€)

©0

0

5.

a. Démontrons que f est une bijection de ] — 1;1[ sur R. f est continue et strictement croissante sur
1 — 1;1[; elle réalise une bijection de ] — 1;1[ sur (| — 1; 1) = [lim,,_; f(x); lim,; f(x)| = R

b. Construisons ( C' ) la courbe représentative de f~! dans le repere ( 0,1,]). Pour construire (C’), on
trace la droite d'équation y = x, puis on cherche le symétrique de (C) par rapport a la droite d'équation

y = x. (voir figure ci-dessus)
e?y-1

e?y+1

c. Démontrons que: Vy € R, f~1(y) =

VyEIR,f‘l(y)=x:f(x)=y:%lnct—i)=y:lnct—i)=2y
1+x

1-x

S>x+xeY =e? —1=3x(1+e?)=e?Y -1

=eV31+x=(1—-x)e? =2 1+x=e? —xe?

e?’ —1
=X= a1
PARTIE B

1. Soit ¢ une primitive de f~! sur R (on he cherchera pas a déterminer (x) ),

a. Démontrons que ¢ o f est une primitive de la fonction x — xf’(x) sur
-1;1].

Dérivons ¢ o f

(o) (x)=f'(x)xd"(f(x))

Or¢'(x) =f(x)
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Dol (o f)'(x) =f'(x) X fH{F(x))

(Pof) () =f'(x).xcar fTHf(x)) =x

Donc (¢ o f)'(x) = x. f'(x)

Au total ¢ o f est une primitive de x - f'(x) sur ] — 1; 1[
b. Démontrons que pour tous éléments aet b de ] —1;1],

[ @de=po f(b) — ¢ o f(a)
Ona: ¢'(x) = f~'()
Dol [ o) fA(0yde = [ [ ¢ (0t = [$ (01} = $(f (1)) — $(f (@))

Donc [ /o) F~1(0)dt = ¢ o f(b) — ¢ o f(a)

c. En déduisons que: [ ff(ff)) Friwde = [ Pef et

Ona:(¢pef)(x)=x-f'(x)
Dol [ tf'(E)dt = [ (¢ f) - dt
[ f'@®)at[g o F(O)12
[ f'®dt = f(b) = e f(@)
[ @dt = o fb) = ¢ o f(@)
Donc fff(g’))f‘l(t)dt = f:tf’(t)dt
d. Démontrons que pour tout élément x de ] — 1;1[: f O r1yar = [ Fef (0)dt
ona: [[® 1wyt = [ tf (©)at
Or f(0) =0
Donc [ F-1(e)dt = [ tf' (t)dt d'apres BL. ¢
2. a. Démontrons que pour tout élément x de ] —1;1 [: ot @®)dt = —2In(1 —x?)

1
1-x2°

[ tf'(®)dt = —2In(1 - x?) d'aprés A2.aona: f'(x) =

D'oti: [y tf'()dt = [ t(Z5)dt = [ —dt

1-t2

sit=0 = U=1
PosonsU=1—-t%;0Ona
sit=x = U=1-—x2
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D'ol dU = —2tdt

t 1/dU
Donc 112 dt = _E(F)

Au total :
X t _ 1 1_x2 dU_ 1 1_x2_ 1 5 1
Iy —1—t2dt__§f1 7——E[an]1 —_Eln(l—x)+§ln1

x t 1
fO mdt = —Eln(l —XZ)

ey+e_y)

b. En déduisons que, pour tout élément y de ]R,foyf‘l(t)dt = 1n(
foyf‘l(t)dt = fof(x)f_l(t)dt car Vx €] — 1:1[, f(x) = y.
Dot [/ f1(0)dt = [ tf (®)dt

On sait que : [ tf~1(t)dt = —>In(1 — x?)

e?y—-1

Oriy=f)ex=f10)ex=—0—

ey - e_y
Sx=—
eY+e™V
[ _ 2 _ _ 2N\ 4
Dol:1—x%= e © In(1—x2%)=1n (—(ey+e_y)2)

ey+e‘y)

L1 2 —
Donc : 2ln(1 x)—ln( >

En conclusion : foyf‘l(t) I (ey+e—y)

3. Soit A l'aire de la partie du plan délimitée par la courbe ( C') de f~* et les droites d'équations
respectivesx =0et x = 1.

Calculons A en unité d'aire.

A= [, f(t)dtua

el+e1
A=1n — -ua

4. a. Hachurons sur le graphique, I'ensemble D des points dont les cordonnées (x;y),

vérifient: 0 <x<1L;,0<y<letflx)<y<f()

Il s'agit de la partie du plan comprise entre (C) et (C'), dont |'abscisse est comprise entre O et 1 et dont
I'ordonnée est comprise également entre O et 1.

b. Calculons |'aire de D en cm?.
D= [, (fx) — f(x))dx.ua
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D= folf(x)dx.ua - folf_l(x)dx.ua

Or [ f(x)dx = In (£ )

X

Calculons [, £~ (x)dx avec f(x) = 3In (1)
[y f()dx = lime, [, f(x)dx
[, f(x)dx avec t € [0; 1].
Posons: U=f(x)etV' =1

=f'x) etV =x
Ona: [y f(x)dx = [ef ()], = foxf'Cdx = [xf @) +2InC1 = )
D'ott: [, f()dx = ZtIn (1) +3In(1 — £2)

1+t¢
1-

t 1
limyq o f(x)dx = limy_, (E tln( ) +=In(1 — t2)> In2

Car lim,_; (1 + t)In(1+¢t) =2In2 et limy;(.....1 +--..In(1+t) =0

Ona: D =(f,f()dx - [, f(x)dx) ua

D'ouD = (ln (e+;_1) +In 2) u.a

Au total : D = (ln (e+;_1) +In 2) X 4 cm?
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CORRECTION SESSION NORMALE 2006 Série C

EXERCICE 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 . On pose :
A=n?-2n+2;B=n*+2n+2etd=pgcd(4,B)

1. a. Démontrons que tout diviseur commun a A et n divise 2 .

Ona:A=n*-2n+2

A=n(n—-2)+2

2=A—-n(n-2)

Soitq €Z

SiqlAetqlnalorsq|?

b. Démontrons que tout diviseur commun da 4 et B divise 4n.
B=n?+2n+2=n?>+2n+2-2n+2n=n?>-2n+2+4n
Soit q € Z

SiqglAetql|Balorsq|4n

2. On suppose que n est impair.
a. Démontrons que A et B sont impairs.
Ona:
A=n?-2n+2=QRk+1)?—-Q2k+1)+2
A=4k>+4k+1—-4k—-2+2=4k*+1
A=2x%x2k?*+1=22k?+1

Alors A est impair.

B=n?’4+2n+2=QQk+1)+2Qk+1)+2
B =4k?+8k +5 =2(2k?*+ 4k + 2)
B=2Qk?>+4k+2)+1=2K+1

Avec K = 2k? + 4k + 2 donc B est impair.

En déduisons que d est impair.

d = PGCD(A;B) = 3 et S sont premiers entre eux donc d qui les divise sera impair.
b. Démontrons que d divise n.
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d =PGCD(A;B)d'oud| A= A=kdaveck €Z

En déduisons que divise 2, puis que A et B sont premiers entre eux.
n?—2n+2=kd

nn—2)+2=kd

Donc d divise n

Ona:n(n—-2)=kd

D divise n et d divise 2 car d est impair et A et B sont premiers entre eux.

3. On suppose que n est pair.

a. Démontrons que 4 ne divise pas A.

n est pair d'ol: n = 2k avec k € N*

A=n?-2n+2

A= (2k)? —2(2k) + 2

A=4k?— 4k +2

A=4k?-k)+2

si 4| Aalors 4|2 ce qui est absurde. Donc 4 ne divise pas A.

b. Démontrons que d est égal a 2p ol p est un nombre entier impair.
A = 4k* — 4k + 2 et B = 4k* + 4k + 2 avec n = 2k.

d = PGCD(4k? — 4k + 2;4k? + 4k + 2)

d = PGCD(2(2k? — 2k + 1); 2(2k? + 2k + 1))

d = 2PGCD(2k? — 2k + 1; 2k® + 2k + 1)
d=2PGCDR2(k*—k)+1;2(k*+ k) +1)
d=2xpolp=PGCDRKk?*—-k)+1;2(k*+ k) +1)

2(k? — k) + 1 et 2(k* + k) + 1 sont impairs donc p est un nombre impair.
En conclusion: d = 2p ol p est impair

c. Démontrons que p divise n. En déduisons que d est égal a 2 .

e D'apréslaquestionlb.ona:d|4nord=2p

D'otl 2p|4n = p|2n et p impair donc p | n.
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e D'aprés la question l.a., on a:

or d = 2p et p est impair d'olp =1doncd =2

4. Onremarque que:
197 =152 —-2x15+2

257 =152 4+2x 15+ 2
avec n = 15 est impair.

D'apres la question 2., les nombres 257 et 197 sont premiers entre eux.

EXERCICE 2

On considére quatre points 4, B, C et D tels que trois quelconques sont non alignés.

1. Démontrons que ABCD est un parallélogramme < D = bar{(4; 1); (B; —1); (C; 1)}.
D = bar{(4,1); (B, —1):(C,1)} & AD — —AB + AC

& AD — BA + AC
& AD — BC

Donc ABCD est un parallélogramme.

2. Déterminons puis construisons |'ensemble E; des points M du plan tels que:

| MA — MB + MC |l= BD.
On a: MA — MB + MC = MD
D'ol: || MA — MB + MC |l= BD <|| MD ||= BD < MD = BD

Donc I'ensemble E; est le cercle de centre D et de rayon BD.
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3. a. Démontrons que pour tout point M du plan, MA?> — MB? + MC? = MD?
Ona: MA?> — MB%? + MC? = MD? + DA%? — DB? 4+ D(?

Calculons DA?; DB? et DC?
Ona: BC = AD et AB = DC dans le rectangle.

D'apres la propriété de Pythagore, si on considére le triangle BCD rectangle en C, Ona: DB? = DC? +
BC?* =DC?*+ AD?> = DC? + AD* —DB? =0

Donc: MA? — MB? + MC? = MD?

b. Déterminons puis construisons |'ensemble E, des points du plan tels que:
MA? — MB? + MC? = BD?

Ona: MA? — MB? + MC? = MD? + DA? — DB? + DC? = MD?

D'ol: MD? = BD? = MD = BD

Donc I'ensemble E, est le cercle de centre D et de rayon BD.
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PROBLEME
PARTIE A
Soit g la fonction dérivable et définie de R* vers R par : g(x) = In|x| —g

1. a. Démontrons que pour tout nombre réel x non nul, g'(x) = xx%z

e Six>0alors|x|=xet g(x) =ln|x|—§=lnx—§

, 1,2 _x+2
= = — —_—=

g =-+7="3

e Six<Oadlors|x| = —xet g(x) =In|x| - = = In(—x) — =

, 1,2 _x+2
= = — —_—=

g =_+7="73
Donc Vx € R*, g’ (x) = %2
b. Sens de variations de la fonction g
X =g -2 0 Foo 0
I
=t (o]
(x) | + +
Vx €| —o0; =2[, g'(x) <0
g est donc strictement décroissante sur | — co; —2 |
Vx €] — 2;0[U]0; +oo[, g'(x) >0
g est donc strictement croissante sur ] — 2; 0[ et sur ]0; +o |
Tableau de variation.
X - '2 0 400
g'(x) == 0 -+ —+
9(x) \ / /
1+In2

2. a. Démontrons que I'équation x € R, g(x) = 0 admet une unique solution a appartenant a |'intervalle
]1; +oo.

Vx €] — 0; 0[, g(x) admet un minimum relatif qui est 1 +1n2 > 0;
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donc I'équation g(x) = 0 n'admet pas de solution sur ] —o; 0 [

Vx €]0; +[, g est continue et strictemuent croissante sur ]0; +oo[ en particulier sur ] 1; +oo[. Elle realise
donc une bijection de ]1; +oo[ dans g(]1; +[) =] — 1;+o[. Or 0 €] — 1; +oo [, donc |'équation g(x) =0
admet une solution unique a dans ] 1; +oo].

Vx €] — 00; 0[U]a; +oo[, g(x) >0

b. Démontrons que : {Vx €]0; a], gx)<o0

e gest strictement décroissante sur ] - a; 2 [.

Ona: g(] —;—2[) =]1+1n2; +oo[. D'oli g(x) > 0

e g est strictement croissante sur ]-2;0 [.

Ona:g(]—2:0)) =]1+1In2;+oo[. D'oti g(x) >0

e g est strictement croissante sur 10 ; +oof.

On a: g(]0;a[=] — «; 0[. D'oli g(x) < 0

e g est strictement croissante sur ] a; +oo|.

On a: g(Ja; +oo[) =]0; +oo[. D'oll g(x) > 0.
Au total, ona

Vx €] — 00; 0[U]a; +o0[, g(x) >0
{Vx €]0; af, gx) <o

PARTIE B

1. a. Etudions la continuité de f en O .

Df = R, f est définie en O

eX

o limx_,of(x) = limx_>0 m

lim,_q f(x) = 0 car lim,_,ge* = 1 et lim,_,,(In |x])? = +oo

ex

o limysof(0) = limyso s

lim,_,f(x) = 0 car lim,_ e* =1 et lim,_, (ln(—x))2 = limy_,q (ln(x))2 = 400

On a: lim,_  f(x) = lim,_,f(x) = f(0) donc f est continue en O .
b. Déterminons les limites de f en —oo et en +o puis donnons une interprétation graphique de chacun des
résultats.

ex

o limysoo f(x) = limy, o0 3

lim,_,_o f(x) = 0 car lim,_,_,e* = 0 et lim,_,_q, (In(—x))? = limy_, ;o (In(x))? = +

. e* . 1
i Moo (a7 = HiMsstes G
ex e

o limy 6 f (%) =limy 0
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. . In x|? . Inx|?  x2
lim f(x)=1 lim I _ lim ——x=
x—>+oof( ) car x—+00 €eX x—+oo X2 ex

=0

Interprétation:

lim,_,_o f(x) = 0 donc la droite d'équation y = 0 est une asymptote horizontale a (C) en —c ,

lim,_ ;o f(x) = 1 donc la droite d'équation y = 1 est une asymptote horizontale a (C) en +oo.

2. a. Etudions la dérivabilité de f en O .

. fEO-f(0) .. e*+(n|xP? _ . eX Y e*
}CIII')(I) x—0 )lcl_l;r(l) x T x50 x(e*+(Inx)2) glcl_rg xe*+x(In x)2
lim Z27/© — 4 o car lime* = 1;limxe* =0

x—-0 x—0 x—-0 x—0

et limx(Inx)? = lim(v/xInx)? =0
x—0 x—0
Ona: lim,_,, f—(xz:g(o) =

La courbe (C) admet donc une tangente verticale au point 0(0;0).

b. Pour tout nombre réel x différent de zéro, démontrons que: f'(x) =

! X(pX 2 X(pX4 2
' _ e _e*(e*+(In|x])?)—-e*(e*+ ZIn|x]|)
fx) = (ex+(1n |x|)2) - (e*+(In |x[)2)2
_ e*(njxp2-x?In|x]) _ €*Inx|(In|x|-2)
T (e*+(n[xD2 (eX+(In|x])?)?

f'(x) = 9(x)g(x) avec ¢(x) = e*In|x| et g(x) = In|x] —§

le* + (In |x])?[?

c. Démontrons que f(a) = ————

e* 2 2
f(a)—m or‘g(a)—0=>ln|a|—;—0=>1n|a|—E

@ 1

D'out: f(a) = ——p=—F = ,

rs(y)  enlree()) aree())

fl@) === f@) = 52—

En déduisons que : 0 < f(a) < 1.

1
1+a2e™@

Ona: f(a) =

Ora>1=2a?>1>—<1>—=<4
a a

Eta>1=>-—a<-1=3e%<e?

Les relations (1) et (2) donnent iz <4ete®<e?
[24
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+00 donc la fonction f n'est pas dérivable en O .

Px)g(x)

e*+(In|x])?)?

avec ¢(x) = e*In|x|



Dol e ®<4elo1+—e%<1+4e?
a a

1
4 -1
1+—e a 1+4e
a

d. Déterminons le signe de f’(x) suivant les valeurs de x

donc1=f(a)=0

f1(x) = s or (¥ + (In[x))? > 0

donc f'(x) est du signe de ¢(x) - g(x)
Ona: p(x)=0=>¢e*-In|x| =0
e*>0etln|x|]=0=In|x|=lnl=|x|=1=x=-1oux=1

Tableau de signe

X - -1 0 1 a +wo

@(x) + CS - - (') + -
g(x) % £y = SO0 &
(e +(In[x] ) )? + + ! v BN
(%) + - - CP = -

Vx €] — o0; —1[U]0; 1[U]a; +o[, f'(x) >0
{Vx €] — 1; 0[V]1; af. f'(x) <0

En déduisons le tableau de variation de f.

X - x -1 0 1 Q + o

f'(x) { - B

bl s
f(x) O/ \0/ \f(a)/'

3. Démontrons que: Vx € R,0 < f(x) < 1.

En observant le tableau de variation, on constate que f admet un maximum qui est 1 et un minimum qui est
O0.DoncvxeRO0<f(x)<1
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4. Tracé de la droite d'équation y = x et de la courbe (C).

PARTIE C
1. Vérifions que : vn € N,U,,1 = f(U,)

o) =

&
e*+(In|x|)2

eUn
or Upsq = T T donc U1 = f(U,)

2. Al'aide de (C), représentons Uy, Uy, U,, U; et U, sur |'axe des abscisses.

orx:Unﬁf(Un)zm
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3. Démontrons que pour tout entier naturel non nul n, U, € [0;1]

Ona:0<f(x)<1dot0<Uy. <1
donc U,,,; € ]0; 1|
Au total, comme (U,,) est une suite donc U, € [0;1]

4. a. Démontrons par récurrence que (U,),cy est strictement croissante.
Uy < U,

On suppose que: Vk € N, Uy_; < Uy

f étant croissante sur [0;1 |, f(Ux—1) < f(Uy) = Uy < Ug4q donc (U,,) est strictement croissante.
b. Démontrons que (U,) ey est convergente.

(Up)nen est croissante et majorée par 1 donc (U,,) est convergente.

c. Démontrons que la limite de (Uy,),ey est égale al.

Ona:U,€[0;1]=20<U, <1=lim,,,U,=1
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CORRECTION SESSION NORMALE 2005 Série C

EXERCICE 1
1. a) Construction des points G, et G,.

G, est le barycentre des points pondérés (4; 1) et (B;3) = AG; = %ﬁ.
G, est le barycentre des points pondérés (4;1) et (B; —3) = AG, = %E
Pour la construction, voir figure.

b. Ensemble (T') des points M du plan tels que MA% — 9M? = 0.

= (MA)? — (3MB)2 = 0 = (MA — 3MB)(MA + 3MB) = 0

Or MA — 3MB = —2MG2Z et MA + 3MB = 4MG

Donc on a: (—2MG2)(4MG1) = 0 = —8MG1-MG2 = 0 = MG1-MG2 =0

Conclusion : I'ensemble (I') des points M est le cercle de diametre [G,G,].

c. Construction de |'ensemble (E) des points M du plan tels que Mes (m, MB) = %
L'ensemble (E) des points M du plan tels que Mes (m, MB) = g est I'arc AB privé des points A et B. (voir
figure)

2. a. Construction des points C et D.

AB = AC

R|A;z?n|(B) =Co {Mes_(ﬁ,A_C) _n
3

—_— 2_
h42|(B) = D < AD = 4B

Voir figure pour la construction.

b. Calculons le rapport de S.

S(A) = B ct S(C) = D {BP ZKAC
(4) =Bt S(C) = {Mes(R,B_)=9

BD
Ona.k—Eor‘AC—AB

efﬁ:%ﬂﬁ:>ﬁ+ﬁ)’=§£§:>ﬁ)’=§ﬁ—ﬁ:—§K§:>BD=§AB

1
=AB 1 1
=3—=—: = —
Donck =2i—=-=k =
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c) Justifions qu'une mesure de I'angle de S est =

6 = Mes(AC, BD) = Mes (AC, AB) + Mes(AB, BD) = Mes(AC, AB) + Mes (—BA, BD )

6 = Mes(AC,AB) + m + Mes(BA, BD) = —2?”+7T+0 =

Wl

>0==2
3
Conclusion : une mesure de I'angle de S est g

3. On note Q le centre de S.

a. Démontrons que Q appartient a (I) et ( E ) et plagons Q.

OB ==-0QA

_— T
MesQA4,QB) = =

W[ =

SA) =Be&

w

Or (E): Mes (m, MB) =1

SiQ=Mona: MesQ4,0B) = 2 donc Q € (E)

(F): MA? —9MB? = 0 & MA = 3MB © MB = MA

SiM=Q,ona:QB=§QAdoane(F)

b. Démontrons que Mes (AC, AD) = _Tm

On a: Mes(AC,AD) = Mes(AC,AB) = Mes(AC,AB) = _2?"

c. Déduisons que les points A, C,D et Q appartiennent a un méme cercle ( C ).

T
S(A) = B © Mes A, B)=§

e T[
S(C) = D & Mes (0C,0D) = 3

ac,ap) ==

D'oli 2Mes (m,ﬁ) = ZMes( -

Comme 4, C et D sont non alignés alors les points A, C,D et Q sont cocycliques.
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Construction de (©).

EXERCICE 2

1. Calculons la probabilité pour qu'il touche sa cible :

a) cing fois ?

La probabilité pour que le tireur touché sa cible est 0,7 .

La probabilité pour que le tireur ne touche pas sa cible est 1 — 0,7 = 0,3
Epreuve de Bernoulli et loi binomiale

La probabilité pour qu'il touche sa cible cinq fois est p; = (0,7)°> = 0,16807
b) exactement deux fois ?

La probabilité pour qu'il fouche sa cible exactement deux fois est :

p, = C20,720,3% = 10 x 0,72 x 0,33 = 0,343.

¢) au moins une fois ?

La probabilité pour qu'il fouche sa cible au moins une fois est :
= C£0,7%0,3* + Cs
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€20,7%0,3% + €20,7%0,3%2 + €20,7%0,3% + C20,7°

Ou bien on détermine la probabilité de ne pas toucher la cible : p’ = (0,3)°.
Puis la probabilité de toucher au moins une fois est:

p=1-p =1-(0,3)°>=0,99757.

2. Probabilité pour qu'il touche la cible au moins une fois est 1 — (0,3)™.

La probabilité qu'il ne touche pas la cible n fois est : p’ = (0,3)".

La probabilité pour qu'il fouche la cible au moins un foisest:p=1—p' =1- (0,3)".
3. Le nombre de tirs au minimum pour que la cible soit touchée au moins une fois

—(0,3)" = 0,995 = (0,3)® = 1 — 0,995 = 0,005 = In(0,3)™ = In(0,005)

In(0,005) _

= nn(0,3) =1In(0,005) = n=-—7r5== =4

Conclusion: le nombre de tirs au minimum est 4 .

Probléme

Partie I: Etude de f

1. Soit W la fonction dérivable sur R et définie par (x) = 1 + xe*.
a) Etudions les variations de puis dressons son tableau de variation
‘> Dérivée de W(x): ¥'(x) = e* + xe* = (1 + x)e*

Vx € R, W' (x) est du signe de 1 + x car e* > 0, donc on a

e Vxe€]-;—1[,¥'(x) <0 donc y est strictement décroissante.
e Vx€]—1;+400[,¥'(x) > 0 donc i est strictement croissante.

tableau de variation

X =50 -1 + o
W(x) == 0 —+
Y(x) \ /
1—e™

b) Démontrons que pour tout nombre réel x, ¥(x) > 0. Vx € R, ¥(x) admet un minimum relatif qui est
1—e"1>0donc vx € R,¥(x) >0

¢) Déduisons |'ensemble de définition de f.

X

X
109 = 1+xe* Y(x)
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Or vx € R,¥(x) > 0 donc Df = R.

2. Soit ¢ la fonction dérivable sur R et définie par : ¢(x) = 1 — x2e*.

a) Calculons les limites de ¢ en — et en +oo.
lim, 0 @(x) = lim,,0 (1 — x2e*) = 1 car lim,_,_,x%e* =0
limy o, @(X) = limy, ;o (1 — x%eX) = —oo car limy, ,X%e¥ = +0

b) Etudions les variations de ¢ puis dressons son tableau de variation.
p(x) =1—x2%e*= ¢'(x) = —(2xe* + x%e¥) = —2xe* — x%e*) = xe*(—2 — x)

e Tableau de signe de ¢’

X =00 -2 0 +o0

o” e i : =t : - i

x i B N -
Y S M
9'(x) /i é .y Q B

e Vx €] — o0; —2[U]0; +o[¢’(x) < 0 donc ¢ est strictement décroissante.
e Vx€]—2;0[¢'(x) >0donc ¢ est strictement croissante.

1. Tableau de variation de ¢

X -0 -2 0 o0
@'(x) s I ) B
1
e
¢(x)
1_—4—2 -00
e —

c) Démontrons que |'équation ¢(x) = 0 admet une solution comprise entre 0,7 et 0,71 .
Vx €]0; +o[¢p est continue strictement décroissante.
Elle réalise une bijection de ]0; +oo[ dans f(]0; +oo[) =] — o0; 1|

Or 0e ] - ; 1, donc |'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
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9(0,7) = 1 — (0,7)2e%7 = 0,01326
9(0,71) = 1 — (0,71)2%71 = —0,02533

Ona: ¢(0,71) x ¢(0,7) < 0 donc a €]0,7;0,71]

d) Signe de ¢.
Ona ¢(a) = 0, comme ¢ est strictement décroissante sur ]0; +[ alors :
Si x €]0;a[, 9(0) > ¢(a) donc ¢(x) >0
Six €la; +of,p(x) <0
En conclusion :
* Vx€]—o;al¢(x)>0,

o Vx €la;+oof,p(x) <0,

3. Onadmet que f est dérivable sur R.

@(x)
(1+xeX)2’

a) Démontrons que: Vx € R, f'(x) =

(1+xe*) —(e* +xe®)x 1+ xe* —xe* —x?e*

f(x) = 1+ xe* = f,(x) = (1 + xex)z (1 + xex)z
. 1—x%e* s P(X)
210 = e = O =gy

b) Calculons les limites de f en —x et en +oo.

limy,_o f(x) = lim,_,_ = —oo car lim,_,_, (1 +xe*) =1

1+xe*

Xy X o L o
Tower ~ Moo Ty = e T

limyp 00 f(x) = limy 400
. 1 .

car lim,_, - = 0 et lim,,,e* =+

c¢) Etudions les variations de f puis dressons son tableau de variation.

> f'(x) est du signe de ¢(x)car(1 + xe*)? > 0 donc :

e Vx€]—o;a[f'(x) >0 donc f est strictement croissante.

e Vx €]a;+0[, f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante.
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Tableau de variation

X -00 a + 00 .
f'(x) - 0 —
f(a)
f(x) / \
«00 O

4. Soit (D) la droite d'équation y = x.
a) Démontrons que (D) est asymptote a ( C ) en - oo,

Zex . 1— xzex
= llmx_,_oo _— =

1+ xe*

1+x—x—x
1+ xe*

lime,—o (f (1) = ) = lim, o, (

X
1+xe* x) = limy, oo
car lim,,_,xe* = 0 et lim,_,_,x%e* =

Donc la droite ( D ) d'équation y = x est une asymptote oblique d (C )en-

b) Etudions la position relative de (v) par rapport a (D)

_1—x%e”
10 =y =Ter
Vx € R, 1+ xe* = (x) > 0 donc f(x) — y est du signe de —x?e*.
Ainsi,Vx ER, f(x) —y <0 = f(x) <y doric (C )endessous de (D)

c) Démontrons que la droite (D) est tangente a ( Cy ) au point d'abscisse O .

f) == 2 f(0)=75—==0

1+xe*

y=f"(0)(x—-0)+f(0) or { 1—x2e* 1-02xe"

ffx) = Qrxe™)? f1(0)= (roned? — 1
Doncy=1(x—-0)+0=>y=x.

En conclusion, la droite (D) est tangente a (C) au point d'abscisse O
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d) Tragons (D) et (C)

Partie II: Etude d'une suite

1. a) Donnons une interprétation graphique sans calculer ;.

1 t

1 tn 1 t
L=/ Tdt=h =/, 1+tetdt=f0 f(t)dt avec f(t) =

1+tet

Or f est continue et positive sur [0; 1] donc I, est |'aire de la partie du plan délimitée par
(¥), I'axe (Ol) et les droites d'équation x =0 et x =1

b) Démontrons que la suite (I,,),cn est décrolssante.

n=Jo Taer = = Jo gt
I - I, = —dt — —dt = — dt = —dt
n+l o f°1+tet f°1+tef J-O 1+tet 1+ tet fo 1+ tet
Onate[0;1]o0<t<1et——>0donc -2 <0

1+te 1+te

Onal,,;—I, <0 I,y <I, donc la suite (I,),cn est décroissante.
c) Démontrons que la suite (I,,) ey cOnverge.
Ona f(0) d'ou I, est décroissante et minorée par O donc la suite (I,,) ey CoOnverge.

<1

2. a) Démontrons que : Vx € [0; 1], ﬁ < 1+1te
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¥(x) = 1+ xe* donc ¥ est strictement croissante sur R.

0<t<l=2e’<el<el=1<el<e=20x1<te!'<1xe=>0<tet<e

1 1
50+1<1+te!<14+e=>1<1+te!<14+e=1> >

1

1+tet " 1+4+e

a) Déduisons que pour tout entier naturel N remD S In, < oY

1 1 1 0
—_—= < = _
Ona 14t 1+tet — letl, fO 1+te dt
tTL n
Donc — < <ttfcart™=>0

1+e — 1+tet —

n

1 th 1
= —dt < _
f°1+e _f°1+e1 1+e 1+n0

1
= X <I, < = <l <——
1+e 1+n~ """ 14+n (A+e)n+1)- "~ (n+1)

c) Déterminons la limite de (i), en.

1 "

. 1
0 mdt = limy_ 40 T =0 car

limy s yooly = limyspo f
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0

=4 <
1+e” 1+et

1+n

1

— < < —
(1+e)(n+1) n = (n+1)
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CORRECTION SESSION NORMALE 2004 Série C 2004

EXERCICE 1
1. Figure.
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2. Démontrons que le triangle ABC est isocéle en B.
Calculons AB,AC et BC

AB = |z45| = |25 — 24| = |8 4+ 5i 4+ i| = |8 + 6i| = /82 + 62 =100 = 10
AC = |zac| = |2c — 241 = |8 = 5i + i| = |8 — 4i| = /82 + (—4)% = /80 = 45
BC = |zgc| = |z¢ — zg| = |8 — 5i — 8 — 5i| = | — 10i| = 4/(—10)% = V100 = 10

On remarque que : AB = BC donc le triangle ABC est isocéle en B
3. Déterminons |'affixe du barycentre G des points pondérés (4,—1),(B,1) et (C; — 1).

G est barycentre des points pondérés (4, —1),(B,1) et (C,—1)
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Donc on a: AG = —AB + AC = BA + AC = BC = AG = BC

AG,:BC=>(xG_xA)=(J'CC—XB)ﬁ{xG—xA=xC—xB :>.xG =xc—x3+xA

Y6 —Ya Yc — YB V6= Ya=Yc—YB=Ys=Yc—YBtYa

X% =8-8+0=0 ,
:{yaz_s_s_lz_ﬂ:a(—m)

4. Démontrons que: GA = GC.

—_—

AG =BC = AG? = BC? = AG = BC > AG = GA =10
AG = BC = AC + CG = BC = CG = BC — AC = BC + CA = BA & GC = AB

GC=4B = GC?>=AB?>= GC = AB = CG = 10
En conclusion, GA = GC = 10

5. Considérons |'ensemble (I') des points M du plan tels que: MA* — MB? + MC? = —20

a) Démontrons que A et C appartiennent a (T)
= Pour A, on a: AA? — A B? + AC? = —AB? + AC? = —102 + (4V/5)?
= AA? — AB? + AC? = —100 + 80 = —20 Donc 4 € (I).

Pour C, on a: CA? — CB? + CC? = CA? — CB? = (4V/5)% — 102
= CA? — CB? + CC? =80 —100 = —20 Donc C € (I).
En conclusion, A et C appartiennent a (T).
b) Démontrons que (T ) est le cercle de centre G et de rayon GA.
Ona: MA? — MB? + MC? = -20.

Or G est barycentre des points pondérés (4,—1), (B, 1) et (C,—1); ce qui équivaut dire que G est aussi
barycentre des points pondérés. (4, 1), (B,—1) et (C,1).

Donc I'ensemble des points M est le cercle de centre G passant par A et C
D'ot (T) est le cercie de centre G et de rayon GA.
Construction du symétrique (") de (T) par rapport a (AC)

(Voir figure ci-dessus).

EXERCICE 2

1. Démontrons que la probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'll réussisse les deux
. 4 N 4
derniers est égale a .

N 7’ [ K3 /7 3 /7 2
* Laprobabilité pour qu'il réussisse un lancer donnée est P, ==.
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ofe 7/ 1. 14 7/ 1
> La probabilité pour qu'il échoue un lancer donnée est q = -.

> La probabilité pour que Konaté rate le premier lancer et qu'il réussisse les deux derniers est :
R (3)2 _ 4
P=373) =
2. Calculons la probabilité pour que Konaté réussisse deux sur les trois.

La probabilité pour que Konaté réussisse deux lancers sur les trois est :

_C2(1)(2)2_3x1x4_4
P=%3)\3) =°%3%9 9

3. Déterminons |'ensemble des variables aléatoires X.

Soit G le gain et P la perte

situation | 666 | PPP | GPG | GPP | GGP | PGP | PGG | PPG

gain 6 0 4 2 4 2 4 2

Donc X = {0;2; 4; 6}.

4. Calculons la loi de probabilité X.

X=0 —(1)3— L =2 —61(2)(1)2—3x2x1— °
pPX=0)=(3) =37 P& =2 =0G(3)(3) =3X3%X53737

2

MX:LD:C%@ (%)=3X217=%:p(X=6)=(§)3:f—7

Donc la loi de probabilité de X est :

Xq 0 2 1 6 | Total

1 6 16 8
pe=x) | 0 | oo | o= | 22 | 1

5. Démontrons que |I'espérance mathématique de X est égale a 4 .

E(X 0><1+2><6+4 12+6 8 108
= —_— o X — X— = — =
%) 27 27 27 27 27

Donc, |I'espérance mathématique de X est égale a 4
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PROBLEME
Partie A
1. Calculons f;,(0) et la limite de f,, en +oo.

“fu@)=e =0 =1
o 1My po0 /(%) = liMysrooe ™™ = 0 car limy_, ;o0 (—nx2) = —o0 ef lim,,_e,e* = 0

2. Calculons f,, ' (x) puis dressons le tableau de variation de f,,.

. Dérivée de f,(x): fo(x) = e ™ = fl(x) = —2nxe ¥’
Signe de f,(x)
X = 0 +co
- 2Nx + 0 o
5 nx? + [:) +
f,,'(x) + Q e
e Tableau de variation de f,
X e 0 +00
f'(x) -+ 0 i
1
f(x)
0 0

3. Encadrons f,(x) par deux entiers consécutifs.

D'aprés le tableau de variation, fn admet un maximum relatif qui est 1 et un minimum relatif O , donc on a
0 f,(0) < 1.

’ 1 . . . 4 N 1
4. Démontrons que f, " s'annule pour une unique valeur positive a, égale a Nort

fnlx) = —2nxe ™" = fa'(x) = —2ne ™" — 2nx(—2nxe‘”x2) = (%) = 2ne~™"(—1 + 2nx?)

() =0 —1+2nx2=0d'olx? === x= /ioux=— /icar2ne‘""2 >0
2n 2n 2n

! = =L
—\/;E[O,+oo[ doncx—\/;—m
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. s . ' 1
Conclusion : la dérivée seconde f, " de f;, s'annule pour a,, = Ners

5. Soit A, le point de ( ¢ ) d'abscisse a,.

a) Equation de la tangente (T;,) a la courbe (C,,) au point d'abscisse a,,

Pour (T,,), on a:y = f,, "(an)(x — ay) + f(ay)

1 1 1
)
y = fn( 2n)<x Zn) fn m
1 \2 1
f = :e_n(ﬁ) =e 2
Ona: n(\/z_n) (1)2 1
lan = fr (72) = L) o (@) = _on(L)e:
fnan—fn(ﬁ)—_zn(ﬁ)e V) = Zn(m)e 2
:—Zn e %(x-i)_'_e_%:_ £X+ 47122 +e_%
Donc, on a: ” V2n \ 2ne \’4ne
’ ,Zn 2
k = x+\/—+\/—:>y—— ?X+ﬁ

b) Coordonnées du point fixe.

(T.):y, = 2n 4 2
n)Y1 = e X \/E

(Toir):y, = 2n+2 + 2
n+1)Y2 = e X \/E

Ona:y, =y, doncx=Oe’ry=\/2—EdoncA(0

,\/_) est le point fixe.

2

6. Soit h la fonction définie sur [0 +00 [par h(x)=e —mxt gy \/796 -—

=
a) Calculons h(ay).

1 _n(L)Z 2n 1 2 1 1 2
h =h(—)= Vo) 4 [ex——— =i+ —— 5 h(a,) =0
() = \5m) = ¢ e *Tam Ve ¢t Ve e

b) Trouvons le signe de h'(x) et dressons le tableau de variation de h.

> Signe de h'(x)
Dérivée h'(x) de h: h'(x) = —2nxe ™" + \/2;”
Dérivée h'"'(x) de h: h"' (x) = —2ne ™" — an(—ane_”xz) = 2ne ™" — 1 + 2nx?

On remarque que : h"'(x) = f, "' (x)
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Tableau de variation de h '.

X 0 7;,-: e
h'(x) e 0 v
1
h'(x)
0

Donc Vvx € [0; +oo[,h'(x) >0

Tableau de variation de h

c) Position relative de (C,,) par rapport a (T,).

b a2 2n 2 _n
x)=e + ?x_ﬁ_ n(X) =y

1

= [,h(x) < 0d'ol f,,(x) <y donc (C,) est en dessous de (T,,).

Vxe[l—%;

7' X Glﬁ"__;_,u oo{, h(x) >0 d’ou fn(x) > y donc (¢n) est au dessus de (Tn).

12N
Pour x = \/%,h(x) =0d'od f,(x) = y donc (C,) coupe (T,) au point B (J% 0).
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7. Construction de (¢,) et (¢3).
(C):filx)=e™™
(C3):f3(x) = e3x

2

2

3

Partie

S0it (Up)ne la suite numérique définie par : U, = folfn(x)dx

1. Etudions le sens de variation de la suite (U,).

ON @ Upyy = [ g fasr ()dx, donc Upyy — Uy = [ o frs1 () — fu(x)dx

2

OF frs1 () = fo(x) = e HDX" — g7t = o= 1)

Signe de f, ;1 (x) — f(x) :

Ona: e ™™ >0d'oll fy41(x) — f(x) est du signe de e ™" — 1
Onaie* —1>0=2e* >eMl=s x2>nl1=>-x>0=2x<0

Donc Vx €] — o0; 0[, fr41(x) — fn(x) >0

Au total, U,y — U, < 0= U,y < U, donc la suite (U,) est décroissante
2. Démontrons que la suite (U,) est convergente.

Ona:0<f,(x) <1,d'ol (U,) est décroissante et minorée par O donc (U,) est convergente.

1
5 . n(n) —nx? < 1
3. Démontrons que : [ "me " dx < o

Ona:0<f,(x)<1

1 1 1 1 1

= [ fuGodx < [P di = [0 e e < (50 = [P o <
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1 .
In(n)’

E[nlh 1] ! <x<1=> ! <x?<1 < 2 <
. = —
X 1()’ =>l()_x_ l()z_x_ l()z_nx s=n

-n
4. Démontrons que : Vx € [ 1] 0 < e ™ < enm)Z,

-n -n
>-n<-nx?<— S0<em<e ™ <eMM? 50 < g™ < o)’
In(n)?

p . 1 —nx? _ ﬁ

5. Démontrons que : 0 < fﬁe dx < (1 m(n)) e .

2 —n_ 1 2 1 N 1 2 —n !
O<e™ <emM?=0< 7] e™dy<[ 1 eWPdx=0<[ 1 e ™dx < [e(ln(n))zx

In(n) In(n) In(n)

1
In(n)

1 _n _ 1 _n
= [ e dx < en(m)? (1 - ) >0< /1 e ™’ dx < (1 - )e(ln("DZ.
In(n) In(n) In(n) In(n)

6. Calculons la limite de la suite (U,).

_n -n
1\ g . 1 : — . x
= (n)) €M7 = 0 car limy oo o = 0 ef im0, €007 = im0 ™ =

1Mo Uy = T ep (1
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CORRECTION SESSION NORMALE 2003 Série C
EXERCICE 1

1. Justifions que le nombre de dispositions possibles des 4 jetons est égal a 303605 .

Placer les 4 lettres du mot MATH sur ce damier de 25 cases est un arrangement des 4 parmi 25. Donc le
nombre de dispositions possibles est :

N =A,%=25x24x%x23x22= N =303600.

2.
a) Probabilité pour que les 4 jetons soient disposés sur une méme ligne.
Soit A |I'événement:

_card(4) 5x A3

p(A) = card(Q) A%,

=P =<5

b) Probabilité pour qu'on puisse lire le mot MATH sur une ligne ou une colonne.

Soit B |'événement :

card(B) CiXCi+CixC: 5%x5+5x%5 1
= = = =pB) = —

B) = - _
P(B) = @) A% 303600 6072

3. Probabilité pour que deux jetons ne soient jamais placés sur une méme ligne.

Soit C |'événement :

25x20+15%10 125
303600 P(©) =506

p(C) =

4. Soit X la variable aléatoire qui indique le nombre de jetons placés sur la premiére ligne. X =
{0;1; 2;3;4}.
a) Etablissons la loi de probabilité de X.

CF x Adok x Ak

pX =k) =
Azs
X; 0 1 2 3 4 Total
969 114 38 4 1
P(X = xl-) 1
2530 | 253 | 253 | 253 | 2530

b) Démontrons que |'espérance mathématique de X est égale a 0,8 .

E(X) = Ticoxip(X = x;)
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969 1140 380 40

EX) =0x530 71 %2530 T2 %2530 T 3 %2530 T * X 2530
oy =202t =08
EXERCICE 2

1. Figure. On prendra B =5 cm.

A -

A\
\}

2. Onpose f =101y,
a) Déterminons les images respectives des points A et B par f.
f(A) =1c 0n\(A) =1,(A) =1
fB)=1.0m4(B) =71,(C)=C

b) Démontrons que f est une rotation et précisons son angle.

Onaz+ (— g) = —= # 0 donc f est une rotation d'angle — 7.

3. Démontrons que Mes(4B,Al) = >

Mes(4B, Al) = (4B, AC) + ((AC, AL) = 7 + 7 = Mes(4B, AL) = g

4. On appelle 0 le symétrique de A par rapport a ( BC).

a) Démontrons que le quadrilatére ABOC est un losange.
Ona BA = B0O;CA =CO0 et AB = AC donc BO = 0C = CA = AB.

O est le symétrique de A par rapport a ( BC ) donc ( AO ) est perpendiculaire a ( BC ),
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En conclusion, ABOC est un losange.
b) Démontrons que O appartient a la médiatrice du segment [Al].

Ona OC = BA et les vecteurs BA et Al sont orthogonaux. (OC) est donc la hauteur issue de C du triangle
ACl isocele en C. D' o Ou(OC ) est la médiatrice de [AI].

5. Démontrons que O est le centre de la rotation f.
0 appartient a la médiatrice de [BC] et a la médiatrice de [4] ]. D'autre part f(4) = 1 et f(B) = C donc le
centre de rotation f appartient aux médiatrice de [A]] et [BC].

D'ol O est le centre de f.

PROBLEME
I. Etude de la fonction f
1.
a) Calculons lim,_,, o f(x) ef lim,_,_ f(x).

limy 4o f(x) = limy 40 (1 — x)e™2¥+1

Posons x = —2x + 4 donc x = S x + 2. Ainsi quand x - + alors x > —o.

; — T _ 1 X — i _px 11 x ; —
on a: limy 40 f(x) = limy,_o ( 1+ 2x) e* =limy,_q ( e’ +-xe ) = limy, 0f(x) =0
Car lim,_,_,e* =0 et lim,_,_,xe* =0

limy oo f(X) = limy,,_oo (1 — x)e 2% = lim,_,_o, (1 — x) X lim,,_,e™?*** = lim,,_, f(x) = +o0
o limy,_o(1—x)=lim,,_n(—x) =400
Car: :limy,_o (—2x +4) =lim,,_, (—2x) = +o0

o lim,, ,e¥ =40

b) Calculons : lim,_,_, %x)

o\ p—2X+4 _ _
lim,_,_o % = lim,_,_q e 77 _ lim,_,_ 1x—x X limy,_e e 2™ = lim,_,_o % = —oo car lim,_,_ 1x—x =
—1 et lim,,_pe 2 =lim, oe* =+
¢) Interprétons graphiquement les résultats précédents.
lim,_,_ %x) = —oo donc la courbe (I") admet une branche parabolique de direction (OIJ).

2)
a) Calculons f(x) et dressons le tableau de variation de f.
flx) = (1 —x)e 2+

donc f'(x) = e 2¥t* — 2e72X*1(1 — x) = e 2** (=1 = 2 4 2x) = e 24 (=3 + 2x)
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d'oll f'(x) = e”2**4 (=3 + 2x).
Vx € R,e”?**1 > 0 donc f'(x) est du sighe de (-3 + 2x).

Tableau de variation de f

x
L
5
O |INIW
+
8

f'(x) e
f(x) \
A\

b) Démontrons que |'équation f(x) = —1 admet une solution unique a dans ]1;2[.

BN
(o]
(o]

w
w

2

Vx e]l;%[c] — oo; % [, f est continue et strictement décroissante; elle réalise une
bijection de ]1;2[ d 13D =|-3 20
Jection de ] ' ans f(] ,4[)— 6% [.

3
Or —1€] - iei; 0[ donc I'équation f(x) = —1 admet une solution unique « e]l;%[.

c) Démontrons que : @ = 1 + 2" 7%,

Ona: f(a) = (1 —a)e 2t

Or f(a) =—1d'oliona: (1 —a)e 2%t = -1

© =204 _ go=20+4 — _{ oy _ge=20F4 — _{ _ g-2a+4

1-— e—2a+4 1 e—2a+4

— — p—(-2a+4) — 2a—4)
Sa _e—2a+4- e—2a+4 + e—2a+4- e +1=a I+e

3. Soient A et B les points de I’ d'abscisses respectives 1 et 2 .

a) Donnons une équation de la tangente (D) aT en B.
y=f'(2)(x—2)+ f(2) avec f(2) = (1 —2)e X2+ = —1 et f/(2) = (-3 + 2 x 2)e 224 = 1

donc D):y=x—-2—-1=>y=x-—3.
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b) Tragons (D) et (I') sur l'intervalle [0,5; +oo].

4. S0 ¥+

a) A |'aide d'une intégration par parties, démontrons que:
— 2
Fx)=Z"2e 2+ _ 2 px) = [[f(o)dt = [ (1 — e 2+*de

4 4
U =1-t V' =e 2+

Posons: U o= —1 Vo= _%e—2t+4

= F(x) = [—%(1 - t)e-2t+4]: . (—1 x (— %) e-2t+4) dt = [%(1 - t)e-2t+4]j . Ge-z”‘*) dt

F —[ ! 1—-t ‘2t+4r [ 1 —2t+4]x _[ 1 1 — t)e~2t+4 4 1 —2t+4]x
S A P e A A
1 1 1 1
F ==-=(1- —2x+4 4 — —2x+4) _ (__ 1-1 —2+4 4 — —2+4)
() ( y (= xe =+ e S —1De™ "+ e
1 1 1 11 1 1
F(x) = _2(1 — x)e—2x+4 +Ze_2x+4 _ZeZ — <_§+ Ex +Z)e—2x+4 _Zez
1.1 1 2x — 1 e?
F(x)=(-Z+Z —2X+4 _ _ 02 o F(x) = —2x+4 _ 5
(x) ( 4+2x+)e 7¢2=F®) — :

b) Calculer en cm? I'aire de la partie du plan comprise entre le segment [AB] et (I'). Déterminons une

1 2 . X , x—1 , (1
o) et B(Z,)-soit m(y) e an = am(}~ o) et an' () sont
colinéaires d'ol dett(AM,AB) =0=> —(x—1)—1x(y—-0)=0=>-x+1—-y=0=>y=—x+1donc

A=f12y—f(x)dx><4-cm2 =f12 —x+1—(1—x)e ¥ dx x 4 cm?

équations de la droite (AB) avec A (

2 2 —x2 1 [2x2-1 e2
:>A=f1 —x+1)dx—f1 (1_x)e—2x+4dx= T+x — Te—2><2+4_Z
1
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Ao 542 1 ) 3 e\ (1 3 e? 4 e
> —(‘(‘ +2-(-3+ ))‘(Z‘Z>—(‘§‘z+z>x o

2
=>A:(—5+e—)><4cm2::~A=(—5+e2)><cm2
PR

II. Recherche d'une valeur approchée de a.
1.

a) Calculons g'(x) et précisons le sens de variation de g.

gx) =e?* 4+ 1= g'(x) = 2e2¥*

Vx €R, g'(x) = 0 donc g est strictement croissante.

b) Démontrons que g(1) c 1.
Ona=[t13xe[l=1<r<3s2<2r<is2<2v—4<-3

3 _3 5 5
se?sei<eZaltetse™ M Hlse? s o 1<g) <

Donc g(I) c [1;%] > g(D)cl
c¢) Démontrons que pour tout élément x de I, on a:0 < g'(x) < %

g’(x)=2e2"‘4or'xel=>xe[1;%]=>1stg=>2S2xS§
3 3 3
=>—2§2x—4s—§=>e‘2 <eXt<e 2202 < 24 <272

3
Or0<2e72<2e¥*<2e2<2donc0<g'(x)<s.
d) Déduisons que pour tout élément x de1,on: |g(x) —a| < %lx —al.

Vx € [1;%],g’(x) < % En utilisant I'inégalité des accroissements finis sur [a;x], on a : |g(x) — g(a)| < %lx —
al
Or g(a) =e?**+1=adonc|g(x) —a| < %lx —qaf
2. On considere la suite u définie par :
{up=1
{ pour tout entier n,u,1 = g(uy,).

a) Démontons par récurrence que pour fout entier naturel n, u, est élément del. Ona:
{uO =1

‘g . _ s 5 .
VX € Ny, = eZin=t 4 1 Vérifions que P, est vraie :onauy =1d'otuy € [1,4] donc P, est vraie.

Supposons que P, est vraie c'est-a-dire u, € [ et démontrons que P,,, est vraie.
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s2<m, <S5 -2<2u, —4< -2

Ona:=>1<u,< 5

o

3 3 3
Sel<etnt<e 2o l4+e et t1<e 2+1>1+e 2 <up<e2+1

3
>1<l1+e?<u,<ez+1< z. Donc u,,4 € [1;%].

En conclusion, pour tout entier naturel n, u, est élément de 1.

, . 1
b) Démontrons que pour tout entier naturel n, |u,.; —a| < >lun —al.
1 1 .
Ona:|g(x) —a| <;|x—al donc |g(u,) —al < >lun — al six =uy,.

1
Or g(un) = Upyq donc |upq —al < Py luy — ul.
3)

, . 1
a) Démontrons que pour tout entier naturel n, lu, —al < .
. Y 1
Considérons que |u,.; —a| < 2 lu, — al.
1
Doncona: |u; — ax| < > lug — al.

1

lu, —al < §|u1 — al.
1

lus —al < Eluz —al.

1
|un - 0(| = Elun—l _al:

n
La multiplication membre a membre donne : |u, — a| < (%) lug — al.

nN\"* ;0 s 1
Or [ug —a| < 1 donc fu, —a < (3) d'odl |u, —al < =-.

b) Déduisons que la suite u est une suite convergente et calculons sa limite.
. . 1 . n(nl :
On a: lim, |u, —al = lim,_,, - = limp e V2 = 0= limy 40y = a

En conclusion, la suite converge vers a.

4. Déterminons n pour que un soit une valeur approchée de a au centimétre pres.

n
Ona: fu, —al <1072 ef |u, —|x| <2 donc2- <1072 = (5) <1072

n

1 1 2In 10
= In (E) <In(107%) > nlnE <-2In10= —nln2 < -2In10=>n > 7 o0 > 6,64

Par conséquent i n =7
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CORRECTION SESSION NORMALE 2002 Série C

EXERCICE 1
1.
a) Figure.

b) Démontrons que G est le barycentre des points pondérés (D, 2), (E,—1) et (F,1).

GD = 1FE = 2GD’ = FE = 2GD’ = FG + GE
—>2GD—-FG—GE=0=2GD—-GE+GF =0

Donc G est le barycentre des points pondérés (D, 2), (E,—1) et (F, 1).
c) Démontrons que le quadrilatere GFKD est un parallélogramme.

GD = %Fﬁ or K est milieu de [EF] = FK = %Fﬁ

= GD = FK donc GFKD est un parallélogramme.

d) Déduisons que GF = 2+/5.

Considérons le triangle GKF rectangle en K. D'apres la propriété de Pythagore :
GF? = GK? + KF? = GF? = 42 + 22 = GF? = 20 = GF = v20 > GF = 25.

e) Démontrons que le triangle GEF est isocéle en G.
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Calculons EG.

EDG est un triangle rectangle en D. Donc d'apreés la propriété de Pythagore,
EG?=ED?+ DG? = EG? = 4>+ 22 = EG? = 20 = EG =20 = EG = 2/5.

Au total, ona: EG = GF donc le triangle GEF est isocele en G.

2. Onnote (C), |'ensemble des points M du plan tels que : 2MD? — ME? + MF? = 48,

a) Vérifions que E et F sont des éléments de (C ).
Pour E, on a:2ED? — EE? + EF? = 2ED? + EF? = 2 X 4% + 4> =32 + 16 = 48
Donc E € ().

Pour F, on a : 2FD? — FE? + FF? = 2FD? — FE? = 2 X (v/32)2 — 42 = 2 x 32 — 16 = 48 Donic F € (C).

En conclusion, E et F sont des éléments de (C).
b) Déterminons I'ensemble (C).
Ona:2MD? — ME? + MF? =48 et G = {((D,2),(E,—1) et (F,1)}

Donc I'ensemble (C) des points M est le cercle de centre G passant par les points et F (ou bien (C) est le
cercle de centre G et de rayon ).

¢) Construisons |'ensemble (C).
(Voir figure ci-dessus)
EXERCICE 2

1. Les restes de la division euclidienne de 5™ et 3" par 11

50 = 1[11] 3° = 1[11
5! =5[11] 3! = 3[11
52 = 3[11] 32 = 9[11
53 = 4[11] 3% = 5[11
5% = 9[11] 3* = 4[11
55 = 1[11] 35 = 1[11

—_— e e e

En conclusion :
> les restes de la division de 5™ par 11 sont :1;5; 3;4; 9,
les restes de la division de 3™ par 11 sont : 1;3;9; 5; 4.

2. Déduisons |'ensemble des entiers naturels n tels que 5" — 3" solt divisible par 11.

> Pour n =5k, on a

5" —3"=1-1[11] = 0[11]
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>Pourn=5k+1,0ona:

5" — 3" =5 —3[11] = 2[11]
irPourn=5k+2,0ona:

5" —3" =3 -9[11] = —-6[11] = 5[11]
i.Pourn=5k+3,0na:

5" — 3" =4 —5[11] = —1[11] = 10[11]
>Pourn=5k+4,0ona:

5" — 3" =9 — 4[11] == 5[11]

En conclusion, pour que 5™ — 3™ soit divisible par 11 , il faut que n soit un multiple de 5 (n = 5k avec k €
N).

PROBLEME
Le plan est muni du repére (0,1,)); I'unité graphique est 4 cm.
PARTIE A
On consideére la fonction numérique ffR->R
1
¥ +e™™*

1. a) Justifions que f est strictement croissante sur R.
(1+e™) B e *

VX ER () =~ e T A e

Ona:e™*>0et (1+e¥)?>0doncvx eR,f'(x) > 0.
Au total f est strictement croissante sur R.

b) Calculons les limites de f en —x et en +o.

lim f(x) = lim —— =1 car lim (1+e™) =1
X—>+00

x—+00 x—+00 1+e™*

c) Dressons le tableau de variation de f.

> — 0D + o
7 (x) =
1
. O
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2. Justifions que (') admet pour asymptotes la droite (OTI) et la droite (&) d'équationy = 1.
D Onalim,_,_f(x) = 0 donc la droite d'équation y = 0 c'est-a-dire (OT) est asymptote horizontale a (I)

en —oo,

Onalim,_,.f(x) = 1 donc la droite d'équation y = 1 c'est-a-dire ( § ) est asymptote horizontale a (I)
en +oo,

3. a) Démontrons que le point K (0;%) est un centre de symétrie de (T').

Calculons LO=04/(0+0)
2
Ona: f(0—x) = =T
1 1

fO—xX)+f0+x) TFextTgex 1+te*+1+e* 2+e*+e*

2 - 2 20+ e)(A+e ™) 2(1+e*+eX+e0
fO—x)+f(0+x) 2+e*+e* 2+e*+e* _1X2+e"‘+e"_1

2 T2(0te*te*+1) 22+erter) 2 2+er+er 2

fF(0—x)+f(0+x)

. = % donc le point K (0; %) est un centre de symétrie de (T.

c) Démontrons que la droite (A ) d'équation : x — 4y + 2 = 0 est tangeniea (T) en K. Ona:y = f'(0)(x —
0) + °f(0)

Or:

, _e* , e 1 _ 1 1 1 11 1
f(x)—m:f(O)—m—zeTf(x)—H_x:>f(0)—1+eo—EDoncy—Z(x—0)+E—Zx+E<:)

dy=x+2x—-4y+2=0.
Conclusion : la droite ( A') d'équation : x — 4y + 2 = 0 est tangente a (T') en K.

4. On se propose d'étudier la position de (') par rapport a (A).

a) Démontrons que : Vx € R

hl (x) — o (x)

4(1+e%)2

1 1
h(x)—f(X)————x:h(x)—f -7

1 4e ¥—(1+e¥)? o((x) \ _ _
(1+e"‘)2 T4 T are™mz | a(1+e )2 ol p(x) =4e™ — (1 +e™)*

=>h'(x) =
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b) Etudions le sens de variation de ¢ et dressons le tableau de variation de ¢.

Sens de variation de ¢(x)

p(xX)=4e ™ —(1+e )P 29 (x)=—4e ¥ -2(—e)(Q+e7™)
>¢'(x)=—4e*+2e7* A +e¥)=2e7F(-2+1+e*)=2e*(—-1+e7%)

X =3 0 + o0

: T

2¢” + o F
I

- 1+e™ o [ o
1

P'(x) ~F 0 —

Vx €] — 0; 0[, ' (x) > 0 donc ¢ est strictement croissante.
Vx €]0; +oo[, ¢’ (x) < 0 donc ¢ est strictement décroissante.
Tableau de variation de ¢
X -00 “+ w0

0
®'(x) - 0 —

P(x) /

c) En déduire que : Vx € R, p(x) < 0.

Pour tout x € R, ¢ admet un maximum qui est O ; donc Vx € R, ¢(x) < 0 d) Démontrons que h est une
fonction strictement décroissante sur R.

R (x) = % or p(x)<0et4(1+e*)?2>0=vxeR A () <O.

Donc h est une fonction strictement décroissante sur R.
e) Démontrons que : Vx €] — o0; 0[, h(x) = 0 et Vx €]0; +oo[, h(x) < 0.

Dressons le tableau de variation de h.

o limy oo h(x) = lime g (£ =2 = 3x) = limy_oo f () + limy g, (=3 =) = +oo

Cary ,_oliM,, o f(x) =0 et limx_)_l_lx):Jroo
2 4
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1

o limy i 0h(x) = limy 400 (f(X) =5 — lx = limy 400 f () +1limy 40 -2- lx
2 4 2 4

car limy,_ o f(x) =0 et lim,_, (—%— ix) = —00

~ e

D'apres le tableau de variation, Vx €] — o0; 0[, h(x) = 0 et Vx €]0; +oo[, h(x) < 0.
f) Déduisons la position relative de (T) et (4).

> Vx €] — 0; 0[,h(x) > 0= f(x) —y > 0 donc (T') est au dessus de (A).

> Vx €]0; +oo[h(x) < 0= f(x) —y < 0 donc (T') est en dessus de (A).

> Au point 0(0,0),h(x) = 0= f(x) —y = 0 donc (') coincide avec (A).

g) Tragons la courbe (T) et (A) dans le repére (0,1,)).

PARTIE B

1. Démontrons que (T ) et (6) sont symétriques par rapport a la droite (OJ).

1
1+e*

VxERetV—-—x€R f(—x) =

=g(x)
f(—x) = g(x) donc (T') et (G) sont symétriques par rapport a la droite (OJ)
2. Déduisons les constructions de (A") et de (G) dans le repére (0,1,)).

y=9g00)(x—-0)+g(0)
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Org0)=—L=tetg(x)=—_ = g'0)=—o_ =1
g 1re0 2¢79 (rerz 9 (17e9)? 2

(Pour la construction, voir figure ci-dessus.)

e

3. a) Vérifions que: Vx € R, g(x) =

(1+eX)"
1 1 _ 1 _ e *
90) =1 = 1 e*+1 1+e*
I+o= =%

b) Calculons en cm?, I'aire A.

—X
1

O1+e™

A= f01 g(x)dx X 16 cm? = | dx x 16 cm? = [—In|1 + e 7*|]} X 16 cm?

A= (-In|1+e]+1In2)x 16 cm? = 16,10 cm?
PARTIE C

1. Démontrons que: Vx € N*,0 < g, (x) < e ™.

_ 1 _ 1 B 1 _f) onx
In(x) = enx 4 g(n—1)x T eNX p eMXp—Xx e™ (1 + e~%) T oenx T f(x)-e

Or0<f(x)<1=20<f(x)-e™<e™=20<g,(x)<e™

2.

a) Démontrons que: Vx € N*,0 < 4, < %(1 —e™)

SIir

1 1 _ 1 ]t 1 _ 1 _
An=f0g(x)dx:f0e”xdx=[—;e ”x]0=—;e "toel=—(1-e™)

> Ay =-(1—e™) doncVx €N, 0< 4, <= (1—e™)

b) En déduire la limite de A, lorsque n tend vers +o.
1

1
lim, 0dy = limy, 0 - A—e™) =limy, e e = 0=1lim,_ 04, =+

. 1 .
car lim,_, —= 0 et lim,_ ,ne™ = +oo
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CORRECTION SESSION NORMALE 2001 Série E

EXERCICE 1
1. a. Sg I'ensemble solution de (E). Soit x un hombre réel.
ix €Sg e (ix)3+ (1 —8i)(ix)2 — (23 + 4i)(ix) —3+24i =0

e —ix3+(1-8))(—x?)—23ix+4x—-3+24i=0 &
(—x?+4x—3)+i(—x3>+8x?2—-23x+24) =0 © —x? + 4x
—3=0et —x3+8x2—-23x+24=0

Résolvons |'équation —x? + 4x — 3 — 0.

On a une solution évidente, 1; I'autre solution est 3.

1 n'est pas solution de I'équation —x3 + 8x% — 23x + 24 = 0.

On déduit que I'équation (E) admet une seule solution imaginaire pure, 3i.

b. Effectuons la division euclidienne de

z3 + (1 —8i)z% — (23 + 4i)z — 3 + 24i par z— 3i.

2+ (1-80)2% — (23+4i) z —3+24i z-3i
-743i7 2H(1-5i)z+(—8i)

(1457) 22 — (23+4i) z =3+24i
—(1-5i) 22+ (1543i) z
(—8-i) z —3+24i
(8 +1i) z—24i+3
0

On déduit que z3 + (1 — 8i)z% — (23 + 4i)z — 3 + 24i = (z — 3i)(z* + (1 — 5i)z — 8 — i) L'équation ( E ) est
donc équivalente a: z — 3i = 0 ou z% + (1 — 5i)z — 8 — i = 0 Résolvons |'équation z2 + (1 —5i)z—8—i =0
A=(1-5)2—-4(-8—0)=1-25—-10i+32+4i A=8—6i

Cherchons les racines carrées de A :

Soit § une racine carrée de A.

§ =x+iy, ol (x,y) € R?,

6% =x? —y? + 2ixy,|6]> = x2 + y?

|A] = 10
x2+y?2=10
62:AC> xz—y2=8
xy <0
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Onobtient x =3 ety=—-1oux=-3ety=1.
Les racines carrées de A sont les hombres complexes 3 —i et =3 +i.

Les solutions de I'équation z2 + (1 —5i)z—8—i=0

—1+4+5i+3-i .
7= gy
—1+45i-3+i
Zy = —2

sont:
=—2+3i

On en déduit Sg = {3i,1 + 2i,—2 + 3i}.

2. a.Notons z,,zg, z¢ et zg les affixes respectives des points A, B, C,G.

G est le barycentre des points A, B, C affectés des coefficients respectifs 2,—2 et 1.
Donc GA = —2BA + CA

GB = 2AB + CB
GC = 2AC — 2BC = 2AB

On en déduit les affixes respectives zg,, zgp et zgc des vecteurs GA,GB et GC :

Zgg = —2(2p —zg) + zp — zc = —2Zp + 225 — 2Z¢
=—1—2i+6i+2—3i=1+i=\/§(cos%+isin%)=\/§ei2
Zgg = 2(2g — zp) + zg — zc = 325 — 225 — Z¢
=9i—2—4i+2—3i=2i=2(cosf+isin5)=2e"5
2 2
ZEEZZ(ZC_ZA)_Z(ZC_ZB) = 2(zg — 2a);

=2(i—-1) = Zﬁ[cos (+ %’T) + isin (+ %”)] = Zﬁei%
b. On en déduit que :
265 = V2e'tzg
z¢ = VZe'tzgg
2GA, zCB et zGC sont donc des termes d'une suite géométrique de raison v2e's.
c.Ona:zg—zg = \/ie%(zA —z3)
Zc—Zg = \/79@(23 —2g)

La transformation complexe définie par z' — zg = V2e'+ (z — z;) est celle de la similitude directe de
centre G, de rapport V2 et d'angle %- Cette similitude transforme Aen B et Ben C.
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EXERCICE 2
1.

a. Désignons par S la symétrie orthogonale d'axe (AB).

On a le tableau de correspondance suivant :

P
Al A
B|B
C|B

Or S est un antidéplacement et ABC un triangle équilatéral direct ;
Donc ABD est un triangle équilatéral indirect.

On en déduit que :

r(D) = 1, (1 (D)) = r,( B) = B.

b. Ona: r, est une rotation d'angle g;

1, est une rotation d'angle 2?”

donc r, o r; est une rotation d'angle g + 2?” =m.

c'est-d-dire une symétrie centrale.

Or r(D) = B; donc r est la symétrie centrale de centre Q, milieu de [BD].

2.a.

SiM =Qalors M = M’ et les points M,N et M’ sont alignés
SiM = A alors M = N et les points M,N et M’ sont alignés.
Supposons dans la suite que M = Q et M # A
Onaalors M #Net M = M’

D'apreés I'égalité de Chasles, ona: (MQ,MA) = (MG, MN) + (MN, MA)
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or MQ = %W car Q est milieu du segment [MM'];

donc (M, MA) = (MM’, MN) + (MN, MA).

Les points M, N et M’ sont alignés si, et seulement si, mes (MM’, MN) = 0[x].
Or Mes(MN, MA) = §[2n]carr1(M) =N;

Donc M,N et M' sont alignés si, et seulement si, Mes(MQ, MA) = %[n].

On sait que |'ensemble des points M tels que Mes(MQ, MA) = % [] est le cercle (') formé des deux arcs
capables d'extrémités ( et A et de mesures respectives g et —2?”. On déduit de cette étude que
I'ensemble des points M tels que M,N et M’ soient alignés est le cercle (I') tout entier.

b. On sait que ADB est un triangle équilatéral direct et que Q est le milieu de [BD]; donc Mes (DB, DA) =
Mes(D, DA) = S [2n).

On en déduit que D appartient (I).

(T) est donc le cercle circonscrit au triangle ADQ rectangle en Q.

D'oli [AD] est un diamétre de (I).

On sait que le friangle ADQ est rectangle en Q et que le friangle ADI est rectangle en I.
Donc les points A,D, Q et I sont cocycliques.

On en déduit que I appartient a (T).

()
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PROBLEME
PARTIE A
1. aOna:Vxe]—1;+0o[g'(x) =1+ x)f"(x) + f(x)

=1+In(l+x)car feJ

On en déduit que g est une primitive de h sur | — 1; +ool.
b. Vx €] — 1; +oo],

PO (A+x)—gq (x
fll(x) — gl( )((1+x))291( )
_ 1+0h(0)-g,()
(1+x)2
_ (A+0)h()—(1+x)f; (x)
(1+4x)2
— h(x)—f1(x)
1+x

d'ol:
A+x0)ff()+ fi(x) = h(x)

On en déduit que f; est élément de J.

2. a.Vx€] -1+, =10
1+x 1+x

1

1+x

Onen déduitquea=1et b =—1.

b. Soit H la primitive sur ] — 1; +oo[ de h qui s'annule en O .
X

Ona: Vx €] — 1;+oo, H(x) = [, h(t)dt

= [ [1+In(1+D)]dt

=x+ [ In(1+t)dt
Calculons I'intégrale foxln(l + t)dt par intégration par parties.
Posons u(t) =In(1+¢t)etv'(t) =1

1 ..
Onau'(t) = choisissons v(t) =t

x t
0 1+t

Ona: [, In(l+t)dt = [tIn(1 +)]5 — | dt

= xn(1+x) - [ —dt

1+t

D'apres la question 2.a.,ona:

t 1
X t X x 1
Donc fO I:;dt —-fo dt—'fo I:;dt
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=x—[In(1+8t)]§ =x—In(1+x)
On en déduit que : Vx €] — 1; 4],
Hx)=x+xIn(1+x) —x+In(1 +x) = (1 + x)In(1 + x).

Les primitives sur | — 1; +oo[ de la fonction h sont donc les fonctions de la forme x = (1 4+ x)In(1+ x) + ¢
ol ¢ est un nombre réel.

3. De I'étude qui précede, on déduit que J est |'ensemble des fonctions x — In(1 + x) + 1—; ol c est
un nombre réel.

Partie B
1. a. Déterminons la limite de f; en +o.
Ona:limy o ——=0 et lim, o In(x + 1) = +oo;
donc lim,,, o fi(x) = 0.
Déterminons la limite de f; en -1 suivant les valeurs de k.
Ona:limy, ;In(x+1) = —o0

k {+oosik>0

lim,_,_, —— = !
Mro-1777 " Lo sik <0

On en déduit que :

pour k < Olim,_,_1 fx(x) = —oo.
Supposons que k = 0.

Ona: Vx €] — 1; 4], fi.(x) = In(x + 1);
donc lim,_,_; fi(x) = —oo.

Supposons que k > 0.

+1)In(x+1)+k
Ona:Vvx€]—1;+ [;fk(x) = %;

limy,_; (x + Dln(x + 1) = 0;

donc limy_,_; (x + 1)In(x + 1) + k = k et par suite lim,_,_; fi(x) = +oo.

, 1 k.
b.vx€]—1;+» [fk(x) T 1ltx (140

_ 1+x—-k
T (1+x)?
_ x—(k-1)
T (1+x%)2
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On déduit que f;(x) a le méme signe que x — (k — 1)
Vx €] - 1,400 ,(fy(x) =0 x=k—-1).

Vx €] — 1;+oo[, (fy(x) >0 x>k —1).

Vx €] — 1;+oo[, (f(x) <0 x <k —1).

Donc :

Pour k< 0,ona:x—(k—1)>0

Pour k >0,ona:vx€]l-Lk—1[x—(k—1)<0
On déduit que

Vx €]k — 1;+oo[,x — (k — 1) > 0.

pour k < 0, fy(x) > 0 pour tout x élément de ] — 1;+o[ ; d'ol f; est strictement croissante sur | —
1; +oo[

pour k >0,ona:

Vx €] - 1k —1[f,(x) <O0;

Vx €]k — 1; +oo[f(x) > 0;

d'ol f; est strictement décroissante sur | — 1; k — 1] et strictement croissante sur [k — 1; +oo].

On déduit de cette étude le tableau de variation de f; suivant les valeurs de k.

k<O k>0
X | —1 +o00 5 -1 k—1 +00
() ' B (x) - 0 &
+00 +oo 00
@ : A Aol R
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c. Tracé de (C_,), (Cy) et (Cy).

Y
4
(%) ]
2 __,.,-'-'".--'—"'""
e
===
[ b ]
,/’/, (7?4) _

2.

a. Q,_»(t) est la somme des (n — 1) premiers termes de la suite géométrique de raison —t et de premier
terme 1 ,avec t # —1.

1-(="t _ 1-(=D)"Ixe™ Tt
1+t 1+t

Donc Q,_,(t) =

b. On déduit de la question précédente que :

1 (_1)n—1tn—1 1

VEER|{-1},1—t+t>+ -+ (-1)" 2" 2 = =1—t+t>+-+ (D" 2+

. 1+t t+1 1+t
-1t
( 1) t+1°
c. Soit x un élément de [0; 1].
D'apres la question b.on a :
o1 L 4 242 o (_qyn-2sn-2 4 (_qyn-11""
VEE[0x] - =1—tTt2 4+ (D" A2+ ()

En intégrant chacun des deux membres, ona:

x 1 x —2.n— _q1 rx t?
Jo trdt=Jy Q—t+t2 4+ D" Dde + () [ dt
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n-1

X — _ﬁ ﬁ —1)n—2 Ex —1)n—-1 ttT
@ +0J5=[t-5+5+ -+ (D" x 0+(1) Jorrt de

n-1
-1
t+1

e X L2 Xy Lyt (¥
In(l+x)=x-Z+5+-+ (D" x—+(-1) /5 dt
- tnt
fo®) = Poeg () + (D" [ =t
3.

{(p(x) = @ Si x E] 0; 1]
¢(0)=1

a. Soit x un élément de [0; 1].
Ona:Vvte|[0,x]

0t

On en déduit que :

x ¢n—1
0 1+¢

vx € [0;1],
b.

dt < [, t"dt.

x tn1*
Ona:fo t" ldtz[f]oz%;

or0<x<1;

SIir

donc 0 < x™ < 1 ef par conséquent 0 < =<
on déduit que :

vx € [0;1],f¢ B de <
c.d'aprés 2.c.,ona:
_ tn-1
Vx € [0;1]fo(x) = Pooy () + (=)™ [ - dt
_ tn-1
fo(d) = Ppoy = (=11 [ Tt
tn—l
Ifo () = Pacs (0)] = |3 T ]

1+t
x tn—1 x tn—1
= fO s dtcar fO Edt >0

fo(x) = Paa(¥)] < 5 d'aprés 3.b.

S |-

— 2 < folx) = Pra () <

pour x élément de ]0;1],ona:
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1 fy(x) PB_i(x 1
L 6@ Ra@ 1
nx X X nx
Pp1(x)
(p(x) 1(X)
d.Ona: vx €]0;1]

(x)—(l——+ +- +(1)”2x—_2)<$,

n-1

en intégrant sur [% 1], on obtient :

1 1 X n_zxn—z 1 1 1
_fl/nadx fl/nqo(x)dx fl/n 1—§+...+(_1) — dx<£f1/n;dx

x2 x3 n—-1 1
—_— P -1 n-—2
R G L e N

1

E [ln x]l/n

1 1
T [lnx]%/n < fl/n¢(x)dx -
1/n

1 1 1 1 1 1

;ln;<f1/n(p(x)dx— Sn(l)_sn(5> <—;1HE
1 1, 1 1

[ @@+ 1In7 45, (1) < Sp(1) et

1
Sn(1) < fl/n(p(x)dx - %ln% +S, (%)
On en déduit que :

1 1, 1 1 1 1.1 1
[ o@dx+ it 45, (D) <5, < [, o@dx— it 45, (2)

Partie C
2
1. Ona:vxe€]l; +00[gl(x)+——1—x+—
__1—x +X
T 14x
-1
1+x
= fo(x)
Supposons que n € N*, ona:
Vx €]1; + [ In(x) + E = : et démontrons que :

2n+2

vx E]l [ gn+1(x) + x+1 1+x

Ona: Vx €]1; +oof,
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Inar () = g2(x) + (—1)2Mx 2" 4 (—1)2n+1y2n+1

(x) + x*n*) — (x) + (_1)2nx2n + X2 + (_1)2n+1x2n+1
In+1 1+x 9n x+1
= g, (x) + x21 — x2n+1 x2nz
In x+1
1 xzn du by l' h h\ d ’ .
or gn(x) =~ — 1> daprés | hypothese de réecurrence .
x2(n+1) _ 1 x2n n 4l x2n+2
donc gn+1(X) + Tix 1tx  1ix +x X + Tox
_ 1 — X2 (14+2) 2™ = (1+x) x 2L 2142
T 1+4x 1+x
1 2Ny 2Ny 201 2Ny 2042 4 2N 2
T 14x 1+x
X2 g 0 _ 1 _ 4
IO+ o =Tt e T~ o
On en déduit que :
" ' xZTl
¥n € N',Vx €]1; +o0 |, f3 () = gn(x) + 1.
2.
a.Ona: vn € Nvx €]0; 1],
0<x
1<1+x
! <1
1+x
2T X car x>0
(1+x) = =z
donc : Vx € [0; 1], X < x2"
onc: vx € [0; ],1+x\x .
b.Ona:vn e N vxe€|[0;1],
xn _n
0< 7 <X
. 1x2m 1 on
donc.0<f0 mdx<f0x dx
x2n x2n+11?
PN x <
S0 x4+177 T x+1 0
2n
1 X 1
0< dx <
= fo x+1 S2n+1
3. D'apreslaquestionl.ona:
2n
a.vn € N*,vx €]1; + [, fo () = gn(x) + %;
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2n
donc :vn € N*, [ fy(x)dx = [ gn(@)dx + [, 1+x

2n
1 _ _ 1 X
foD) = fo(0) = [y [1 = x +x% 4+ (=12 22 | dx + [ —
X2 53 x2n1 L x2n
e )21l el
fo(l)—[x 5 + 3 + -4+ (=1) 2nL+f0 1+xdx

De1-i41y +( 1)+f1x2nd
fo(D) = >+3 - 0 T

1 1x2n
fo()=Up+ [, ——dx

01+x
b.Ona:

1x2n 1 , . )
0<f0 Tox dx<md apreés 2.b.;
1x2n

0 14x

donc lim,_, ;o | dx = 0.

1 x?

On déduit que lim,_ 1o, Uy, = lim,,_ 4 o [fo(l) — _"dx] = f,(1)

0 1+x

=In2.
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CORRECTION SESSION NORMALE 2001 SERIE C
EXERCICE 1

1. a.Pour n pair;
-D">0

donc vt e [-1;1],], >0

b. Pour n impair;

(t? — 1)" a le méme signe que t* — 1.
Orvte[-1;1],t2 -1 <0.

Donc J, < 0.

1 0 1

2. [, —=Drde=[_[(t*—D"dt+ [, (t? — D"dt
Posons u = —t alors du = —dt.
Ona [’ (2 —Dndt = —f @2 — Ddu = [, @2 - 1)du;
donc J,, = Zfol (t2 — D"dt.

3. D'apres 2,
Jo = 2f, dt = 2[t]} = 2(1 - 0) = 2
Jo=2

1

_ 1.5 _ i_ _ 1_ _
=2f ) 1)dt—2[3 tL_z(3 1 o)

1
t5 2
], = zfol(t2 —1)2dt = Zfol(t4—2t2 + 1)dt = Z[E_§t3 +t]

—2(1 2+1 o)
~"\5 3

_ 16
15

J2

4 neN =,

Posons u(t) = (t? — )" et v'(t) = 1;
On a u'(t) = 2n(t? — 1) 1t. Choisissons v(t) = t.

. . 1
Ainsi, > I, = [ (¢2 — Ddt
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1
o = [6(? = DI§ = 2nf g (2 - D" e2de
=0—2nf, (2= 1" 1(t2 -1+ 1)dt
= —2nf01[(t2 — DVt - 1)+ (%2 - 1) 1]de
= —2n(f, (2 = DMdt + [ (2 — )" dt)
1 1
=—2n (E Jn + 5 ]n—1)
1 —
E]n =-n ]n -n ]n—1

A (%‘*’ n)]n =-NJy1

1+2n
&
2

Jn =""1nJn1

—2n
1+ 2n

e = Jn-1

5. D'aprés4 ,ona:

2 4
11=_§]o=—§ carjo =2

4 4 4 16
h=—gh=-5(-5) =%

6. D'apres 4, on a successivement

(1. = ——2"
]n 2n+1 ]n—l
-2(n-1)
]n—l = ]n—2

2n-1

Ja=(=2)xZ
1= (=2 %3 J

En multipliant membre a membre ces n égalités, on obtient apres simplification :

_ (=2)"xnx(n—1)X..X1x2
T (2n+1)X(2n—1)X...X5x3

Jn

Orn(n—1)x..x1=n!

(1) xnIx2n+1

Dou], = 3X5X7X..X(2n+1)"
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EXERCICE 2

N
: Nl |
/ |
, O }‘O'
‘ i
= /
\\”,\
e d

1. Soit 0 I'angle de la similitude directe S.

comme
S
N
A|O
O

Alors 6 = mes(ﬁ,ﬁ)

= mes(HO, HK)
= —mes(ﬁ, ﬁ)’)

car le rectangle OHKL est de sens direct :

Donc I'angle de S est —~.

2. Par hypothese, les cercles (C) et (C'), de centres respectifs E et F, passent par 0. De plus la
droite (EF) est la médiatrice du segment [OK]. D'ot EO = EK et FO = FK.

On en déduit que K appartient aux cercles (C) et (C").
Donc (€) n (C") = {0; K}.

3. Donc [0A] et [00'] s sont respectivement des diametres des cercles (C) et (C").

Soit Q le centre de S.
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Puisque :

alors (Q0) L (QA) et (Q0") 1 (Q0) car —% est I'angle de S. On en déduit que : Q € (C) n (C).

Par conséquent Q = 0 ou Q = K (d'apres 2.). O n'est pas invariant par S. Il s'ensuit que Q = K. Donc le
centre de S est le point K.

4. H appartient a (OA) et a la perpendiculaire a (OA) passant par K. Donc S(H) appartient a ( 00" )
image de (OA) par S. S(M) appartient a la perpendiculaire a (00") passant par S(K), c'est-a-dire
(LK). Donc S(H) = L. Soit a le rapport de S Comme

S
-

K| K
H|L

alors a = %OrKL = HO = 2LO et KH = LO

‘ol =—=2,
b LO

Le rapport de S est donc 2 .

5. Comme
S(A) =0
S(K) =K
S(0) =0’

alors I'image de ( C ) par S est le cercle ( C' ). Par conséquent |'image du centre de (C) par S est le centre
de (C¢"), c'est-a-dire F.

6. Les points K,M,0 et M’ sont cocycliques, donc

e il
5> —> —> —>
2(KM,KM' ) = 2(OM,OM") (1)

Comme M € (OH), M’ € (OL) et (OH) L (OL), alors
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2Mes (OM’, OM’) =T

s

De plus Mes(KM,KM") = -
Alors 2Mes(KM,KM') = m;

d'ol 2(0OM’,,0M’) = 2(KM, KM')

De I'égalité (1) on déduit 2(KM’,KM) = 2(KM,KM') ). D'oli S(M) appartient & (KM").
Puisque M € (AH) et (AH) = (OH), alors S(M) appartient a (OL) image de (AH) par S.
Ainsi S(M) appartient @ (KM') n (OL) = {M'}.

Par conséquent S(M) = M'.

PROBLEME
Partie A
1. Limitede hen +o

Ona:limy o (1+25) =1 et lim, o (—2Inx) = —oo,
D'ol lim,_;,h(x) = —oo.
Limite de h a droiteen O .

Ona: limeso (1+=) = +% et limyoo (—2Inx) = 400, d'ol limxsoh(x) = +oo.
x2

x>0 x>0 x>0
2. Vx €]0;+oo | ' (x) = —5 2
. Vx €]0; ,h' (x ==
_ 2(1+x?)
= - Aur)

3. Vx €]0;+o[,h'(x) < 0.

h est continue et strictement décroissante sur ]0; +oo[. h(]0; +o[) = R. h est donc une bijection de
10; +oo[ sur R.

Comme O appartient a R, alors |I'équation h(x) = 0 admet une solution unique x, dans ]0; +oo].

h(1) = 2 donc h(1) > h(x,).h est strictement décroissante sur ]0; +oo[. On en déduit que 1 < x,, c'est-a-
dire x, €]1; +oo[.

Par conséquent |'équation x €]0; + o[, h(x) = 0 admet une unique solution x, dans |'intervalle ]1; +ool.
4. h(xy) = 0 et h est strictement décroissante sur ]0; +o[; d'ou

h(x) =0 x =x,
h(x) > 0 & x €]0; x|

h(x) < 0 © x €]xg; +oo[
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PARTIE B
1. Limitede g en +o

Ona:VxE]0;+oo[,g(x):x2 [1_1nx+%+lnx]

X2
. 1 . Inx _ . _
limy 40 pri 0,lim,_, ;0 - = 0 et lim,_ lnx = 400

d'ol lim,_, ;g (x) = —o0.

Limite de g a droite en O

Vx €]0; +oof, g(x) = x> —x%lnx + 1 + Inx.

Ona: limy—o x?Inx = 0 et limx—o (x2+1+1Inx) = —oo
x>0 x>0

d'ol limx—o g(x) = —oo.
x>0

2
2. Vx €]0;+00[,g'(x) = 2x(1 —Inx) — L+ 2
_ _ _x 1
—x[Z 2lnx x+x2]
1
—x[2—21nx—1+;]

=x[1+%—21nx]

3. Ona:g(xy) =x3(1—1Inxy) +1+1Inx,

De plus h(x,) = 0, d'aprés la question 3. de la partie A.

14— —2lnx,=0
X0

1, 1
o lnxy=-+

2 " 2x2
‘ol = 52 _l_L) 1,1
d'ou g(xg) xo(l 2 +1+2+2x(2)
= 52 E_L) 3.1
x0(2 2x2 +2+2x(2,
x§ 1,3 1
=2——4-+—=
2 2 2 2xZ

2
x5 1
=—+1+-—=
2 2x2

d'ot g(xg) >0

4. vx €]0;1[, g'(x) est du sighe de h(x).
Or d'apreés la partie A. 4 ,on a h(x) > 0. D'ou Vx €]0; 1[, g’ (x) > 0.

g est continue et strictement croissante sur |'intervalle 10; 1[g(]0; 1]) =] — o0; 2[. g réalise donc une
bijection de ]0; 1[ sur | — oo; 2[.
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0 €] — o0; 2 [ donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x; dans ]0; 1]

5. a.D'apres la partie A.4 ,ona:

Vx €]0; xo[, h(x) > 0, donc g'(x) >0
Vx €]xg; +oo[,h(x) < 0, donc g’'(x) < 0
h(xy) =0, donc g'(xy) =0

Donc g est strictement croissante sur ]0; x,] et strictement décroissante sur ]x,; +o[. On peut résumer
ces résultats dans le tableau suivant :

X 0 X1 1 Xo X, + o0
gx) i 0 .
g(xo)
B
¢t 0 R
— 0 / =00

Comme g(x;) = 0 avec x; €]0; 1] et g(x;) = 0 avec x, €]xy; + [ alors :
Vx €]0; x;[U]x,; +oo[, g(x) <0
Vx €]xq;x,[,g(x) >0
Vix € {x1;x2}, g(x) = 0.

b. Ona g(0,3) = —0,005; g(0,4) = —0,4;9(3,3) = 0,08; g(3,4) ~ —0,36.

On déduit du sens de variation de g obtenue a la question précédente que :

g(0,3) < 0 et g(0,4) > 0, donc x; €]0,3; 0,4].

g(3,3) > 0 et g(3,4) <0, donc x, €]3,3; 3,4].

PARTIE C
1. Continuité de f d droite en O

limx—o xInx = 0 et limx—o (1 + x2) =1, d'ol limx=o f(x) =0
x>0 x>0 x>0

Comme limx-o f(x) = f(0), alors f est continue a droiteen O .
x>0
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Dérivabilité de f a droite en O

Vx €]0; 400 [. U lnxz
x—0 1+x
Ona: limx—olnx = —oo0; d'oll limx—o Mg(o) = —o00,
x>0 x>0 x=

Donc f n'est pas dérivable a droite en O .

2. Limite de fen +o

x?> Inx

1+x2 «x

Vx €]0; +oo |, f(x) =

x2 . Inx
= 1et llmx_>+oo R =0

Ona: lim,_ o e

d'ol lim, e f(x) =0

On en déduit que la droite I'équation y = 0 est asymptote a la courbe représentative de f.

(Inx+1)(1+x2)—2x(xIn x)
(1+4x2)2

3. Vx €]0;+o0 [, f/(x) =

Inx+ 1+ x%Inx + x? — 2x%Inx

f'(x) = (1+ x2)2

;o x*=x’Inx+1+Inx
fre) = (1 + x2)2

) x?(1—-Inx)+1+Inx
f(x) = ;

(1 +x2)? '

' (
Donc f'(x) = %

4. Comme (1 +x%)? > 0adlors f'(x) ale méme signe que g(x).

Il résulte de la question 5.a de la partie B. que :
Vx €]0; x,[U]xy; +oof, f'(x) <0
Vx E€lxy;x,[, f'(x) >0

Vx € {x1;x2}, f'(x) =0
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Tableau de variation de f :

X 0 X} X +00
Fs)) (e -
0 Sx2)
o \ /' \
Jox1) 0

5. Si a est une solution de I'équation g(x) = 0, alors a vérifie :

a’(l1-lna)+1+Ilna=0
o a?—a’lna+1+lna=0

o (1-ad)na=-1-a?
a’+1

S lna =
a“—1

6. Sia est solution de I'équation g(x) =0,0na:
a  a’+1
fl@ =5z oo
aZ
az-1

Donc si a €]0; 1[, alors f(a) < 0.
Si a €]1; +oo[, alors f(a) > 0.
Comme x; €]0;1[ ,alorsona f(x;) <0 et comme x, €]1;+o[ alorsona: f(x,) > 0.

7. f(1) =0.D'apres le tableau de variation de f et compte tenu du signe de f(x;) et f(x,), on déduit
que : Vx €]0;1[, f(x) <0

Tracé de (C;): voir figure.

Vx €]1; 4o, f(x)>0
f)=20

PARTIE D

1. a. Vt€]l;+of,t?2 <1+ t2 < 2t?

1 1

1
donc — < <5

2t? 1+t2

xInt (Int)271*
b. fl Tdt = [—2 ]1

1
=-(n x)?

1 1
cvt>1lona: <5<

D'ot en multipliant par le nombre réel positif tint, on obtient :
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ve> 1,2 It < F(6) < lnTt

X Int

Alors vt e];+oo[f —at < f f(t)dt < f“n—tdt
Avec x > 1, on obtient : - (Inx)? < F(x) < ;(Inx)? d'aprés D.1b.

comme lim,._,,o, 7 (INx)2 = +00, alors lim,_ o, F(x) = +00
Inx\? _ FGo 1(ln_x)2
ona:vx>1- (\/}) <—/ <3 7

F(x)

Puisque hm,HJroo f =0, alors lim,_,, o, — —=0

2. Va€]0;1],p(a) = flatln tdt.
a. Intégrons par parties.

Posons u(t) =Int et v'(t) =t.

2

Onav'(t) = 1 Choisissons v'(t) = %

b. go(a)—[—lnt] - J{ st

ot =ty (£ (-3 +1m) 1) = oy (2 Sine )

a—0

1 )
== car lima?lna = 0.
4 x—0

1
< Etlnt car tint < 0.

pour0<a<t<1,ona:

tint tlnt
ftlntdt f11+ \fl
1tln1: 1 tint 1
=—f, _f“1+t2 —J, tintde
tlnt tint
=>f“ f1“1+t2 < [ tintde

= %(p(a') < F(a) < o(a).
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. 1 1 . 1
comme lim,_, ¢(a) ==, alors =<lim,,, F(a) <=
a>0 4 8 a>0 4

a—->048a-0
a>0 a—-0

3. Comme f est continue sur [0; +af, la fonction F définie par :

F(x) = [, f(t)dt, est la primitive de f sur ]0; +oo[, qui s'annule en 1.

Donc Vx €]0; +oo[, F'(x) = f(x).

4. D'apreslapartie C.7,0na:
F'(x) <0ex€]0;1]

F'(x) >0 e x €]1; +o0
Fx)=0ex=1

Tableau de variation de F

5. Allure de la courbe représentative de F

—~

N

Cr

o, 7
(. (f) |t [

/

.

\I\
\

v
A"
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CORRECTION SESSION NORMALE 2000 Série E

EXERCICE 1
PARTIE A
1. Rapportons le plan P a un repére orthonormé ( 0,1,]).

sme:{M(ervo<x<1efo<y<V1—xﬂ
Pour tout point M(;) de P,
0<xK1 0<xK1
(—4
2

X
M()ED@ 0y 0Ky
y y2<1—x x2+y?2<1

(B
N

Jo est I'aire d'un quart du disque unité. J, = 7.

2. Soit u la fonction définie sur [0; 1] par u(x) = 1 — x2.

Ona:vxe[0;1],xV1 —x? = —%(—Zx)\/l—x2

1

= — S @)

N[ =

Une primitive sur [0; 1] de la fonction x — xv1 — x? est donc la fonction x —%(1 —x2)3/2,

Onadonc]; = folx\/1 —x2dx = — E(l _ xz)z/z]z
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1
Ji=3

11=f01 (1 —x)V1 —x2%dx
= f01 V1 —xzdx—fo1 xV1 — x%dx
=Jo— I
T 1

T4 03

Posons f(x) = (1 — x)V1 — x2 et (C;) sa représentation graphique dans le repére orthonormé (0,I,J).

f est positive sur [0; 1] donc 1; est |'aire de la partie du plan comprise entre (C;); I'axe des abscisses et
les droites d'équation x = 0 et x = 1.

3. avneN, | —J, = folx”(x —1)V1 — x2%dx.
Vx € [0;1],x"(x — V1 —-x2<0
d'ol: Vn € N¥, J,41 < Jn (positivité de |'intégrale).

Donc la suite (J,,) ey €st décroissante.
b.vx €[0;1],x"V1—x%2>0donc], >0

La suite (J,)nen+, €tant décroissante et minorée par O , converge.
vn € N1, = f01\/1 —x2dx — folxn\/ —x%dx =]y — Jn.
La suite (I,) e+ est donc convergente car (J,)nen- |'est.

4. a.Pour tout nombre réel x de |'intervalle [0; 1] et pour tout n de N x,
0<x<1=20<x?<1

2

< —x° <
1-x%2<1

I Ul
n N *=

0
0
donc 0 < x™V1 —x2 g x™

4 1
par conséquent 0 < J, < J, x™dx
| 1
b. [, x"dx = —.Donc 0< Jp<—

De plus lim,_,; o, — = 0. D'ol lim,,_,; ], = O

n+1

Sachant que Vn € N*, 1, =]y — J,, onalim, o1, =], = %,

Partie B
1. a.vxe [0; 1 [,v(x) = —%(1 — x2)3/2,

v'(x) =xv1 —x? (voir 1.1)
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b.vn>3, ], = folx”mdx
= f01 X1 x xvV1 — x2dx
posons u(x) = x™ 1 et v'(x) = xV1 — x2.
Ona:u'(x) = (n— 1)x™2; choisissons v(x) = —§(1 — x?)V1 — x2.
Jn = [—%x"‘z(l - xz)m] + nT_lfol x"2(1 — x2)V1 — x2dx
= nT_l[fol x"2V1 — x2dx — fol x”\/——xzdx]

=" [ Jn—z = Jnldonc3 Jn = (0 = Dp—z — (0 — Dy
B+n="Dly = @—1Dl,
dotvn>3,(n+2)],=0n—D],_.
n=2J, = [,x%/1—x2dx
Posons u(x) = x et v'(x) = xV1 — x2.
Ona: u'(x) = 1; choisissons v(x) = —§(1 —x)VI = x2.
Jo = [-3x(1- xZ)m]z +2f, (1= x?VI—x2dx

=§(f01 Vi —xzdx—fo1 x2V1—x2dx)
==o—J2)

3J,=]Jo—Jz 4]z =Jo. Par conséquent la formule est vraie pour n = 2.

2. vn>2 J, =22,

n+2
. * =271
Onadonc:Vp €N, Jop =3 — Jap—2
__ 2p-3
]2p—2 - 2p ]2p—4
3
Ja=7)2
1
J2 =)o
_1.3 2p-3 _ 2p-1
Jop = 7 X2 X o X~ X prz Jo

1X3X.....X(2p-3)(2p—1) T
4X6X....X(2p)(2p+2) 4

On démontre de méme que :

2X4X6X ... X (2p)
3X5%X7.... X (2p +3)

Vp ENY, Jopiz =

Remarque : les démonstrations peuvent €tre faites par récurrence.
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EXERCICE 2
1. a f(K) =r(t(K)

Ket J étant les milieux respectifs de [AB] et [AC], on a K] = %ﬁ (Droites des milieux ) Donc t( K) = J.

(&

,A—l' -
| K

,

T

IJAK est carré direct donc Mes(Ij; ﬁ= 5 etl=IK

Par suite r(]) =K

D'oli (K) =K.

g()) =t(r(D)

=t(K)carr(]) =K

=] car t( K) =] d'apres ce qui précede.

b. La composée d'une rotation d'angle non nul a et d'une translation est une rotation d'angle a.

Par conséquent, f est la rotation de centre K et d'angle g; g est la rotation de centre J et d'angle g

2. a. f~ ! estlarotation de centre K et d'angle —g.

La somme des angles de f~! et de g étant nulle, go f~* est une translation.

IJAK est un carré direct, donc Mes(KA, Ki) = -2
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KA = KI
Mes(KA,ﬁ) = —g

Donc f~1(A) =1

Déterminons g(1).

Jl=]C
Ona{ T

Mes(ﬁ, ]_(f) = 2

Donc g(I) =C
Par conséquent go f~1(A)=C
g o f~1 est donc la translation de vecteur AC.
3. D'apres2b., f71(A)=1donc f(I) =A
(KD) L (1)) alors f(KD) L f£(I])
donc (KA) L f(1])
(1)) est la perpendiculaire a (KA) en A, c'est-a-dire (AC).

4. a.[gof (M) = M,] & [MM, = AC] car g of £~ est la translation de vecteur AC.
b. M € (II) = M; € (AC)car f(IJ) = (AC) d'apres 3.

= My, M,,A et C sont alignés car M;M, = AC d'aprés 4.a.
M;,M,, A et C sont alignés = M, € (AC)
= M € (IJ)car f(II) = (AC) et f bijective.

c. Puisque M n'appartient pas a (II) alors M;,M,, A et C sont non alignés d'apres 4.b. Et puisque M;M, =
AC, alors ACM,M, est un parallélogramme.

PROBLEME

1. Etude d'une fonction auxiliaire
a.Vt € [0;+oo, g'(t) = =1+ 2e7%

gt =0 -1+2e2t=0
1
<=>t=511’12
gt) >0 -1+2e2>0
-2t 1
S e >2
(:)0<t<%ln2

g'(t)<0et>3In2
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g est strictement croissante sur |'intervalle [O;%ln 2] et strictement décroissante sur |'intervalle
Eln 2; +oo[ limy, 100 g(t) = —o0 car lim;, (1 — t) = —o0 et lim,, ;e %t = 0.

b. g est continue et strictement croissante sur |'intervalle ] 0;%111 21,

o (oima]) ot 1]

0 n'appartient pas & I'intervalle ] ;2 — >In 2], |I'équation g(x) = 0 n'admet donc pas de solution dans
I'intervalle J; % - %ln 2.
g est continue et strictement décroissante sur Eln 2; + o[, g réalise une bijection de E 1n2, +oo[ sur

‘. 1 1
I'intervalle ] — oo; 5~ 3In 2].

1

0 appartient a |'intervalle ] - —%— 5In 2], donc I'équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans

I'intervalle Eln 2; 400,

In2

In2\ 1 1 -
g(nT)=E—Eln2,g(1)=—e Z,g(T)xg(1)<0.
Doncln72<a<1
C.Vte|[0,+o,(gt) =0t=00ut=a0a)

Vvt € [0,4o[, (g(t) >0 &t €]0;a])

Vvt € [0,+o, (g(t) <0 &t €]a; +oo])
d. g(0,79) = 0,004

9(0,8) = —0,0019
9(0,79) x g(0,8) < 0
Donc:0,79< a<0,8

2. Sens de variation de f

vx €0;+oo [, f/(x) = (2% —1)"* =1 (e2/x — 1)/
_ (ez/x _ 1)—1/2 [ez/x _1_ %ez/x]
= (e?/* - 1)_1/262/x [1 —em2/% _ ﬂ

— (eZ/x _ 1)—1/262/xg (1)

X

Vx €]0; +oof,
£ =0<:)g<%)=0

eS—-—=a
X

1
S x=—
a
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1
f’(x)>0<:)g(;)>0
1
o0<—-<a
X
Sx > —
a

fla)<0e->a

(:>O<x<l
a

Donc f est strictement croissante sur E +oo [ et strictement décroissante sur [Oﬂ

3. Limitede fenO.
a.vx > 0,In(f(x)) =lnx + %ln(ez/x —1)

=Ilnx+ %ln[ez/"(l —e~2/M)]
~ %ln(l — e72/%)

= 1nx+;
1 1 _
=—(xlnx +1) +Eln(1 — e72/%)

b. lim,_,(xInx + 1) =1 et lim,_,, % =+

T 1
d'ou lim - (xInx + 1) = +o0

x—0 X

on a également :
limy_o(1—e %) =1 carlim,_ ;e * =0

[T _ —Z/X' —
d'ou )lclir(l) (ln(l e )) 0.
Conclusion im In £ (x) = +oo et donc lim £ (x) = +oo.

x— xo

4. Etude de f en +o
a. Soit ¢:[0;1] = R
toet—et—1
vte[0;1],¢'(t) = et —e
vt<l,et <e,d'ol: ¢'(t) <0, il s'ensuit que ¢ est décroissante sur [0; 1]
¢(0) = 0; donc Vt € [0;1], ¢(t) < ¢(0) = 0.
Il vient que : vVt € [0;1],et — 1 < te

vt € [0;1],et > 1 doncet —1>0.
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On déduit que : Vte[O 1,0<et —1<te
b.vue[0;10 < [, (ef = Ddt < [, tedt

or‘f(;l(et—l)dt=[et—t]g=e”—(u+1)

2
u u
fo tedt=e7

dot:vue[01]0<et—(u+1)<e—

2

onaalorsvu e [0;1],u+1<e" 1+u+eu7
C.Vx > 2,[f(x)]? —2x = x?(e?/* — 1) — 2x

Vx >2,0< % < % donc % € [0,1] d'apres ce qui précede :

2 2 2e
1+-<e? <l+—+
X X

soi‘r;< e?/* —1 <§+i—§e‘r donc 2x < x?(e?/* —1) < 2x + 2e

et alors 0 < x%(e?* — 1) — 2x < 2e on conclut que :

<[f(0)]? —2x < 2e

[f@1*-2x
d Vx > 2, f(x)—<p(x) =iz

ona: Vx €]0; +o[, f(x) > 0 donc :

on conclut d'aprés 4.c. que : Vx > 2, f(x) > ¢(x)
De limv2x = +oo, on déduit que

X > +oo

limf (x) = +oo (limite par comparaison ).

X =+

5. a. Tableau de variation de f.

I/KOL + 0
0 g
|
i + 00
]
! / 1
e fCo) = 2,485,
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b. Courbe de f

--------------

321



CORRECTION SESSION NORMALE 2000 SERIE C

EXERCICE 1

1. M€ (E,) | MA+ ME ||=|| MC + MD |
o |l 2MI N2l 2M] |
& MI = MJ
(E,) est la médiatrice du segment [IJ].

2. G appartient a la médiatrice de [AD], donc GA = GD. G appartient d la médiatrice de [BC], donc
GB = GC.

Alors GA? + GB? = GD? + GC?.

3. a.G € (E,) donc (E,) est non vide.
M € (E,) © MA? + MB? = MC? + MD?
& (MI +14)? + (MIIB)? = (M] +JC)? + (M] + JD)?
& 2MI? + 1A% + IB? = 2MJ? + JC2 + JD?
b. 2MIZ — M) DC2 AB2
S - =———
J 2 2
—_— —_— = 1
=3 (MI +M))-JI = Z(Dc2 — AB?)

—_—

o1
& 2MO -] = = (DC? — AB?)

4
_— = 1
S O0M-Jj =§(DC2—ABZ)

—_—

Par conséquent IJ.OM est une constante réelle.
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c. Comme G € (E;), on peut aussi écrire 1] - 0G = %(DC2 — AB?)
Alors M € (E,) © 1j-OM =1j - 0G

s I-
e T

—_

M € (E;) © Ij - GM = 0. La droite (6M) est donc perpendiculaire a la

d. _ Par conséquent (E;) est la
droite (IJ).
perpendiculaire a la droite (IT) passant par le
point G.
EXERCICE 2
1. Voir figure. e ﬁ\\\\
i \ oy
o \ ST
-~ \ oy
o A \ \\\
-~ \ N
/” \ C e
s \
E*” \
<7 \
~~ \
\\\ \
~~ \
S \
\\\ \
\\ \
L 7 A
\\\ \
L \
Ny \
g \
\\§ \
\\\ \
\‘\\ \\ B
S \
S \
‘\\ \
\\\ \ _
\‘\\ “ / J
\\\\
A Ol 1

2. |ZA —ZBl = V29, |ZC —ZBl = V29 d'Ol:I |ZAZB| = |ZC —Zp

ZA—Z —5-2i i(—2+5i . T . . T
A_B — =X )=l=COSE+lSII’IE.

Zc—Zp —2+51 - —2+51

4. |24-_25| = l2c — 25| © AB = BC. Donc ABC est un triangle isocéle en B. Un argument de 2= est égal &
C™4B
g. Donc une mesure de I'angle ( BC,BA) est égale a g Par conséquent ABC est un triangle rectangle en B.

On peut donc conclure que ABC est un triangle isocéle et rectangle en B.
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S
4

AlA
B|C

Le rapport de S est égal & 2=; 25 = /2.

AB’ AB
L'angle de S est égal & I'angle (4B, AC);

1+i= \/E(COS%+ isin%)

zc—zp 3470 29+29i

Zg—2zZan S5+2i 29
f N _— — Vs
d'ol Mes(AB,AC) = 1

S est donc la similitude directe de centre A, de rapport V2 et d'angle %-

DIz

m| Q| >
zslles i@l le

AC = ABV2. Or AB = BC, puisque ABC est un triangle isocéle. Le segment [CE] est |'image du segment [BC]
par la similitude S, on peut écrire alors que CE = BCv2. D'otl CE = ABV2 = AC.

Le triangle ACE est un triangle isocele en C.
T

4
ACE est donc un triangle isocéle en C ol les angles a la base mesurent %. ACE est donc un triangle

Comme S est une similitude directe d'angle %, on en déduit que mes(AC, AE) =

rectangle.

D'ol ACE est un triangle isocéle rectangle en C. De la méme fagon, on peut montrer que AEF est un
triangle isocele rectangle en C.

Cela permet la construction des points E et F.
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S
4
Ay | A
A A
A2 A3
Ay A
Ay | As
An—l A"
An Am— |

a.
|ZA2 _ZA0| = |ZC —ZAl =AC = V58

RZ = |ZA3 _ZA2| = |ZE —ch =EC=AC= V58
b. A, A; est le triangle ACE. On a montré qu'il est isocéle rectangle en C.

c. D'apres la similitude directe S :

Zp141 — 2 = (Zar — 2a)V2e™/* = (1 + ) (zpn — 24)

d'ol Zgps1 = Zan + 24, — 2p = (1 + 1) (Zan — 24)

Zan+1 — Zan = 1(Zan — 2)

alors |zuns1 — Zan| = |2an — 24| et meS(m, M) = —g
ce qui démontre que AA, = A, Apii et (AL ALA, Apyq)

AA, A, estun triangle isocéle et rectangle en A,,.

d.R, = |ZAn+1 - ZAn| = Ay Ay = AA, = \/ZAn—l = \/ZAn—l An
car A,_14A, est un triangle isocéle en A4,_;.
Ry = \/an—l-

Par suite, R, = V2R,,_;. D'oll (R,)nen- est suite géométrique de raison V2.
e. (Ry)qen- st suite géométrique de raison v2 dont le premier terme R, vaut v29.

D'ol R, = R;(v2)" 1

R, = \/E(Z)nT_l
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PROBLEME
PARTIE A

1. a limy e f(x) = 0 car limy_ ;e ei =0

2. lim,,_,f(x) =—o0 car lim,_,_,(1—x) =+ lim,__,e* =+

b.vx ER,f'(x) =el™ —xel™ = (1 — x)el ™,

Le sighe de f'(x) dépend du signe de 1 — x car e'™* > 0.

x - 1 ~+00
(%) =5 0 e
1
J&x)
B 0

c. Tracé de (¢;)
Voir figure.
2. a.g(x) =|xlelt™
Si x €] — ;0] alors g(x) = —xel™™
si x € [0;1] alors g(x) = xe'™
six € [1;+o[ alors g(x) = xe*!
b. Sur I' intervalle [0; 1], (C,) = (&f) car g(x) = f(x).

Sur I'intervalle ] — «; 0], (C,) est le symétrique de (C;) par rapport a 1 'axe des abscisses car g(x) =

—f(x).
€. Vx € [1,+o[,h'(x) = (1 + x)e* 1. Alors Vx € [1,+o[,h'(x) > 0.

Donc h est strictement croissante sur cet intervalle.
d.

e g()=0

g(x)—g(0) 1-x
0 X

lim,_, =lim,_, —e = —e

’

d'ol g est dérivable d gauche en 0 et ona: g;(0) = —e.
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1-x —

= lim,_ e " * =,

lim, g(x);g(o)

d'ol g est dérivable a droite en 0 on a igy(0) = e. g n'est pas dérivable en O car gg(0) # g4(0)

e g(H)=1.
. g —g@) . xe¥ -1
R e T
posons u = x — 1, alors
. (x)-g(1) . (u+1)e¥*—1 . u_q . u_q
lim,,_,, % = lim,,_, % = lim,_ e"* + eT =2 car lim,_,q ET =1.
g est dérivable a droite de 1 et g4(1) = 2.

gx) —g@) _ xe* t—1
e D
posonsu =1-—x
. -g(1) . (1-w)e%-1 ) u_q . u_q
lim,_,, % = lim,_, u_)—z = lim,_oe* + eT =0 car lim,_,q g — = 1.
g est donc dérivable a gauche en 1 et g;(1) =0
g4(1) # g4 (1) donc g n'est pas dérivable en 1.
e.
g'(x) —-e " e 0 , 2
+c0 S0
O /

f. Voir figure.
Partie B

1 limy, o fr(x) = limy_ ;o %nxe‘”x =0 car lim,_,,nxe ™™ =lim,_,,,ue ™™ =

2. limy,_ofr(x) = —o0 car lim,_,_, n(1 — x) = +0 et lim,_,_,e* = +oo,
lim 28 = jim en(1-9 = 4o
X——00 X X——00
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donc (C,,) admet une branche parabolique de direction (OJ).

3. a. VxR fl(x) = e _ pxen(1-2)

= (1 —nx)e™1=9

b. Le signe de f;,(x) dépend du signe de 1 — nx
fi@=0esix=2,

fi@) >0 oo six <,

frx) <0esix > %;

d'ol le tableau de variation

X - 1/n <+ oo

Jr'(x) i 0 il

Jn(x)

c. @) =xex(1—e”) =0

© x=0o0ue™ =1
© x=0o0un(l—x)=0
© x=0oux=1

S ={0,1}

d. D'apres 3.¢, f,,(0) = 0 et f,(1) = 1 donc les courbes (C,) passent par les points 0(0,0) et A(1,1).

4. forr(0) = fo(x) = xe"I0 (¥ — 1)

el —1>0eel™*>1
1—x>0
ox<l1
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d e 0 1 + o0
a - 0 +
=% .. 1 i P - 5
Srr1(0) = fol) A

Sur ] — o0; 0[U]1, +0[(C,+1) est en dessous de (C,,).
Sur ]0; 1], (Cn44) est au-dessus de (C,).
(Cp+1) et (C) se coupent en 0(0,0) et A(1,1).

5. Tracé de (C,)

6. a. (@)= [, fu()dx = [, xe" 10 dx

Posons u(x) = x et v'(x) = 7™

Ona u'(x) = 1; choisissons v(x) = _%en(l—x)_

a
L () = [_%en(l—x)]o n %foa RICEE

a
I(a) = [_ X n) % en(l—x)]o

=—-e

a n(l-a) _ ien(l—a) + ien.
n n2 n2

b. lima_)_,_ooln(a’) = %en.
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CORRECTION SESSION NORMALE 1999 SERIE E

EXERCICE1
1. L'ensemble de définition de f est ] —% %[

f est dérivable sur ] —Z;%[efona:
Vxe]—g %[ f'(x) =1+ tan®x.
vx €] - 22 f'(x) > 0.

[

f est donc continue et strictement croissante sur | —%

Nl:l

lim _f(x) = —oo, llmf(x) =+

x—>—2

2

f est donc une bijection de ] —2;>[ sur R.

' 1
2. VXE]R,g(X)=m

1

T T+ (fog(0)?
1

T 142’

3. calculdeI
x?2 1+x%-1
Vx € R 14+x2  1+x2

1
1+x2

dot: 1=/ =f° L (1= g'(x)dx

11+x2
=[x —g(x)]24

=1-(9(0) -g(-D)

Vs
=1-1Z.

Calcul de K

COsS X

Vx € R, (gosin)'(x) = g'(sinx) X cosx = T+snZx

d'od K = [(g o sin(x)]"/2

= (gsin) (3) = (g o sin)(0)

=9(1) —g(0)

T
k=17

= cosx X g'(sin(x))
= (gosin)’(x)
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EXERCICE 2
1. Tlyadans|'urne, 5 boules rouges et 10 boules blanches. Le nombre de cas possibles est donc Cfs.

Cfs = 1365.

L'événement A est réalisé si on tire 2 boules rouges parmi 5 et 2 boules blanches parmi 10.
Le nombre de cas favorables a A est donc C2 x C?,

CZ x C%, = 450.

450 30

P(A) = 1365 = o1

Il est plus aisé de calculer la probabilité de B en passant par le calcul de celle de B. B est |événement :
"n'obtenir aucune boule blanche"; c'est-a-dire "obtenir 4 boules rouges".

Le nombre de cas favorables a B est C2.
C& =5.

5 1

P(B) = —— = —
(B) 1365 273

P(B) = 1-P(B)

1
272

~ 273
2. a.Le nombre de cas possibles est C3,
__3n(3n-1)

C2, =
3n 2

On obtient deux boules de méme couleur en obtenant soit 2 boules rouges parmi n soit 2 boules blanches
parmi 2n.

Le nombre de cas favorables & la réalisation de cet événement est CZ + C3,

C%_ + C%n — Tl(?’lz—l) 217,(227'1—1)
C% + C%n _ n(n—1)+22n(2n—1)
__ n(5n-3)
-2
" s C%+C3
d'ou :Pn=—"c+2 2n
3n
__ 5n-3
~ 3(3n-1)
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b. P, étant une probabilité, alors elle est inférieure ou égale a 1.
La suite (P,),>; est donc majorée par 1.
Sens de variation de (P,);;>

Considérons la fonction f dérivable sur [2; +oo[ et définie par :

_ 5x—-3
™ =36z-n

12 4
9(3x —1)2  3(3x — 1)2

Vx € [2;+oo [,f’(x) -

Vx € [2,+oo[, f'(x) > 0.

f est donc strictement croissante. Par conséquent,
VvneEN, n>2,f(n+1)> f(n).

c'est-a-dire P,.; > P,.

La suite (P,),~, est donc strictement croissante.

Autre méthode : on peut étudier le signe de P,,; — P,.
c. La suite (P,),>; est croissante et majorée donc elle converge.

limy 40 Py = limy 460 f ()

5x-3
1m
x—+0co 3(3x—1)
5

9

PROBLEME
PARTIE A
1. On désigne par zy |'affixe d'un point M et par z; celle d'un vecteur 7.

= MoM, =My T M, T 1

d'ol arg (Z—z) =6[2n] (1)

IMiM; || = r[[MoM, || & v4| = 7wl

(:)|v1— 2
=T @
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de (1) et (2), on déduit que : 2 = re'?

Donc v, = vyret?

Par conséquent v; = re®¥ car v, = 1.

2. a. mes(My_1M,, M, M,,,,) = arg (vv" ) [27]

D'ou arg( n ) =6[2n] (3)

Un-1

Or "MnMn+1|| = T||Mn_1M, ||, donc

|vn| = rlvn_1| et par suite |v”” =r (4)
n—1
De (3) et (4) on déduit que :v”—" — relf

On conclut que v, = re®v,_;.

La suite (v,) est une suite géométrique de raison re'? .
b.Ona:vn€N,v, = r*e™y,

=1"e car vy =1

3. Voir figure.

Partie B
1. zg=0carM;=0

v0=1d0nCZ1_Z0:1

Par conséquent z; = 1

Ul = Teig
=z, — z, donc z, = z, + re'?
i6

Z,=1+re

2. Uy =1Zny1—Zn

Un-1 =Zn —Zp-—1

Up—2 = 2Zn—-1—Zn-2

V1 =2, — 7

170 = Z1 - ZO

En ajoutant membre d membre les égalités ci-dessus, on obtient :
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Zn=Vg+vy++v,q VYn=1

3. z, est la somme de n termes consécutifs d'une suite géométrique de premier terme let de raison
re'?, ona donc :

A\ TL
1- (re‘g)
vn = 1,Zn = Wcar@ eER-— {kT[,k € Z}
1_rn€in9
T 1-reif
l_rneine
4. a. z, = W

1 Tneine

T 1-reil® 1-reif

1 rneind

1 \
dot:z, ——5=——
n 1-rel® 1-retf

1 n

1-reif

T
T |i-retf]

par conséquent |zn -

Onalim, ™ =0car0<r<1,d'ol:

1
1-rei®

iy, yo |20 — |=o.
b.Ona:lim,_ |z, — w| = 0d'apres 4.a.

¢'est-d-dire lim,, , o [V, = 0.

5. a.VneN',z;, =z, —w

rneiné
T 1-rel®
; n-1,i(n-1)0
ro_ g _T" e
b.zp =re ( 1-retf )
— 1plib !
=rez _,.

Posons a = re’%,a est non nul.
Il existe donc un nombre complexe non nul a tel que :
vn € N*, z, = az,_,

c. De l'égalité z}, = az),_,,ona: z, — w =re?¥(z,_, — w) d'oli f est la similitude directe de centre Q, de
rapport r et d'angle 6. Cette similitude transforme M,_; en M,,.
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w=1+1i; doncQ(1,1)

f est la similitude directe de centre Q d'affixe 1 + i, de rapport % et d'angle %.

De I'éqgalité f(M,,_,) = M,,, on déduit que le triangle OM,,_,M,, est rectangle isocele en M et de sens

direct.

MS M4
M 3
7 M
y M’] \ D 3
Mg
I
4
M,
s
0 N 4
M - M

335



CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1999 SERIE C

EXERCICE 1
1. 4% =1[7]; 4t = 4[7]; 4% = 2[7]; 4% = 1[7].

Par conséquent,

sinn = 0[3] alors 4™ = 1[7].
sin = 1[3] alors 4™ = 4[7].
sin = 2[3] alors 4™ = 2[7].

En conclusion, le reste de la division euclidienne de 4™ par 7 est :

1sinn = 0[3],
4sin = 1[3],
2sinn = 2[3].

2. 1999 = 7 x 285 + 4
1999 = 4[7]

3. 1999132 = 4132[7]
or 132 = 0[3]

donc le reste de la division euclidienne de 1999'3% par 7 est 1 .

4, Ay, = 123% 4+ 1232k 4 1233k 4 1234k 4 1235k
123 = 7 x 17 + 4 donc 123 = 4[7]

par conséquent,

k k)2 k)3 k\* k)>
Ap = 4%+ (4%) + (4%) + (4%) + (4%)[7]
1°" cas : si k = 0[3] alors 4% = 1[7]

donc Ak =11 + 12 + 13 + 1* + 15[7]

2¢ cas si k = 1[3] alors 4X = 4[3]

donc Ay = 41 + 42 + 43 + 4* + 45[7]

3¢ cas si k = 2[3] alors 4% = 2[7]
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donc A = 21 + 22 + 23 + 2% + 25[7]

Le reste de la division euclidienne de A par 7 est :

e 5sik=0[3].
o 6sik=1[3]ouk = 2[3].

EXERCICE 2
1. fu(x) =x—nlnx

}Ci%fn(x) = }Ci_r% (x —nlnx) = +o0

x>0 x>0

nln x

limy o frn(x) = limy 400 x (1 - ) =+

. Inx
car lim,_ o - = 0

2. Vx €]0; + [,fn’(x) =1-2,

3. frix)=0 & x=n
M) <0 e 0<x<n

frx)>0 & x>n

f, est donc strictement décroissante sur ]0; n], et strictement croissante sur [n; +ool.

Tableau de variation de f.

X 0 %z +00
Jn'(x) - ? i
.{...
Ve n(1-In(n)) —" 1

4. f, est continue et strictement décroissante sur 10; n[, et f,,(]0; n[) =|n(1 — In(n)); +oo[

fn réalise donc une bijection de ]0; n[ sur Jn(1 — In(n)); +oo[ O appartient a |'intervalle
In(1 — In(n)); +oo[carn(1 — In(n)) est strictement négatif pour tout n supérieur ou égal a 3 .

Donc I'équation x €]0; n[, f,(x) = 0 admet une unique solution a,,.
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5 f()=1
fale)=e—mete—n<0

donc £, (1) X fr(e) <0

par suite 1 <a, <e

6. far1(ans1) =0
an1 —(n+ 1)ln(an+1) =0
Anyr = (n+ Dlnlanyq)
fa(@ni1) = anyq —nin(anyq)
= (n+ DIn(any1) — nin(any4)
=m+1-—n)n(a,4+q1)
= In(an4+1)
In(ans1) = fr(@ns1)

7. fa(@ns1) — fr(an) = fa(ansq)car fr(ay) = 0 d'apres 5., an g €]1;e[  d'ol In(ans;) > 0 par
conséquent f,(ans1) > fo(ap)car fr(any1) = In(a,,q) d'oll a,,q < a, La suite (a,) est donc
décroissante.

8. La suite (a,) est décroissante et minorée par 1, donc elle est convergente.

9. D'aprésb.1<a, <eor f,(a,) =0 = a, —nln(a,). c'est-a-dire a,, = nin(a,)

doncl1<a,<e

1 <nln(a,) <e
1 e
—<In(a,) <-—
n n
10. (% <In(a,) < %) o el/m<q, <ef/?
limn—>+ooel/n = limn—>+ooee/n =1 car lim, ;o % = 1imn—>+oos =0

donc lima, = 1 (d'apres le théoréme des gendarmes).

PROBLEME
PARTIE A
1. Une similitude directe conserve le rapport des distances et |'angle orienté. Par suite |'image du
carré OIKJ par S est le carré OI'K'A

2. Construction des points 0,1,],K,1',K’ (voir figure ).

3. Les points 1,] et A sont alignés. Donc leurs images I', A" et A sont alignés car une similitude directe
conserve |'alignement.
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)E

I
K'
A

> | A== O

T . . 0A’ _ A'K
La similitude directe conserve le rapport des distances. Donc - = —.

Démontrer que OA’ = A'K’ revient a démontrer que
0A = AK

La droite (IJ) est un axe de symétrie du carré O I K J. C'est la médiatrice du segment [OK]. A
appartient a la droite (IV) donc
AO = AK.

Par conséquent 04’ = A'K;.

Partie B

1. Ka pour couple de coordonnées (1;1) donc |'affixe z, de K est 1+ i

2. soit (x,y) le couple de coordonnées de A dans le repére (0,1,]).

(50
A€ & get(iA 1) = 0
=14

ox—14+y=0
csy=1—-x
a=x+1iy
=x+i(l—x)
ia+l=ix—(1-x)+1
ia+1=x(1+1i)

3. Unargument de 1+ i est %. Un argument du réel non nul x est O ou +m selon le signe de x.

(x # 0 car A # ]); par suite un argument de x(1 + i) est 7 ou %ﬂ c'est-a-dire 7 ou _3z

Donc il existe un argument de ia + 1 dans la paire {%;_T?’”}

4. Considérons la symétrie orthogonale Sy d'qxe (IJ).

Say
A
K
J
A

>|—|O
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On a (0], 04) = — (K], KA)
= (KA, X))

car une symétrie orthogonale transforme un angle orienté en son opposé.

5. Le vecteur image du complexe a — (1 + i) est KA.
(OLKA) = (JK, KA)(car OI = JK)
= (K X)) + (K], K&)
= () — (KAK])

= (1) — ((0],04)

= (7) - (O]’,O_A)) — (01,08)

= (%) + (01, 0)) — (01,04)

— T
mes(Ol,KA) = + 5~ al2m]

= 3%— al2m]

= —g— a[2m]

donc —g — a est un argument du nombre complexe a — (1 + i).

PARTIE C
1. S(0)=0etSQ) =A.

L'écriture complexe de Sest:z' =tz+pout € C".
Ona:

{a=t(i)+p®{t=—ia

donc z' = —iaz.

2. K' =S(K)
k' = —ia(1+ i)

A" =S(A)

a' = —ia?
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3. a

u=k'—(1+1i
=—ia(1+i)—(1+19)
=1+i)(-ia—-1)
=—1+)(a+1)

arg(u) = %+n+%[2n]

ou
arg(u) E§+n—%n[2n]

1 (arg(u) = 37” [2m]
! ou

Larg(u) = —[2m]

arg(u) = 2 []

R

donc u est un imaginaire pur.

e v=a -k’
= —ia® +ia(l+1i)
= —ia(a—(1+1i))
arg(v) = —§+ a— g — a|2m]
arg(v) = —mn[2m]
donc v est un nombre réel.
b. u est un imaginaire pur donc (KK') L (OI), v est un nombre réel donc (K'A" ) // (OT) donc
(KK') L (K'A"), par conséquent les vecteurs KK’ et K'A” sont orthogonaux.
4.  On sait que (KI) L (OI) et que (KK") L (OI)
Donc les droites (KI) et (KK') sont confondues. Par sconséquent les points K, K’ et I sont alignés.
On sait d'aprés 3.a. que les vecteurs KK’ et KA’ sont orthogonaux, c'esta-dire que les droites ( KK' ) et

(K'A" ) sont perpendiculaires en K'. Donc K’ est le projeté orthogonal de A’ sur la droite ( KK’ ) c'est-a-
dire sur la droite (KI).

5. Construction de A’
On sait :
o d'apres A.3.que A’ € (Al")
o d'apres C4.que (A'K") L (KK')
A’ est donc I'intersection de la droite ( Al' ) et de la perpendiculaire a la droite (KK') en K'.

a(a’,o) _
' (IK))

6. On sait d'aprés A.4. que 0A' = A'K’ donc % =1¢' 'est-a-dire
donc A’ appartient a la parabole de foyer O et de directrice (IK).
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PARTIE D
1. L'axe focal de (T) est la perpendiculaire a la droite (IK) passant par O c'est-a-dire (OI).
Le sommet de la parabole est le milieu du segment [OI].

d(J,0) _ 1 _

©dgK) 1
donc ] € (.

3. Construction de (I)

'Q\ J
\A' I—JKv
o e
INE \
\ INJN K
\ \
N L IR i
\ Wi o
0] }l : &
v
P
///‘
11
s
(1) e
/ﬂ"
el

342



CORRECTION SESSION NORMALE 1999 Série C

EXERCICE 1
1. Soit Q |I'ensemble des résultats. O est |'ensemble des 6 faces du dé.

a. Soit P(B) la probabilité d'avoir une face blanche.

4 2

b. soit P(N) la probabilité d'avoir une face noire.

2 1

2. Soit E I'ensemble de résultats.
E = Q% donc card E = 6*

a. Soit P, la probabilité d'avoir dans I'ordre B,N,B et B.

4X2X4X4 8
P1 = = —
6% 81

b. Soit P, la probabilité d'avoir une seule face noire au cours des 4 lancers.

Cette face noire peut s'obtenir au 1°",2%,3° ou au 4¢ lancer.

, _4X8 32
27 81 81

c. Soit P; la probabilité d'avoir une face noire au 4¢ lancer.

6X6X6X2 1
P3 = = -
6% 3

3. neN*

Soit F I'ensemble des résultats
F = Q"; donc cardF = 6™

a. la négation de "au moins une face blanche" est "aucune face blanche", c'est-a-dire "quatre faces
. et ‘s 4\"
noires". La probabilité de cet événement est : (g)

he - ()

)
b.P,>099 < 1— (g)n > 0,99

o — @n > 0,01
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- <10
< nln (%) < —2In10

on> —-2In10
Z In2ln3

2In10
> In3-In2
n > 11,357.

en
=1

Le plus petit entier naturel non nul n el que P, > 0,99 est 12 .

EXERCICE 2

L ah@=,—-=2=

b.i'(x)=0ex=¢
Mx)<0ex>e

hMx)>0e0<x<e.
h est donc strictement décroissante sur [e; +o[ et strictement croissante sur ]0; e].

Tableau de variation de h.

X 0 e +00
H'(x) +

h(x) / \

c. Sur [1; e], h est strictement croissante. Donc Vx € [1;e], h(1) < h(x) < h(e)

o
|

1
—g<h(x)<0

h(x) < 0 donc Inx <.

2. vneN, I, = flex(lnx)”dx
a.l, = flex(lnx)zdx

Posons u(x) = (Inx)? et v'(x) = x

2
Onau'(x) = ZInx. Choisissons v(x) = =.

x? ¢ e
I, = [7 (lnx)z] — J, xInxdx
1
=5 fl xln xdx.
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Soit ] = flexlnxdx.
Posons S(x) =Inx et T'(x) = x
XZ

Ona:S'(x) = %; choisissons T(x) = Y

x2 e X
] = 7lnx_1 —fl de

e? [xze

2[4,
_e2 e2+1
T2 4 4
:f+1_

4 2

b. L1 —1,= fle [x(In x)"*1 — x(In x)"]dx

= fle x(Inx — 1)(Inx)"dx < Ocarx € [1;e],Inx —1<0

Donc la suite (I,,) est décroissante.

c.Vx € [1;e],x(Inx)™ > 0 donc I,, > 0.

La suite (I,) est décroissante et minorée par O ; donc elle converge.
d. D'apres 1.c

Vx €[1;e],0 <Inx

o=

0<Inx

o | &

n

0<non<(3)

n+1
0<x(Inx)" < o
n+1
donc 0 < f x(Inx)"dx < f; “-dx

xM+2 €
o< ],
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en+2 1

< J—
" (n+2)e” (n+2)en

0<I

0L, e’ !
ST n42 (n+2)en

0<I e? 1
e.0<kh< n+2z  (n+2)?
_ e? 1
lim,_ 4o =

n+2_(n+2)e”_

d’ apres le théoréme des gendarmes ;liml, = 0.

PROBLEME
Partie A
Posons P(z) = z% — (6 + iv/3)z% + (11 + 4iv/3)z — 6 — 3iV/3

1. Soit a une solution réelle.
P(a):0@a3_(6+i\/§)a2+(11+4i\/§)a—6—3i\/§:()
a®—6a’+11la—6=0(1)
—V3a2 +4v3a-3v3=0 (2)

Résolvons |'équation (2)

—V3a?+4V3a-3V3=0a*-4a+3=0
e@-22%-1=0
o@-2-1)(@-2+1)=0
< @—-3)(a—1)=0
Sa=3o0ua=1

1 et 3 vérifient I'équation (1) donc let 3 sont les solutions réelles de |I'équation P(z) = 0.
OnaP(z)=(z—-1)(z—-3)(az+b)

= (z2—4z+3)(az + b)
=az?+ (b —4a)z? + (—4b + 3a)z + 3b

Par identification

(a=1
{b—4a=—(6+i\/§)@{a=1
3a—4b=11+4ivV3 b=-2-i3
\3p = —6—3iv3
P(z) = (z—1)(z—3)(z -2 — iV3)
P(z)=0& (z=1ouz=30uz=2+iV3)

D'oll S¢ = {1;3;2 + iV/3}.
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2. a.1(1);A(3); B(2 + iV3)

IA=]3-1|=2
B=[2+iV3—-1|=|1+ i3] =2
AB=|24+iV3-3|=|—-1+iV3| =2
IA=IB = AB

Donc le triangle IAB est équilatéral.

b. B (15) B ()

BG = —3BC donc les points B, C et G sont alignés.
Autre solution

Soit zy |I'affixe d'un point M.

zg—zp __ 11+4V3-2-iV3
zc—zg  —1-2—-iV3
ZG—ZB __ 9+3i\/§

ZC—ZB —3—i\/§
ZG—~B — _3

zc—Z

mes BC, BG) = m; donc les points B, C et G sont alignés.
c. Voir figure.
3. F(}) et EFG est un triangle équilatéral. E(}): G (4%).
Soit G' le projeté orthogonal de G sur (OI).
G’ est le milieu du segment [EF].
onax; =11

donc 11 = "ET”F

d'Ol:l Xg = 15
. (15)

0
Partie B

1. a. Un segment et son image par une homothétie ont des supports paralléles.

Or seule la droite (IA) est paralléle a la droite (EF).

Donc I'image du segment [IA] par h est le segment [EF]
b. Si h([IA]) = [EF] alors h( B) = G et on a les deux possibilités suivantes :
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h h

o o
| | F 1 |E
A |E A |F
G B |G

Dans le premier cas, la droite (IB) n'est pas paralléle a la droite (FG). En effet @(\}g)ﬁ (4_\/‘%) et
det(IB, FG) # 0. Donc la seule homothétie h qui transforme IAB en EFG est telle que :

h(l) = E;h( A) = F et h( B) = G.

c. Les droites (BG) et (IE) sont sécantes en C.

E—

Soit k le rapport de h. Les vecteurs IA et EF ayant le méme sens, k est positif

EF [15—-7|
Ona: k=—= =
IA [3-1]

Donc h est |'homothétie de centre C et de rapport 4.
! 2m . —
2. h=h(C4);r =r(0 ,?),f = hor.
a. Le rapport de f est celui de h c'est-d-dire 4
L'angle de f est celui de r.

2
Il a donc pour mesure =",

r(D=A
b. r(A)=B; doncr(IAB) = ABI = IAB
r(B) =1

or h(IAB) = EFG
donc f(IAB) = EFG

3. a. h~!apour rapport %.

Soit a le rapport de la similitude directe g.

mesure d'un coté de EFG 8
mesure d'un coté de TAB 2

h~1 e g est une similitude directe qui a pour rapport 1.
C'est donc un déplacement.
g(1AB) = EFG d'apres |'énoncé. Or h™'(EFG) = IAB

donc h™1 o g(1AB) = IAB
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La seule translation qui laisse globalement invariant un triangle est Id, qui est une rotation.
Donc h™! og est une rotation qui laisse globalement invariant le triangle IAB.
b. Les trois rotations qui laissent globalement invariant le triangle TAB sont :

e Larotation de centre 0’ et d'angle 2?” c'est-a-dire 7.

e Larotation de centre 0’ et d'angle —2?" c'est-a-dire r 1,

e L'identité de P.

c.h™tog =R (oUR € {ldg,r,r~'} d'aprés ce qui précede).

©g=hoR
d'ot g =holdp =h
oug=nhor=f

oug=horl=f
d. f'=hor™?!

f' a pour rapport 4 et pour angle —2?".

&
—=)

R
RERE

a. Kest le milieu de [TA]; son image K’ est donc le milieu de [FG] car une similitude directe conserve
le milieu.

b. mes(QA, QG) = 2?71: [27]
E € [FA) Donc (FA, FG) = (FE, FG)
FEG est un triangle équilatéral de sens indirect. Donc

—_— _— — T
mes(FA, FG) = mes(FE, FG) = -3

— — 5T
mes(FA, FG) = 3 [2m]
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ET[-}-Z?E[ZT[]

mes(m, Q—G)) = mes(ﬂ,ﬁf) +m+ 2kn
donc les points Q,F, A, G sont cocycliques.
c. On démontre de la méme maniere (voir b) que les points Q,F,K et K’ sont cocycliques.

d. Les deux cercles passant respectivement par ., F, A, G et O, F, K K’ sont sécants en Q et F or, F n'est
pas invariant, donc Q est le point d'intersection des deux cercles différents de F.

5. Ona: f'(D =G
f'(A) =E
f'(B)=F

Soit z' = az + b |'écriture complexe associée a f.

Déterminons a et b

{ZG:azI+b
Zp=azpy+Db
{11+4iV3=a+b
2a = —4 — 4i\3

a=-2-2iV3
b=11+4iV3—a
b =13 + 6iV3

7' = (-2 -2iV3)z+ 13 + 6iV3

6. Le centre Q' de f' a pour affixe :—a

b 13+6iV3 (13 +6iV3)(3—2iv3) 75-8iV3

1—a 3+2iV3 9+4x3 21
_ 75-8iV3
ST
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- EXERCICE 1

1

a.ona:

CORRECTION SESSION NORMALE 1998 Série E

L'orientation des angles est donnée par la figure de base.

Ml

o e

i

e
A

T
>(/

e

/ S
L T

*\M/%// My

\

b—z,
M; A=M; B | =1
a—z
_— > T[@ 1
Mes(M; A, M, B)=—} b—z\ m
2 Arg(—)=—
a—1iq 2
b —
S Zl:i
a—z
@b—Zl=i(a—Zl)
- _—b+ia
R
(b+a)+i(b—a)
Z] = 2
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b. Par le méme procédé on obtient :

7 = (c+b)+i(c—b)

2 2

Zy = (d+c)-|;(d—c)
20 i

74 = (a+d) -zl—l(a a)

2. Le vecteur M;M; a pour affixe z; —z; = (C+d_b_a)zi(a+d_c_b)

MM, : +d-b—c)+i(a+b-d-
Le vecteur MM, a pour affixe z; — z, = & ©) Zl(a o)

M1M3=|Z3_Z1|=%\/(C+d—b—a)2+(a+d_c_b)2
M2M4:|Z4—Zz|=%\/(a+d—b—c)2+(a+b_d_c)2
=l fatd—b-oft(ctd—a—by?

Par conséquent M;M; = M,M,. Les segments [M; M;] et [M,M,] ont la méme longueur.

Par ailleurs,
S | 1
M1M3~M2M4=Z(c+d—b—a)(a+d—b—c)+Z(a+b—c—d)(a+d—c—b)

MM; - MM, = (c+d—b—a)(@a+d—b—c)—;(c+d—a—b)(a+d—b—c)=0donc les segments
[M; M3] et [M,M,] ont des supports perpendiculaires.

EXERCICE 2
1. Pour tout point M du plan de coordonnées (x,y),
la distance de M a la droite ( A ) d'équation x = % est |x — §|

16 1

|x ——| ==|3x + 6| et la distance OM est égale a /x? + y2.

3| 3
ME€ (E) & 25(x? +y?) = (3x — 16)?

xZ+y? 1

(3x—16)2 25

2 2
x +y22=i(:,0—1‘"2:(§)
(sx—m) 25 d(M,(A))? 5

3

oM 3
d(M,() 5

(E) est donc I'ellipse de foyer O, d'excentricité % et de directrice associée (A).
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2. a.0M =<|3x — 16| puisque x < 2, 3x — 16 < 0 donc OM = £ (16 — 3x).
b. x = OMcos 8

donc 50M = 16 — 30Mcos 0

16

Par suite OM = S13c0s0"

3. Onames (i,0M') = 6 + et M’ € (E)

16 16
5+3cos(6+m) "~ 5-3cos6

d'ot OM' =

a LI _ 10 _ 5
"OM  OM' 16 8

16

b. on 00Icos § = ? d'oli Ol =

3cos 6
1 1 6cos 6 3cos 6 2
— = =2 = —
oMz oM/ 16 16 0l
PROBLEME
Partie A
1. . fi(x) =xe™™.
a.limy o fi(x) =0 limy,_of1(x) = —

b.filx)=e*—xe*=(1—-x)e™™

Le signe f;(x) dépend du signe de (1 — x).
Alors fl(x) =0 x =1,

fix)>0ex<1
fix)<0ex>1

f1 est strictement croissante sur ] —oo; 1 [ et strictement décroissante sur ]1; +ool.

On a le tableau de variation suivant :

+o00

x
A'() i

Ji(x) /

N e )
I

c. La tangente a I'origine est la droite d'équation y = x.
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Tracé de (C,)

2..a.Vx ER,f(x) =nx""le™ — x"e™* = x"le7¥(n — x).
Le signe de f, dépend du sighe de x" *(n — x).

Le signe de x™~! dépend de la parité de n.

si n est pair, n — 1 est impair et le signe de x™~* est celui de x. On obtient le signe de f,, (x) dans

le tableau :
X ~eg U n +o0
xn—] o 0 + -+
TN N
.ﬁz'(x) &5 0 + 0 iy

f,, est strictement décroissante sur | — o; 0] et sur [n; +o[ et f, est strictement croissante sur [0;n].
[ )

sinn est impair, n — 1 est pair donc x™ ! est toujours positif.

On peut donner le signe de f,(x) dans le tableau.

+
+

S
|

=

+

+

olo
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f» est strictement croissante sur | — o;n[ et f, est strictement décroissante sur [n; +oo].
b. lim,_ o f3(x) =0

lim f3(x) = —o0 X — 0 0 3 +00
X——00 ﬁ'(X) AL 0 <+ 0 -
4}

Si(x) / e \>

c. La tangente a I'origine est la droite des abscisses. Courbe de (Cs), voir figure a la fin du probléme.

3. a.Lladroite d'équation x = n est une droite paralléle a (OJ). M et M’ ont la méme ordonnée et le

milieu de [MM'] se trouve sur la droite d'équation x = n. d'ot 2=

=n>=>x"=2n-—x.

Ona:{x’iZn—x
y =Y

M’ a pour coordonnées (2n — x,y).

b.M'(x",y") € C;, © IM(x;y) € (C, )M’ =S, (M)

ex' =2n—xety = f,(x)
ey =f2n—x")

donc (C;,) est I'ensemble des points M(x, y) vérifiant y = f,,(2n — x).

c. Voir figure.

d.
ffnfn(t)dt est I'aire de la partie D du plan comprise entre |'axe des

abscisses, la courbe (C,) et les droites d'équations x = n et x = 2n.
sing<x<2nalors0<2n—x<n

fongn(t)dt est I'aire de la partie D’ du plan telle que : D’ = S,,(D)
donc [ On ga(®dt = [ Ozn fn(t)dt car une symétrie orthogonale conserve

les aires.

4. a.x €]0;n], hy(x) = In(gn(x)) — In(f.(x)).
e Comme x €]0;n] alors f,(x) > 0. Donc f,, est croissante sur ]0;n].

0<x<n e fn(0) <fulx) <fu(®)

& 0< fr(x) Kne™
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Par conséquent f,(x) est strictement positif sur ]0,n].
La fonction x ~ In(f,,(x)) est bien définie et dérivable sur ]0;n].

e Comme x €]0;n] alors 2n — x € [n,2n[ . Donc f, est strictement 0 <x <n

S ng2n—x<2n

e fu@n) < f,(2n—x) < fu(x)

& (2n)te M < g, (x) < nle™™

gn est strictement positif sur ]0;n]. Alors la fonction x - In(g,(x)) est définie et dérivable sur ]0;n].
Par conséquent h,, est définie et dérivable sur ]0;n].

Onaln(f,(x)) =In(x"e™) = —x + nlnx

In(g,(x)) = In(2n — x)"e~ "% = —(2n — x) + nln(2n — x)

d'ol h,(x) = 2x —2n +nIn(2n — x) —nlnx

B GO = 2 n n_ —2x*+4nx — 2n?

n(¥) = 2n—x x x(2n — x)
~2(x-ny?

hn (x) = x(ZJ;—:lc)

si x €]0;n] alors x(2n —x) > 0 d'ol hj,(x) <0

X 0 n
hn'(x) 5

Pn(X) | —

h,, admet pour minimum O , par conséquent

Vx €]0;n] h,(x) > 0.
b. Vx €]0;n] hy(x) > 0 = In(gn(x)) > In(f,(x))

= gn(¥) = fn(x)

d'ol Vx €]0;n], f,,(x) < gn(x).

c. Vx €]0;n], fn(x) < gn(x)

o fa®dt < [, gn()dt
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or [ gu(®)dt = [ " fu(D)dt, d' ol le résultat :

vn €N [ fa®dt < [} fu(D)dt.

Partie B
Fa(x) = [y fu(®)dt

1. Fpn(x) = fu(x) sur [0,+o[ or f,(x) > 0 pour x € [0,+oo[, par conséquent F, est croissante sur
[0, 4+oo].

2. a.Fy(x) = [, te~tdt. Posons u(t) =t et v'(t) = e~*
Onau'(t) = 1; choisissons v(t) = —e~t

alors Fy (x) = [~te ' ]% + [ e~tdt = [-te™t]% — [e ']}
Fi(x)=—xe ™™ —e*+1

b. Fry1(x) = [ fasa(D)dt = [ t"+ e dt

Posons u(t) = t"*l et v'(t) = et

Ona u'(t) = (n+ 1)t". Choisissons v(t) = —e~¢
farr () = [t IF + (n+ 1) fg the ™t

= —x™"1le™ + (n + 1F,(x)
d'ol Fpypq1(x) = (n+ DFp(x) = frpq (%)

3. Pour=1, Fi(x) =—xe*—e™*+1=1-(1+x)e*=1—-e"" (1 +%)

La relation est vérifiée pour Fy(x).
Supposons que pour tout entier, F, (x) = n! [1 —e™* (1 + % + ’;—7 + -+ ’;—T)]
OnaFpi(x) =M+ DFp(x) = frer (0).

=+ Dnf1-e (14245 4 g D)| - ntie

T

Donc la propriété est vraie pour F,,,(x).

2 n
Par conséquent: vn € N* F,,(x) = n! [1 —e™ (1 TR ):T')]

n

4, a.limy_ . F,(x) =n!carlim,_ 4 %e‘x =0
- xt  x? xm
b.1—e*(1+X+Z++X)<1
d' ol Fp(x) < n!
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Partie C

L Fo(m) + [ fo(t)dt =
| d'aprés B.4b.

orF,(2n) <n

2ny,

Jo " fa(®)dt = Fp(2n)

d'ol Fu(n) + [ 7" £ (t)dt < n!

2. Ona0< [y fu®dt < f,," fu(t)at.

0< Fo(n) <2 Fp(n) < Fp() + [T fu(dt <l

d'ot 0<2F,(n) <n!

|
alors 0 < F,(n) < ";

2
Remplagons F,,(n) par n! [1 —e™m (1 + % + % 4o,

ol

on obtient :
0<n'[1—e_n(1+%+2_7+%)]<%'
0<1—e‘”(1+1ﬁ+’2‘—2+---.....”—3<1
! ! n! 2

=>§e"<1+%+’2‘—f+-~- ...... %l<e”

2

xX=3
1 i s
(Ch
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SESSION DE REMPLACEMENT 1998 série C

EXERCICE 1
1. a. Pour tout point M du plan,

f(M)=M<=>Z=%(Z+iZ_)+i—1

1
(:>x+iy=§(x+iy+i(x—iy))+i—1
1 1
(:>x+ly=§(x+y—2)+zl(x+y+2)

1
x==(x+y-—-2)
& S 2

1
Yy =5&+y+2)

1
E(x—y+2):0
& S

%(x -y+2)=0

Sx—y+2=0

L'ensemble des points M tels que f(M) = M est la droite (D).
b. Déterminons les coordonnées de M'.

x’+iy’=%(x+iy+i(x—iy))+i—1
x' + iy’ =%(x+y—2)+%i(x+y+2)

x’=1(x+y—2)

2

= , 1
y'=s+y+2)

doiM' (Se+y-2i3(x+y+2).
Démontrons maintenant que M’ appartient a (D).
Ona:z(x+y-2)—;@+y+2)+2=-1-1+2=0.

Ainsi, les coordonnées de M’ vérifient |'équation de (D).

Donc M’ appartient (D).
c.

1
S(x+y-2)
. X I 2 .
* Ona:M (y)’ M <%(x+y+2)>'

[ (- +y-2
d'ot MM (2072,
S(x=y+2)

Soit (}), un vecteur directeur de (D).
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Comme

MM - Gi=—2(x—y+2)+5(x—y+2)
=0
alors MM’ est normal a la droite (D).

e Caractérisons géométriquement f.
s . . . M'appartient a (D)
A tout point M du plan, f associe le point M’ tel que: {—— .
MM’ est normal a (D)
f est donc la projection orthogonale sur la droite (D).
2. a.z—z =3[2z—z—iZ—2i+2]

[z—iz—2(i—1)]

NIH

b. Pour tout point M du plan,

Me[E) e |z—1|=;|z—iz—2(i - 1)

1 ' N
©|z-1]=3lz—-2| d'apres 2.a.

& MF = %MM’
MF 1
o ==
dM,Dd)) 2

(E) est donc I'ellipse de foyer F, de directrice associé¢e (D) et d'excentricite %

L'axe focal (A ) est la perpendiculaire a (D) passant par F. Une équation de (A) est de la forme :
x+y+c=0car 17(1) vecteur directeur de (D) est un vecteur normal a ().

(A ) passe par F(}); donc : 1+ 0+ ¢ = 0 soit c = —1.
Une équation cartésienne de (A) est donc: x+y —1=0.

c. Vérifions que les points A et A’ sont des points d'intersection de (A) et (E).
A)y:x+y—-1=0

A<1 1) A’(S 3)
2’2 27 2
1 1 5 3 !
e S+-—-1=0doncA€ (A);;—>—1=0doncA € (4).

|1+1i—1|=1|—1+i|=iE
2 2

111 1. .[1 V2
Z|E+El_l(5—-l) 2(1—1)| 12 —2i| =51 —i| = donc A € (E)

-gi-i(G4di)- 21+2| HE 61|_—|1—|_£

3
_—|1—l| —i donc A’ € (E)
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Par conséquent A et A ' sont les sommets de (E) situés sur |'axe focal (A).
3. a

(D)

b. Construction des autres sommets B et B’ :

Soit Q le centre de I'ellipse (E), ( A" ) I'axe non focal de (E). Q est le milieu du segment [AA'] B et B’ sont
les points d'intersection de |'axe hon focal ( A" ) et du cercle de centre F et de rayon Q A.

c. voir figure.

EXERCICE 2
1. a.Ona:GA-GB+GC=0
d'oli 4G = AC — 4B = BC (en utilisant |'égalité de Chasles)
G est |'image de A par la translation de vecteur BC.
Construction de G (voir figure).
b. Pour tout point M du plan,
MA — MB + MC = MG
MA + MB — 2MC = MC + CA + MC + CB — 2MC

=CA+CB

Pour tout point M du plan,
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= 2CI(I étant le milieu du segment [AB]).

M € (C) &Il MG lI=I 2CI |
< MG = 2CI

(C) est le cercle de centre G et de rayon 2CI.
Construction de (C), voir figure.
2. o7 =175 - AC
=~ (HB — HA) — (HC — HA)
d'ob -2 + 1B — FiC = §

Donc 3HA+HBE—2HC=00na:3+1—2=2# 0, donc H est le barycentre des points pondérés
(A,3); (B,1) et (C,—2).

Autre méthode: On peut justifier que les points pondérés (4, 3); (B, 1) et (C,—2) admettent un
barycentre K et que AK = %ﬁ —AC et

conclure.

b. C € E, © 3CA? + CB? = ka?.

ABC étant un triangle rectangle en A,

BC? = AB? + AC? = 4a? + a? = 5a?

C € Ex © 3a? + 5a% = ka?

& 8a? = ka?

& k=8.

Pour k =8,C € E;

c. 3MA? + MB? — 2M(? = 8a?

& 3HA? + HB? — 2HC? + MH? = 8a?

HA? = (LAB - AC) = 1AB?+ AC? - AB - AC

= i(‘mz) +a? — 0(AB - AC = Ocar AB 1 AC)

= 2qa?
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BH = BA + AH
=—ﬁ+%ﬁ—]&ﬁ
=—§E—E

BH2=%AB2+AC2+A_B>~A_C>
=%(4a2)+a2+0
= 2a?

CH=CA + AH
=—A_’c+%ﬁ—A_’c

= —~AB - AC

CHZ = ZAB 2 + 4AC — 2AB - AC
=%(4a2)+4a2
= 5a?

3MA? + MB? — 2MC? = 8a?

© 3(2a)? + 2a* — 2(5a?) + 2MH? = 8a?
© 6a? + 2a* — 10a? + 2MH? = 8a?

© MH? = 5a?

& MH = aV5

Puisque C € (T), alors (T) est le cercle de centre H et de rayon HC. Construction de (T); voir figure.

4 )
B
/ 2N
\ ] ‘Y —
Ak (©)
Cc
edidp /
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PROBLEME
PARTIE A

1. aVxeRf'(x)=

—eX
(1+e%)?”

Vx €R, f'(x) <0 car e* > 0. On en déduit que f est strictement décroissante sur R.
b.lim,,_,(1+e*)=1car lim e* =0
xX——00

D'oll lim f(x)=1.

X——00
lim (1+e*) = +oo car lim e* = 400
X—+00 X—>+00

D'ot lim f(x) = 0.
X—+o00

Tableau de variation de f

X — 00 “+ o0
1) o
il

e VxeR —x€eR.

© VAERFO-1)+fO0+0)=——+—

_ 1+e¥+1+e7*
(1+e=*)(1+e%)

_ 1+e*+1+e™*
T 14+eX+e+41
=1

1
=2X-.

2

Le point A est donc centre de symétrie de (C).

3. Une équation de (T') est: y = f'(0)(x — 0) + £(0)

Ona f(0) = % et f'(0) = —i. D'oUl une équation de (T) est: y = —%x +%

4. a. Calculons ¢'(x)
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! 1 !
VXER, ¢'(x)=—,—f'(x)
—_e 1
T (1+e?)? 4
2

ex/? 1
- (W) T2z
ex/z 1 ex/z 1
- (1+ex - E) (1+ex + E)
_ (@)’ (e¥241)°
4(1+eX)2

D'oli: Vx € R%,¢'(x) < 0et ¢’ s'annule en 0 .
Conclusion : ¢ est strictement décroissante sur R.
Puisque ¢(0) =0,0na:

Vx €] —o0; O, p(x) > (0) = ¢(x) > 0.

Vx €]0; +oo[, p(x) < 9(0) = ¢(x) < 0.

b. Sur ] — o, 0[, (T) est au-dessus de (C) carp(x) >0
Sur 10, +oo[, (T) est en dessous de (C) carp(x) <0

c. Tracé de (T) et (©)

T)

(

If

Partie B
1. aaT_;:P>P
M - M'/HM’ = —HM

T_, est la symétrie orthogonale d'axe (0J).
b. Déterminons |'expression analytique de Ty,.
Soit (x,y) et (x',y") les coordonnées respectives de M et M’.

Le point H est donc de coordonnées (0,y).

366




ona-: {x: = mx
nha y =y (%)
Démontrons que T,,(C) c (Cp)

Soit M un point de (C) et M’ son image par T,

fn(x) =f (%’) par définition

= f(x) d'apres (x)

=ycar M € (C)

=y’ d'aprés (x)

D'ot M' appartient a (Cy,). Par suite T,,(C) c (Cp)

Démontrons réciproquement que (Cp,) < T, (C)

Soit M' un point de ( G, ). Il s'agit de démontrer qu'il existe un point M de (C) tel que M’ = T,,,(M).

Par hypothése, T,, est une transformation (donc bijective), il existe un point M du plan tel que T,,,(M) =
M'.

Il reste a démontrer que M appartient a (C). Ona:
fe) = £ (%) d'aprés ()
= fm(x") par définition

=y’ car M' € (C,)
=y d'apres (*).

Par conséquent M appartient a ( ). On en déduit que (Cp,) € Ty, (Cy). Conclusion : Ty, (C) = (Cpy).

Remarque : on peut raisonner par équivalence car T,, est bijective.
c. (C-1) =T_1(0)

(C_,) est donc I'image de ( C ) par la symétrie orthogonale d'axe (OJ).
Tracé de (C_;) (voir figure).

2. Pour tout (4,m) € R x R,
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In ) = 2, fin()dx

A em 1 ex/m
=21— ", —sdxcar ——=1—
A iem 1+ex/m 1+eX/m
iex/m

() =22—m [" B dx
=21—-m[In(1+ e"/m)]/_l/1
=22 —m[In(1 + e¥™) —In(1 + e~¥™)]
=21—-m [ln (e’l/m(l + e’l/m)) —In(1+ e"l/m)]

=21 —mlnet/m

—21-mi=2
m

Im(2) est indépendant de m.

Partie C
. aVxeR g x)=1-f"(x)

ex
(1+e%)2

=1+ >0

g est strictement croissante sur R.

b. lim,,_,g(x) = —oo car lim,,_,x = —o et lim,_,_,f(x) =1
lim, ;0 g(x) = 400 car lim,_,,x = +00 et lim,_,,,f(x) = 0.

c. g est continue et strictement croissante sur R, g est donc une bijection de R sur g(R) qui est R.
L'équation g(x) = 0 admet donc une solution unique . Il s'en suit que |'équation f(x) = x admet la
solution unique a.

1 1
Z)~019>0, (—) ~—012<0
9(4) 92

. [ 11
a appartient alors a |'intervalle [Z'E]'

2. a. f étant continue strictement décroissante,
ona: f([3:3]) = r G)ir G)]
() =5
e<9=>+Veg3

= 1+V/eg4

= r(3)>3
£(3) = e
%> 0= e/ >1
= 1+e'/*>2

= 1(3) <3
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par conséquent f (E%D c E%]

" —e¥*(14+e%*)%2+4+2e%*(1+e%)
b.vxeR,f"(x) = e

_—e*(1+e”)+2e¥
(1+e%)3
e*(e*—-1)

Par conséquent, Vx € E%] () > 0.

x % %
J ") g
1
S F€s2
1 / 2
S g2 =
vrelgigl 1 (G)<re<—r ()
sousvie [52]7ol< 2

. 1/4 1
Avec la calculatrice, on a1 ——— < 0,246 < -
(1+e1//%) 4

Vs 11 , 1
D'ou:Vvxe [Z’E]'lf ()] <Z
Autre méthode (sans calculatrice)

1/4

On peut étudier la fonction a définie sur [1,+o[ par:a(x) =———
(1+x1/4)

1x73/4(1—x1/4
O RO e

Vx € [1; +oo[,a’'(x) < 0.
a est décroissante sur [1; +oo[
d'ol: a(e) <a(l) =%

Conclusion: Vx € E%] If" ()] <%

c. D'apres ce qui précede et |'inégalité des accroissements finis, on a :

369



et 1

xelgig] @ - @l <5l -al

Comme f(a) = a d'apres l.c., on a le résultat demandé.
3. a.0Ona: U, =i;U0 € E,%]

Supposons que pour un entier naturel n, U, € E; %] Démontrons que
s i)

Ona f(Uy) € [33] d'aprés 2.a.

D'ol U, € E,%]

Conclusion:vn e N, U,, € E%]

b. En utilisant 2.c., et ce qui précede, ona: |f(U,) — al < ilUn —al.

1
vneN,|f(Uy) —al < ZlUn —al

1
~|U, — al

d'ot:vn€eN,|Uy —al < Z

1
c.OnalUy—a| <-

NI

|Up — al <

0+1
1 11
—) car U, € [—;—].
4 4° 2

ran il

|Up —al <

1

n+1
Supposons que pour un entier naturel n, |U, — a| < (Z) .

, 1 n+2
Démontrons que |U,,,1 — a| < (Z)

Ona: |Unys —al <5 |U, — | d'aprés 3.b.

1\n+1
)

1 AY 1
Dol [Upsy —al <5 % (5

1\n+2
|Uns1 —al < (Z)

. 1 n+1
Conclusion: vn € N, |U,, — a| < (Z) .

4. a.

n+1
lim (3) =0car0<i<1d'ol lim U, =a.

n-+o \4 n—+oo

1 n+1
b. vn € N, (Z) <1072 = 47+l 5 102
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=N+ 1log4 > 2

2
:n+1>@
2
log 4
>n> 232

p=3.

>n> —-1=2,32
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SESSION NORMALE 1998 Série C
EXERCICE 1

1. Voir figure ci-dessous

A\

2. a. Démontrons que r(M) = N.

r est la rotation de centre 4 et d'angle —%- On sait que {M} = (DC) n (AM) L'image de la droite (AM) par
r est la perpendiculaire a (AM) en A; c'est-d-dire (AN).

L'image de la droite (AD) par r est la droite (AB) par définition de r. (AD) est la perpendiculaire a (DC)
enD.

Par conservation de |'orthogonalité, ( AB ) est la perpendiculaire en B a |I'image de (DC) par .

Or la perpendiculaire d (AB) en B est (BC). Donc |'image de la droite (DC) par r est la droite (BC).
{M} = (DC) n (AM)
{r(M)} = (BC) n (AN) = {N}

donc r(M) = N.
b. 7(M) = N & (AM = AN et Mes(AM, AN) = —g),

donc AMN est un triangle rectangle et isocéle en A.
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AlA
D|O

a. Soit a le rapport de s
a= %. OAD étant un triangle rectangle et isocéle en 0,

ona AD = +/2A0.

Donca:m:\/—i—

A0 1 _ V2
2
Soit 6 la mesure principale de |'angle de s

0= Mes(ﬁ,ﬁ) =-Z

2

Donc s est la similitude directe de centre A, de rapport ‘/; et d'angle de mesure principale —%.
b. ACB est un triangle rectangle et isocele indirect en B.

AB

Donc Mes (AC,AB) = —% et == g Par suite s(C) = B.

c. AMI est un triangle rectangle et isocele indirect en I.

AL Q. Par suite s(M) = 1.

Donc Mes (AM,Al) = —Z et = = =

d. Lorsque M décrit (DC), I décrit I'image de (DC) par s, c'est-a-dire (OB).

EXERCICE 2
1. U estarithmétique © vn e N*,U,,; — U, =U, —U,_4

On a. aUn+1 = (a + 1)Un - Un—l (=4 aUn+1 = aUn + Un - Un—l
Donc U est arithmétique si, et sedion © a(U,,; —U,) =U, —U,_;

2. a+1
vneN, V,=U,1—U,
aV, =al,,; —al,
aV,=(@+1U,-U,_; —al,
aVy=Up—Up4

1
Vi = 7 'n-1
V est donc une suite géométrique de raison % et de premier ferme V. Vo =U; —Ug=1-0=1.

3. a. Vn_1 - Un - Un—l
Vi =Upg — Uy
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Vi=U,-Uy
Vo =U; — Uy

Vo+ Vg + -+ V5 +V,_; =U, — U, (apres addition membre a membre).

UTL =V0+V1+---+Vn_2+Vn_1 car UO =0
1-(4)"
b. vn € N*,Un :V0< 1(_(11) >

:ai1<1_(2)n>

c. |§| <1 lim (%)n =0

& limU = -+
1

U est donc convergente si |a| > 1.

4, q=2-U,=2—— (d'apres 3.b.).

- 2n—-1

<1073,

Pour avoir |U, — 2| < 1073; il suffit que Zpl_l
L <103 21> 103
2p-1

© (p—-—DIn2>3In10
3ln10

In2 +1

© p > 10,96

Sp >

Donc le plus petit entier naturel p tel que |U, — 2| <1073 est 11.

PROBLEME

PARTIE A
1. a.f(0)=4

limx—o (x — 4vVx + 4) = 4 = £(0)
x>0

donc f est continue a droiteen O .

X—fxta—4 _ limx—o (1 - i) =—®

b. limx—>0 m)%g(o) = limx—>0 — \/E

x>0 x x>0 x x>0

f n'est pas dérivable a droite en O mais ( C) admet au point d'abscisse O , une demi-tangente paralléle a
I'axe des ordonnées.
2. alimitede f en +
lim f(x) = lim Vx(vx —4) + 4 = +
X—+00 X—+00

, 2 Vx—=2
b.VxE]O;+00[,f (x)=1—ﬁ= 3;
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ffx)y)=0x=4
ffx)>0ex>4
fly<0e0<x<4
f est donc strictement décroissante sur [0; 4] et strictement croissante sur [4; +oo].

Tableau de variation de f

X

A
)| AT -

c. Tracé de (C) ; voir figure.

L od=

O

3. a. g est continue et strictement croissante sur [4; +oo[ et g([4; +[) = [0; +[ g est donc une
bijection de [4; +o[ sur [0; +oo[ Vy € [0; +0o[, 3! x € [4; +oo[ tel que y = x — 4Vx + 4.

y=x—4/x+4oy=_Hx—2)>
@ﬁzﬁ—anrﬁ—Z)O
(:)\/}=\/3_/+2
o x = (Jy +2)?
eg ' =y+4/y+4

donc I'application réciproque g—* de g est définie par :
gl =x+4/x+4

b. (C) et (C') sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x dans le repére orthonormé
(0,4, 7).

Tracé de ( C' ) (voir figure).

4 aly-f@Ily-g'®]=0

S Y-—x+4Vx -y —x—4/x—4)=0
& y2+x2-2xy—8x—8y+16=0
& x2+y?—-2xy—8x—8y+16=0

On a ainsi établi |'équivalence demandée.

M (i) EEe [-fIy-g'®]=0

e y=f@xouy=g"1(x)
o M e (C)u(Ch)
=3 M € (H).
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b.M(}) € (E) & a?+b*—2ab—8a—8b+16=10
& b +a?—-2ba—-8b—8a+16=0

b
o M(]) € (E)

La droite d'équation y = x est donc un axe de symétrie de (E).

5. Soit A |'aire de cette partie du plan.
A= [} (x— 4/x + 4)dx

Partie B

1. a Soitme]—2;2[ et M(;)

Ona: Ap Bu(757) et ApM (*772)

M(%) € (D) & det(AM, Ay, By) = 0
‘x—Z—m -m-— 2
S =0
y 2—m
Sx—-2-m2-m+y(m+2)=0

m—2
@y—mx—m+2
-2
(Dm):y=%x—m+2

b.(4,):y=x—-2m

x y=m—_2x—m+2
M (%) € (D) N (By) & T o
(:)Z—;Zx—m+2=x—2me1'y=x—2m
-4
@mx——m—Ze‘l‘y—x—Zm
2 2
& x =2 e‘l’y=—(m+2) —2m

2
_ (m+2)° m

_ m?+4m+4-8m
- 4

_ m?-4m+4
==

_ (m-2)2
T4

_ (2-m)?
=—.

d'oll Ty, (5 2 + m)% 22 - m)?).
c. (D) est la tangente a (C) au point T, signifie que :
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Tm € (C)
l Gon+2?) =15
fG(m + 2)2) = (mT”— 2)2 carm > —2

donc T,, € (C). (1)

Vx—2
vx

e On sait que Vx €]0; +o [,f'(x) =

m+2
p(m+2)®\ 572 m-2
f 4 -  m+2 - .

m+2
2

De (1) et (2), on conclut que (D,,,) est la tangente a (C) au point Ty,.

2. a.(6):y=—x

ii(*,) est un vecteur directeur de (5).

Hm(}) est le projeté orthogonal de T,, sur (& ) si et seulement si :

{Hm € (9)

THpy U =0

1 2
Ona:T,Hy, <a S+ >

b-3(m-2)>
4ol Hy, € (6)
ol y——— _,
Ty Hy,-u=0
b=-a
1 1
®{a——(m+2)2—b+—(m—2)2=0
4 4
b=-—-a b=-a
(:){a—b=2m(:){a=m
@{a=m
b=-m

donc Hp,, ()
b. F(2;2); An(*T™)

Bin (Zi)m) ; Hm (—n:n)

FA, (M) FBy(72)
Him Am(2)iH B ()

Ona FA,, = FB,, = H,, A, = H,, B,, = Vm? + 4.
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et FA,, - FB,, = —2m + 2m = 0.
Donc A,,H,, B,, F est un carré.

3.m=1/2

A1(3:0) Bip(0:3)
(D1/2) = (A1/2 B12)
(A1)2):x—y—1=0
{Ti2} = (D1y2) N (81/2).

H;/, est le projeté orthogonal de T, sur (§).

Partie C

1. a.Puisque H(}) est le projeté orthogonal de M (;) sur la droite (6 ),ona:

Heés
{W -1 = 0 avec U( ') vecteur directeur de (6).

b=-a

:{W-a:o‘:’ {(x—a)—(y—b)=oc°'”m(§:3)
{ b

)

= a+bi=%(x—y)+%(y—x)
= a+bi=%(x+yi)+%(—y—xi)
z—izZ

S a+bi= .
2

Donc le point H d'affixe Z_lez est le projeté orthogonal de M sur (6 ).
b. d(M, (§)) = MH = |z — zy| = |z—

z—1z
2

z+iz
2

dM, (6)) =

z+iZ
2

2. a.

|=1z— 2 +20)

& |z+iz|? = 4|z — (2 + 2i)|? - Posons z = x + iy avec (x,y) € R?;
alors z + iz = (x + iy) + i(x — iy)

=x+y+i(y+x)

etz—(2+2)=(x—-2)+i(y —2).
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D'oll |z +iz|? = 4|z — (2 + 20)|?

S x+YI+ @ +x)?2=4(x—-2)2+(y—2)*

©x2+y?—2xy—8x—8y+16=0

oM (;) € (E). Donc (E) est bien I'ensemble des points M dont |'affixe vérifie Z+2iz_z = |z — (2 + 20)|
b. |2 = |z — (2 + 20)| & d(M, (6)) = d(M, F)
d(M,(8)) _
d(M,F)
(E) est donc la parabole de foyer F(g) et de directrice ( 6 ) d'équation: y = x.
// {54)
o
lo // A
/ (A,)
5
S F (C) —
X il ek
pIE B
i 3
o /
7 J/Tx) 5 10
// s \\E\D"Z)
/ ......... R T I8 10
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1997 série C

EXERCICE 1
1. a.Onremplace p par -1 et g par -1 dans |'équation (E) et on obtient:
p-7qg=-114+7=—4

donc (—1,—1) est une solution de E.

b { Up=7q=-4 o 1p+1)-7(q+1) =0

11(-1) - 7(-1) = —4

©11(p+1)=7(q+1).(»)

Donc 11 divise 7(q + 1). Comme 11 et 7 sont premiers entre eux, alors d'aprés le théoréme de Gauss, 11
divise g + 1.

Par conséquent il existe k € Z tel que : g + 1 = 11k;

On obtient g = —1 + 11k.

En remplagant dans la relation (*),q par —1 + 11k on obtient p = —1 + 7k.
Do les solutions de (E) sont Iés couples (—1 + 7k, —1 + 11k) ol k € Z.

2. a(F): x€Z2x=3[7].

Calculons 2x suivant les classes de congruence modulo 7.

x |0|1[2|3]4]|5]|6

2x |0 (24|61 ]3]5

Par conséquent : 2x =3[7] © x =5[7] © 3I3s€Zx =5%7s.

S(F) = {5 + 7S,S € Z}
(6): x € Z,9x = 4[11].

Calculons 9x suivant les classes de congruence modulo 11.

x [([0Of1]2|3|4|5|6|7|8|9]10

9 (0|97 |5|3|1|10|8|6|4] 2
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Par conséquent 9x = 4[11] © x = 9[11]
o 3teZ/x =9+ 11t

S(G) = {9 + 11t,t € Z}

b. Les solutions du systéme sont les nombres qui sont a la fois solutions de

(F) et de (6).

x=54+7s

x =9+ 11t, (s, t) € Z?;
11t —7s = —4
x=5+7s

Cela revient a résoudre {

ce systéme se ramene a : {

{t=_1+7ke‘r s=—1+11kk€ezZ

x=54+7s

Sx=-2+4+77k

Les solutions du systeme sont les nombres entiers relatifs x qui s'écrivent :
x=—-2+77k avec k € Z.

EXERCICE 2
1. Ilya10 boules dans I'urne. Il y a 4 cas favorables a |'événement "obtenir une boule blanche", la
K 7’ /7 / 4 2 4 V4 .
probabilité de cet événement est alors : p = — = - éléments parmi 10 est :
64-
P=1"1gs

Nombre de cas possibles : C%, = 45.
Il y a C3 possibilités de tirer 2 boules blanches et C2 possibilités de tirer 2 boules rouges.

Nombre de cas favorables CZ + CZ = 15+ 6 = 21.

, T s 7 21 7
Par conséquent la probabilité de cet événement est p = - = —.

3. a. 1™ méthode : il s'agit d'un enchdinement de 4 épreuves indépendantes aboutissant a 2 issues.

S : "obtenir une boule blanche"

S: "obtenir une boule rouge"

p(S) = et p() =;

C'est un schéma de Bernoulli. La probabilité de tirer exactement 2
boules rouges est :
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P2 = x () x (2)

_ 6X9x4 _ 216

625 625

b. La probabilité d'obtenir au moins une boule blanche est :

4 (3)4 544
P=275) ez
2° méthode : on considere qu'un résultat est un 4-uplet; a chaque tirage il y a 10 choix possibles. Donc le
nombre de cas possibles est 10*.

a. Soit E |'événement, tirer 2 boules rouges exactement.

Cix62x4”> 6x9x4

E) =
p(E) 104 625

b.Ily a 6* possibilités de tirer uniquement des boules rouges a |'issue des 4 tirages. La probabilité de

6

4
I'événement "aucune boule blanche" est : p = (1—0) . L'événement "tirer au moins une boule blanche" est

I'événement contraire. Donc sa probabilité est :

p=1—(ﬁ)4=1—§=%

PROBLEME
Partie A
1. Vx E]O,+OO I:,g’(x) :lnx+x7_2+1:2(xx_1)+lnx

2. Pour connditre le signe de g'(x), calculons g" (x).
iy =2 41
Onag'(x) ==+
Vx €]0; +oo[, g""(x) > 0.
Donc g’ est strictement croissante sur 0, +oo|.

Comme g'(1) = 0 on peut conclure que :
g'(x)<0e x€]01]

g'(x) >0 x€]l,+o]
gx)y=0ex=1

Alors, g est strictement décroissante sur |'intervalle ]0; 1] et strictement croissante sur [1; +o|.
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D'ol le tableau de variation de g.

X
£'(x) — 0 i

8 (\) \ : /

3. g admet O pour minimum absolu ; donc pour tout x €]0; 4+oo[, g(x) > 0.
Partie B

. x?
1. a lim,,ef(x) = +o car {hmx*“’ 1o T
lim,_,,Inx = 400

lim,_ox%Inx =0

b. - lim,_q f(x) = lim,_, [(lenx) ﬁ] =0 car { 4 lim,_q f(x) = f(0) donc f est continue a

lim,._, 1 -
x20 g
dr'oi‘re en 0 .

Inx

lim,,,—=1_, .
e lim,,f(x)= limx_,lxzi% =1car {;mx 1 *=1 lim,_,, f(x) = f(1) donc f est continue en 1
My X~ =
) ¥ lim,_oxInx =0 ,
= lim,_, [(xln x) ;] =0 car {lim 1 _ 4 f est donc dérivable a droite en O

X201
et f'(0) = 0. La courbe (C) admet une
demi-tangente horizontale au point d'abscisse O .

d. Soit (T) la tangente a (C) au point d'abscisse 1. Une équation de (T) est :

3 3 1
y=5(x—1)+1<:)y=53€—5
2. a.Vx €]0; 1[U]1; +oo],

flx) =

2x(x—1)—x?
(x-1)?
X

12 [(x = 2)Inx + (x — 1)]
X

(x_1)2 ’ g(x)

x
lnx+;

x
(x—1)2

b. Pour tout x €]0; 1[U]1; + [, g(x) > 0 et > 0 donc f'(x) > 0.

De plus f est continue en 1 et continue a droite en O .
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Donc f est strictement croissante sur [0, +oo[

5% O 1 +oo
s o + 3 +
“+o0o
__’___/——-——7
JC) s 1

c.0<x< 1= f(0) < f(x) <f(1) car f est strictement croissante, donc 0 < f(x) < 1.

d. voir figure a la fin du probleme.

Partie C

alors A représente |'aire de la partie du plan délimitée par (C), |'axe des abscisses et les droites
d'équations x =0 et x = 1.

n+1
2. a. Hh(t)=t"(lnt—i)+t L= tMn¢t
n+1 n+l t

H, est une primitive de t ~ t"'In(t) définie sur ]0; +oo|.

b.I,(a) = J ff:tnln(t)dt =H, (3 +a)-H,(3-«a)

(lim (% + 0() =1
5 donc limH, G + a) =
n+1 a3
Uimt—u Hy () = lim;_,4 Zj(ln(t) - ﬁ) - (n+11)2 ’ <

__
(n+1)2

lm (5 ) =0

<

tn+1

. i L [in+1 _ _
ligta (6) = lim 25 [ Hne = 5] = 0

d'ot Li_ran G— a) =0.
2

<

__r
(n+1)?%’

Alors lim I,,(a) = - Par conséquent [, =
a-=>
2

<

_ 1
(n+1)2
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3. a

tZ2(1-t"

t2+t3 4t = %
tn+2 tZ
T 1 t1

n+2

2
d'oll === —(t? + 3 + -+ ") +

1 1
~ta t2 ~+a
2 2 2 3
A(a) = f%_a t_lln tdt = f%_a ( te—t

1

+2

e _gn1
—t™ 4+ Y In(e)de

1 1 1
~ta ~ta ~ta Sta gn+2
=—[2 t’ntdt— [2  t}ntdt—--— 2 t""Untdt + [2  —Intdt
2@ 2@ PR z7a t1

= —1,(@) = 15(Q) .~ lpua (@ + [ " F (Ot

b.-D'aprées B-2,0 < f(¢) < 1.

Alors 0 < t™f(t) < t™ pour tout t appartenant d10;1[ d'ot 0 < [

e Soit F une primitive de la fonction t = t™ sur [0; 4oo].

Alors [ ae = (3+ ) =7 (- a)

Posons pour a € [0;%],G(a) =F G + a) —F G— a)

onaG’(a)=F’(%+a)+F’G—a)

=(G+a) +(G-a)

ae[0;%],d'o£|%+a>06'r%+a>0;

1
2
1
2

I fde<

par conséquent G'(a) > 0. G est donc strictement croissante sur [0%]

Alors : Va € [o,%],a(a) <G (%)

1

Cest-a-dire F (3 +a) - F (5 —a) < F(1) = F(0)

1
—+a 1

& ff_a thdt < [, thdt
2

1

1
N —+a —+a 1
dot0g 2 thdt< [2 thdet < [ thdt
1, la 0

2

C. A@@) +1,(@) + 4+ 1y (@) = [ f_Jr;tn f(©dt d'aprés C.3.a.
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D'oll le résultat

0< A(@) +1,(a) + -+ I,(@) < [, thdt

fenae = [ n+1]1_;
or [, thdt = |—t et

On obtient alors la conclusion demandée :
0< A@) +Ix(@) + -+ In(@) < —.
Par passage a la limite on a :

. 1
0< llma_%( A(a) + L(a) + . +In+1(0£)) < oy

"N 1 1 1 1
d'oll0 < A= (+5+ "+ om) <7

Onalim,_, [A — (3% + 4% 4+t ﬁ)] = 0 d'apres le théoréme des gendarmes.

] \ : 1 1 1
D'ou A=lim,_ e (3_2 + 22 Tt (n+2)2)

. 1 1 1 1 1 w2
d. Orllmn_)+oo (1+2—2+§+E+5—2+-..."+W):?

. 1 . 1 1 1 1 w2
Par consequent 1+ — + im0 (3_2+E+5_2+"""+m)__'d oOUA=——-1—-=

2
T
A=C—
6

NI




CORRECTION SESSION NORMALE 1997 SERIE C

EXERCICE1

1 ajy= f:/3cosxdx = [sinx]?/® = &

2
vneN*, |, = f:/3 (sinx)™cos xdx.

Pour n € N*, posons u(x) = sinx

u'(x) = cosx

Alors (sinx)"cos x = u™(x)u'(x).

Donc une primitive de la fonction x ~ u"(x)u’(x) est la fonction

1 n+1
X o ——u (%).

Ona:J, =

1 orre n+177/3
— [sinx)™ 7],

Jo =B L(E)OH donc vn € N, ], =L(

n+1

.2
bty —lIp= [ ° S gy — [ 2

Cosx

—cos? x

Zx — /3
= —dx = fO dx

Cos x

/3 (sinx)"+?

(sinx)™
n>1 -l =,

dx

dx—f:/g

CoSx Cos X

(sinx)™

COoSXx

= f0"/3 (sin®x — 1)dx

sinx)™
= —f:/3 !cosz xdx

COoSXx

= _f:/s (sinx)™cos xdx = -],
Lt
iz —ln = ——=(%)  pourn>1

n+1

Donc vn € N, Ipyp — I, = _ﬁ(\/;)
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2. a1y =[] ax

On pose u(x) = cosx,

/ o sinx _ —u'(x)
u'(x) = —sinx donc cosx = ulo)
/3 u'(x) 3
L= —f" 28 dx = —[In [u@)I]5/

0 u(x)
L =—(n;-0) d'oil; =In2

b.D'apres1b, I3 —1I; = —%x (—

\

ls=1;—= d'oll; = —>+In2

3. a. 2cos (;—C + %) sin (;—C + g) = sin [2 (g + %)]
= sin (x + g)

Autre méthode :

X
COSJC:COSZ(E)
X . X
= cos?= —sin?=
2 2
X . X X . X
= (cos— — sin —) (cos— + sin —)
2 2 2 2
1 X 1 . x 1 X 1 . x
:\/2(—Cos———sm—)\/Z(—cos— —sm—)
73085 — 55105 7zC087 T 75Ny
X T .. X . T X . T T . X
=2 (cos—cos— — sm—sm—) (cos—sm— + cos—sin —)
2 4 2 4 2 4 4 2

D'ol Vx € R,cosx = 2cos (= + Z)sin (= +Z
2 "4 4

2
Vs ’ _1 1
b.Vvx € [O;;],u (x) —5@

T e
- -
cos“|—+— Sin —
271 27a
w1y 1 1
u(x) 2 cos(’z—f+g)sm(’2—‘+5) cosx
d'ol f(x) = L;'(%)

Par conséquent une primitive de f sur [O;%] est
\ X T
Fix = In|u(x)| ou u(x) = tan (5 + Z)

C. 10=f0n—/3 !

Cosx
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V3+1

V3-1

tana+tanb

d'ou Iozln( )cartan(a+b):

Ona:l,—1I,= —? (d'apres 1.b.)
Dol I, = In(v3 +2) — 2

3
Ona:l,—I,= —i(ﬁ) (d'apres 1.b.)

2

1. 3 3 3
=3B
3 4 2 8

d'od I, = =2 + (3 +2).

EXERCICE 2

1L (BCO)//(PQ)
(BP) N (QC) = {4}

1-tanatanb

I =In(v3 +2)
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2. a. Construction de B, et de C; (voir figure).

)

QWO ">

e B, est tel que (BQ)//(CB,) et B, € (4B)
*C, est tel que (BC;)//(PC) et C; € (AC)
b. si k est le rapport de h alors AC = |k|AQ et BB, = |k|BP
or AQ = BP, donc AC = |k|BP = BB,
Par conséquent, AC = BB;.

3. RST est un triangle.

I et ] sont deux points tels que :
[(AD//(ST)

{I € (SR)\{S; R}

] € (RT)

RJ = SI
a. RST est isocéle en R.

Soit I et ] les milieux respectifs de [SR] et [RT].

On a bien:

1))//(ST)

1€ (SR) — {S; R}
] € (RT)

RJ = SI

Les points I et ] sont des solutions au probleme posé.
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b. RST est un triangle tel que RS # RT.

Soit S; un point de [RS) tel que S; = RT.
Soit J le point de (RT) tel que (SJ) // (TSy).
I est le point de (RS) tel que (IJ) // (ST).

Soit h I'"homothétie telle que :

koe
— e |tn | A

avec SS; = RT.

D'apres les premieres questions, en prenant :
R pour A

J pour C

S pour B

I pour By,

OnaSI=R]

391



PROBLEME
Partie A
1. ContinuitéenO

é%xlnx =0
llmf(x) = 11m Xln(x) =0=f(0) car { x>0

x>0 x>0 i"l:%(x + 1) =1
Donc f est continue en 0.
Dérivabilité en O
fe)—f0) _ . Inx _ limlnx = —co
¥ x—0 x4l car lim(x+1)=1
x>0 x>0 x-0

donc f n'est pas dérivable a droite en O .

2. Vx €]0; +oo[; (p(x) =In(x) +x+ 1.
a.VxE]R*,cp(x)=;+1.

et Vvx e R**, ¢'(x) > 0 donc ¢ est strictement croissante sur R*,
b. limx-o@(x) = —oo et lim,_,, o, p(x) = +oo.
>0

@ est une fonction continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et tel que ¢(B8) = 0.
Ona ¢(0,27) ~ —0,04 et ¢(0,28) ~ 0,007

©(0,27) x ¢(0,28) < 0 donc B €]0,27;0,28.

[In(x)+1](x+1)—xIn(x)
(x+1)2

3. a.Vx €]0;+oo| f(x) =

__ xIn(x)+In(x)+x+1-xIn(x)
- (x+1)2

P(x)
(x+1)2"

donc Vx €]0; +oo [ F(x) =

f'(x) a le méme sighe que ¢(x).
BIn(B)
b.f(B) =41

9(B) =0 In(p)=—B—1
Donc f(8) =ECED — _p

B+1

¢ limyy o0 £ (%) = liMys 4o (ﬁ : 1nx) = too,
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d. Comme ¢(B) = 0 et ¢ est continue et strictement croissante sur ]0; + o[ alors, Vx €]0; B[, (x) < 0 et
Vx €]B; +oo[p(x) > 0. Par suite f est strictement décroissante sur ]0; 8] et strictement croissante sur
[B; +oo[. d'ol le tableau de variation de f.

AN k&

0
rofl T~

4. Construction de (C) (voir figure).

b [0) B ~+00
4

“+o0o

3
2 : I ' ) : . : Z (&)
' ' ' . ' ,-——rw"—""u_'—”’_h«l_‘— '
il . ' ] ' 1 ' *‘L"“_,."—'T’ﬁ“‘»z . ' ' '
; . . S e j . : ; :
_}' ; : : D - ; i " ] \
R : SRS : 1 ' !
j e SRS e i3 (10 .
e : o ‘
oh_—", , s i i
“i—>. o ; : (:X.z ; . ;
Partie B

1. a. f est continue et strictement croissante sur [B; +[ et f([B; +[) = [-pB; +=[. f est donc une
bijection de [B; +oo[ sur [—f; +oo].

1 € [B; +oo[ donc |'équation f(x) = 1 admet une solution unique a dans [B; +oo|.
[3;4] < [B; +oof

f(3)~082et f(4) ~1,1

fB<KISf@

f étant strictement croissante, ona: 3 < a < 4 c'est-a-dire a € [3;4]

. _ xIn(x) _
b. vx €]0; +o0 [ f() =1 22 =1

o xln(x) =x+1

1
< In(x) = 1+;



+

1
donc les équations f(x) = 1 et x = e'*x sont équivalentes.

1
2. a.Vx €]0; +oo [,g’(x) = ——el*x

x2

ona: Vx €]0;+oo[, g'(x) <O0.

Par conséquent g est strictement décroissante sur ]0; +oo[.
b.x€[3;4] ©® 3<x<4

N
= RIR
+ A

RIRLrWlFR

s
S o< <

B S N
W |

1
la fonction exponentielle étant strictement croissante sur ]0; +oof e%/* < e'*x < /3 & e%/* < g(x) < e*/.
e>/* =349 et e*/3 =379 d'ol [e5/4e*/3] c [3;4]

d'ot Vx € [3;4], g(x) € [3;4]

’ 1 1 1
c.Vx € [3;4]9 (x) = —;el-'-x = —;g(x)

or0<gx)<4 e‘r% <%donc lg' (x)] <%

d'oll vx € [3;4], lg'(0)| < 3.

3 {UO =3
" WVneN,Upyy = g(Uy)

a. Uy = 3,U, € [3;4]. Supposons que pour un entier naturel n,U, € [3;4] et démontrons que
Un+1 € [3;4].

Upe1 = g(U,) or Vx € [3; 4], g(x) € [3; 4] donc si U, € [3;4] alors g(U,,) € [3;4] c'est-a-dire U, € [3;4]
d'ot vn € N,U,, € [3;4]

b. g est dérivable sur [3;4],« € [3;4],U, € [3;4] et Vx € [3;4],]9' (x)| < % donc vn e N, |g(U,) — g(a@)] <
%lUn —a| |Upyr —al < %lUn — a| d'apres |'inégalité des accroissements finis.

1
En utilisant |'équivalence e'*x = x & f(x) = 1 (voir 1.b.), on a g(a) = a. Démontrons par récurrence que

VnEN,lUn—algzin

Pour n = 0|Uy — a| = |3 —
3<a<4donc —4<-a<-3
-1<3—-a<0

d'ot |3 —«a| < 1.

. 1 , 1
Supposons que pour un entier naturel n,|U, — a| < g et démontrons que |U,,; — a| <

= 2n+1
Or U,y —al < %|Un — a| (d'aprés 3.a)

1 1
donc |Upq — | < >%X5n
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[RRY 1

N on+t1t

Donc vn € N, |U,, — a| <
c. lim, 4o (Zin) = 0 donc lim,,_, , o (U,) = a
d. U, est une valeur approchée de a a 1072 prés si |U, — a| < 1072,

Comme |U, — a| < =, il suffit que <1072

zn'
2" > 107

nln2 > 2Iln10

2ln10

In2

nz

2In10
In2

~ 6,64 doncn>7

Partie C

1. neN*D'aprés A.3.d., B > 0 et f[0; B[) = [-pB; 0[ donc |'équation f(x) =n,n'a pas
de solution dans [0; B].
f est une biact

f est une bijection de [B; +oo[ sur [—f; +o[ et n € [-f; +o[ donc il existe
2. a. f(an) =n
f(e™) =

n
e™+1 en+1 1 dOhC en+1 sn

d'ol f(e™) < n c'est-a-dire que f(e") < f(a,) - f est strictement croissante sur |8; + + o[
donce*<a,carn>1=>e" >e>e" > p.

b. f(ay) = 22en) -

ntl

apln(ay) ne In(ay,) _n

ap+l 1+a,  an
n
< In(a,) =— (1 +a,)
2 (1+a
S a, = e ( "
71
S a,=emXe
a n
n __
(=4 e_" en
a n
© In (—") =—
em an

CVNnEN a,>e" >0 0<—<~o0<tgl

an en an em
. n [IAY ] \ ’ \ . n
lim,, 4o (e_") = 0d'ou, d'apres le théoréme des gendarmes, lim,,_, o, (a—) =0
par conséquent lim,,_,,In (Zﬁ) =0d'ol lim, ;e (—n) =1.

(@) N est donc une suite qui converge vers 1.
NneNx*

en
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CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1996 SERIE E

EXERCICE 1

1. a.La composée d'une rotation d'angle non nul de mesure a et d'une translation est une rotation
d'angle de mesure a.

Donc f est une rotation d'angle de mesure g
b. t(0) = 0’ et r(0") = 0'donc f(0) = 0'.

Par conséquent I'image de ( () par f est le cercle (C ') de centre O ' et de rayon R.
c. f est la rotation de centre Q et d'angle de mesure =.

Comme f(0) = 0',Q est tel que Q00’ est un triangle équilatéral direct ; ce qui permet de construire Q.

Construction de Q (voir figure).

. (oM =s™m’
2. G.f(M)—M <:>f(M)—M (= mes(QM’,QM’)=§

OMM' est un triangle isocéle ol mes(QM, QM’) = =.

Il est donc un triangle équilatéral direct.

b. (2 I)est la bissectrice de |I'angle (W; QM’) donc mes (M, Q) = % QMI est un friangle

T

rectangle en I et mes(QM, Ql) = z

T Ql _\/§
A )
3

QI=§QM

Cette similitude directe S, de centre Q, a pour rapport g et pour angle de mesure %

c. Déterminons S(0).
Q00’ est un triangle équilatéral direct.

Soit ] le milieu de [00']. Ona:

{mes(QZOX, ﬁj) =z

6
Q] 3
Qo 2

donc S(0) =]
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Lorsque M décrit ( C ), I décrit le cercle (C" ) de centre ] et de rayon ? R.

. . 3v3
Construction : on construit le cercle de centre J et de rayon %_ cm.

Tl L ]
2O e
i 4
/| \
O M
> A
N 0l
7\
R L L .
b Pl SN ~L N
/ N1 LN
S~
f =
. ! (e Y 5
(N / L
e W /4
N A 17| 1A
A By
VI (&)
/A N
Ol
/
> P
_.I( (:/,1/") o= =
R L

EXERCICE 2
Posons E = {1;2;3; ;49; 50}.

Soit QO |I'ensemble des résultats. Q = E X E. Donc Card Q = 50 x 50 = 2500

50 1
1. G.P(a=b)=m=§

En effet I'ensemble {(1,1);(2,2); (3,3); ...; (50; 50)} a 50 éléments
b. {(a,b)/a+ b =20} = {(1;19); (2;18); (3; 17); (4; 16); (5; 20);
(6; 14); (7; 13); (8;12); (9;11); (10; 10); (11; 9); (12; 8); (13; 7). (14; 6); (15; 5); (16;4); (17; 3); (18; 2); (19; 1)}.

Ily a 19 cas favorables

P(a+b=20)=m

c. Ily a 36 nombres entiers compris entre 15 et 50 . Pour chacun de ces entiers, il y a 50 couples
solutions. Par conséquent, le nombre de couples (a, b) tels que b > 15 est 36 x 50.

36%50

2500
_ 36
T 50
_ 18
T 25

P(b > 15) =

d. {(a,b)/b > a}
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Sia=1,onab50 couples solutions
Sia =2,ona49 couples solutions
Sia =49, ona 2 couples solutions
Sia =50, onal couple solution.

Le nombre de cas favorables est

504+494+48+ . 424+1= 50“2*50) = 25x51
25%51
P(b > a) =5
_ 5L
~ 100
=0,51.

2. Soit E |'événement : " b > a " est réalisé au moins 2 fois.

E est |'événement : " b > a " est réalisé au plus 1 fois.
P(E) = C2(0,49)5 + C%(0,51) x (0,49)*

P(E) ~ 0,18.

P(E) = 1 - P(E)

P(E) =~ 1-0,18.

P(E) ~ 0,82.

PROBLEME
Partie A
1. Pour toutn €N,

Df, = R.
Vx ER, —x €ER, et f,(—x) = f,(x) donc f, est paire

. . . 1 .
2. limy,_q \/%7 =0 car limy,_,V1+x2 = +00 limy, ;o Nere-ia Ocarlim,_ V1 + x2 = 400,

Par suite lim,,_. f(x) =0 et lim,_, .o f(x) =0

—2X

vx ER, f'(x) = 2222

1+x2

X
- (1+x2)V1+x2
fox) =0 x=0
fox)<0e x>0

fo(x)>0ex<0
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fo est donc strictement croissante sur | — «; 0] et strictement décroissante sur [0; +oo].

Tableau de variation de f,

X 1
fo'(x) ¥ 0. -
), ¥

On remarque que la droite d'équation y = 0 est asymptote a (C,). Construction de ( C, ) (voir figure).

3. Cherchons les solutions de I'équation: Vx?"*2 ve N*, f,11(x) — fn(¥) =0 fri1(®) — fn(x) =0 &

X2n+2 in
V1+x2 N Vi+x? =0
in 2
m(x —-1)=0
Sx=0oux=1oux=-1.

=4

o« 1> 1£0)=0;£0) =1
o n>LAM =20 =2

V2

e n>1f,(-1)= g:fo(_l) =3

Donc toutes les courbes C,(n € N) passent par les points A (1;%) et A (—1,?).
4 n>1
Vx € R, f,,(x) = x5 (x).
2nx2n-1 x2"(~x)

’ _
W) = A T G
 2na?1(14x%)—x 20t
- (1+x2)V1+x?
_ x?" 1 (2n+2nx?-x?)
(A+x2)V1+x?
(2n-1)x?+2n]x?""?

|
) = e

5. a.Vx € R*, f,(x) = = x
. a. vx yJ1 X) = -
VIHE ) L
lim f(x) = lim —= =+
X—>—00 x——oo |1
x2
lim fi(x) = lim = +o0
X —+400 |1
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x4

!
2
V1i+x |x|\/iz+1
X
3

Vx € R, fo(x) =

—x
lim,_o fo(x) = lim,_,_o = +o00

—+1

s

X3

limy sy 00 f2() = limys oo ———=
’ 1
X2 +1

, o (%+2)x
b.vx eR,fi(x) = T

= 400

fix) =0 x=0
fix) >0 x>0

fi(x) <0 e x <0 f; est donc strictement décroissante sur | — w; 0] et strictement croissante
sur [0; + oo

Tableau de variation de f;

+00

S'1(x) =

fi(X) +00 \

o —1olo

+
//4—00

(3x% + 4)x3

(1+ x2)V1 + x?
L(x)=0x=0

Vx € R, fi(x) =

(x)<0ex<0
fL(x) >0 x>0
f» est donc strictement décroissante sur | — ;0] et strictement croissante sur [0; +oo[

Tableau de variation de f,

X — 00 0 +00
A ® - 0 "
o et e T
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x2

C.—fl(x)—x=m

_ x2—xV14x?2
T VitxZ
_ x(x—V1+x2)
T Vita?

_ x(e—vV1+x2)(x+V1+x2) —x
- Vit+xZ(x+V1+x2) - Vi+xZ(x+V1+x2)

X

= pour x # 0.
x| xiz+1(x+\/1+x2)

1
lim, 0 f(x) —x =limy, o -
/x—2+ 1(x + V1 +x2)

=0 car limy_, ;o /x—12+ 1=1etlimy;eox + VI+x2 = 400,

limy 0 f1(x) — x = 0 donc la droite (A) d'équation y = x est asymptote oblique a (C;) en +oo.

e Position de (C;) par rapport (A).
—X

T Vit 2(x+ Vit D)

fix)—x=0ex=0
fix)—x<0ex>0
fix) —x>0x<0

VxR, fi(x) —x

Sur ] — o; 0[, (C;) est au-dessus de (A).
Sur 10; +oo[, (C;) est en dessous (A). (C;) et (A) se coupent au point O.

e Construction de (C,) et (C;) (voir figure).

PARTIE B

neNI, = [, fu(x)dx

1. Vx€eR,f(x)>0doncVx € [0;1],f,(x) > 0.

Par conséquent I,, > 0.

" 1 xzn
Z.HEN,In=IO ﬁdx
0<xK1
>0<x?<1

21<1+x?<?2

S5 1<J1+x2<V2
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= —< <

2 Vi+x2

xZn xZn 5

— < < xt

V2 N1+ x2

2n 2n

1X 1 X 1 9n
:foﬁdngo 1+x2dx<f0x dx

1 1
2n+1 x2n+1 ]
0

X
= |——| <L <|——
[(2n+1)ﬁ0\ ”\[2n+1

L < <2

5 — ——
@n+1vz ST TS 2n41

1 1
3. lim ———=lim —=0
) X=+® nt1)V2 X=+® ongq

D'apres le théoreme des gendarmes lim,_, 1, = 0.

4. a.f, est décroissante sur [0;1]
Vx € [a;; aj44]
fo(ait1) < fo(x)
f;Hl fo(aiy1)dx

i

fo(a;)
[t fotoydx < [ foladx

n N

[ai41 = ailfolaiss) < [, fo(0)dx < [ains —ailfo(a)

ora;;; —a; =0.2.

Donc 0,.2fo(ais1) < f 4, fo()dx < 0,2fy(ay).

b. fo(x) = ==

0,98 < £,(0,2) < 0,99

0,92 < £,(0,4) < 0,93

0,85 < £,(0,6) < 0,86

0,78 < £,(0,8) < 0,79

0,70 < f,(1) < 0,71

lo = [, fo(x)dx

= [ fo()dx + [ 5 fo(x)dx + [ oy fo()dx + fos fo(O)dx + [ oy fo(x)dx
02[f,(1) + f5(0.8) + fo(0.6) + fo(04) + fo(0.2)] < Ip < 0,2[5(0,8) + £,(0,6)
+£0(04) + £5(0,2) + £,,(0)]

0,2 %423 <], <0.2x4,57

0,846 <1, £ 0914
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1 x2n+2

5. a.ne€ N, I,41 = fO ﬁdx

X

Posons U(x) = x?"*1 et V'(x) = Nerewd

Ona: U'(x) = (2n + 1)x?"; choisissons V(x) = V1 + x2,

1
lyyq = [xZ"“\/ 1+ xz] - f01 (2n + Dx?"y1 + x2dx
0

1+ x?
= —f01(2n+ 1)x2n X(l—\/sz)dx +\/§
X

1 x2n+2

2n
=\/§—(2n+1)[f01—1x+x2dx+f0 —

X
1+ x2
=VZ2-(Cn+ 1)U, +1,+1)

vn €N, Iy =vV2—2n+ D, + L)
b.I, =v2— (I, +1)

L=vV2-1,—-1
2, =2 -1,

1
IIZE(\/E_IO)

On sait que 0,846 <1, < 0,914

-9,14 < I, < —0,846

1,414 <2 < 1,415

0,500 < V2 — 1, < 0,569

0,25 <-(V2—-1;) < 0,2845
(

V2 — 1) < 0,29

N[RrDN]|R

0,25 <

C ——

_-__------__-_1___________-

1

1

:

1

I

i
—

£l

1

:

:

(

[~

i

:

:

:

:
> 1

1

:

:

H

1

:
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CORRECTION SESSION NORMALE 1996 SERIE E

EXERCICE 1
1. a. Sur une ligne, il y a 34 nceuds or, il y a 34 lignes qui contiennent les noeuds. A Donc le nombre de
neceuds est 34 x 34, c'est-a-dire 1156 (voir quadrillage).

b.1.Le quadrilatére AIMJ est un carré. Donc M est sur la diagonale [ AC]. Or sur cette diagonale, il y a 34
noeuds.

Soit P, cette probabilité.

P = 34 _ 1
17 34%x34 34
b.2. Si le périmetre est 24 cm, alors le demi-périmetre est 12 cm.

Les neceuds concernés ont donc pour couple de coordonnées :
(1;11); (11,1)

(2,10); (10,2)

(3,9); (9,3)

(4.8); (84)

(5,7);(7.5)

(6,6).

Il'y a donc 11 noeuds. Soit P, cette probabilité.

11
P, =——.
27 1156
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2. S, =14+2+3+..+(n—-1)+n.
a. S, est la somme des n premiers termes consécutifs d'une suite arithmétique de raison 1 et de
premier terme 1.

on () ()

A =997

o n?+n—2450<0

n, = =50 et n, = 49 donc n €]0; 49].

Il y a donc 49 entiers naturels non nuls n tels que S, < 1225.

3. a.D'apres 2 ., il y a 49 valeurs de k pour que S,, = k. Appelons P; la probabilité du "succes".

49 1
Py = —— =—,
1225 25

b. Appelons P, cette probabilité.

Po=ci() () + et (3) () e )

_ 10X24%+5x24+1
255
_ 5881
4™ 9765625
EXERCICE 2

Posons P(z) = (1 — 6i)z2 — (17 + 8i)z — 33 + 30i

1.
a. P(=3) = (=3)% + (1 — 6i)(=3)2 — (17 + 8i)(—3) — 33 + 30i

= —27+9+451—33+i(—54 + 24 + 30)
=60 — 60 + i(54 — 54)
=0

Donc -3 est une solution de |'équation (E). z, = —3.
b. P(z) = (z + 3)(az? + bz + ¢). Déterminons a, b et c par division euclidienne.

22+ (1-6)z2—(17+8i) z—33+30i |z+3

23 +3 22

(2—6i)z>= (17 + 8i) z—33 +30i [ 2° = (2 + 6i) z— 11 + 10i
(2—6i) 22— (6+18i) z

(~11+104) z—33 +30i

(=11+10i) z—33 +30i

0% 0
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Résolvons |'équation z € C,z% — (2 + 6i)z — 11 + 10i = 0(x)
A=[—(2+60))]% —4(—11+ 10i) = 12 — 16i
Cherchons les racines carrées de A. Soit § une racine carrée de A.
Posons 6 = x +iy. Ona 6% = x? — y? + 2xyi; |62%| = x% + y?
|12 — 16i| = V144 + 256 = 20.

x2+y?2=20 x2 =16
s2=Ae{x2—y2=12{y?=4

xy <0 xy <0

8, =4 —2i et 5, =—4+2i. Les solutions de I'équation ( *) sont donc :

2460 +4—2i _
2= T —342i=gz
2
2+6i—4+2i _
= =-lt+4i=1

Donc I'ensemble des solutions de (E) est :
{=3; -1+ 4i;3 + 2i}

2. a.z9g=-3;2z,=—1+4i;z, =3 + 2i

Mo(5 )M (5 M(3)

.
o
| N
i o
/
( ...... 19 \
\ .................. // Z !‘!_; [
Ml // : .’!_.
] \"'Mz /r
| /»’ o e
Mo I
o3
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b. M;Mo(7%) MyM,( %)
M;M, = V4 + 16 = V20 = 2V5
M;M, =16 + 4 =20 = 2V5

e M;M; MjM, = —2 x 4 + (—4)(=2) = 0.
M;M, = M;M, et M;M,, L M;M, donc le triangle MyM; M, est rectangle
et isocele en M;.

3. a. Soit K le milieu [M;M,]. G est le barycentre des points pondérés (M,, —1) et (K,2).
Onadonc: —M,G+ 2KG =0

—M,G + 2KM, + 2M,G = 0

M()G = ZMO K
Donc K est le milieu du segment [M,G]. Par conséquent G est le symétrique de M, par rapport a K.
Méthode de construction de G

Construire le milieu K de [M;M,] puis le symétrique G de M, par rapport a K.
b. —-MM3 + MM? + MM2 = —GM3

& MG? — GM3 + GM? + GM3 = —GM?

© MG? = GM2 — GM2 — 2GM3

Calculons GMZ; GM? et GM2.

K est le milieu commun des segments [M,G] et [M;M,], donc MyM;GM, est un parallélogramme.
e GM; = MyM,

GM? = MgM3 = (3+3)2+(2-0)2=40
e GM, = MyM,; =25

GMZ =20
e GM, =2M, K.

MoM; K est un triangle rectangle en M; et M; K = M12M2 =5

M, K? = MgMZ + M; K? =20 +5 = 25
GMZ = 4M, K? = 100

GM? = GMZ — GM? — 2GM3 & GM? = 100 —40 — 2 x 20
& GM? =20
& GM =25

GM = 2v/5 = GM,; donc M, € (C)
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(C) est donc le cercle de centre G et de rayon GM,.
Construction de ( C ), (voir figure).

PROBLEME
Partie A
1. Etude de la continuité de f, a droite en O .

Dfn = [0, +00[

. s _x"-1
limfo ) = i ("nx = 255)

x>0 x>0

1 .
== car limx"Inx = 0.
n x—-0

x>0

limxo f(x) = f,(0). Donc f, est continue a droite en O .

x>0
2.

e [*cas:n=1
Vx € ]R’jr,fl(’;)_l =00 -1,
limx—o % = limy-olnx — 1 = —oo,

x>0 x>0

fn n'est pas dérivable a droite en O mais la représentation graphique de f; admet au point d'abscisse O
une demi-tangente verticale.

e 2°cas:n>1

n
. ﬁﬂx)—% x"hlx—§;+%—%
vx € R, =
x

_ xn—l

=x"nx —
1
. faCO— . _ xn-1

lim ——2 = lim (x” Inx — )
x—0 n x—-0 n
x>0 x>0

=0car limx" lnx =0
x—0

x>0

fn est donc dérivable a droite en O et a pour hombre dérivé O .
La représentation graphique de f;, admet au point d'abscisse O une demitangente horizontale.

3.
n
e Vx€ER:fii(x) =nx""lnx+ x? — %(nx”_l) =nx" !nx.

i) =0 x=1
M) <0 & 0<x<1
Lx)>0 & x>1

f» est donc strictement décroissante sur [0; 1] et strictement croissante sur [1; +oo]
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o limy o fr(x) =lim,, ox" (lnx - %) +% = 400

1 1
lim Jn () = lim x™! (lnx - —) +— =+
x—+00 X X—+0oo n nx
(C,) admet donc une branche parabolique de direction (OJ).
Tableau de variation de f;
X 1 + o0
1(x — 0 +

o] Bama s GBS L

Tableau de variation de f,,(n > 1)

X
JAx) [0 — 0 4

o] (el

4. Construction de (C;) et (C;)

(&)
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Partie B

1. Calculons f/lllen xdx.
Posons : U(x) =In(x) et V'(x) = x?

3

Ona: U'(x) = %; choisissons V(x) = x?

fll x%lnx dx = [—lnx] - —2 dx
1

x3
= —lnx ——]
3 91,

1 A2 1
J, ¥*Inxdx="—-"In1—-.
9 3 9

2. 1) = fll [lenx dx —%(x2 - 1)] dx
= fll x%Inx dx — %f; (x% — 1Ddx

= f; x?Inx dx —l[ﬁ—x]l

A
13
—?——ln/'l————[——l——+/1]
_513 A3 2 A
—1—8—?11114’5——
513 A 2 2
I(A)=1—8—E—?lnl+§

3. limyuol(A) = = car limy_oA°In 4 = 0.

L'aire en cm? de la portion du plan limité par la courbe (C,), I'axe des abscisses et les droites
d'équations x = 0 et x = 1 est % X 4 cm?, c'es‘r—c‘l—direg cm?,

Partie C

1. vx€]0;1[g(x) = fo(x) — x
g'(x)=f,(x) —1.0r vx €]0;1[, f5(x) < 0 donc f,(x) —1< 0.

Donc g est strictement décroissante sur ]0; 1].

1
limx—)()fz (x) — X = E
x>0
limxs1fo(x) —x =—1
x<1
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Tableau de variation de g

g est continue et strictement décroissante sur ]0; 1[ et g(]0; 1[) =] — 1;%[. g est donc une bijection de
10;1[ sur ] — 1;%[.0 €] — 1;% [; donc I'équation g(x) = x admet une solution unique a dans 10; 1].

2. a.Vx €]0;1], f'(x) = 2xInx

5'(x) =2(1+1nx)
y(x)=0 e x=e1
J(X)<0 o 0<x<et!
J(x)>0 & x>e !

f> ' est donc strictement décroissante sur ]0; e 1] et strictement croissante sur [e™1; 1]

limx—)OfZI(x) = O

x>0

Tableau de variation de f,

X 0 g”! 1

£'G) i
BE [ Y el

F(e™!) = —2¢7!
b. On sait que f,(0) = 0.

D'apres le tableau de variation de f,, —2e~! est le minimum absolu de f, ' sur [0; 1]; 0 est le maximum
absolu de f; sur [0;1].

Donc vx € [0;1],—2e~ 1 < f5(x) < 0.

0< —f(x) <

QN

d'ol |f5(%)] < % pour tout x de [0;1].
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Supposons que pour un entier naturel n,U, € [0; 1] et démontrons que
Un+1 € [0;1].

On sait d'apres A. 3 que £,([0;1]) = [0;%] et [0;%] c [0;1]
Donc si U, € [0; 1], alors f(U,,) € [0; 1], par conséquent U,,,; € [0;1]

vn € N,U,, € [0;1].
b.vn €N, |Un—1 - a’l = |f(Un) _f(a)l

U, € [0;1] et a € [0;1]

Pour tout x compris entre U,, et a,x appartient a [0;1] et ona [f'(x)| < g D'apres |'inégalité des
accroissements finis,

f2(Un) = F(@)] < 2|Uy — | ¢'est-a-dire [Up_, — @l < 2|Up — al.
c.|ll—a|<|1—aq

n n+1
Supposons que pour un entier naturel n, |U,, — a| < (g) |1 — a| et démontrons que |U,,, — a| < (S) [1—

al
2
|Un+1_a|<Z|Un_a|
2 n+1
<(g) |1—«f
2 n
Donc vn €N, |U, — a| < (Z) |1 — «a|

d. [f| < 1 donc limyrres () 11— al = 0

Par suite limU, = a.

412



CORRECTION SESSION DE REMPLACEMENT 1996 SERIE C
EXERCICE 1

(€2.1)

(‘} 4
X

1. T étant le barycentre des points pondérés (4,1),(B,2) et (C,—2),ona:

Al = 2AB — 2AC = 2(AB — AC)
= 2CB

I est donc I'image de A par la translation de vecteur 2CE.

o Calcul de 1A2
IA = 2CB donc Al = 2BC = 2a.

D'oll IA? = 4qa?
e Calcul de IB?
En appliquant le théoréme d' Al Kashi dans le triangle BAI, ona:

IBZ = ABZ + AI2 — 2AB x Al x cos BAI

= a® + 4a® — 2a X 2a X cos 7 car mes BAI = mes CBA = Z (angles alternes-internes formés de deux droites
paralléles et une sécante). IB* = 3a*

e Calcul de ICIC 2
En appliquant le théoreme d' Al Kashi dans le triangle TAC, on a:
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IC2 = AC? + Al%2 — 2AC X Al x cosTAC
=a2+4a2—201><2a><c052?7r

= 7a°
3. a. Pour tout point M du plan, posons g(M) = MA* + 2MB? —2MC?* 1+2-2=1
1 # 0 donc g(M) = g(I) + MIZ,
g(M) = ka?
& 1A% + 2112 — 21C? + MI? = ka?

& 4a? + 2(3a?) — 2(7a?) + MI? = ka?
& M = (k + 4)a?

1°" cas :si k < —4 alors () = 0.

2¢ cas : si k = —4 alors (Q;) = {I}.

3¢ cas : si k > —4 alors (Q) est le cercle de centre I et de rayon avk + 4.
b. B € (Q) © BI? = (k + 4)a?

& 3a? = (k +4)a?
© k+4=3
o k=-1.

Donc pour k = —1, B appartient au cercle (Q.).

4. a.1B-AB = (AB —Al)-AB

= AB? — Al - AB
=ABZ—AIXABXCOS§

=a’-a?>=0

Donc (AB) est la tangente au cercle (_,) en B.

b. Déterminons une mesure de |'angle CAD.
e mes CAD = mes CAB + mes BAI + mesAD

e mes BAI = mes CBA = g (angles alternes internes formés de deux droites paralléles et une
sécante).

—

o mes IAD = mes BAI = Z (angles symétriques par rapport d (AL)).

Donc mes CAD = g + g +§ = 7. Les points A, D et C sont donc

alignés. Par conséquent, D appartient a la droite ( AC).
c. Soit D le symétrique de B par rapport a (A).

e De(Q_q)carID =1B
e ID-AD = (AD—-AD-AD
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= AD? — Al - AD
= AD? — Al X AD X cos IAD
=a2—2a><ax%carAB=AD
=0
Donc (AC) est la tangente au cercle (Q_;) en D.
d. B et D étant symétriques par rapport a la droite (AI), IB = ID. Donc le triangle IBD est isocele en I.

Les angles ABD et BID sont associés; donc 2 mes ABD = mes BID . Les angles ABD et BAI sont
complémentaires; donc mes ABD = % Par suite mes BID = g BID est un triangle isocele qui a un angle de

mesure Z; il est donc équilatéral.

EXERCICE 2

1. a. Soit a unréel et S |'ensemble des solutions de (E).

ia €Se (ia)®+ (—1+2D)(ia)? — (1 +2i)(ia) —3+4i=0
& —iad —a?(—1+2)— (1 +2)(ia)—3+4i=0
e (@ +2a-3)+i(-a®—-2a’-a+4)=0
a’?+2a-3=0 (E)
{—a3—2a2—a+4:0 (E,)

Les solutions de (E;) sont -3 et 1.

Seul 1 est solution de (E;). Donc la solution imaginaire pure est i.
b.

e Pour tout nombre complexe z, posons P(z) = z3 + (=1 + 2i)z? — (1 + 2i)z — 3 + 4i. Puisque i est un
zéro de P, il existe deux hombres complexes b et c tels que: P(z) = (z —i)(z? + bz + ¢) pour tout z.

Calculons b et ¢
Vz€ECP(z)=234(b—0z*+ (c—ib)z—ic

Ce qui donne apreés identification membre a membre

b—i=—-1+2i
c—ib=—-1-2id'ol
—ic=-34+4i
{b=—1+3i
c=—-4-3i

Donc Vz € C,P(2) = (z — i)(z% + (—1 + 3i)z — 4 — 3i)

e Résolvons dans C, I'équation z2 + (-1 +3i)z—4—3i =0
A= (—1+3i)2+4(4 + 3i0)

=8 + 6i.

Soit § une racine carrée de A.
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Il existe un couple (x,y) de réels tel que :
§=x+yi

5% = (x? —y®) + 2ixy; |6]*> = x2 + y?;|A| = 10

x2—y? =
x?+y2=10 Y= —3
62=A<=> 2xy=6 OU{ =1
x=3 y=-

y=1

Onprend§ =3+

Les solutions de I'équation z2 4+ (—1 + 3i)z — 4 — 3i = 0 sont :

1-3i+3+i . 1-3i-3—-i
> =2—1;

=-1-2i.

On en déduit que les solutions de |I'équation (E) sont i,—1 —2i et 2 — .

O |
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AB = |zg — za| = V10; BC = |z¢ — z| = V10
Ona AB = BC. Donc le triangle ABC est isocéle en B.
b. On doit avoir 1 +b+c # 0
et (1+ b+ ¢)AO = bAB + cAC
En utilisant les affixes des vecteursona:
(1+b+c)(=)=b(-1-2i-D+@2—i—i)c
=b(—1-30)+ (2 - 2i)c
=—(b—2c)—(3b + 2¢)i

b—2c=0

D'ot{1+b+c=3b+2c
1+b+c#0

b
Par conséquent,

a
Il
ulru|N

Autre méthode: On peut utiliser les coordonnées des vecteurs.

PROBLEME
Partie A
1. Soit M un point du plarrét (x,y) ses coordonnées.

Me (h) e y?>—x2=16
yZ xZ
prinbranl

( h ) est donc une hyperbole équilatére.
A est le point de coordonnées (0,4).
Tracé de ( h ) (voir figure).

2. R est une similitude directe car sa transformation complexe est du type

z—az+bol (ab) €EC* xC
V2 , .
Le rapport de R est |7 (1- l)| qui vaut 1
R est donc un déplacement.
Comme ‘/22 (1 —i) est différent de 1, alors R est une rotation de centre O ( car b = 0) et d'angle ARG

21 -1) quiest - L.
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3. aSM)=M © z=7

o xtiy=2(1+0)(x—iy)

; V2 V2 (V2 V2
(:>x+zy=(—7x+7y)+l(7x+7y)
V2 V2
I L R {ﬁx=—x+y
y=\/2—5x+‘/2—7y V2y=x+y
{y=(1+\/§)x
=
(-1+V2)y=x

- {y=(1+\/§)x
y=01+V2)x
e y=1+V2)x

(D) est donc la droite d'équation: y = (V2 + 1)x.
b. Cherchons la transformation complexe associée a RoS qyj).

Soit r la transformation complexe associée a R, g la tfransformation complexe associée a S0y, s la
transformation complexe associée a S.

Ona:vzeCr(x) ="2(1-iyz

9(z)=-z

rog(2) = rlg@] = Z (1 - D(g(@) = L (~1+ )z = s(2).
rog = s donc RoS(gj, = S.

c. L'application S est la composée de deux isométries donc elle est une isométrie. De plus S admet la
droite (D) comme ensemble de points invariants. Donc S est la symétrie orthogonale d'axe (D).

4. ar@) ="~ 0)4)=2v2(i - %) = 2vZ(1 + )
s(41) = 2 (—1+ D) (~4i) = 2V2(i - i?) = 2V2(L + D).
r(4i) = s(4i); doncR(A) = S(A)

A (2V2;2V2)

b. Soit M un point de coordonnées (x,y).

yz—x2=16 (E3)

MeD)n(h) = {y = W2+ 1Dx (E)

Avec (E4),ona: y? = (3 + 2v2)x? d'oli en remplagant dans (E3) ona: (2 + 2v2)x? = 16.

4 8 "z . 8 . . .
En conséquence, x* = e L'équation x? = G admet deux solutions distinctes ; donc (D) coupe ( h ) en

deux points E et F.
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5. a. Déterminons d'abord les expressions analytiques de R et S.
Ona:

M =RM) &2’ =2 (~1+10)z

ox +iy =21+ i)
2 2 .

=5+ + O —x)i

{x’ :g(x+y)
=

F_\Z
y=§@—@

( expression analytique de R).

De méme :

M" = S(M) & 2" =2 (-1 + i)z

ox"+iy" =21+~ iy)

= Z(x+y) + T @ +y)i

n \/E
x'=—(-x+y) ) ]
o (expression analytique de S
n \/E
y'==x+y)

I\, 1 . 1
Ona:x'y' =@ —x*)x"y" =% —x?).

D'Ol:l . x’y’ — x”y” — %(yz _ xZ)'
b.M € (h) & x'y’ = 8 (équation de S(h).
M€ (h) & x"y" = 8 (équation de R(h).

S(h) et R(h) ont la méme équation xy = 8 ou encore y = g qui est
I'équation d'une hyperbole rapporté a ses asymptotes. On en déduit que ( k ) @ méme image par R et S qui
est 'hyperbole ( $ ) d'équationy =2

6. a. E appartient a(D), donc S(E) = E.

E appartient a ( h ), donc S(E) appartient a # image de (h) par S
Par conséquent E appartient a (%)
Il en est de méme pour F.

b. Tracés de (h ), (D) et ( $ ) (voir figure).
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Partie B

1. a. Soit M un point du plan de coordonnées (x,y)

M € (h)
M € (h+) @{ b0
- {{yz —-x2=16
y>0
y=VxZ+16
b. Une équation de la droite (ON) est de la forme z = a. Puisque N a pour coordonnées (x,vVx? + 16) alors
;= \/x2+16t

X
Vx2+16

t|dt.

On en déduit que U(x) vaut [, |f(t) —

Dol :U(x) = [, VEZ + 16 dt — Va7+16 [ltde = [V 16 de — 22 H = [N F 16 dt - DS
c. Pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [0,+o[, on a:

2
U'() = Va2 +16 —5[VaZ + 16 + =—]

Vx2+16
8
T VxZ+16’
o — g Lx2+16)?x _ g Y¥Teex
(x) - x+Vx2+16 Vx2+16(x+Vx2+16)
, 8
G0 =

U(0) =0 et G(0) = 8In4

U et G ayant la méme fonction dérivée, elles sont les primitives d'une méme fonction sur |'intervalle
[0, +oo]. Il existe donc un réel ¢ tel que : Vx € [0, +oo[, U(x) = G(x) +c.

U(0) - G(0) =c
= —8In4
D'oll U(x) = 8[In(x + Vx2 + 16) —In4] = 8ln <x++2+16).
i B
2. a.Vx € [O,+00[,U (x) —m> 0
U est donc s’rric‘remen‘r croissante sur [0; +oo[
b U (0) = \[ﬁ =2

(C) admet donc une demi-tangente a |'origine de coefficient directeur 2.
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c. Courbe (C) (voir figure).

HYy

Partie C

1. Puisque N’ appartient a (*,)d'apres la partie A5 - b., N; = R~

coordonnées de N,
(x',y") les coordonnées de N’
! \/E \/E I I
x'=—+y) |x=50G"-y)
V2 doiy oL
y=50-x y=5&"+y")
Puisque N’ appartient a (¥, )alors y' 'est positif.
D'ot

{x’ > 22

V=0 entraine y > 0

N; appartient donc a (h,).

( y')
W( %) car N’ € () d'équation y =§
£(xx’ )

d'olix >0 car x’ > 2V2.
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2. (A')est!'image de (A) par R qui est une rotation ( donc une isométrie). Or les isométries
conservent les aires, donc (A) et (A’ ) ont la méme aire.
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CORRECTION SESSION NORMALE 1996 SERIE C

EXERCICE 1
A0
O @) A
ASE o) i
B C E
D I

1. a. Construction des points (voir figure).
b.
(BC,BA) = (BC,AB) + (AB, BA)
= —(AB,BC) + (AB,—AB)
mes(BC,BA) = —2?” + 7 [27] car f étant une similitude directe d'angle de mesure 2?” et Aet B

2m

ayant pour images B et C par f, on a : mes(4B,BC) = <.

_— —> A
mes(BC,BA) = 3 [2m]
Donc 7 est une mesure de I'angle (BC,BA).

¢ Une similitude de rapport 2 multiplie les distances par 2 donc BC = 2BA
e D'aprés le théoréme d' Al Kashi, AC? = BA% + BC? — 2BA - BC - cos ABC

= BA? + BC? — 2BA X ZBAcosg
= BC? — BA?

AC? + BA? = BC?
D'apres la réciproque de la propriété de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en A.

2. a. Construction des points D, E et F (voir figure).

b.
AD = AB

RD)=B = {mes(ﬁ;@ =§

Le triangle ABD est isocéle en A et mes(AD, AB) = 7. Donc ce triangle est équilatéral.

Ona:
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mes(DEB, DA) = g [27]

21

mes(ﬁ, ﬁ) = —?[271]
= [2n]
T+ g [27]

mes (@, ﬁ) = mes (ﬁ, ﬁ) + m[27] donc les points A, B ,.D O sont cocycliques.

e L'image d'un cercle par une similitude directe est un cercle. Comme A,B,D et O sont cocycliques,
alors leurs images B, C, F et O par f sont cocycliques.

C est le cercle passant par A,B,D et 0.

C' est le cercle passant par B,C,F et O.
0Oecnc'.
Démontrons que 0 € C".

AC = AF
R(O)=Ee&

mes(AC,AE) 3

ACE est un triangle isocele ayant un angle de mesure g Il est donc équilatéral direct. Ona:
mes(EA,EC) = +§[2n]

mes(0A, 0C) = mes(04, 0B) + mes(0B, 0C) [27]

mes(ﬁ, oT) = mes(ﬁ, ﬁ) + 1 [2m]

Donc A,CE et O sont cocycliques. Par suite O appartient a C"' Les cercles C,C’ et C" ont donc le point O
en commun.
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EXERCICE 2
1. a. Démontrons par récurrence que : Vn € N,u,, > 0.

e uy;>0.

2up+4

* Supposons que pour un entier naturel n,u, > 0 et démontrons que u,,; = =
n

Or u, >0donc 2u, +4>4>0etu,+5>5>0donc u,,; >0.

Conclusion : vn € N,u,, > 0.

Remarque : vn € N,u, > 0 © u, + 5 > 0. Donc la suite ( () est bien définie sur N.
b. Démontrons par récurrence que : Vn € N,u, # 1.

e uy*1

e supposons que pour un entier naturel n,u, # 1 et démontrons que U,,,; # 1.
_2upt+4-upy—5 u,—1

B U, +5 U, +5

Un+1 —

u, —1#0doncu,,; —1+#0.
Conclusion : vn € N,u,, # 1.
2. Détermination graphique de ug,u, et u, (voir figure).

2x+4
x+5 "

Onau,, =f(uy) ol fix
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AL

Up

On peut conjecturer que :

e U est décroissante,

e Uconvergevers1.

3. a vy, =2t
T AL Ty 44
uo—l 4
V1= 0,7 9
0
2up+a
v _Unt1—1 _ up+s
n+2 — — 2up+4
Upy+4 072
n+1 un+s T4

Up—1 1

v = ==V
n+2 6(un+4) 6 n+1

1
Vn €N, vpy, = o Un+1

. /7 7/ . . 1 . /7 N
V est une suite géométrique de raison cef de premier terme V; égal a

b. |2| < 1 donc V est convergente et limV = 0.
. g9

un_l 1+4vn+1
Up =—"—"
Un+4

€ Vnt1 = 1-vpy4q

V converge vers O donc :

1+ 4v,,, converge vers 1.

426

O |



1 — v, converge vers 1

En conséquence, U converge vers 1.

PROBLEME
Partie A
1. Vx€R,f(x)=xel™
a. lim,_,_,xel™ = —oo car lim,_,_,el™ = +oo d'ol lim,_,_o, f(x) = —o.

. 1—-x _ 1: X _ . e~ _ (YR T] _
limy_;oxe’™ =lim,_ e X = = 0carlim, ;o — =+ d'ou limy_, .o f(x) = 0.

Par suite la droite d'équation y = 0 est asymptote a (C) en +oo.
b.Vvx€R,f'(x) =el™ —xel™ = (1 — x)el™*.

ffx)=0ex=1
ffx)<0ex>1
f'x)>0ex< 1.
f est strictement croissante sur | — «; 1] et strictement décroissante sur [1; +oo].

Le tableau de variation de f est :

L — o0 i co
Fx> a5 0 o
1
F0) / \
Tableau de valeurs
x -0,5 0 2 3 4

Valeur approchée de

f()

-224 (0]074 03902

c. Construction de (C) (voir figure).

2. Vu€eR;, A(w) = [, xe'™ dx. Intégrons par parties.

Posons V(x) = x et W'(x) = el™. Ona: V'(x) = 1; choisissons W(x) = —e®™*,
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Onaalors :

A(u) = [—xel™*]¥ — f: —el™ dx
= —uel™ + 0+ [—el ™Y
— _yel U _pl-u 4.
=e—(1+uwe'™
3. Ona:limy e, e'™ =0etlim,,,,ue'™ =0d'apres A.lL

Donc lim [e — (1 + w)el ] = e, c'est-a-dire lim A(u) =e
u—+oo u—+oo

Partie B

1. afo(x)= x;el_x

2
lim f,(x) = lim Zel™* = 4o
xX——00 x——oco 2

lim f,(x) = lim e.xX Ocar lim &= +0o0
x—+o00 x—+00 2 eX x—+00 X2

b.vxeR,f'(x) = %(erl_x — x%el™)
_1 1-x
= 5(2 — X)xe

f(x) =0 (x=20ux=0)

f2(x) <0 & x €] — 0; 0[U]2; + 0
f2(x) >0 e x €]0;2].

f» est strictement décroissante sur ] — «; 0] et [2; +oo[ et strictement croissante sur [0; 2].

Tableau de variation de f>.

X — 0 2 +00
TeD s £ T 0 2

+ )
) °°\ (l) / i 0

c. Construction de (C,) (voir figure).

2. a. fz3(x) = %361_"

3
lim f5(x) = lim —el™ = —oo
X——00 x——oco 6

e x3 e*
lim x)= lim -—-==0car lim ==+
x—>+oof3( ) x—+00 6 €e¥ r x—+00 X3

b.vx ER, fi(x) = %[3x2e1_" + x3(—e'™)]
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= %xZ(B —x)el™
f5(x) =0 (x=30ux=0)
fi(x)<0ex>3

fi(x) >0 x<3

f5 est strictement décroissante sur [3; +oo[ et strictement croissante sur | — o; 3].

Tableau de variation de f;

X — 00 (‘I) :3 5]
S50 + (:) + (:) =
i 9
{ B
0 (.) / 2e \
_oo/ 0

c. Construction de (C3) (voir figure).

3. aVx€eR,f(x) = nl[nx”‘lel‘x + x"(—el™)]

!
n—

1
= xn' (n - x)el_x

fi(x) =0 (x=0o0ux=n).

1°" cas :n est pair (n € N*)
e Sinestpair alors n — 1 est impair et x*~! a le méme signe que x.
d'ol f,;(x) < 0 © x €] — o0; 0[U]n; +oo[
fn(x) >0 < x €]0;n[.
o lim,,_ofr(x) =lim,,_o %el_x = o0,

. . e x" . e*
o limy e0fn(x) =lim,, 0 R 0 car lim,_ = oo
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Tableau de variation de f,,.

z T (l) ;4 + 00
F) R Er \
9 £
£ \’ Pt \
0 0

_n" 1
fuln) = et

2% cas : n est impair.
e Sinestimpair alors n — 1 est pair et x™~* est supérieur ou égal a0 .d'ol £, (x) < 0 & x €];+00]

fu(x) >0 e x €] —oo;nl.

. . x™ 1

b hmx—>—oofn(x) = hmx—)—oo ;'1 * = —0o,
. . e xm

o limy o fn(x) =limy, o e T 0.

Tableau de variation de f,,.

I (I) ’I’l + o0
f
ﬁl'(x) + (I) + (I) g
e e
f;;(x) 0 0
b. vx € R, £ (x) =% n-lgl-x —%!n el™

n—-1 n
x 1-x _ X _1-x

- (n-1)! n!

= fa-1(%) = fa(x)

d'olivn € N*'fn, = fn—l _fn

Partie C
Lo Ju() = Juot () = [ fu(®dt. = [ fuor(B)dt
= [ (fa(®) = fua (D)dt
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= [¥ — f(t)dt d'aprés B.Bb
= [_fn(t)]g

Donc J,(x) — Ja—1(x) = —fr(x)
o D'apres ce qui précéde,ona:
J2(x) = J1(x) = =f2(%)

J3(x) = J2(x) = —f3(x)
Jn-1(x) = Jn—2(x) = —fn-1(x)

Jn(X) = Jnoa () = —fu(x)
En additionnant membre a membre ces égalités, on obtient apres simplification :
Jn() —J1(x) = — Xk=2 fre(x)

o J1(x) = [, terldt = A(x)
=e—(1+x)el™

Jn()=e— (A +x)et™ =3P, fi(x)
o x2 X ) 1x
—e (1+x+2!+3!+ +n!)e

=€—( ;{120 J;{_’:)el—x
Donc J,(x) = e —e'™* (ZLO x?lf)

3. a. Pour tout entier naturel non nul n, f,, est strictement croissante sur [0; 1] donc Vx € [0; 1],

fu(0) < fu(®) < (D)

0 < fu(®) < fu(D).
b. 0 < [y fu(t)dt < [ fu(Ddt

1
0<Jn() < g —t

X

1
0 < Jp(x) < [Et]o
0 <]n(x) < -

Orvx € [0;1;0 < = <~ donc0<]n(x) =N

n!

c.vn e N* n! > n>0dou0< %

or hmn_,Jroo — =0 donc lim,_,; —' = 0, par conséquent lim,,_, ], (x) = 0.
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k
d. limp 100 /(%) = 0 & limy, 4 (e —e!™ (221:0 %)> =0

k
; n X'\ __€ N _ 1-14+x _ ,x
o limy, 40 (ZR:O E) =T =e =e

2 3 n
S LMy (1+x+ T+ T4 4 5 = e

Partie D
Vx €R,Jn(x) = fu(x)
1. Supposons n est pair.

Comme n est pair, f,(x) =0 & x =0 et Vx € R, f,(x) > 0 d'aprés B.3.
Donc J, est strictement

k
. . — X
lim J,(x) = lim (e —el*xyn_ F) = —00
X——00 X——00 !
. 1-x . n xk . x™
car lim e =+ooet lim }p_, —= lim —=+o0
X——00 X——00 k! x——oco n!

k x
. . e X . e
lim x) = lim (e —yn_ (— X —) =ecar lim — = 4o
x—)+oo]n( ) x—+00 k=0 \j1 ™ ex x—+00 X

Tableau de variation de J,,.

Ji' %) AR NS g

(%) P

Jn est continue et strictement croissante sur R. J,(R) =] — oo; e[. ], est donc une bijection de R vers
] —o;e[. e €] — ;e[ donc |'équation J,(x) = e n'a pas de solution dans R pour n pair.

o Supposons n impair.

D'apres B.3.,0na:
VxER, f,(x) =0 x=0

fn(x) <0 & x €] —0; 0]
fn(x) >0 © x €]0; +oo[

Jn est donc strictement décroissante sur | — «; 0] et strictement croissante sur [0; +oo].
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k
o lim,,_o/p(x) =lim,,_ (e —el™Xx Y, %) =400

n

. n xk . x . . .
car lim,_,_, (Zk:o E) = limy_, o, — = —00 puisque n est impair.

limy 4 00/n(x) = e.

Tableau de variation de J,

X — 0 +o0
A - 0 :
o0 e
e \ /
0

e ], est continue et strictement décroissante sur | — ;0] et J,(] — o; 0]) = [0; +oo].

D'oll J,, réalise une bijection de ] — o; 0] sur [0; +oo[. e € [0; +o0 [ donc |'équation J,(x) = e admet une
unique solution dans ]—oo; 0].

e ], est continue et strictement croissante sur ]0; +oo[ et J,,([0; +[) = [0; e[.

Jn réalise donc une bijection de [0; +oo[ sur [0; el.
e ¢ [0;e[ ,donc |I'équation J,(x) = e n'a pas de solution dans [0; +oo[
Conclusion

Pour n impair, |'équation J,,(x) = e admet une unique solution négative dans R.
2 3 n

3. (1+x+ T+ ++5)=0
2! 3! n!

xk
And <Z;<l=o F) =0
xk
o el™x <ZE=O F) =0

& (e —el™ (Zﬁ—o ﬁ)) =e
k!

e L(x)=e.

D'apres la question D.1.,

k
Si n est pair, alors |'équation (2’,120 %) = 0 n'a pas de solution dans R.
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k
D'apreés D.2., si n est impair, alors |'équation (ZLO %) = 0 admet une

solution négative dans R.

\

(C2)

2

B

[ 4

(Cs)

©
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SESSION DE REMPLACEMENT 1995 SERIE E

EXERCICE 1

1. Déterminons |'ensemble E; des nombres complexes a pour lesquels f est une translation.

f est une translation si, et seulement si, z’ = z+ b ol b € C;¢’ 'est-a-dire a® = 1. a est une racine cubique

deldonca€ {1;j;j}ouj= —%+?i.

Ainsi, E; = {1; S, ‘1;“}.

Caractérisons f pour chacune des valeurs trouvés.

e sia=1adlorsz =z Donc f est la translation de vecteur nul c'est-a-dire |'application identique.

. —-1+iv3 1 . V3 3 . V3 .
e sia= Zlf, alors Z’=Z—E+l§—1:Z—5+l§. Donc f est la translation de vecteur
—( 3.3
w(=3%)
. —-1-iv3 . V3 3 3
e sia= l\/—GIOF‘SZ’=Z———l§—1=z—5—l?

-3 —\/5).

Donc f est la translation de vecteur TZ(T;T

2. Déterminons |'ensemble E, des nombres complexes a pour lesquels f est une homothétie. fest une
homothétie si, et seulement si, z’ =zouz' =kz+b ol k € R*—{1} et b € C.

1°" cas:
z=zoa =1leta-1=0
sa=1.
Sy =1{1}
2% cas:
keER — {1} & a® € R — {1}
Posons a = x + iy; (x,y) € R X R.
a®=(x3-3xy) +iBx%2y—y3) (1)
aeERey(Bx2—y3) =0
& (y=00uy=+3xo0uy=—V3x)

e Siy=0adalorsa=x
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aAd=02x=0
ad=lex=1
S, =R\ {0;1}
Siy =+3x alors a = x + /3xi
Dans (1), a® = —8x3 = —(2x)3

ad=02x=0
1
a3=1(:>x=—5

1 V3. _
Ca=—-——i=]
2 2

S3 = {x +/3xi,x € ]R{*}}{]_}

e Siy=—/3xalorsa=x—+3xi
Dans (1), a® = —8x3 = —(2x)3

ad=0ox=0

1
a3:1c>x:—5

Sa= —%+?i =j
Sy = {x —V3xi,x € R*}\ {j}
E, = {13 U (R\ {0;1}) U ({x(1 + V3i),x € Rx}\ {j})
U ({x(1 = V3i),x e R"}\ {j}).
E, = (R*U{x(1+V3i),x € R"}U{x(1 —V3i),x e R*}D\ {;]}.

E, est représenté graphiquement par la réunion des droites :

(D) : y =0;(Dy):y = V3x; (D,):y = —V/3x privée des points 0(0; 0)

K(-3)erk(-3-3) (D2)
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3. Poura=1+i
zZ'=(1+D3z+i

z' =(—2+42i)z+i.z" est dela forme az+ b olia € C* et b € C.
Donc f est une similitude directe.

o |—2+2i|=2vV2.

e Soit 6 unargument de —2 + 2i.

( p -2 ( /2
cosf = —— -_'=
! 2 ! cos @ >
=
2v2 2

d'oli @ =%”+2kn,ke 7.

e Soit O le centre de f.

l l
=TT (220 3-2

fest donc la similitude directe de rapport 22, d'angle ‘%” et de centre

2 3
2(-55)
4. a. Soit z{ |'affixe de M.

zy=a>+a—1letz,€R.
zp=(x+iy)+x+iy—1

zd = (3 =3xy?+x—1) +i(—y3+3x%y +y).
z)ERe —y3+3x2y+y =0

e y(-y*+3x2+1)=0
©y=00u3x?—y2+1=0

=1

X
2
&
2

(T ) est donc la réunion de la droite (A ) d'équation y = 0 et de |'hyperbole () d'équation y? — (TT =1.
V3

©y=00uy?—
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b. Les sommets de () sont B(}); B'(°); A (%) A (1%)

EXERCICE 2
1. a. 4AG, = 2AB — AC.
4AG, = AB + AC

G1G2 = AG2 - AG1
1 — — —_ —
= ; (AB +AC - 2AB + AC)
1 —_— —_—
= 2 (—4F + 240)
b. Les points 4, B et C sont non alignés. Donc les vecteurs 4B et AC sont

non colinéaires ; par conséquent —24B + AC # 0.
Par suite G, # G,.

2. a. MM, = 4MG,
MG]_ + _élMl = 4MG1

G1M1 = _3G1M
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M, est l'image de M par I'homothétie de centre G;et de rapport -3. Lorsque M décrit une droite (D), M;
décrit l'image (A) et (D) par cette homothétie.

M, M, = M;M + MM, = 4G,;M + 4MG, = 4G,G,
Le vecteur 4G; G, ne dépend pas de M; donc M; M, est constant.
3. MM, MM, =0
= (4MGy) - (4MG;) =0
& (Ml +1G;) - (MI - IG;) = 0 (T étant le milieu du segment [G;G,] )
o MI? = 1G2
o IM = 1G,

S est la sphére de centre I et de rayon IG;.
PROBLEME

Partie A
1. a

. e*-2 .
. lll'nx_,_oo pravy = -2 car llmx_)_ooex =0

e*-2  1-2e7%

[ ] =
eX+1 1+e~*

d . e*-2 .. 1-2e7% . —-x _

onc llmx_)+oo pravie llmx_,+oo Trex 1 car llmx_)+oo€ =
, _e¥(e*+1)—(e*-2)e* _ 3e*

b.vxeR,f'(x) = D’ = e

Vx ER,e* > 0= f'(x) > 0. Donc f est strictement croissante sur R.

Tableau de variation de f.

r

X
J'(x) L

J(x)

oo
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2. f(0)=—=

A (0; —% ) est un centre de symétrie pour (C) si, et seulement si, la fonction g définie par g(x) = f(x) +%
est impaire.

Dy=Df=R-Vx€R,—x €R.

_e*-2 1 _ 3(e*-1)
gx) = ex+1 2 2(eX+1)’

*—-1 3 e*(1-e*) 3 1-¢€*

9(=x )_E e *+1 E.e_x(1+ex):§.1+ex:_g(x)

donc g est impaire. Par suite A(0; —1/2) est un centre de symétrie de (C).

o x=0y= —;f’(O) = Z. Le coefficient directeur de la tangente (T) a (C) en A est %.
e f(x)=0¢& x=In2. Le coefficient directeur de la tangente & (C) au point B(,’,) est %

e Tracé de (C)

S - -/Q-—-—- -----
L~

i
In2 =
- y% ©
. 1 |

Ll

an

4. a. f est continue et strictement croissante sur R.

f est donc une bijection de R sur ]-2; 1[ (d'apres le tableau de variation). Par suite f admet une bijection
réciproque f~! définie sur ]-2; 1[.
b.vye]—-2;1[,3lx € Ry = f(x).

y= ex+1<:>y(e +1)=e*-2
Se*(l-y)=2+y
o e¥ =2
1-y'
vy €] —2; 1[2+y>0doux—ln( y)
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Ainsi, f71(x) = InT2,

c. (C) et (') sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x. Construction de (T) : voir figure

be*
eX+1°

5. a. Déterminons a et b tels que f(x) = a +

ae*+a+be* _ e*(a+b)+a

Ona:f(x): eX+1 T e*+1

e*—2 e*(a+b)+ = — = _
_ ( ) a@{a 2 @{a 2

ex+1 e*+1 a+b=1 b=3

.. 3e*

Ainsi, f(x) = -2 + —T

3et
et+1

b.1(0) = [, f@®dt = [, (=2 + 25 ) dt = [-2¢ + 3In(e* + DI,

I(A) = —22+3In(e* + 1) + 2In2 — 3In3

4
1(2) = ~22+ 3in(e* + 1) +In ()

6. a.x € [0;1[. Démontrons a |'aide de considération géométrique que :
I(F7100) + o £ (0dt = xf 1 ().
Considérons les points P(0, f ~1(x)), Q(x, f ~*(x)) et R(x, 0).
(C) coupe I'axe des abscisses au point B(In 2; 0).
L'aire du rectangle OPQR est xf ~(x).

Soit A; la région du plan comprise entre (T'), |'axe des abscisses et les droites d'équations t = 0 et t = x.
Comme ( T' ) est au-dessus de |'axe des abscisses sur [0;x], alors |I'aire de A; est foxf‘l(t)dt.

Soit A, la partie du plan comprise entre (T ), I'axe des ordonnées et les droites d'équations y = In2 et

y=f100.

Comme (T') et ( C) sont symétriques par rapport d la droite d'équation y = x, alors A, a la méme aire que
la région A’, du plan comprise entre (C), |'axe des abscisses et les droites d'équations t =In2 et t =
f71(x), car les symétries orthogonales conservent les aires.

-1
L'aire de A}, vaut f1£2 (x)f(t)dt, car (C) est au-dessus de |'axe des absciisses sur [In 2; +oo[.

v 71
Donc I'aire de A, est [, , " f(t)dt.

Or, aire (OPQR) = aire(A4,) + aire(4,).

On déduit donc de (1), (2) et (3) que :

1w = [ ode+ [0 P @,

xf 1) = [ fH(®dt +1(F (%)) (4) d'aprés A5.b.,
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b. Calculons [, f~*(t)dt ot x € [0; 1.
De la relation (4),0ona: foxf‘l(t)dt =xf1(x) = I(f " 1(x));
soit [o f1(6)dt = xf ~1(x) + 2f 7' (x) - 3In(e/ @ + 1) +In () (d'aprés A5.b.)

Donc [4 £~ (®)dt = (x + 2)In (=) = 3In (=) + In (5 (d'apres A4.).

PARTIE B
1. Ona:VvVxeR,f'(x)= (ex+1)2.
v o 3e*(e*+1)(1—e”)
VxeR, f"(x)= @+

Le signe de f"'(x) dépen&-de 1 — e*.

1-e*=0x=0

l-e*>0e0ef<loeox<0

efl—-e*<0ex>0.

Vx €] —o0; 0[, f"(x) > 0 donc f' est strictement croissante sur | — oo; 0].
Vx €]0; +o[f"(x) < 0 donc f' est strictement décroissante sur [0; +o].

Tableau de variation de f’

X — 00

S'x) +

T \

f' admet un maximum qui est % donc Vx € R, f'(x) < De plus

AW ~oq O

(x 1)2>0 Par suite Vx e R,0 < f'(x) <

2. a.9(x)=f(x) —x.
e xER@'(X)=f"(x)—1.
OrvxeR,0<f'(x) <%

~1<f'(x) —1 < —7 < 0.Donc Vx € R,¢'(x) < 0. Par suite ¢ est

strictement décroissante sur R.
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o limy,_ o o(x)=limy,_, f(x)— lim x =+
X——00

o limy,, 0 @(x) =lim,, 0 f(x) — lir_El X =—o
X—>+00
o(R) = R.
@ est une fonction continue et strictement décroissante sur R.

Elle définit donc une bijection de R vers R.
b. Comme 0 € R, I'équation ¢(x) = 0 admet une unique solution a. Par conséquent |'équation f(x) = x
admet une unique solution a dans R.

c. p(—=1,5) =~ 0,04
p(—1,4) = —6,5-1073,
9(—1,5) X ¢(—1,4) < 0 donc a €] — 1,5; —1,4][.
3. a. f est dérivable sur Ret Vx € R, |f'(x)| < %
D'apres |'inégalité des accroissements finis, ona:
Vn €N, If (Un) = f(@)] <3 1Un — al

3
|Up+1 — | < ZlUn —af

3
b.-|U; — al <Z|Uo—a|
3

|U; — af <Z|U1_a|

3
Un = al < 1Up_1 —

en faisant le produit membre a membre on obtient :

3

Uy —al < ()" 10, — al.

n
e lim, 0 G) =0 car |2| < 1. Par suite lim(U,, — @) = 0, d'ou limU,, = a.

Donc la suite (U,,) converge vers a.
C. UO = _1.

o Up—a=—-1—-caor—-15<a<-14.
donc1,4<—-a<1,5
04<—-1—a<0,5

1
|U0—a|<5
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p 1 /3\"
Par conséquent |U, — a| < E(Z) .

;) <107

1 3
=3\ (E) + nin (Z) < —3In10

& nln G) < —3In10 +1n2

—3In10+In2

@n>T car‘ln(%)<0

& n > 22. A partir de n = 22, on est sur d'avoir |U, — a| < 1073,
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CORRECTION SESSION NORMALE 1995 SERIE C

EXERCICE 1

1. a 1+ x+x?aundiscriminant strictement négatif, alors pour tout réel x, 1 + x + x% # 0

xn

La fonction x - — est continue sur R, en particulier sur

x+x2

I'intervalle [0; 1]. Par conséquent U,, est bien défini pour tout entier naturel non nul n.

b.Si0<x<1alors 0 <x™< 1pourtoutneN*et1+x+x2>0.

xn

Par conséquent : vx € [0;1], ——— >

Par suite fol 1"— dx > 0.0Onadonc: vneN*, U, >0.

+x+x2

1 x™(x—1)
0 1+x+x2

2. a. Uy —U,=]

xM(x-1)
1+x+x2

vx € [0;1], <0,donc U,y —U, 0.

Par conséquent (U,) ey est une suite décroissante.

b. La suite (U,),en+ est décroissante et minorée par O , elle est donc convergente.
1 1

1
a.v, = [—x”“] =—
Ton n+1 0 n+1’

1
lim, .V, =1lim,,,,,——=0
My 400 Vp = MMy nti
(Vinen+ est donc une suite qui converge vers O.
b.o<x<1=>1+x+x%>1,

Comme limV,, = 0, alors, d'aprés le théoréme des gendarmes, limU,, = 0.
EXERCICE 2

1. Comme une symétrie centrale est une rotation d'angle 7 alors F est la composée de 3 rotations.

La somme des angles est égale a g +m —% = 1; d'oU F est une symétrie centrale.

Pour caractériser F, il suffit de trouver son centre, que |'on peut noter Q.
Soit C = R71(B). On a R(C) = B; donc OCB est un triangle isocéle rectangle en 0 de sens direct.
F(C)=R'oSoR(C) =R oS(B) =R'(B).

445



Notons E = R'(B). Le triangle ABE est isocele rectangle en A de sens indirect.

D'aprés les coordonnées de A et de B, 0AB est un triangle isocéle rectangle en A de sens direct; d'ou E
est le symétrique de O par rapport a A. Le milieu de [EC] est donc Q.

2. Déterminons les coordonnées des points E, C et Q. Utilisons les affixes de ces points.

R(C) =B =>zg =izc = zc = —izg = —i(a + ai) = a — ai;
d'ol C a pour coordonnées (a, —a).

R'(B) =E = zg —zp = —i(zg — z4) = zg = —i(zg + iza — Z4).
zg = 2a. D'oU E a pour coordonnées (2q;0)

0 est le milieu de [C E] d'oll zq = (222

Q a donc pour coordonnées (2 a, _Ta)

(D) est la droite d'équation y = —x + a.

Le vecteur CE a pour coordonnées (a; a) et le vecteur U de coordonnées (1,—1) est un vecteur directeur
de (D).

CE -4 =0; d'oul les droites (CE) et (D) sont perpendiculaires.
En remplagant les coordonnées de (1 dans |'équation de la droite (D) on obtient que Q appartient a (D).
(CE) et (D) sont deux droites perpendiculaires en Q. Alors on peut écrire :

SQ = S(D))S(CE); d'O(:l S(D) o FF = S(D)O SQ = S(D)OS(D)O S(CE) = S(CE)'

S(p)OF est la symétrie orthogonale d'axe (CE).

B
a /// \
(D
» o \\
7
/> 2z \
o A \E
\\\ 1? a
\\\ / %
s il
d
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PROBLEME

PARTIE A

1. Vx€]—;0[, g(x) =x%+1—In(—x).
vx €]0; +oo[, g(x) = —x? + 1 — In(x).
g est dérivable sur R*.

_ (2x2+1)
x

Pour tout x > 0,g'(x) = —2x — i =

g'(x) < 0 donc g est strictement décroissante sur ]0, +oo.

SRR V2
_ 2(x x+ v v
I Sl ( - )( - ) x=7 <0 } g'(x) est du signe de x + 72

x<O0

Pour tout x < 0,g'(x) = 2x —%

X X

Si x €] — oo; —g [,g'(x) <0 alors g est strictement décroissante sur | — ; —‘/;[

Six €] - ‘/;; 0[, g'(x) > 0 alors g est strictement croissante sur | — ‘/75; 0[.

D'ou le tableau de variation de g :

x —00 _lé 0 +
TR
g'e) = B + =

g(x) \ %i/ \

2. a.Sur]—o;0[,g admet un minimum strictement positif qui vaut

3+In2
P

Donc si x < 0,g(x) > 0.
b. g(1) = 0; comme g est strictement décroissante sur ]0; +o[ alors :

si0 < x<1,alors g(x) > g(1) donc g(x) > 0,
si x> 1,alors g(x) < g(1) donc g(x) < 0.

Voici le signe de g résumé dans un tableau

X |-00 0 1 +o0
g() & i 0 B
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Partie B

In(—x)

a. Pour fout x €] — 00; 0 [, f(x) = x +

1—lng—x) 1] = x2+1—12n(—x)
x x

f est dérivable sur ] — ;0 etonaf'(x) =

Donc f'(x) = £,

Inx

Pour tout x €]0; + [,f(x) =—x+—.

— a2 _
f est dérivable sur ]0; +0o[ et ona f'(x) = —1 +1mX = X #1040

x2 x2 x2

Comme x? > 0 pour tout x € R*, alors f'(x) est du signe de g(x). On peut donc écrire :
Vx €] — o0; 0[U]0; 1, f'(x) > O:
f est strictement croissante sur | — oo; 0[ et sur ]0; 1[.

Vx €]1, +[, f'(x) < 0; f est strictement décroissante sur ]1; +oo].
b. Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. lim,_,, . f(x) = — car

. 1 . . In(— . In(— . 1
iMoo o = 0. 1imy o f(2) = Ty o (3 = 2E2) = =00 € limysop T2 = limy e~ = 0.
limysolnx = —oo
. . 1 >0
limx—o f(x) = limx-o (—x + E) =—wcar{ 7,
x>0 x>0 x 11mx_>0 ; = —00,
x>0
limx—oln(—x) = limx-olnx = —c0
. . In(— <0 >0
limy—o f(x) = limx-o (x + M) =+4ocar{ ', g
x<0 %<0 x limyoo = = —oo.
x<0
Tableau de variation de f :
X ) 0 1 + o0
J'&x) i + 0 4
+ o0 o
i Ly ot ¥4

2. Sur ]0; 4+, f admet un maximum négatif, alors Vx €]0; +oo[, f(x) < 0.

3. 1My [ (1) = (-] = liMyoyn 7 = O

d'ou la droite (A") d'équation y = —x est une asymptote oblique en +co.

In(—x) _

lim,,_o [f(x) — x] = lim,_,_ 0;
d'ou la droite ( A ) d'équation y = x est une asymptote oblique en —co.

4. a.Vx €]0; +oo,
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f)=-xe =0

Shx=0
sSx=1

Donc (Cf) et (A") se coupent au point de coordonnées (1, —1).

b. Vx €]0; +o0 [,f(x) — (—x) = @

X

1“7" <0e0<x<1.Vx e] 0; 1[, f (x) — (—x) < 0; donc (Cf ) est en dessous de(A).
me >0 x> 1.Vx E] 1; +oo[, f(x) — (—x) > 0; donc (C C; ) est au-dessus de ((A").

5. a.VxE]—OO;O[—_—

(C) et (4) se coupent au point de coordonnées (—1,—1).
b. ¥x €] — 00,0 [, f () — x = =2

X

—ln(;x) <0eIn(—x) >0 x<—-1.vx E] — oo —1Lf(x) —x <0

donc (C;) est en dessous de ().
In(—x)

—— >0 -1<x<0.Vx e] —1;0[, f(x) — x > 0; donc (Cy) est au-dessus de (A).

6. Tracé de (Cy),(A) et ()

()

w & [&a [e [N [&

|
————
—t

- |N

w A . A
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Partie C
L Q. limye o, h(x) = limy_ (22 +
In(—x)

carlim,_,_q

In(—x)

limx-oh(x) = +oo car limx-o = +o0

x<0 x<0
b. h est dérivable sur | — ©,0[ etonah'(x) =f'(x) + 1.

Comme f'(x) > 0, alors h'(x) > 0. Donc h est strictement croissante sur]- o; 0].

Tableau de variation de h :

X — o0 0
7 (x) T
-+ oo
A (x) /
—c0

2. a. h est continue et strictement croissante sur | — o, 0[ et h(] — o0; 0[) =] — o0; +o0[;

h est donc une bijection de ]- —0[ sur ] — oo; +-o[. Comme 0 €] — oo0; +oo[, alors il existe un unique nombre
a €] — oo; 0 tel que h(a) = 0, c'est-d-dire f(a) = —a. Par conséquent |'équation f(x) = —x admet une
unique solution dans | — oo; 0[.

b. h(-1) = =2; k(1) = -1+ 2In2.

h(-1) <0et h(-3)>0donc -1 <a < 3.
Partie D
1. Sur]1,+oo|,(C;) est au-dessus de (4') d'aprés B4.b.

AWM = [} (FO) —x)dx = [ 25
D'oll
= [fanxy? ]1 =2 (nt)?.

2. a.0npose u(x) =Inxetv'(x) = iz onadonc u'(x) = i Choisissons v(x) = —%.

Inx Int

J© =[] + ) Bax= [ 1) j = -2 -t
b. Six>1,alorsInx > Oe‘rln—x 0d'ot [, lnx dx > Opar‘SUITe](t) > 1alors : _|_1n_t 0 et
1 —%—ln—t 1 c'est-a- dlr'e](t) 1,0Onen deduﬁr que 0 < J(t) <
¢ im0 (0) = 1.

Int _
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SESSION DE REMPLACEMENT 1994 SERIE C

EXERCICE 1

Soit M un point du plan de coordonnées (x,y) dans le repére (O, U, V).

MeH) ex2—y>+x=0

Soit Q le point de coordonnées (—% 0) et (X,Y) les coordonnées de M dans le repére (Q,4,V).

X2 Y2
— -

ORCH

(H) est une hyperbole équilatére de centre Q.

Me(H) e =1(X=x+%,Y=y);

Eléments de symétrie dans le repére (0,4,V) :

1 7/ .
Q (— > O) est le centre de symétrie,

la droite d'équation y = 0 (I'axe focal) est un axe de symétrie,

la droite (A) d'équation x = —% est un axe de symétrie.
Asymptotes dans le repere (0,1, V) :
(O):y=x+ % (H)

(D):y=—x—7

b. Tracé de (H)
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2. a.z' estréel &z =7

2 2

SVz2+z 7247

z#+0etz+-1

z2+z=7%+z

z#¥0etz+-1

(2 =2+ (z-2)=0
z#¥0etz+-1

@{(z—z)(z+z+1)=0

z#+0etz+-1

_ 1
o Z=ZOURe(Z)=—§

z#0etz+-1

Soit ( Ox ) I'axe des abscisses et (A ) la droite d'équation x = —%, A le point de coordonnées (—1,0).

L'ensemble des points M tels que z ' est réel est

((Ox) —{0,Ap U (4)

b. z' imaginaire pur & z' = —z’
2 2
Sz2+z 0 22+ z#(D)
z#+0etz+-1

Posons z = x +iy,x E R,y € R,

(x,y) # (0,0) et (x,y) # (—1,0), la relation (1) est équivalente a

2x% = 2y% 4+ 2x = 0 soit x2 —y? + x = 0.

Donc I'ensemble cherché est |I'hyperbole (H) privée de ses sommets A et 0.

Construction : voir figure.
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EXERCICE 2
1. Figurel

2. a.s apour rapport Z En effet si a désigne le rapport de s,r; le rayon de (C,) et r, celui de (C,),
alors s(Cy) = (C;). Ce qui entrdine ar, =r,.

Par suite a = ;—2

1
Comme 1y =26Tr2=5,onaa=§.
b. s(N) = N et s(0,) = 0, alors % =5
1

2
NO, 5 2 25, 5
.—=- N0O5——NO7 =0.

NO; 2 2 4

5 5

Soit A le barycentre des points pondérés (0,,1) et (01,_75) et B celui des points pondérés (0,,1) et
(01,2), |'ensemble (I') est le cercle de diameétre [AB].

3. Onala correspondance suivante :




Ona:2(jM;,ji) = (olMl,ﬁﬁ) )

Z(I_f: M) = (O—ZI)'OZMZ) (2)
d'aprés le théoréme des angles inscrits.

En ajoutant les relations (1) et (2) et en appliquant I'égalité de Chasles, ona:
2(1M5, ;) = (0,My, 041) + (01,0, M)

Comme la similitude directe conserve les angles orientés,

2 (]MLM) = (01M1:m) + (O_lf' 0:M;).

On obtient : 2(JM;,]M;) = (0).

Par suite, J,M,, et M, sont alignés.
b. Figure 2

4. a.Ll'image du point B; est un point du cercle (C;) qui est aligné avec J et B;. C'est donc B,. De plus
S(M;) = M, donc la droite (B,M,) est |I'image de la droite (B;M;) par S.

Comme S est une similitude directe dont |I'angle n'est ni plat, ni nul, les deux droites (B;M,) et (B,M,)
sont sécantes.
b. P, B;, M, sont alignés et P, B,, M, sont alignés alors

2(PBy,PB;) = 2(M; By, M, B,)
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*

Puisque S transforme le segment [M, B;] en [M,B,] et le segment [B,] en [IB,], ona:2(M; By, M, B,) =
2(1By, 1B;). On en déduit que 2(PBj,PB,) = 2(IBy, IE)

Par conséquent P, By, B, et I sont cocycliques.
PROBLEME

PARTIE A

1. a.Dy; =R; donc vt € Dy, —t € Dg.

et et et
9(=t) = 1re—2t e?t(1+e~2t) T Trezt 9(0)

g est donc une fonction paire.

. . 1
b. lim;, ;0 g(t) = lim;_ ;e == 0 car

lim et =0

t—>—o0

. 5 e_t
lim g(t) = tl—l>I_noo 1+e2t 0 car lim (1+e?)=1
t——oo

t—>—oo

Autre méthode : lim,,_, g(t) = lim,, 0, g(—t) = lim;,,,g(t) = 0 car g est paire.
'(F) = et(1+e?t)-2e2t(ef) _ ef(1-e?t)
c.g ( ) - (1+e2t)2 T (1+e2t)2

, _ef(1+ef)(1-eY)
g (t) - (1+62t)2

le signe de g'(t) dépend du sighe de 1 —e* :
1-et=0t<0
1-et>001>efet<0
1-e'<0el<etet>0

g est strictement croissante sur | — oo; 0] et strictement décroissante sur
[0; +oo[. Tableau de variation de g

{ — 00

g@ | o

0
0
Ya
g / l \
0 | 0
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d. Tracé de (I’

2. G(x)= [, g(t)dt
a. G est la primitive de g sur R qui s'annule en O .
b.vx € R,G'(x) = g(x). Comme g(x) > 0,G est strictement croissante sur R.
€. G(0) = 0 et G est strictement croissante sur R;

d'ol: Vx €] — 2,0[ G(x) < 0

Vx €]0,+oo[ G(x) >0

PARTIE B
1. a Z<x<lo0o<x+Z<E
4 4 4 2

=>tan(x+%)>0

b. f est bien définie sur ] —7;7[d'aprés 1. a.

SixE]—%;%[,—xE]— ;%[

= —In [tan (x + %)] = —f(x)

Donc f est une fonction impaire.
/ _ v _ L3
c.f'(x) = D avec u(x) = tan (x + 4)

, _ ) LAY , Y _ 1+tan2(x+%)
u'(x) =1+ tan (x + 4) d'ou le résultat : f'(x) = —tan(x+§)
p . '0) = 1+tan2% —>

ar suite f'(0) = —=* =

4
: _ i}
d. llqu_gf(x) = —oo car hmx_}_%tan (x + Z) =0.
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lim,_=f(x) =+ car lim,_ztan (x + %) = 400,
4 4

e. f'(x) > 0 donc f est strictement croissante sur | — §,+§[.

£ [E +

f(x) L /

D e R R T VS O e .b ' :

f. Tracé de (C)

f. Tracé de (C). 1 /
Jvk «< ) /

7T
= (A) e
0.5 //
-1.5 -1 _|]® -0.5 o Q.50 T s
/4-/ <
VOO
e al
#H,ﬂr'ﬁ =05
% =
4

2. a.f est continue et strictement croissante sur I'intervalle | -7, += [ et f(J -7, +5D =R

Donc f réalise une bijection de | — 7, +5[ sur R.

Par conséquent f admet une bijection réciproque définie de R sur ]—%, +%[,
b. limy e f(x) = E; limy,_o f~1(x) = —%

f(0)=0= f~1(0) = 0. Comme f'(0) # 0 alors f~! est dérivable en 0
. —1\/ _ 1 _ 1
eTOHG-(fl)(O)—%—E.
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Tableau de variation de f~1

X — 00

(1'% 2

(f &)

Tracé de ( C") : voir figure. (C) et (C') sont symétriques par rapport a la droite (A) d'équation y' = x
dans le repere orthonormé (O, I, J).

c.vx€Ret vy €] 5[f ) =y & x = f()
1
o x—lntan(y+z)
x — T
S e —tan(y+4)

1 1+tan(y+%) e s
oy 1+tan2(y+%) T 1+e2x gx) = G'(x).

d (fH'() =

D'ol £~ est une primitive de g sur R.
Comme f~1(0) = 0 alors f~* est la primitive de g qui s'annule pour x = 0.

Par conséquent f~1 =G.
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CORRECTION SESSION NORMALE 1994

EXERCICE I

1° ) a) z, est solution réelle de (E) ssi

{213—5212+6zl=0 d'otl z, = 2

—3z24+ 11z, —-10=0
b) (E) ©® (z—2)[z? —(3+3i)z+5i] =0

A=-2i=1—-0)2%2z,=2+i;23=1+2i
2°) a) L'affixe du barycentre est Z = 2z, — 2z, + z; donc Z = 1. Le barycentre est donc le point I.

b) Premiére méthode:

_BC _ |z3 —17,|
~AB |z, —z4]

=|1+i|=+2

_— Z3 _ZZ
6 = mes(AB,BC) = arg( )

22724
=arg(1l+1i) =§

Q étant le centre de la similitude directe on doit donc avoir QAB isocele rectangle et le triplet (Q, 4, B)
direct on vérifie que Q = I en montrant que

mes(1A, TB) = = et que g =2,

Deuxiéme méthode: La relation complexe associée a S est de la forme z' = az + b,

FM):B@{ 2a+b=2+1
SBY=CTl2+Da+b=1+2i
a=1+1i
@{b=4

Donc S est associée a la relationz' = (1 +i)z—i

k=la|=|14+i|=+v2etd =argla) =arg(l+i) ==

"
L'affixe du centre Q vérifie larelationz= (1+i)z-idoncz=1et Q=1

T

S est donc la similitude directe de centre I, de rapport k = V2 et d'angle 6 = -
C)Zo=A+1i)z3—i=-1+2i.Donc C'(—1;2).
d) S étant une application affine conserve le barycentre. I est barycentre de (A, 2), (B, -2), (C, 1) donc
S(I) =1 est barycentre de (B,2),(C,—2),(C’,1).
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EXERCICE II

1°) a) Premiére méthode: disjonction des cas: En posant p = 2k oup =2k + 1 et q =2k’ oug =2k’ +1,0n
vérifie que p + g et p — g ont la méme parité.

Deuxieme méthode: utilisation des

congruences (p + q) — (p — q) = 2q donc

p+q=p—q[2]

b) p> —q2 = (p + q)(p — q). C'est donc le produit soit de deux nombres impairs donc un nombre impair,
soit de deux nombres pairs donc un multiple de 4 .

2°a) Enposant n =2k +1 = (k' + 1)2 —k'?, on

vérifie que k' = k.

b) Sin = 4k et n = p? — q?, on sait que p + q et p — g doivent &tre tous deux pairs. Posons alors p — q =
2r et p+ q = 2r'. On doit donc avoir rr’ = k. r est donc un diviseur de k, prenons par exemple r = 1, alors

p—q=2 __(p=k+1
{p+q=2k‘:">{q=k—1

3°) Si n est impair ou multiple de 4 alors d'aprés 2° ) n est différence de deux carrés.
Réciproquement si n est une différence de deux carrés, d'aprés 1° ) b) , n est impair ou multiple de 4 .

Une condition nécessaire et suffisante pour que n soit une différence de deux carrés est qu'il soit impair
ou multiple de 4 .

PROBLEME
Partie A:
1° Soit p(n) la proposition %s =
o %= 1et zio =1 donc p(1) est vraie.

e Supposons p(n) vraie
1 1

[ Song e 22" <!
n.

o> mnm+1)2"T < (n+ Dn!
or2<n+1carn=1donc
(@) =>22"1<(n+1)!
eo2"<m+1)!

1 1

(n+1)! 2n
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1
2n-1

. Onadonc:VneIN*%s

2°a)1<1

IA

WikN|Re]R
N IA
R L Y

1 1
(n-1)! = 2n-2
1 1
—- <<
n! — 2n-1

1

Up STH+14+5+ o+ +

2n—1

1-X

doncu, <1+ 121"
2
1
Up =3 — 53
u, <3
1 .

b) upyr —up = . Donc (u,) est croissante.

(n+1)!

Toute suite croissante et majorée est convergente.
(u,) est donc convergente.
Partie B:

10. fj(x) = —e™* tableau de variations 1

fi(x) = (1 —x)e™™ tableau de variations 2

f,(x) — fy(x) = (x — 1)e™* donc

sur | — o; 1[(C,) est au-dessous de (Cy);

sur ]1; +oo[(C;) est au-dessus de (Cy)

BERENGER B. TC

Représentations graphiques de (C,) et (Cy) sur fig 1
2)fu(x) =x""'(n—x)e™*

Tableau de variations 3 dans le cas ol n est pair.
Tableau de variations 4 dans le cas ol n est impair.

3° ) Courbes (C,) et (C3) sur la fig 2 . Il est intéressant de vérifier que sur ] - ;; 1[(C;) est au-dessous de
(C,) et sur ]1; +o[(C3) est au-dessus de (C,)
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Partie C:
10. Fo(x) = [-e f=1—¢%

Fy(x) = [ te~tdt Posons u(t) = t et v'(t) = e~*

alors on a:u'(t) = 1 et v(t) = —e~* donc

Fi(x) = [-te ']§ + foxe_tdt

Fix)=1—e*—xe™*

lim, 0 Fo(x) =1etlim,_,,Fi(x)=1

20) E,(x) = foxt"e_tdt Posons u(t) = t" et v'(t) = e talorsona: u'(t) = nt" et v(t) = —e~* donc
E,(x) = [-t"e t]§ - fox —nt" le tdt

F,(x) = —x"e ™ + nF,_1(x)

Partie D.
1°) a) Pour x = 1,E,(1) = —e~! + nF,,_;(1) donc

B et K@)

vn e IN” -—
" n! n!  (n—1)!
Fo(1) _ _e™' | Fa(D)
b) nl  al | (n-1)!
Fn—l(l) _ e ! Fn—Z(l)

-1 m=-D m=2)

Fn—Z(l) _ e ! Fn—3(1)
m=-2) =2 m-23)

2! 2! 1!

F(1) _ 9_1+F1(1)

F(1) _ et FQ)

11! 0!

Fn(1) _
n

Fo(1) —

(1 1 1 1,1
—e (ot ot 4

n!  (n-1)!  (n-2)!

—e"tu, + 1

Deplus L2 = (1) =1 -7 =1 -y,

Fa) _ 4

n!

donc vn € IN — e lu,.

2°) a) En étudiant les tableaux de variations 2,3 et 4 on vérifie que ¥n € IN*, f;, est croissante sur [0,1]
donc vt € [0,1] £,,(0) < f,,(t) < f,(1) c'est ddire 0 < f,(t) <e?

b) Donc [, 0dt < [, fy(t)dt < [, e~ldt
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c'estadireque: Vn € IN*0 < F (1) <e™l.
3W<E(M<el<s0<n(l-elu,)<e?

1
<=>0<e—u,<—
n!

' N . ° 1 1
Or d'apres la partie A° ) ona — < ——donc
n! 2n—1

1

VnEIN*OSe—unSF

lim 2"1—1 = 0d'ou lim(e — u,) = 0 soit: limu, = e
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