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Exercice 1 ( R 2004) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

3

:3u2+1

n

pour tout n de N.

@ W& Montrer que : u, > 0, pour tout n de N.

BBl Montrer que la suite (u,) est décroissante.

l& En déduire que la suite (u,) est convergente.
1
@ . Montrer que : ;1 < gun, pour tout n de N.

1 n
. En déduire que : u, < (3) , pour tout n de N puis calculer lim w,.

n——+oo

Correction de ’exercice 1 :

@ . Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 0”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 1 et on sait que 1 > 0 donc uy > 0, donc P(0) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:

U3

Ju2 +1

d’apres hypothese de récurrence on a : u, > 0 d’ou:

Up+1 =

P >0 et 3ul+1>0

d’ou : 5
u
__n > (0
Juz +1
d’ou :
Un41 >0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.
BB Soit ne N
on a :

u3

B u2+1
ud — u,(3u? + 1)

3u? +1

Up+1 — Un Unp,

d’ou :
ud — 3ud — u,
3u2 +1
—2u3 — u,
3u2 +1
—u,(2u2 + 1)
3u2 + 1

Up4+1 — Un =



d’apres la question 1. aon a : u, > 0 d’ou :

—u, <0 et 2u2+1>0 et 3ul+1>0

d’ou : o2 4 1
3u? +1
d’ou
Upy1 — Uy <0
d’ou :

(Vn eN);  upyg —u, <0
d’ou la suite (u,) est décroissante.

. Puisque la suite (u,) est décroissante et minorée par 0, alors elle est convergente.

@ .SoitnEN

on a :

1 ul Up,
Ul T3 T g2 11 3
_3ud —up(3ul + 1)
0 3(3u2+ 1)
_ B = By —
o 3(3u2 + 1)
S,

3(3u2 +1)

d’apres la question 1. aon a : u, >0 d’ou :

~u, <0 et 3(3ul+1)>0

d’ou : "
332 +1) "
d’ou
1
Upt1 — gun <0
d’ou

1
(Vn € N), Un+1 S gun

. e Premiere cas: sin=0ona:

on sait que :

donc :



» Deuxiéme cas : si n € N* pour tout k& € {0;1;..;n— 1} on a :

1
0 <upyr < 3 Uk

d’ou :

1 1 1 1

0 < Ut X Ug X oo X Uyt X Uy < <3U0) X <3}£{) X (3%> X ... X <3M)
d’ou :
n—1-0+1
O<un§<3> X uy (car: (Vn € N); u, > 0)

d’ou :

()

tn < {3

d’ou :

1 n
(Vn e N*);  wu, < (3)

1\° I\"
Puisque uy < <3) et (Vn e N*); w, < <3> alors :

(VneN); wu, < (;)n

Calculons lim wu, :
n—-4o0o

1
puisque —1 < 3 < 1 alors :

li (1 ”_0

1\" 1\"
puisque (Vn € N); 0 < u, < (3) et lim 0= lim (3) =0 alors :

n——+00 n—-+00

lim wu, =0
n—-+00

Exercice 2 ( R 2005)

1

On pose : u, =n+ <3> pour tout n de N*.

Calculer, en fonction de n, la somme : S, = u; + us + ... + u,.
Correction de I’exercice 2 :
Soit n € N*

| Z 211 j@) :E; + (;)) st (e (1))
=(1+2+..+n)+ ((;)1 + (;)2 + .t (;)n>
G )

_ (n—1+1)(n+1)+<1)1x (1_

2 3 1_1
3
(=14 D+ 1) 1x(1—(§))
2 3—1



donc :

nn+1) 1
Sn - 2 g X 2
3
1
~n(n+1) T3
2 + 2
donc : ( N .
n(n +
VneN); S, =——+_-—
(vn € N°); 2 T2 2w
Exercice 3 ( R 2006) :
On considere la suite numérique (u,,) définie par :
2 1
up=0 et u; =1 et upo= gunﬂ — %un pour tout n de N.

1
On pose : v, = Upy1 — Sun et w, = 5"u,, pour tout n de N.

@ Montrer que la suite (v,) est géométrique de raison R et exprimer v, en fonction de n.

@ . Montrer que la suite (w,) est arithmétique de raison 5.

BB Exprimer w, en fonction de n et en déduire u, en fonction de n.

2
@ . Montrer que 0 < up11 < 5un pour tout n de N*.

n—1
. En déduire que 0 < u,, < <5> pour tout n de N* puis calculer lim wu,.

n——+0oo

Correction de ’exercice 3 :

@ Soit n € N
on a :
1
Un41 = Un+141 — gunﬂ
1

= Uny2 — gun—i-l
9 1 1

= ZUp — 7z Un — ZUp
5 "1 95 5
9 1 1

= ~Up — ZUp — 7 Un
5 L 5Tl 95
=(5-5) w5

Upt1 — —Up,
5 ST
1 1
—Up, — Uy,
T 5 T op
= 5 (1 = 5m)
Unp, —Up
5\ "5
dou :

Un41 = 5vn



d’ou :
Un+1

(car v, # 0)

| =

Un
s . P o1
d’ou la suite (v,) est géométrique de raison —.

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison £ alors :

1 n—0
(Vn e N); v, =1 <5>

Calculons vy :

on a :
1
Uo=U0+1—5Uo
:Ul—gxo
=1-0
=1
d’ou :

@ .SoitnEN

on a .

_ rntl n
Wp41 — Wn = 5 Unp41 — Y Unp,

1
= 5n+1 ('U/n+1 — Un>

5)
= 5"y,

:5n+1x<1>n
5
1n
=5 x5 x —
5
=5 x1

d’ou :
(Vn eN); wpi —w, =5
d’ou la suite (w,,) est arithmétique de raison 5.

. Puisque (w,,) est une suite arithmétique de raison 5 alors :
(VneN); w, =wy+ (n—0) x5

Calculons wy :
on a :
Wy = 5OUO
=1x0

d’ou :
(Vn e N);  w, =5n



Soitn € N
on a :

d’ou :

d’ou :

@ & Soit n € N*

on a :

on sait que :

d’ou :

d’ou :

on a :

on sait que :

puisque n € N* alors : n > 1 d’ou :

puisque —n + 1 < 0 et 5™ > 0 alors :

d’ou :

d’ou :

w, = 5"u,
Wnp
Uy = ——
5n
5
(VneN);  wu, = on
5n
5(n+1)
Upy1 = TEnrl
5(n+1)>0 et 5" >0
5(n+1)
5n+l >0
0< Un+1

2 S5(n+1) 2 " 5n
Upgl — =Up = —————— — — X —
+1 5 En+l 5 5n
N\ M+ 5 10n
. 5n+1 - 5n+1
-~ Sn +5—10n
- 5n+1
B 5n — 10n + 5
- 5n+1
B —5n+5
5n+1
_ B(—n+1)
B x hn
_ —n+ 1
=
5" >0
—n+1<0
—n—+1
0
5"

Up4+1 — gun S 0

Un+1 S —Up



2
Puisque (Vn € N*); 0 < w41 et upqg < £ Un alors :

2
(Vn e N*); 0 <uppp < £ Un

21—1 20
w=1 et (5) =(5> =1

0<1<1

2 1-1
O<us (5>

e SineN"— {1} pour tout k € {1;2;..;n— 1} ona:

e Sin=1ona:

on sait que :

d’ou :

0 <upyr < = Uk

d’ou :
2 2 2 2
0 < ug X ug X oo X Upe1 X Uy < <5u1) X (5%) X (5%> X ..o X (5 _)
d’ou :
n—1—-1+1
0<u, < <5> up  (car: (Yn e N*—{1}); u, > 0)
d’ou :
2 n—1
0 n< |- 1
<w=(3)
d’ou :

2 n—1
(Vne N* —{1}); 0<u, < <5)
n—1

AN 2
Puisque 0 < u; < <5) et (VvneN"—{1}); O0<u,< (5) alors :

2 n—1
(VneN"); 0<u,< <5>

Calculons lim wu, :
n—-+oo

2 2\ !
puisque —1 < R <let lim (n—1)=+ooalors: lim () =0.

n—-+oo n—+oo \
) 2 n—1 ) ) 2 n—1
puisque (Yn € N*); 0 <, < <5> et nl—lglooo = nl_lgloo (5) =0 alors :

lim wu, =0
n—-+o0o

Exercice 4 ( R 2007) :
Soit, (u,) la suite numérique définie par :

1
U =2 et U,y = g(un — 4n — 1) pour tout n de N.

On pose v, = u, + n — 1 pour tout n de N.



1
@ Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison v

@ [ Calculer v, en fonction de n.

. En déduire u,, en fonction de n puis calculer liIE Up.
n—-+0oo

@ On pose T, =vg+v1 + ... + v, et S, = ug + uy + ... + u, tel que n élément de N.

1 1 1)(n —2
Montrer que : T;, = 1 <5 — 5n> et que S, =T}, — (n+ )2(n )

pour tout n de N.

Correction de ’exercice 4 :

@ Soit n € N
ona:
Ups1 = Upy1 + (n+1) =1
=Upp1+N
1
:g(un—ﬁxn—l)—l—n
1
:g(un—4n—1+5n)
1
:g(un—4n—|—5n—1)
<y 0 —1)
= —(up +n —
d
d’ou :
Un—i-l:gvn
d’ou : 1
0211—5 (car v, #0)

d’out (v,) est une suite géométrique de raison E

. R A o1
@ & Puisque (v,) est une suite géométrique de raison 3 alors :

1 n—0
(VneN); v, =1 (5>

Calculons vy :

on a :
v=1u +0—-1
=2-1
d’ou : 1\"
(VneN); v, = ()
b}
.SoitnEN
on a :

Up=U,+Nn—1 < u,=v, —n+1



d’ou :

1 n
(VneN); wu, = <5> —n+1

Calculons lim wu, :
n—-+00

1 n
puisque —1 < R < 1 alors lim <5> =0 et on sait que : lim —n = —oo d’ou :

n—-+oo n—-+oo
lim u, = —o0
n—-+o0o
@ Soit n € N
on a:
T, =v+ v+ ..+ v,
1 n—0+1
1= (5)
><< >
:’UO
1
1— =
5)
1 n+1
(1‘<5> )
=lx =57
5
1
_ (1_5n+1)
a 4
5
5 1
_4<1_5n+1>
1 5
:4<5_5n+1>
1 5
——(5—
4( 5><5”>
d’ou :
(Vn € N): T—1<5 1)
n ) n_4 5n
Soit n € N
on a:

S, = Ug + Uy + ... +uy,
k=n
= Zuk
k=0
k=n
= Z (Uk —k+ 1)
k=0

= <§Uk> + (i(—kz—l—l))
_7 (n—0+1)(—20—|—1—n+1)

L (D (n+2)

, (B Ditn=2)




d’ou :

1 -2
(neN) S, =1, "t >2(” )
Exercice 5 ( R 2008) :
DUy,
Soit (u,) la suite numérique définie par : ug = 2 et u, 11 = 5 u+ 3 pour tout n de N.
Unp

@ Montrer que : u, > 1 pour tout n € N.

Uy — 1
@ On pose : v, = pour tout n de N.

n

3
. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 puis exprimer v,, en fonction de n.

. Montrer que u,, = 7 pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (u,).

2
3
2= (5)
5
Correction de ’exercice 5 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 17 On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 2 et on sait que 2 > 1 donc uy > 1, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
Ona:

. duy,

~ Qu,+3

 Suy — (2uy, + 3)

N 2u, + 3

Uy, — 22U, — 3

 2u,+3

~ Bu, —3

- 2u, +3
3(un, — 1)

- 2u,+3

Up+1 — 1

d’apres hypotheése de récurrence on a : u, > 1 d’ou:

3(up,—1) >0 et 2u,+3>0

d’ou : 3( D
Up —
——= >0
2u, + 3
d’ou :
Up+1 — 1>0
d’ou :
Un+1 >1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

10



@ & SoitneN

on a :

Un+1 =

donc :

Un4+1 = gvn

donc :

3

=— (carv, #0
o G s .3

d’ou (v,) est une suite géométrique de raison —.

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 3 alors :

3 n—0
(Vn eN); v, =1 (5>
Calculons vg
ona:
Uy — 1
Vg =
Ug

21

2

B 1

2
d’ou :

11



.SoitneN

On a:
Uy — 1
Uy = <~ VU, =u, —1 (caru, #0)
Unp,
<= UV Up — Uy, = —1
== (v, — Du, =—1
— -l
Uy =
v, — 1
< 1
Uy =
1—u,
B 1
R S W
10
2\5
B 1
2 5}
1 1
<~ un—Tx (2 (3)n>
2 5)
=)
9 (2
5)
donc : 5
(VneN);,  u, = ——==

Calculons lim u,:
n—-+0o00

. 3 . 3\" o
puisque —1 < R < 1 alors nl_l)lgloo <g> =0 dou:
d’o:

Exercice 6 ( R 2009) -
Soit (uy,) la suite numérique définie par :

1+ 4u
up =0 et u,4 = + Stin pour tout n de N.
7 —2u,
) 6(]- - un) P
@ Vérifier que 1 — w1 = W pour tout n de N et montrer par récurrence que 1 — u,, > 0 pour

tout n de N.

2u, — 1
@ On pose v, = tn T pour tout n de N.
u

n

: : N . .
. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 6 puis exprimer v,, en fonction de n.

12



. Montrer que u, = —g%7—— pour tout n de N puis en déduire la limite de la suite (u,).

Correction de ’exercice 6 :

@ Soit n € N
ona:
SO
T 2uy, — (1 + 4u,)
N 7 — 2u,
7= 2up, — 1 —4u,
- 5+2—2u,
7T =1=2u, —4u,
521 —wy,)
6 —06u,
C54+2(1 —uy,)
donc :
6(1 = uy,)

. 1— —
(v € N); O = 5 o1 — )

Pour n € N, on note P(n) la propriété : "1 — u,, > 0" On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

o Initialisation : Pourn =0ona: 1 —wuy=1=0=1 et on sait que 1 > 0 donc 1 — ug > 0, donc P(0)
est vraie.

« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:
6(1 —up)

5+2(1 —up)

d’apres hypothese de récurrence on a : 1 —u,, > 0 d’ow:

1 — Up+1 =

6(1 —u,) >0 et 2(1—u, >0

d’ou :
6(1—u,) >0 et 5+2(1—wu,) >0
d’ou : 6(1
Blzw)
5+2(1—uyp)
d’ou :
1—Un+1>0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

13



@ & SoitneN

on a :

2un+1 —1
Un4+1 = 1
Up+1 —

1
QXM—I
7 — 2u,
1+ 4u, ]
7 — 2u,
2(1 + 4uy,) — (7 — 2uy,)

_ 72w,

1+ 4du, — (7 —2uy,)
7 =21,
24 8u, — 7+ 2u,

1+ 4u, — 7+ 2u,
2 — 7+ 8u, + 2u,

1—7+4u, + 2u,
-5+ 10u,

—6 + 6u,

10w, — 5

6u, — 6

~ 5(2u, — 1)

~ 6(u, — 1)

5 (2un—1>
= - X
6 Uy — 1

5

Uny1 = an

donc :

donc :
Un—l—l

(car v, # 0)

Un

Ol o] ot

d’ou (vy,) est une suite géométrique de raison —.

D

. SN LD
Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 6 alors :

5\ =0
(Vn eN); v, =g (6)
Calculons vy:
on a :
~ 2up—1
v= ug — 1
C2x0-1
0—1
-1
-1
d’ou :
v =1
d’ou : .
(Vn e N); v, = (Z)



.SoitneN

on a :
2u, — 1
vy = Y 1 — vy(u, —1)=2u, —1 (caru, —1#£0)
Uy —
< VUp — Uy = 2u, — 1
<= v Up — 2U, = U, — 1
— (v, —2)u, = v, — 1
v, — 1
= u, =
Uy, — 2
d’ou :

Calculons lim wu,:
n—-+00

puisque —1 < 2 < 1 alors lim (2) =0 d’ou:

n—-+00
. 0-1
lim u, = ——
n—+oo 0—2
1
=2
d’ow:
lim u, =
n—-00
Exercice 7 ( N 2010) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :
3u, —

1
up =2 et Uy = pour tout n de N.

2u,,
@ Montrer par récurrence que u, — 1 > 0 pour tout n de N.
@ On considere la suite numérique (v,) définie par

oup—1
" 2u, — 1

Up, pour tout n de N.

. f o . 1 Ly 1 /71\"
. Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3 et en déduire que v, = 3 () pour tout n
de N.

v
. Montrer que u,, = 2n7 et en déduire que lim wu, = 1.

Up — n—-+00

@ Calculer 11111 wy, sachant que (w,) est la suite numérique définie par : w,, = In(u,) pour tout n de N.
n—-+00

Correction de ’exercice 7 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, —1 > 0”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

15



o Initialisation : Pourn =0ona: ug—1=2—1=1 et on sait que 1 > 0 donc ug — 1 > 0, donc P(0)
est vraie.

« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

Ona:

3u, — 1
2u,,
3u, — 1 —2u,
2u,,
3u, — 2u, —1
2u,
Uy — 1

Unp+1 — 1=

2Uy,

d’apres hypothese de récurrence on a : u,, —1 > 0 d’ou:

U, —1 >0 et 2u, >0

d’ou w —1
= >0
Up,
d’ou :
Up4+1 — 1>0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ & SoitneN

on a :
un+1_1
Upgl = ——
T 2y — 1
3u, — 1
=2
2Uy,
2X(3un 1)_1
2uy,
3u, — 1 —2u,
_ 2,
2(3u, — 1) — 2u,
poias
o Buy — 1 —2u,
-~ 2(3u, — 1) — 2u,
~ 3Buy — 2u, — 1
© 6u, — 2 — 2u,
B Uy — 1
 6Guy, — 2uy, — 2
_un—l
- 4u, — 2
ou,—1
- 2(2u, — 1)

_1<un—1>
2\ 2u, —1

16



donc :

1
Un+1 = §Un
donc : )
Un+1
= — n 0
o 5 (car v, # 0)
1

d’out (v,,) est une suite géométrique de raison —.

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 5 alors :

1 n—0
(Vn € N); vn:v0(2>
Calculons vg:
on a :
UO_]-
Vo =
0 2U0—1
o 2-1
C2x2-1
1
41
1
3
d’ou : R
Vn € N); n—()
(vn € N); v =5 (5
BB Soit ne N
on a :
_ M QU= 1) = — 1 (car 2u, — 1 £0)
Up = 0 1 U (2, = Uy, car 2u,,
< 20Uy — UV, = Uy — 1
= 20Uy — Uy = Uy — 1
— (2u,— Du, =v, —1
donc : i
/1-] p—
Vn € N); = —
(v eN); =5 —5

1
puisque —1 < 3 < 1 alors :

d’ou :
lim v,==-x0=0
n—-+00
d’ou :
. . Up — 1
lim w, = lim
n—+o00 n—+oo 2v,, — 1
01
S 2x0-1
1
-1

17



d’ou :

Iim u, =1
n—-+4o0o

@ Puisque lim u, = 1 et la fonction In est continue en 1 alors :
n——+o0o

lim In(u,) =In(1)

n——+oo
d’ou :
lim w, =0

n—-+o00

Exercice 8 ( R 2010) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

3uy,
4 pour tout n de N.

1o o o

@ Montrer que u,, > 0 pour tout n de N.
1
@ Montrer que u,1 < ?un pour tout n de N.

@ Montrer que la suite (u,) est décroissante et qu’elle est convergente.

1 n
@ . Montrer par récurrence que u, < (7) pour tout n de N*.

BB Déterminer la limite de la suite (u,).

Correction de ’exercice 8 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 0”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie

pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 1 et on sait que 1 > 0 donc uy > 0, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:
3y,

21 + u,

d’apres hypothese de récurrence on a : u, > 0 d’ou:

Un4+1 =

3u, >0 et 21+wu, >0

d’ou : 3
Up,
— >0
21 + u,
d’ou :
Un+41 >0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

18



@ Soit n €N
on a :
1 3ty U
B S T
T X 3up — un (21 4 uy,)

7(21 + uy,)
 2hay — 2ba — u?
721 4 uy)
_ T
721 4 uy)
d’apres la question 1. on a : u, > 0
d’ou :
—u? <0 et T(214u,) >0
d’ou : )
—u
E———]
7(21 + uy,)
d’ou :
Unt1 = ZUn < 0
d’ou : .
(Vn e N);  upy < —Un
@ Soit n € N
d’apres la question 2. on a :
1
Unp41 < ?U/n
on sait que :
1
—<1
7
d’ou :

1
—u, < u, (caru, >0)

7

puisque U, 11 < —Un et ;un < u, alors :
Upt1 < Up
d’ou :
(Vn e N);  upi1 < uy

d’ou la suite (u,) est décroissante.
Puisque la suite (u,) est décroissante et minorée par 0, alors elle est convergente.

1 n
@ . Pour n € N*, on note P(n) la propriété : "u, < <7> ”. On démontre par récurrence sur n que P(n)
est vraie pour tout n € N*,

e Initialisation : Pour n =1 on a :
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it 22>7( 22 7+1t1>0)
on sail e — car — = — et —
que 73 - 3% 3
d’ou :

3

22
1 1
s <7>

o Hérédité : Soit n € N* tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
D’apres hypothese de récurrence on a :

<

| =

d’ou :

donc P(1) est vraie.

d’ou : ) L 1n )
d’ou :

1 1\

n <l|z

7" (7)

d’apres la question 2. on a :
1
Upt+1 < §Un

) 1 1 1\t
puisque U, 1 < —u, et —u, < (7) alors :

7 7
1\ "+
e < (7)
Ainsi, P(n + 1) est vraie.
« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*.
BB Soit n € N* '

n
d’apres la question 1. on a : 0 < u, et d’apres la question 4.a on a : u, < <7> d’ou :

1 n
<< (1)
=7
. 1
puisque —1 < - < 1 alors :

li 1\" =0
Jim (o) =

1\" 1\"
puisque lim <7> = lim 0=0et (YneN); 0 <u, < <7> alors :

n—-+o0o n—-+o0o

lim u, =0

n——+0oo
Exercice 9 ( N 2011) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :
1 et o tout n de N
up=1 et w43 = ——— pour tout n deN.
0 ntl = gy 8w, p

@ Montrer par récurrence que u, > 0 pour tout n de N.

20



1
@ On pose : v, = — + 2 pour tout n de N.
u

n

. Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 5 puis exprimer v,, en fonction de n.
1
3 X 5" —2

Correction de ’exercice 9 :

. Montrer que u,, = pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (u,,).

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 0”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 1 et on sait que 1 > 0 donc uy > 0, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:
Up
Upy] = ————
Ty + 8u,
d’apres hypothese de récurrence on a : u, > 0 d’ou:
5+ 8u, >0
d’ou : u
>0
5 + 8uy,
d’ou :
Up+1 > 0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ .SoitnGN

on a :

Unt1 = +2

d’ou :

5
Ups1 = — + 10
u

1
5(--+2)
Un

Un41 = Oy,

donc :
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donc :
Un41

Un

=5 (carwv, #0)

d’ou (v,,) est une suite géométrique de raison 5.
Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 5 alors :

(Vn €N); w, =vg x 5"

Calculons vy :

on a :
Uo—f—{—Q
Ug
1
=—+2
1—|—
=142
=3
d’ou :
(VneN); v, =3x5"
BB Soit n e N
on a:
1 1
Up=—+2 &= — =v, —2
Unp Unp
<~ !
Uy = ——
Up — 2
d’otu : .
VneN); u,=-—"——=
(€ N); = 5253

puisque 5 > 1 alors :
lim 5" = 400

n—-+o0o
d’ou
lim 3x5" =400 (car3>0)
n—+00
d’ou
lim (3 x5" —2) =400
n——+o0o
d’ou
lim wu, =
n—-+o0o
Exercice 10 (R 2011) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :
1 et Bt tout n de N
up=1 et wuy,,1 = ———— pour tout n de N.
0 +1 1+ 15u, p
1
1 Un — 3
@ . Vérifier que u,11 — 3= Wfl pour tout n de N.

1
. Montrer par récurrence que wu,, > 3 pour tout n de N.
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@ On considere la suite numérique (v,) définie par :

1
v, = 1 — — pour tout n de N.

1
Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison G puis exprimer v,, en fonction de n.

1
@ Montrer que u,, = ——=—5 pour tout n de N et en déduire lim wu,,.

1 n—-+o0o
3—2(=
(5)

Correction de ’exercice 10 :

@ .SoitnGN

on a .

1 6u,, 1
ST S T 15, 3
3 X 6u, — (1 + 15uy,)
B 3(1 4 15u,)
18u,, — 1 — 15u,
3(1 + 15u,)
18u,, — 15u,, — 1
3(1+ 15u,)
3u, — 1

dot :
1

1 UnT3

VneN): wpq—-=-— 3

(fn €N); unp1 — 3 1+ 15u,

1
. Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > g”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est

vraie pour tout n € N.

1 1
o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 1 et on sait que 1 > 3 donc ug > 3 donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
D’apres la question 1.a on a :

1
1 UnT3
Yt T 3 T T 1hu,

N . , | N
d’apres hypothese de récurrence on a : u,, > 3 d’ou :

1
un—§>0 et 1dou,+1>0

d’ou
1
Uy — =
3
—2 >
15u, +1
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d’ou :

1
Up+1 — g >0
d’ou :
1
un_;’_l > g

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ Soit n € N
on a :
. 1
Upe1 = 1 —
i 3un+1
- 6w,
Ix —
1+ 15u,
) 1
~ 18u,
1+ 15u,
. 1+ 15u,
B 18u,,
1 150
-~ ()
18u,,  18uyx
B 1 15
N 18u, 18
B 15 1
C 18  18u,
_18-15 1
18 18u,,
3 1
18  18u,
1
6 18u,
d’on :
1 1
1 == (1 ——
Untl = ( 3un)
d’otu : ]
Up+1 = évn
d’on : .
UZ? =5 (car v, # 0)

1
d’out (v,) est une suite géométrique de raison —.

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 6 alors :

1 n—0
(Vn e N); v, =g (6)
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Calculons vy :

on a :
] 1
Vo = R —
0 3U0
B 1
N 3x1
_q 1
B 3
~3-1
3
_2
3
d’ou : 5 /1\n
Vn € N); n—()
(Vn€eN); v 35
@SoitneN
on a :
1 1
(V) 30, <:>3un v
1
<~— 3u, =
1—u,
< !
Uy, =
3(1—vy,)
= 1
Uy =
3 — 3vu,
- 1
T T (Y
6
d’ou : )
(Vn e N);  u, =

Calculons lim w, :
n—-+4o0o

1 n
puisque —1 < G < 1 alors lim <6> =0

n——+o0o
d’ou :
. ) 1
lim w,= lim —
n—-+4oo n—-+4oo 3 . 2 (1)
6
- 1
3-2x0
- 1
S 3-0
d’ou :
lim wu, =
n—-+oo

Exercice 11 ( N 2012) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

10 12
U, + — pour tout n de N.

Ug = 11 et Un+1 = ﬁ 11
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10

@ Vérifier que : u,y 1 — 12 = 1

(un, — 12) pour tout n de N.

@ . Montrer par récurrence que u, < 12 pour tout n € N.

BB Montrer que la suite (u,) est croissante.

. En déduire que la suite (u,) est convergente.

@ Soit (vy,) la suite numérique telle que : v, = u,, — 12 pour tout n de N.

10
. En utilisant la question 1. montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 1 puis exprimer v,

en fonction de n.

10N\™
. Montrer que u,, = 12 — (11) pour tout n de N et calculer la limite de la suite (u,).

Correction de ’exercice 11 :

@ Soit n € N
on a .
10 12
=12 =y, 4 -2 12
Unt1 '
10, 12-11x12
R 11
10, (-1 x12
R 11
10 10 x 12
R 11
10 10
= —U, — — X 12
11 11
d’otl :
10
(Vn e N);  upy — 12 = ﬁ(un —12)

@ . Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, < 12”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n = 0 on a : ug = 11 et on sait que 11 < 12 donc uy < 12, donc P(0) est
vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

D’apres la question 1. on a :

10
Unp+1 — 12 = ﬁ(un — 12)

d’apres hypothese de récurrence on a : u,, < 12 d’ou:

10
—(u, —12) <0
T )
dott ;
Unsr — 12 <0
dott :

Un+1 <12

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.
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.SoitneN

on a :
1 N 12
Unp+1 Up, 11un 11 Uy,
10 n 12
= 77 Un — Up
11 11
(10 1) n 12
= _— U’n _
11 11
(10 — 11) n 12
—= 71/[/” —_—
11 11
(—1) 12
TR
1
= —(— 12
(Tt 12)
d’apres la question 2.a on a :
Uy < 12
d’ou : 1
—(—u, +12
11( u, +12) >0
d’ou :
Upt1 — Uy >0
d’ou :

(Vn e N); Upyr —u, >0
d’ou la suite (u,) est croissante.

. Puisque la suite (u,) est croissante et majorée par 12, alors elle est convergente.

@ & SoitneN

on a :
Un4+1 = Un41 — 12

d’apres la question 1. on a :
10

d’ou : 10
Un+1 = ﬁ(un — 12)
d’ou : 10
Un+1 = ﬁvn
d’ou : 10
UZ; =1 (car v, #0)

- PSP o1
d’ou (v,) est une suite géométrique de raison o

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 1 alors :

10 n—0
(Vn e N); v, =1 (11>
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Calculons vy :

on a :

U0:U0—12
=11-12
=-1

d’ou : 107"
Vn € N); n——()
(VneN); v T
.SoitnEN
on a :

Up = Uy, — 12

d’ou

U, = 12+ v,

d’ou

10"
(Vn eN); wu, =12 — <11)

Calculons lim wu, :
n—-4o0o

10 10\"
puisque —1 < 0 < 1 alors lim (11> =0

n—+00
d’ou :
lim uw,=12-0
n—-+o0o
d’ou :
lim  w, =12
n——+o0o
Exercice 12 ( R 2012) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :
du, + 3
Uy = et Uyl = our tout n de N.
0 +1 3u, + 4 p

@ Montrer par récurrence que u,, > 1 pour tout n de N.

Uy — 1

@ On pose : v, = JPoUT tout n de N.

n

. Vérifier que 1 — v,, = pour tout n de N et en déduire que 1 — v,, > 0 pour tout n de N.

1+,

. Montrer que u,, =
1—w,

pour tout n de N.

1
@ . Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison - et exprimer v,, en fonction de n.
BB Montrer que lim v, = 0 et en déduire la limte de la suite (uy,).
n——+oo

Correction de ’exercice 12 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 17 On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 3 et on sait que 3 > 1 donc uy > 1, donc P(0) est vraie.
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o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:
du, + 3
Unir =1 =g
Ay + 3 — (3uy, +4)
N 3u, +4
Ay +3—3u, — 4
N 3u, +4
~ Au, —3u, +3—4
3u, + 4
Uy — 1
 3u, +4

d’apres hypothese de récurrence on a : u, > 1 d’ou:
U, —1>0 et 3u,+4>0

d’ou :

Uy — 1
- >0
3u, + 4
d’ou :
Up+1 — 1>0
d’ou :
Un+1 > 1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ .SoitnEN

on a:
Uy — 1
l—v,=1-
Un U, + 1
CUp 1= (u, — 1)
N Uy + 1
Cugtl—ug+1
B U, + 1
d’ou : 5
vneN); 1—-v,=——
(Vn € N) R
Soit n € N
ona:
2
1l—v,=——
U, + 1
d’apres la question 1. on a : u, > 1
d’ou :
Uy +1>2
d’ou :

up,+1>0 (car2>0)
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puisque 2 > 0 et u,, + 1 > 0 alors :

2
>0
Uy + 1
d’ou :
(VneN); 1—-v,>0
BB Soit n e N
on a:
Un =1+ 1) 1 +14£0)
vy = Up (U, = U, — car u,
U, + 1
<~ v U+ v, =u, — 1
= VU, — U, = —1—0,
= (v, — Dup = —(1+vy,)
—(1+w,
_—(t+u)
v, — 1
d’ou : L+
v
\% N);  u, = o
(VneN); u p—
@ [ SoitneN
on a:
un—i—l_l
Upp1 = ————
i un+1_|’1
4u, + 3
- 3u, +4
_4un—|—3+1
3u, +4
du, + 3 — (Bu, +4)
_ Su+74
T du, +3+4+3u, +4
Su~+4
- Au, +3—3u, —4
 du, + 34 3u, +4
~ Au, —3u, +3—4
© du, +3u, +3+4
_un—l
C Tup + 7
up—1
~ T(up + 1)
1 (un—1>
= - X
7 Uy + 1
1
:71)”
7
d’ou :
Unit _ 2 (car v, # 0))
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1
d’ou (v,) est une suite géométrique de raison —.

Puisque (v,,) est une suite géométrique de raison - alors :

1 n—0
(VneN); v, =1 ()

Calculons vy :

on a :
Uo—l
Vo =
U0+1
_3-1
341
_2
4
_1
2
d’ou :

1
. Puisque —1 < - < 1 alors :

d’ou :
lim v, =
n—-+00
Calculons lim wu, :
n—-+o0o
D’apres la question 2.b on a :
1+wv,
VneN); wu,=
( ) —
d’ou :
: . 14w,
lim u, = lim
n—+4oo n—+oo | — Up,
140
S 1-0
1
1
d’ou :
lim u, =1
n——+0oo
Exercice 13 ( N 2013) :
Soit (U, )nen+ la suite numérique définie par :
25 .
up =0 et wu,y; = ——— pour tout n de N*.
10 — u,
o 5(5 - un) ’
@ Vérifier que 5 — u, 1 = m pour tout n de N* et montrer par récurrence que 5 — u,, > 0 pour

tout n de N*.
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@ On considere la suite numérique (v, )pen- définie par :

Up = pour tout n de N*.

5 — Uy
10 — u,
5 — Uy

. Montrer que v, 1 = pour tout n de N* et vérifier que

Uni1 — Uy, = 1 pour tout n de N*.

BB Montrer que : v, = n pour tout n de N* et en déduire que
5 )
u, = 5 — — pour tout n de N*.
n

. Déterminer lim wu,,.
n—-+oo

Correction de ’exercice 13 :

@SoitneN*
on a :
25
10 — u,
_5(10—un)—25
10 — u,,
950 — duy — 25
B+ 5—u,
90 — 25 — Suy,
54 (5 —uy,)
25 —duy,
S5+ (5—uy)

5—Un+1:5—

d’ou :
5(5 — uy)

VREN); 5 gy = 0 tn)
(v € N°); it 5+ (5—uy)

Pour n € N*, on note P(n) la propriété : "5 — u,, > 0”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est

vraie pour tout n € N*,

o Initialisation : Pourn =1ona: 5—wu; =5—0=75 et on sait que 5 > 0 donc 5 — uy; > 0, donc P(1)

est vraie.

« Hérédité : Soit n € N* tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:
5(5 = uy)

54 (5—uy)
d’apres hypothese de récurrence on a : 5 —u,, > 0 d’ou:

5_un+1 =

55 —up) >0 et 5+ (5b—wu,) >0

d’otu : (5
—L:ﬁﬁ—>0
5+ (5—up)

d’ou :

5— Un+1 >0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
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 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*.

) & Soit n e N* ona:

)
S — Upt1
- 5
o 25
o~ 10 — u,
5
510 — wy,) — 25
10 — u,
5 x (10 — uy,)
510 — u,) — 25
5(10 — uy,)
5(10 — u, — 5)
5(10 — uy,)
5(10 = 5 — uy,)

Un+1 =

d’ou :
10 — u,

5 —u,

(Vn e N*);  vpp1 =

Soit n € N* on a :
10 — u, 5

Un41 — Up = -
o — Uy 5 — Up

10 —u, — 5
5 — Uy
10—5—u,
5—u,

_d—uy,

55—,
d’ott :
(VneN"); v —v, =1
. D’apres la question 2.a on a :
(VneN"); v —v, =1

d’ott (v, )nen+ est une suite arithmétique de raison 1.
Soit n € N*
puisque (v, )nen+ est une suite arithmétique de raison 1 alors :

vp,=v1+(n—1)x1

Calculons v; : on a :
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d’ou :
v,=14+n-—1

d’ot :
(VneN*); v, =n
Soit n € N* on a :

5
Un =g — v,(b—u,) =5 (car5—u, #0)
<— Hv, — VU, = D
<— vV Uy, =DV, — D
5v, — D
— u, =
Un
5uy, 5
= U= — —
Up  Up
5)
> U, =0 — —
/Un
d’ou : .
(Vn e N*);  wu,=5——
n

l& Calculons lim u, :
n—-+o00

: .0 .
on sait que lim — =0 d’ou:
n—+oo n,

lim u, = lim (5— 5>

n——+00 n—-+0o00 n
=5-0
d’ou
lim u, =5
n—-+o0o
Exercice 14 ( R 2013) :
On considére la suite numérique (u,,) définie par :
4
up =2 et Uy = 5un + 5 pour tout n de N.

1
@ Vérifier que : t,11 — 1 = g(un — 1) pour tout n de N.

@ . Montrer par récurrence que u, > 1 pour tout n de N.

BBl Montrer que la suite (u,) est décroissante.

I&] En déduire que la suite (uy) est convergente.

@ Soit (vy,) la suite numérique telle que : v, = u,, — 1 pour tout n de N.

1
. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v,, en fonction de n.

1 n
. En déduire que u,, = (5> + 1 pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (u,).

Correction de ’exercice 14 :
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@ Soit n €N

on a :
1
Un_t'_l—l:gun—f—g—l
1 +4—5
= —u, - -
5} )
1 (1)
5T
1 1
= —U, — —
5 5)
d’ou :
1

@ . Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 1”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.
o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 2 et on sait que 2 > 1 donc uy > 1, donc P(0) est vraie.
« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
D’apres la question 1. on a :

1
Upp1 — 1 = 6(un -1)

d’apres hypothese de récurrence on a : u, > 1 d’ou:

1
d’ou :
Unp+1 — 1>0
d’ou :
Up41 > 1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

BB Soit n € Non a :

I
|
£
+
[

d’apres la question 2.a on a : u, > 1 d’ou :

4
ﬂﬂ%+n<0
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d’ou :
Ups1 — Uy <0

d’ou :
(Vn e N);  upyr —u, <0

d’ou la suite (u,) est décroissante.

l& Puisque la suite (u,) est décroissante et minorée par 1, alors elle est convergente.

@ [ SoitneN

on a :

d’apres la question 1. on a :

Upt1 — Up = ;(un —1)

d’ou
Unt1 = 7 (Un — 1)
d’ou 1
Unt1 = gvn

dot N

Zn = (car v, #0)
d’ou (vy,) est une suite géométrique de raison %

Soitn € N

1
puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 3 alors :

1 n—0
= 5)

Calculons vy : on a :

’UOZUO—l
—2-1

d’ou : N
(Vn € N); vn:<)
5
. Soit n € N
on a :
Up = Uy — 1
d’ou :
Uy, = Uy, + 1
d’ou :

1 n
(Vn eN); u, = <5> +1
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Calculons lim wu, :
n—-+0o00

1 1\"
puisque —1 < R < 1 alors lim <5> =0 dou:

n—-+00
1\ "
lim u, = lim <<> + 1)
n—-+o0o n—-+oo 5
=0+1
d’ou :

lim u, =1
n—-+o0o

Exercice 15 ( N 2014) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

1
up =13 et U4 = iun + 7 pour tout n de N.

@ Montrer par récurrence que u, < 14 pour tout n de N.

@ Soit (v,) la suite numérique telle que : v, = 14 — w,, pour tout n de N.
l& Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v, en fonction de n.

1 n
. En déduire que u,, = 14 — <2> pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy,).
. Déterminer la plus petite valeur de ’entier naturel n pour laquelle u,, > 13, 99.

Correction de ’exercice 15 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, < 14”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.
o Initialisation : Pour n =0 on a : uy = 13 et on sait que 13 < 14 donc uy < 14, donc P(0) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
On a:

1
1

1

d’apres hypothese de récurrence on a : u,, < 14 d’ou:

1
—(u, —14) <0
(14
Un+1 — 14 <0
d’ou :
Un+1 < 14
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.
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@ & SoitneN

on a:
Un+1 = 14 — Un+1
1
=14 —Uu, +7
(2“ i )
d’ott :
1
Un+1 = 14 — iun -7
1
=14-7— -u,
ok
1
— 7 —Uy,
5 U
=— (14 —u,)
d’ou :
Un+1 = FUn
d’ou : 1
Un+41
- LA 0
o 5 (car v, # 0)
. PP . 1
d’out (v,,) est une suite géométrique de raison 3

Soit n € N )
puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 5 alors :

1 n—0
Un = Vo (2)

Calculons vy :

on a :
’U0214—U0
=14-13
=1
d’ou : N
(VneN); v, = ()
2
BB Soit neN
on a :
v, = 14 — u,
d’ou :
u, = 14 — v,
d’ou :

1 n
(Vn e N); w, =14 — <2>

Calculons lim wu, :
n—-+00

1
puisque —1 < 3 < 1 alors :



d’ou :

lim w, = lim (14— <1> >
n—-+oo n—-+oo 2

=14-0
d’ou :
lim wu, =14
n—-+o0o
l& Soit n € N
on a :

1 n
Uy > 13,99 <= 14 — <2> > 13,99

1 n
— —(2) > 13,99 — 14

1 n
= — <2> > —0,01

1 n
= (2) < 0,01
1 n

= ln((2> ) < In(0,01)

car la fonction In est strictement croissante sur |0; +o0].
donc :

1
u, > 13,99 <= nln <§> < In(0,01)

In(0,01) 1

— 1~ (car In <2> < 0)

n(3)

In(0,01)

—In(2)

~In(0,01)
In(2)

— n>

!

n >

!

n >

on a :

—1In(0,01)
In(2)
donc la plus petite valeur de I’entier naturel n tel que u,, > 13,99 est n = 7.

Exercice 16 ( R 2014) :
On considére la suite numérique (uy,)nen+ définie par :

~ 6,64

Su, — 4
14+ u,

up =5 et Uy = pour tout n de N*.

@ Montrer par récurrence que u, > 2 pour tout n de N*.

@ On considére la suite numérique (v, ),en+ définie par :

Uy = 5 pour tout n de N*.

Up —

I+u . . "
g pour tout n de N* et montrer que la suite (vy,),en+ est arithmétique de

[ Montrer que v,4; =

. n
raison 1.
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3
. Exprimer v,, en fonction de n et en déduire que : u,, = 2 + — pour tout n de N*.
n

. Déterminer lim wu,,.
n——+o00

Correction de ’exercice 16 :

@ Pour n € N*, on note P(n) la propriété : "u, > 2”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N*.

o Initialisation : Pour n =1 on a : u; =5 et on sait que 5 > 2 donc u; > 2, donc P(1) est vraie.

« Hérédité : Soit n € N* tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a :
Stp, —4 —2(1 + uy,)

a 1+u,
~ Oup —4—2—2u,
N 1+ u,
DUy — 2up —4—2
B 1+ u,
~ 3u, —6
14w,
~ 3(up —2)
14w,

d’apres hypothese de récurrence on a : u,, > 2 d’ou :

3(up,—2)>0 et 1+wu,>0

d’ou : . 5
Bun=2)
1+ u,
d’ou :
Upt+1 — 2>0
d’ou :
Upy1 > 2

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*.

@ .SoitnEN*

on a .

Un4+1 =
Up41 — 2

5un—4_2
1+u,

Sy, —4 —2(1 + uy)
1+u,
B 3(1 + uy,)
© Bu, — 4 —2(1 4 uy)
3(1+ uy)
© Bu, —4—2—2u,
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d’ou :

d’ou :

Soit n € N*
on a :

d’ou :

N 3(1 + uy)
" Buy, — 2u, —4—2
~3(1 4 uy)
~ 3u,—6
(1 uy)
© B(un —2)
(Vn € N*); vn+1:i:_u;
1+ u, 3
?Jn+1—?1n:u”_2—u”_2
4w, —3
O u,—2
Cup,+1-3
N Up — 2
Uy — 2
Cou, — 2

(VneN"); v, —v, =1

d’ou la suite (v, )nen+ est arithmétique de raison 1.

. Soit n € N*

puisque (v, )nen+ €st une suite arithmétique de raison 1 alors :

Calculons vy :

on a :

d’ou :

d’ou :

vp=v1+(n—1)x1

3
UI_U1—2
3

T 5-2
3
K]
=1
v, =14+n-1

(VneN"); v, =n
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Soit n € N*

on a :
3
vy, = 5 <~ vy(u, —2)=3 (caru, —2#0)
Uy, —
<= vy — 20, =3
<~ v Uy = 20, +3
20, + 3
< U, =
Un,
2v, 3
= Uy = —
Uy Up
3
= Up =2+ —
Un
d’ou : 3
(VneN"); w,=2+—
n

l& Calulons lim uy, :
n——+o0o

: .3 .
on sait que lim — =0 d’ou :
n—+oo n,

d’ou :
Exercice 17 ( R 2015) :
On considere la suite numérique (u,,) définie par :

2
up =4 et U, = gun + 3 pour tout n de N.

@ Montrer par récurrence que u, < 5 pour tout n de N.
, . 3 P . .
@ Vérifier que : 41 — Uy = 5(5 — uy,) pour tout n de N et en déduire que la suite (u,) est croissante.

@) En déduire que la suite (u,) est convergente.

@ Soit (v,,) la suite numérique telle que v, = 5 — u,, pour tout n de N.
. Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v,, en fonction de n.
2 n
. En déduire que u,, =5 — (5) pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (u,,).

Correction de ’exercice 17 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, < 5”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug =4 et on sait que 4 < 5 donc uy < 5, donc P(0) est vraie.
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o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
Ona:

d’apres hypothese de récurrence on a : u,, < 5 d’ou:

2
—(u, —5) <0
= (un — 5)
d’ou :
Un+1—1<0
d’ou :
un+1<5

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ Soit n € N
on a :
2
Upi1 — Up gun—i-?) Uy,
2
— = UYn n 3
5u Uy, +
2
= (51w
2—5
_( . )un+3
-3
3
:g(_un+5)
d’ou : 3
(Vn € N); un+1—un:g(5—un)
Soit m € N
on a :

3
Up+1 — Up = 5(5 - un)

d’apres la question 1. on a : u, <5 d’ou :
5—u, >0

d’ou :
Upy1 — Uy >0

d’ou :
(Vn eN);  upyg —u, >0

d’ou la suite (u,,) est croissante.
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@ Puisque la suite (u,,) est croissante et majorée par 5, alors elle est convergente.

@ [ SoitneN

on a :
Un+1 = 5— Un+1
5 (Zun +3)
— Zu,
b}
5 2 3
= —_ 7UTL
5
5—3 2
= —_ —_ —un
5
2
2
—— 5 _ n
(5~ )
d’ou : 9
Un41 = gvn
d’ou : 5
Un+1
- = . £ 0
o E (car v, # 0)
N ST . 2
d’ou (v,) est une suite géométrique de raison £

Soit n € N 5
puisque (v,,) est une suite géométrique de raison = alors :

(2)n—0
Un = Vo | =
5

Calculons vy :

on a :
U0:5—U0
=5—4
=1
d’ou : o\
(VneN); v, = ()
5)
BB Soit neN
on a :
Up =5 — Uy
d’ou :
U, =D — v,
d’ou :

Calculons lim wu, :
n—-+00

2
puisque —1 < R < 1 alors :



d’ou :
lim w, = lim (5 — (2> )
n—+o00 n——+o0o 5

d’ou :

n—-+o0o

Exercice 18 ( N 2016) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

3+u
ug =2 et Upy = “ pour tout n de N.
5 — Up
Jot 4(un - 3) . ’
@ Vérifier que : u, 1 —3 = m pour tout n de N puis montrer par récurrence que u,, < 3 pour tout
n de N.
. . oy , . Up — 1
@ Soit (vy,) la suite numérique définie par : v, = 3, pbour tout n de N.

1 n
. Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 3 et en déduire que v, = () pour tout n de
N.

1+ 3v,
. Montrer que u,, = o
1+,

I8 Déterminer la limite de la suite (us,).

pour tout n de N puis exprimer u,, en fonction de n.

Correction de ’exercice 18 :

@SoitnGN

on a :

un+1—3:§i—52—3
3t up, —3(5 —up)
N 243 —u,
34 u, — 15+ 3u,
24+ (3—u,)
U+ 3u, +3—15
2+ (3—uy)
4u,, — 12
24+ (3—uy)

d’ou :
C du, — 12
24+ (3 —uy)

Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, < 3”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.

(Vn € N);  upyr —3

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 2 et on sait que 2 < 3 donc ug < 3, donc P(0) est vraie.
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o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

O :
e du, — 12

:2+(3—un)

d’apres hypothese de récurrence on a : u, < 3 d’ou:

Unp+1 — 3

4(u, —3) <0 et 2+ (3—wu,) >0

d’ou :
ot fu,—12
2+ (3 —up)
d’ou :
un+1_3<0

d’olt : up41 < 3 Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ [ SoitneN

on a:
_Un+1—1
Un+1_3—un+1
3—|—un_1
_5_un
o 3+ u,
3
5—u,
34+ u, — (5 —uy)
N 5 — Uy
3(5b—uy) — (3+uy)
5— Uy
3+t u,— (5—up)
35— up) — (3+uy)
3t uy—5+uy,
15 —3u, — 3 —u,
 UptUu,+3-—5
15— 3 — 3u, — up
_ 2u, —2
12 — 4du,
_Q(un—l)
43— uy,)
2 (un—1>
= — X
4 3—u,
1 (un—1>
= - X
2 3—u,
d’ou : 1
Un+1:§vn
d’ou : ]
UZIZQ (car v, # 0)
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- T . 1
d’ou (v,) est une suite géométrique de raison 5
Soit n € N .
puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 3 alors :

1 n—0
Un = Vg (2)

Calculons vy :

on a :
Uo—l
Vo =
0 3—U0
C2-1
- 3-2
_1
1
=1
d’Ol\lZ 1\"
(Vn € N); vn:(z)
BB Soit n e N
on a :
Uy — 1
vn:3 — v,(3—uy) =u, —1 (car 3 —u, #0)
<— v, — VU, = U, — 1
— u, +v,u, =3v, +1
— (14+v,)u, =3v, +1
3v, +1
— u, =
14w,
d’ou : 1 +3
Un
Vn € N); n =
(Vn €N); w o,
Soitn € N
on a :
1+ 3v, ¢ (1)”
Uy = et v,=1(=
1+, 2
d’ou :
171
1+3(2)
(VneN); w, = —5

t+(3)

ié| Calculons lim w,, :

n—-+00

1
puisque —1 < 3 < 1 alors :
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d’ou :

. 1+3x0
lim wu, =
n——+o0 1+0
_1
1

d’ou:
n—-+o0o

Exercice 19 ( R 2016) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

1 15
up =2 et Uy = 1—6un + 6 pour tout n de N.
@ . Montrer par récurrence que wu,, > 1 pour tout n de N.

15
16
I& En déduire que la suite (uy) est convergente.

. Vérifier que : u,41—u, = (un,—1) pour tout n de N puis montrer que la suite (u,,) est décroissante.

@ Soit (v,) la suite numérique telle que v,, = u,, — 1 pour tout n de N.
. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 6 et exprimer v,, en fonction de n.

1 n
. Montrer que u,, =1+ <16) pour tout n de N puis déterminer la limite de la suite (uy,).
Correction de I’exercice 19 :

@ . Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 1”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est

vraie pour tout n € N.

o Initialisation : Pourm =0 on a: ug = 2 et on sait que 2 > 1 donc uy > 1, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
D’apres hypothese de récurrence on a : u, > 1 d’ou:

1 1 1
— Uy > — (car — > O)

16 16 16
dot
Lo 5115
1616~ 16 ' 16
d'oil
1 15 1+15
16" " 16 16
d’ou :
L1516
16 16 ~ 16
d’otl -
PR
16" " 16
d’ou :
Up41 > 1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
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 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

. Soit n € N
on a :
1 n 15
Un 41 Unp, 16un 16 U,
1 n 15
= —Up — Up + —
16 16
(L
“\6 )" 16
(1= 16)u n 15
16 " 16
_—15 n 15
16 16
d’ou :
ol 15
(Vn e N);  upi1 —uy, = —1—6(un —1)
Soit n € N
on a : 15
e = —— (4. Y
Unp+1 Unp, 16(un )
et d’apres la question 1. aona: u, >1dou:
15
— T, =1
16(u )< 0
d’ou
Upt1 — Uy < 0
d’ou

(VneN); upy —u, <0
d’ou la suite (u,) est décroissante.

. Puisque la suite (u,) est décroissante et minorée par 1, alors elle est convergente.

@ [ SoitneN

on a :
Un+1 = Un4+1 — 1
1
1616
L, (15-16)
= —U _—
16 " 16
1 (1)
BT
1 1
= —un _ —
16 16
1
= n— 1
g un = 1)
d’ou :
_ 1
Un4+1 = ].6Un
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d’ou : 1
UZ: =16 (car v, # 0)

o ST . 1
d’ou (v,) est une suite géométrique de raison 16
Soit n € N

1
puisque (v,,) est une suite géométrique de raison T alors :

1 n—0
Un = Vg <16>

Calculons vy :
on a :

UOZUO—l
=2-1

d’ou : N
(VneN); v, = (16)

BB Soit n e Non a :

Up = Uy — 1
d’ou :

U, = 14 v,
d’ou :

1 n
(V€N u,—1+ (16>

Calculons lim wu, :
n—-+o0o

1 1\"
puisque —1 < 6 < 1 alors lim (16) =0dou:

n—-+oo
li = i 1 Ly
niﬁlm“n—ni@oo( T <16) )

d’ou :
Exercice 20 ( R 2017) :
On considere la suite numérique (u,) définie par :

1
ug =17 et upy = Zun + 12 pour tout entier naturel n.

@ . Montrer par récurrence que : u,, > 16 pour tout entier naturel n.

. Montrer que la suite (u,,) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
@ Soit (vy,) la suite numérique tel que : v, = u, — 16 pour tout entier naturel n.

l&] Montrer que (vy) est une suite géométrique.
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1 n
BB En déduire que u, = 16 + (4) pour tout entier naturel n puis déterminer la limite de la suite (u,,).
. Déterminer la plus petite valeur de ’entier naturel n pour laquelle u,, < 16, 001.
Correction de I’exercice 20 :

@ . Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 16”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n = 0 on a : ug = 17 et on sait que 17 > 16 donc uy > 16, donc P(0) est
vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
D’apres hypothese de récurrence on a : w, > 16 d’ou:

1 1 1
Zu">ZX16 (car4>0>

d’ou : )

d’ou : )

d’ou : ]
U, +12 > 16
4u +

d’ou :

Up+1 > 16

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

. Soit n € N
on a :
1
unﬂ—unzzun—i—lZ—un
1
— Yn T Un 12
4u Uy +
1
:<4—1)un+12
d’ou :
—4
Upy] — Uy = >un—i—12
4
-3
-3 4
=7 (-5 712)
-3

d’apres la question 1. a on a : u, > 16 d’ou :

-3
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d’ou :
Ups1 — Uy <0
d’ou :
(Vn e N);  upy —u, <0

d’ou la suite (u,) est décroissante.
Puisque la suite (u,,) est décroissante et minorée par 16, alors elle est convergente.

@ [ SoitneN

on a:
Un+1 = Un41 — 16
1
=—u,+12—-16
T
1
=, —4
ik
1
= —(u, — 16
1~ 16)
d’ott : .
Unt1 = Zvn
d’ou : 1
Un+41
= — A 0
o 1 (car v, # 0)
. P . 1
d’ou (vy,) est une suite géométrique de raison T
BB Soit n e N
on a:
Up = Uy, — 16
d’ot :

u, = 16 + v,

1
puisque (v,,) est une suite géométrique de raison 1 alors :

wen(d)”

-0 ()

= (17 - 16) (i)n
()

1 n
(Vn e N);  wu, =16+ <4>

d'ou :

d’ou :
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l& Soit n e N

ona:
1 n
un < 16,001 <= 16 + (4) < 16,001
1 n
= (4) < 16,001 — 16
1 n
= (4) < 0,001
1 n
= 1n(<4> ) < In(0,001)
car la fonction In est strictement croissante sur |0; +-o0o[. d’ou :

1
Uy, < 16,001 <= nln (4> < In(0,001)

In(0,001) 1
= N> g car In 1 <0
B (o))
In(0,001)
—In(4)
—1In(0,001)
In(4)

~ In(0,001)
In(4)

donc la plus petite valeur de I'entier naturel n tel que u,, < 16,001 est n = 5.

— n>

— n>

on a :

~ 4,98

Exercice 21 ( N 2020) :

3 2u,
Soit (u,) la suite numérique définie par: uy = - et u, 3 = —— pour tout n de N
2 2u, + 5
@ Calculer u,

@ Montrer par récurrence que pour tout n de N, u,, > 0

2
@ . Montrer que pour tout n de N, 0 < u,11 < Su"

2 n
puis en déduire que pour tout n de N, 0 < u,, < 5 (5)
. Calculer lim u,,.
. . L e duy,
@ On considére la suite numérique (v,,) définie par v, = 0. 43 pour tout n de N.
Uy,

l& Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison £
BB} Déterminer v, en fonction de n et en déduire u, en fonction de n pour tout n de N.

Correction de ’exercice 21 :
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@ Calculons u; :

on a :

Uy = Up+1

donc :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 0”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie

3

pour tout n € N.

3 3
o Initialisation : Pour n =0 on a : uy = 3 et on sait que 5> 0 donc up > 0, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:

2uy,
2u, + 5

d’apreés hypothése de récurrence on a : u, >0 d’ou:

Un4+1 =

20, >0 et 2u,+5>0

d’ou : 5
Un,
>0
2u, + 5
d’ou :
Un+41 >0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

W& Soit neN
d’apres la question 2. on a : u, > 0 d’ou :
0< Un+1
on a:
2 2y, 2

n 1_771:7_7
Ut LT U = o 15 5

5 X 2uy — 2up (2uy, +5)
N 2, + 5
10 — dup — 10w
a 2u, + 5

—4u?

:2un—|—5

Unp
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d’apres la question 2. on a : u, > 0 d’ou :

—4u2 <0 et 2u,+5>0

d’ou : 12
—4aU
<0
2u, + 5
d’ou :
Un41 — gun <0
d’ou :

2
un+1 S gun

2
puisque (Vn € N); 0 < uyqq et uypq < 5un alors :

2
(Vn eN); 0<uy < gun

e Premicre cas: sin=0o0n a:

on sait que :

donc :
0< <3(2>0
=515

o Deuxiéme ca : Sin € N* pour tout k£ € {0;1;..;n—1} on a :

0 <upy < = Uk

d’ou :
2 2 2 2
O<%x%x...x;¢n/r><un§<5u0>><<5%)><<5%>><...><<5 )
d’ou :
n—1-0+1
O<un§(5) X ug (car (Vn € N*) u, > 0)
d’ou :
<ns (2)
"= \5 2
d’ou : 5 onn
N*); W<t (2
(VneN"); 0<u _2(5)
2\° 2\"
Puisque0<u0§3<> et (Vn € N*); O<un§3<> alors :
2\5 2 \5
3 /2\"
. < Z(Z
(Vn € N); 0<un_2<5>
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. Calculons lim u,, :
2 n
puisque —1 < R < 1 alors lim <5> =0 dou:

n—-4o0o

3 /2\" 3
puisque lim 0= lim (5) =0et (Vn € N); 0<un§§

n—-+o0 n—+oo 2

limu, =0

@ [ soitneN

on a .

d’ou :

= 4u, + 3(2u, 4 5)

B Suy,
"~ duy, + 3(2u, +5)
B uy,
 4u, + 6u, + 15
B 8u,
"~ 10u, + 15
2 X 4u,
5(2u, + 3)

-2 (5.3)
5\ 2u, +3

2

Unt1 = gvn

d’ou :

d’ou :
Un+1 o 2

Un, 5
Jot T do rai
ou (v,,) est une suite géométrique de raison 5

BB Soit n e N

2
puisque (vy,) est une suite géométrique de raison v alors :

(2)n—0
Un = Vo | =
5

o6



Calculons vy :

on a :
4U0
Vo =
0 QUQ +3
3
4 _
_ 3
2% —+3
X 5 +
6
343
_ 6
6
=1
d’ou : 2\ ™
(Vn eN); v, = (5)
Soit n € N
on a :
Mmoo (Qun+3) = duy (car 2up + 3 £ 0)
Up = Un (2, = 4u,,  (car 2u,
2u, + 3
<~ 2uu, + 3v, = 4u,
— 2v,u, — 4u,, = —3v,
= (2u, — Du, = —3v,
— ~30n
U, =
2vu, — 4
= 3
U, =
4 — 2v,
d’ou o\ 7
3(5)
(VneN); u, = d

3u, — 8
“ pour tout n de N
2u, — 5

Exercice 22 ( R 2020) :

Soit (u,) la suite numérique définie par : ug =1 et u, 11 =

@ Montrer que pour tout n de N, u,, < 2

Uy — 3

@ On pose pour tout n de N, v, = 5
Up —

@] Montrer que (vy) est une suite arithmétique de raison 2

. Ecrire v, en fonction de n et en déduire wu, en fonction de n pour tout n de N.

l& Calculer la limite de la suite (u,)
Correction de ’exercice 22 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, < 2”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.
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o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 1 et on sait que 1 < 2 donc uy < 2, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a :
3u, — 8 —2(2u,, — 5)
n 2U, — 5
~ 3u, — 8 —4u, + 10
2u, — 5
~ 3up —4u, —8+10
N 2u, — 5
U+ 2
- 2u,—5
22—y,
C 2u, —5

d’apres hypothese de récurrence on a : w, < 2 d’ou:

2—u, >0 et 2u,—5<-1

d’ou
2—u, >0 et 2u,—5<0 (car —1<0)
d’ou 5
—u
L <0
2u, — 5
d’ou :
Un+1—2<0
d’ou :
un+1<2

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ .SoitnEN

on a :
Ups1 — 3 Uy — 3
Un+1_vnzun+1—2_un—2
3un—8_3
_2un—5 _U'n_3
3un—8_2 Up — 2
2u, — 5
3u, — 8 — 3(2u, — 5)
_ 2= Un — 3
© 3up, —8—212u, —5)  w, —2
2Ur="5

3u, —8 —3(2u, —5)  u, —3

3tp —8 —2(2up —5) Uy — 2
_ 3up, —8—6u, +15  w, —3
T Bup—8—4du, +10  w, —2
_ 3Bup —6up, —8+15  wu, —3

3u, —4du, —8+10 wu, —2
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d’ou :

d’ou :

—3u, +7  u, —3

— Uy + 2 Uy — 2
U+ 7 Uy —3
C—(up—2)  uy—2
u, —7 u,—3
Uy — 2 _un—2

3y, — 7 — (up, — 3)

Un41 — Unp =

Uy — 2
~Buy —T—wu,+3
N Up — 2
~ Buy —up, — 7+ 3
n Up — 2
~ 2up, —4
B Up — 2

2(u, — 2)
o u, — 2

(Vn eN); vy —v, =2

d’ou (v,) est une suite arithmétique de raison 2.

. Puisque (v,,) est une suite arithmétique de raison 2 alors :

Calculons vy :

on a :

d’ou :

Soit n € N
on a :

d’ou :

(Vn € N); v, =v9 + 2(n—0)

A — —_“_9
T w—2 1-2 1
(VneN); v, =242n
Up — 3
bw— — v,(up —2) =u, —3 (caru, —2#0)
<= UV Uy — 2V, = Uy — 3
< VUp — Uy, = —3 + 20,
— (v, — Du, = =3+ 2uv,
-3+ 2v,
= U=
v, — 1
—3+2(2+ 2n)
— u, =
242n—1
—34+4+4n
= U= ——
1+2n
1+4n
Vn € N); n=

29



l& Calculons lim w,, :
n—-+4o0o
on a:
. 14 4n
lim u, = lim
n—s—+o00 n—+oo 1 4+ 2n

1
n (— +4>
= lim — 72

n—-+oo 1
—+ n<_+2>
n

d’ou :
lim wu, =2
n—-+4o0o

Exercice 23 ( N 2021) :
Un

3 — 2u,

Soit (u,) la suite numérique définie par : ug = = et up11 = pour tout n de N

2
@ Calculer u,

1
‘ Montrer par récurrence que pour tout n de N, 0 < u,, < 5

Un+1 < l
Uy 2
BBl En déduire la monotonie de la suite (u,)

. . Montrer que pour tout n de N,

n+1
‘ . Montrer que pour tout n.de N, 0 < u,, < <§> ; puis calculer la limite de la suite (u,)

. On pose v, = In(3 — 2u,,) pour tout n de N, calculer lim v,

1 1
&) W& Vérifier que pour tout n de N, -1=3 (— - 1>
Un+1 Un,

BB En déduire u, en fonction de n pour tout n de N
Correction de P’exercice 23 :
@ Calculons u, -

on a :




donc :
1
ul = —

4

—_

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "0 < u, < =”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est

[\]

vraie pour tout n € N.

<

1 1 1
o Initialisation : Pour n =0 on a : up = = et on sait que 0 < - < 5 donc 0 < uy < 5 donc P(0) est

N | —

vraie.
o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a considere la fonction f définie sur {O; 2] par :

1 1
on a f est dérivable sur [0; 2] et pour tout x € |0; 2} on a :

() (3 —2z) — x(3 — 2x)’
(3 —2x)?
1x(3—2z)—1ax(—2)
(3 —22)2

3 —2r+2x
- (3—21)2
B 3
(3 —2x)?

f'(x) =

on sait que :

1
3>0etvxe@v}(3—%f>o

d’ou : )
Vr € {O; 2} ; f(x) >0
d’ou f est strictement croissante sur [0; 2} .
D’apres hypothese de récurrence on a :
1
o<u, <=
=79
d’ou :
1 . : . 1
f0) < flu,) < f <2> (car la fonction f est strictement croissante sur [O; 2D
d’ou :
1
U, 1 0 1 3 1
0< < — | car f(0) = —Oetf<>: =
_ 1
3—2u, — 4 3-2x0 2) 4 5, 14
d’out :
oot ] ( 1<1>
3—2u, 2 M43
d’ou :
0< Un+41 <=

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
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 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ [ SoitneN

on a:
Ui
Un+1 _ 3 —2uy,
Up Un
B 1
3 2u,
d’apres la question 2. on a :
1
0<u, <=
=9
d’ou :
—1<—2u, <0 (car —2<0)
d’ou :
3—1<3—-2u, <3
d’ou
2<3—-2u, <3
d’ou
1< 1 <1
3 3—-2u, 2
d’ou :
1 1
< =
3—2u, — 2
d’ou )
Un+1
VneN);, <=
(vn ) Uy 2
.SoitnEN
ona:
un+1<1
Uy 2
d’ou )
Untl 4 <car§1)
Uy, 2
d’ou :

(Vn e N);  upy <wu,  (caru, >0)

d’ou la suite (u,) est décroissante.

1 1 0+1 1
@ . e Premiere cas: sin=0ona: uy= - et (> = —.
. 2 2 2

on sait que :
0<1<1
272

d’ou :
1 0+1

o< (3)
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» Deuxiéme cas : si n € N* pour tout k& € {0;1;..;n— 1} on a :

0<Uk+1§7
UL 2
d’otu : L1
0<%x%x..xgﬂx Un 2w Zx.x
Ug Up=g Up=T 2 2
n—fois
d’ou : N
U
<= ()
Uy 2
d’ou : X
0 < uy, <ug <2> (car ug > 0)
d’ou :
0< <1(1)n
Up < = [ =
2\2
d’ou :

n+1
(neN"); 0<u,< <2>

0+1 1\ 7+
Puisque 0 < up < (2) et (Vne N*); 0<u, < (5) alors :

n+1
(VneN); 0<wu, < (2>

Calculons lim wu, :
n—-4oo

1
puisque —1 < 3 < let lim (n+ 1) = +oo alors :

n—-4o0o
y 1 n+1 0
n—3160 <2> -
n+1

n+1
puisque lim 0= lim <2> =0et (VYneN); 0<u,< <2) alors :

n—-+o0o n—-+00

lim u, =0
n—-+4o00o

. D’apres la question 2. aona: lim w, =0dou:
n—-+00

lim (3 —2u,) =3

n—-4o00

puisque 1_1)15{1 (3 — 2u,) = 3 et la fonction In est continue en 3 alors :

lim In(3 —2u,) =1n3

n—4o0o
d’ou :

lim v, =1In3
n—-+o0o
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® & SoitneN

on a :
L 1= L 1
Un+1 Un
3 —2u,
3 —2u,
- Un 4
un
3 2z ]
Cuy g
3
=—-—-2-1
Up,
3
=— -3
u’l’l
d’ou :

Un+1

. D’apres la question 5. a on a :

(Vn € N); ! —1:3(i—1>

Up+1 Unp,
d’ou :
1
—1
. Unp+1
(Vn € N); i =3
— 1
U,

1
d’ou la suite < — 1> est une suite géométrique de raion 3 d’ou :
neN

u?’l
1 1
Wnem;—1:(—4>xyo
Uy, Uo
soit n € Non a :
1 1
— — :( >><3"‘°<:>—1: ——1[x3"
Uy, Uy — 1 U, 1
2
1
= ——1=(2-1)x3"
Unp,
1
“— ——1=1x3"
Up,
1 n
<— ——1=3
Unp
1
= —=3"+1
Unp,
d’ou : .
Vn € N); n =
(V0 €N un = o
Exercice 24 ( R 2021) :
1+ uy,
Soit (u,) la suite numérique définie par : uy = 3 et Upy1 = 3+u pour tout n de N
—u,
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@ Montrer que pour tout n de N, 0 < u,, < 1

@ B Montrer que pour tout n de N tp4q — u, =

BBl Montrer que la suite (u,) est convergente.

1
@ On pose v, = o Pour tout n de N

- Un
. Montrer que (v,,) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme.

. . . s n+1
. Déterminer v,, en fonction de n et en déduire que u,, = ——, pour tout n de N
n

+3
l& Calculer la limite de la suite (u,)

1011,2

A partir d lle valeur d -t- > —
@ A partir de quelle valeur de n, a-t-on u 2 10D

Correction de ’exercice 24 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "0 < u,, < 17 On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

1 1
 Initialisation : Pour n =0 on a : uy = 3 et on sait que 0 < 3 < 1 donc 0 < uy < 1, donc P(0) est
vraie.

« Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
On considere la fonction f définie sur [0; 1] par :

_1—|—x

fl) = 5

on a f est dérivable sur [0; 1] et pour tout x € [0;1] on a :

1+2)B—-2)—(1+z)(3—2)

f’(l‘) = (3—1‘)2
_ IxB—z)—(1+2x)x(-1)
(3 —x)?
3—z+1+z
(3 —x)

B 4

- (3-a)?
on sait que :

4>0 et (Voel0;1]); B—x)*>0

d’ou :

(Va € [0;1]); f'(z) >0

d’ou f est strictement croissante sur [0;1].
D’apres hypothese de récurrence on a :
O<u, <1
d’ott :
f(0) < f(u,) < f(1) (car f est strictement croissante sur [0; 1])
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d’ou :

1 14+ u, 140 1 141
§<3_un<1 (carf(O):H:3 et f(l):?)_i1
d’ou : ltu .
0< <1 (Car0<>
— Uy 3
d’ou :

0<upy <1
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ [ SoitneN

on a:
1+ u,
Up, — Up = — Up
+1 Ty
I up — un(3 — up)
N 3—u,
1wy = 3u,
N 3 — Up
_1—2un+u?1
N 3 —u,
k= 2up+ 1
N 3 —u,
Loud—2 X u, x 1412
N 3 —u,
d’ou : ( e
u_
Yn € N);  Upiq — Up = ~—
(Yn €N wns —
BB Soit n e N
d’apres la question 2. a on a :
(up — 1)
Upi] — Up = ———
i 3 — u,
d’apres la question 1 on a :
O<u, <1
d’ou :
1< —-u,<0
d’ou :
3—1<3—u, <3
d’ou :
2<3—u,
d’ou :
3—u, >0 (car2>0)
on sait que :

(U, —1)2 >0
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d’ou : )
—1
3—u,
d’ou :
Unp4+1 — Un 2 0
d’ou la suite (u,) est croissante.
Puisque la suite (u,,) est croissante et majorée par 1, alors elle est convergete.

@ [ SoitneN

on a:
1 1
Un+1_vn—1—un+1_1—un
1 1
:1_1+Un_1—un
3—u,
B 1 1
T3 —up— (14u,)  1—u,
3—u,
B 3 — Uy 1
3—un—(1—|—un)_1—un
B 3 — Up 1
3—un—1—un_1—un
B 3—up, 1
3—1—up—u, 1—u,
B ™ 1
“2-2u, 1-—u,
3 —uy, 1
T 2(1—w,)  1—u,
I 2
T2l —w,)  2(1—uy)
3 —u,—2
2(1 — uy)
3-2-u,
S 2(1—w)
R
C2(1—u,)
d’ou :

1
(Vn S N), Un+1 — Up = 5

1
d’out (vy,) est une suite arithmétique de raison 5 et son premier terme est :

Vo =
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donc :
Vo =

donc :
Vo =

Ol w W

1
BB Puisque (v,) est une suite arithmétique de raison 3 alors :

1
v, =19+ =(n—0)

2
d’ou : 5 1
YneN), v,==-+4=
(Vn ); v 2+2n
Soit n € N
on a :
1
Uy = = 1-u, = (car 1 —u, # 0 et v, # 0)
1—u, Up,
1
— u,=1——
Up
] 1
<= u, = §+1
g Tgln
) 1
N § )
2
< 2
Uy = 1 —
3+n
34+n—2
= u, =
3+n
n+3—2
< U, =
n+3
d’ou : 41
n
Vn € N); n =
(vn v n—+3
I& Calculons lim u, :
n——+oo
on a :
. . n+1
lim w, = lim
n—r-+00 n—toon 4+ 3
d’ou :
1
%<1+>
lim w, = lim 77:;
n—-+00 n—-+o0o <1+>
1
1+ —
_ n
— RT3
n
140 1 3
:L (car lim —= lim — =0
1+0 n—-+o0o N n—+oo n
_1
1
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d’ou :

Iim u, =1
n—-+4o0o

@ Soit n € N
ona:
1011 n+1 _ 1011
Up = T — 2 T
1012 n+3 ~ 1012

1012(n 4 3) x

(car 1012(n + 1) > 0)

1012(n + 1) > 1011(n + 3)

1012n + 1012 > 1011n 4 1011 x 3
1012n + 1012 > 1011n + 3033
1012n — 1011n > 3033 — 1012
(1012 — 1011)n > 2021

1xn > 2021

n > 2021

[ A A

donc a partir de n = 2021 on a :
1011

Un = 10192

Exercice 25 ( R 2022) :
V2 242

Soit (u,) la suite numérique définie par ug = 2 et u,4q = 5 Un + 5

pour tout n de N

@ . Montrer que pour tout n de N, u,, > 1

V2 -2

BB Montrer que pour tout n de N, 41—, = 5 (u,—1) et déduire que la suite (u,) est décroissante

et convergente
@ On pose pour tout n de N, v, = u,, — 1

. Montrer que (v,,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme.

B Ecrire u, en fonction de n puis déduire la limite de la suite (u,,).

l& Calculer la somme S = ug + u1 + ug + ... + Unga1
Correction de ’exercice 25 :

@ . Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > 1”. On démontre par récurrence sur n que P(n) est
vraie pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : up = 2 et on sait que 2 > 1 donc uy > 1, donc P(0) est vraie.
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o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.

On a:
V2 2 -2
Up+1 2u + 5
V2 2—v/2-2
2 2
VI
9 n T
2

2
d’apres hypothese de récurrence on a : u, > 1 d’ou: 7(un —1)>0dow: upgq > 1
Ainsi, P(n + 1) est vraie.

« Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

.SoitnGN.
Ona:
V2 +2—\/§
Upp] — Uy = —Up, + ——— — Uy,
+1 7 5
V2 +2—\/5
= —U, — Up
2 2
_\/§un—2un+2—\/§
p 2 2
_(V2-2) V22
2 " 2
donc: Y
2—-2
(Vn e N), upp1 —up = 5 (u, — 1)
soit n € N

V2-2

d’ou la suite (u,) est décroissante.
puisque la suite (u,) est décroissante et minoré par 1, alors elle est convergente.

2 & Soit neN

on a :

ona: Uppp — Uy = (u, — 1) et d’apres question 1. on a : u, > 1, d’ott : w41 —u, >0




donc :

n 2
Uy:l = \g_ (car v, # 0)

2
d’out (v,,) est une suite géométrique de raison > et son premier terme est :
UOIUO—1:2—1:1

.SoitnEN

ona: v, =u,—1, donc:

U, = Uy + 1

()

=1x (‘f)nJrl

donc :

(Vn € N), un:<\f> +1
puisque —1<22<1alors 1_131 <\£§> =0, donc :
lim wu, =1
n—+oo
.Ona:
S:u0+u1+u2—|—...+u2021
0 1 2 2021
2 2 2 2
:((f) +1>+<(£) +1)+((f) +1>+...+((f) +1)
2 2 2 2
0 1 2 2021
=1x(2021=0+1)+ @ + Q + @ 4o+ @
2 2 2 2
1_(\/§>2021—0+1
V2" 2
—2022+<2 X 1_@
2
2022
[-(5) )
2
=2022+1
+1x P
2
9 1 1011
=202+ ——— [1— (=
+<2—ﬂ>< @) )
1
= 2022+ (2+ V2) (1—21011>
2 V2
:2022+2_W+‘/§_W
donc :

1 V2

21010 21011

S = 2024 + /2 —
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Exercice 26 ( R 2023) :

. \ . ’ . ’ . un - 2
On considere la suite numérique (u,,) définie par uy = 0 et w41 =

———  pour tout n de N
2Uy + 5 P

@ Montrer que pour tout n de N : u,, > —1

@ Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis déduire que (u,) est convergente.

3
@ On pose v, = ——, pour tout n de N
14+,

. Montrer que (v,,) est une suite arithmétique de raison 2 puis déterminer son premier terme.

. Exprimer u,, en fonction de n, pour tout n de N et déduire la limite de (u,)
@ On pose w, = €37 et S,, = wy + wy + ... + w,, pour tout n de N

. Montrer que (w,,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme.

. Calculer la limite de la somme S,
Correction de ’exercice 26 :

@ Pour n € N, on note P(n) la propriété : "u, > —1” On démontre par récurrence sur n que P(n) est vraie
pour tout n € N.

o Initialisation : Pour n =0 on a : ug = 0 et on sait que 0 > —1 donc uy > —1, donc P(0) est vraie.

o Hérédité : Soit n € N tel que P(n) est vraie, et prouvons que P(n + 1) est vraie.
Ona:

Unt1 — (=1) = Uny1 + 1
Uy — 2
= 1
2un—i-5jL
Up — 2+ 2uy, + 5

2u, + 5
Uy + 2Uu, —2+5

2u, + 5
~ 3Bu, +3

C 2u,+5
~ 3(un + 1)
 2u,+5

d’aprés hypothese de récurrence on a : u,, > —1 d’ou:

U, +1>0 et 2u,+5>3

d’out :
3(up+1)>0 et 2u,+5>0 (car3>0)

d’ou : ; .

M >0

2u, + 5
d’ou :

Up+1 — (—].> >0

d’ou :

Upy1 > -1

Ainsi, P(n + 1) est vraie.

72



 Conclusion : Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N.

@ Soit n €N
on a :
Uy — 2
un+1—un:m—un
Up — 2 — Up(2u, + 5)
N 2u, + 5
B un—2—2u%—5un
N 2u, + 5
C—2ul 4 up — buy, — 2
N 2Up + 5
L —2ul — Au, — 2
N 2u, + 5
2wl 4 2u, + 1)
n 2u, + 5
- —2(up + 1)?
 2u,+5
d’apres la question 1. on a :
Uy > —1
d’ou :
2u, > —2 (car 2 >0)
d’ou :
2, +5>—-2+4+5
d’ou :
2u, +5>3
d’ou :
2u, +5>0 (car3 > 0)
d’ou : 2+ 1)?
—2(u, )
w15 <0 (car —2(u, +1)* <0)
d’ou :
(Vn eN);  upyg —u, <0

d’ou la suite (u,) est décroissante.

Puisque la suite (u,) est décroissante et minorée par —1, alors elle est convergente.

@ & Soitn €N

on a :

Un4+1 — Up =

3 3
T4 tnpr 14wy,
3 3
Up — 2 1+ u,
2u, + 5
3 3
Up +D+u, —2 1+ u,
2u, + 5
_ 3(2u, +5) 3
T Qu,+54u,—2 1+u,

1+
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d’ot :
_ bu,+15 3
Uyt un+5-2  1+u,
_ 6u, + 15 3
T 3up+3 14w,
 bu, + 15 1
T 3(un+1)  1+u,
_ bu, +15-9
 3(up + 1)
_ bu, +6

3(un + 1)
~ 6lu+T)
- 3(u+T)

6

3

Un+1 — Un

d’ou :
(Vn eN); vy —v, =2

d’ou (v,) est une suite arithmétique de raison 2 et son premier terme est :

3
Vo =
0 1+U0
3
140
N2
1
d’ou :
'Uo—3
B Soit n e N
on a:
’ — 1+ 5 (car 1+ u, # 0 et v, # 0)
U?’l: un:— I Un U?’L
1+ u, Un,

3
= up,=——1

Un

puisque (v,,) est une suite arithmétique de raison 2 alors :

U = V9 + 2(n — 0)
v, =3+ 2n

= 3 -1
34 2n
_3—(3+2n)

3+ 2n
~3-3-2n

3+ 2n

Un
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donc :
—2n

N); u, =
(vneN);un =370

Calculons lim wu, :
n—-4oo
on a :

. —2n
lim wu, = lim
n—-+o00 n—+oo 3 4+ 2n

. —2n
(5 +2)
n

- % —2
T e

=42
n

donc :

n—-+o0o

4 & Soit n e N

on a :

Wny1 €0 ot

Wy, e3~vn

;zz/x e~ Vn+1
N )23 X e7n

e_vn+1

e~ vn
1
evn+l X e~ Vn
1

e'Un+1 —Un

d’ou : 1
Wn,
(Vn € N); w+1 =5 (car vy — v, = 2)

1
d’ott (w,) est une suite géométrique de raison — et son premier terme est :
e

wo 63—’00
63_3
donc :
Wo =1
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. Calculons lim S, :
n——+oo
on a:

lim S, = lim (wy+wy + ... +wy,)

n—-+00 n—-+00
1 n—0+1
(-G )
62

= Jim_wo X T
1— —
62
1 n+1
(-(3)7)
62
= lim 1x 3
n——+00 e —1
62
1 n+1
(1‘ () )
= lim 5
n—-+00 ec—1

1
puisque — < — < let lim (n+ 1) = +oc alors :
e

n—+400

d’ou :
. 1-0
n1—1>r—{loo Sn = ez —1
o2
donc :
. e?
lim S, =
n—+00 e2 -1
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