Fascicule TS2

LIMITES DE FONCTIONS
EXERCICE 1:

Etudier la limite de la fonction f en I’endroit indique.

1) f(x)=5x°-3x+1 en +oo, en -co et en 1. 4) f(x)=))%l : en +oo, en -oo
eten (-1).
A _3xX%5
2) f(x)=-2x*+3 en +oo, en -co et en 0. 5) f(x)= el en +oo, en -
oo eten 2.
3) f(x):(-3x3+x-1)3 en +oo, en -oo et en 1. 6) f(x)= (SX'S)Z ; en +oo, en
’ X 4+2x+4 ’
-00,
EXERCICE 2 :

Etudier la limite de la fonction f en I’endroit indique.

x-4 3x: .
1) f(X):2X+5_-xTx-11 ; en -oo, 3) f(x):x+1-T ; en +oo.
3
2) f(x)=2+ 23 3 : en +oo, 4) f(x):-x+1-L2 ; en -oo,
X —_
EXERCICE 3 :
Etudier la limite de la fonction f en I’endroit indique.
1) f(x)= Xzf(;% ;enletenb. 4) f(x)=Xi_3- X22_9 ;en3eten-3.
4
2) f(x)= xz;(42>:112 ;en2eten-2. 5) f(x):);S—-_l ;enl.
2x3-x2-1 5x* -1
f(x)= ;enleten-2. 6) f(x)= ;en 2.
3) f(x) e, Cnlete ) f(x) )
EXERCICE 4 :
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Déterminer la limite en a de la fonction f.

1) f(x )_‘/XT3 =4,

2) (9=

EXERCICE S :

Calculer les limites suivantes

a) lim x2++/x-5 d) lim X +Jx

X—>+00 x>+ X471

b) lim &+— e) lim X +x-x

X—>+o0 x>+ X 4]

¢) lim (2x+3)(5-Vx ) f) lim Vx-1-/x

X—>+w0 X—>+o0

EXERCICEG6 :

Etudier les limites de la fonction f en +o et en -oo.

1) f(x)=v4x2+2x-1-2x+3
VX2-14X
X

2) f(x)=

3) f(X): \/@.-X

EXERCICE 7 :

Démontrer que pour tout x> —1, —+ <X 1

oS X
X+1

En déduire la limite en +oo de f(x)=

EXERCICE 8 :

Xx+1~ x+1  x+1’

3) f(x):m “a=1

4) f(x )_*/ﬁ_lz

g) lim Vx*+1+x
h) lim v/x*+1-3x

X—>+00

1) lim /3x%+x-7+2x

X—>—00

f est une fonction telle que pour tout x = 0, |f(x)-3| sil.
X+

Quelle est la limite de fen +oo ?



EXERCICE9:

Démontrer que pour tout x réel, x2-5sinx > x2-5.
En déduire la limite en +o et en -0 de la fonction f:x — x2-5sinx .

EXERCICE 10

Etudier les limites de la fonction f en +o et en -oo.

1) f(x)=2x+1+3sinx 3) f(x)==—
2-sinX
2) =2+ X ) 1(9= 3"
x+1l X 2-sinx
EXERCICE 11 :

En utilisant le théoreme sur la limite d’une fonction composée, étudier la limite de la
fonction f en I’endroit indiqué.

1) f(x)= 2 en -oo 4) f(x):sini ; en +oo
1-x ' Ix
3
2) f(x):(x- x+1J : en +oo 5) f(x):,/x—+3 ;enb
X X-5
2 x-17].
3) f(x)=cos [n‘/mJ : en +oo
Exercice 12

Soit la fonction f définie dans IR par :

- 2%x°—5x?—X+6
) x2—3X+2

1. Soit P(x) = 2x3-5x2-x+6 ; montrer que 2 est une racine de P et factoriser P(x)
2. Déterminer le domaine de définition de f et Calculer les limites aux bornes de
Ds.

3. Montrer la droite (D) : x = 1 est une asymptote verticale de (Cr)

4. Trouver les autres asymptotes de (Cr ) et déterminer la position relative par
rapport a (Cr ).



Exercice 13

Soit la fonction g définie dans IR par :
— xCH+2x*+9x+2
g(X) X2+1
On note (Cg )sa représentation graphique.

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que : f(x) = ax+b+ gil
X

2. Calculer les limites aux bornes du domaine de définition de g.

3. Démontrer que la droite d’ équation (D) : y = x+2 est une asymptote a la courbe
de (Cg).

4. Préciser la position relative de (Cg) et de (D




CONTINUITE

Exercice 14
Etudier la continuité en xo des fonctions f; g et h
1. f(X) =4x3+3x%+7 ; Xo= 2
x°—27
2. 9g(X) =1 x-3
27

3. h(x) = %QHS ‘Xo=4,%X=5

s X#3 “X0=3
si x=3

Exercice 15.
1. Soit a un nombre réel donné et f la fonction définie par :

x+a
f(X) si x >1
X° 2x 2sixz1

a. Etudier la continuité au point x o =1. Discuter suivant les valeurs
du réel a
b. Etudier la continuité sur IR.

2. Soit g(x) = XZ_ZXX;W;

a. Etudier la continuité au point xo=1, Xo= 2.
b. Déterminer le plus grand intervalle de IR+ ou g est continue

Exercice 16
Les fonctions suivantes sont elles continues sur leurs ensembles de définition
sinon déterminer leurs points de discontinuités :

a. f(x) = x3+3x°+2 b. f(x) = 4x?+2x-100
— AX*—X+2 — X341 —3x+1
¢ f(x) = x°+5X+6 d. 1) = -8
= [ax=4 = v “+5
e. f(x) 316 f. f(X) = )
f(x) =3x+1si x £ 2
-1 sy
f(X) mx+4 Six£2 ' melR h. f(§)=5
f(x) = x?~1 si X z%
Exercice 17.
Déterminer a et b pour que f soit continue sur son ensemble de définition.
2
f(x) =X si x 20 f(@)=b
a. _ b. :
{f(x):i—% six>0 {f(X)ZXTﬂ i X#a



f(x)=3x+asix)1l f(a) =1

¢ f(1)=b d. { o x+a .
f(x) = x>—/x si x<1 f()=- 5 six=4

Exercice 18.

x=27

%3 et

Soit f la fonction définie par f(x)=

07
la fonction g définie par g(x) =| “x_3 ~ S X*3
27  si x=3

1. Determiner le domaine de définition de f.

2. Calculer la limite de f au point xo= 3. En déduire que la fonction g est un
prolongement

par continuité de f.

Exercice 19.

On considere la fonction f définie par :
f(X)=—3x+2 si x<-1
)L 2853 e O fC1)=5etf(6) =4
f(X)=x+3 si x>6
1. Construire le graphe de la fonction f.
2. fest-elle continue en Xxo=-1? X0=3? X0=6?
3. Sur quel ensemble f est — elle continue ?

4. Quelle valeur doit on donner a f(3) pour que f soit continu en xo=3?

DERIVABILITE

EXERCICE 1
Dans chacun des cas suivants, étudier la dérivabilité de la fonction f en a.

o f(x)=5x2-3 sixe[0;1]
1) f=|x-1a=2 3){f(x):3x—1 sixe[1;3] ot
2) f(x)=2X_;|i|;a=0



EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, préciser si la courbe représentative de la
fonction f admet une tangente ou des demi-tangentes au point x, indiqué. Si
oui, donner une équation de la tangente en ce point.

V3x-1 1

1) f(x)= %= 3) f(x)=/|x2+3x/;%, =-3
2) f(X)=VX2—Xx—2;X, =2 4) f(x)=|x2-5x+6;x,=3
EXERCICE 3
3 2
a elR, f, lafonction définie par : fa(x):w :

a) Déeterminer I'ensemble sur lequel f, est dérivable.

b) Calculer f,’(x) pour tout x appartenant au domaine de définition de f, .

c) Déterminer a pour que la courbe de f, ait, en son point d’abscisse -1,
une tangente parallele a la droite d’équation y=0.

EXERCICE 4

(C) est la courbe de la fonction f définie par: f(x)=

XS
5

(x=1)
a) Trouver le point de (C) ou la tangente est parallele a la droite
d’équation y=x+4.
b) Donner une équation de cette tangente.

EXERCICE 5
A l'aide du taux de variation de fonctions bien choisies, calculer les limites
suivantes :

. T
— sm(x—j
x—3 X—3 x—Z 4
6 X——
6
b) Iimsmx 1 d) lim 2cosx -1
i 2X—1 xT 3X—-rm



EXERCICE 6
En utilisant la dérivée de fonctions composées, calculer f(x) dans les cas
suivants :

1) f(x)=(4-3x) 4) f(x)= 1 . 7) f(x)=~/4-x2
(4-5x)
5 x—1Y ( 1 Y
2) f(x)=(3x+1) 5) f(x):(mj 8) f(x)_(z_cosng
3) f(X)Z(X4—X2+1)3 6) f(x)=+3x2+1 9) f(x):tan2(3x+%J
EXERCICE 7
Soit la fonction f définie par : f(x):3XX__; :

1) Déterminer la fonction f’ dérivée de f.
2) En déduire la fonction dérivée des fonctions g et h telles que:

3&—4 3cosx—4
= t h(x)= .
9() Ix =2 et h(x) COSX —2
EXERCICE 8
Dresser le tableau de variation de chacune des fonctions suivantes.
1) hp=—23"1 4) m(x) = x+/x2—1
X2—=2X+2
~ (x2+5)3 _x-1
2) 900 ="—— 5) n(x)—,/x+1
3) f(x)=2x2—3x+1 6 __X
EXERCICE 9



X

f(X)=—7——
Soit f la fonction définie par : L+
f(x) =2L1si x>0

six=<0

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. Dresser le tableau de variation de f.

EXERCICE 10
Soit f la fonction définie par: f(x) =2x+/x2+1.
1. Montrer que [I'équation f(x)=0 admet une solution unique
dans[—1;0] .
2. Déterminer la valeur approchée & 10™prés par défaut de o .
EXERCICE 11
Soit f la fonction définie sur [3; +oo[ par: f(x)=x2J/x-3 .
1. Etudier les variations de f.

2. En déduire que I'équation +x- =% possede une unique solution .
EXERCICE 12

f :}0;%} — [1; 40

1
X > —
sin x

On considere la fonction :

1. Déemontrer que f est bijective.
2. Caleuler: f*(v2) ;™ [%} £71(2).

ETUDES DE FONCTIONS

EXERCICE 1 : On se propose d’étudier la fonctionf: R — R
X% +|x - 2|

X —
[x+1]

1) Quel est le domaine de definition Dy de f?
2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur ce domaine et en particulier au
point x = 2.
3) Etudier les limites aux bornes de Dy, les variations de f et construire sa courbe
représentative (C) .On mettra en évidence les deux asymptotes obliques de(C)
et on précisera leurs positions par rapport a(C) .

EXERCICE 2:




Soit f la fonction définie sur R par : f (X) = sin?x + cosx

1) En étudiant la périodicité et la parité de la fonction f, justifier le choix de
I’intervalle 1 =[0,x] comme intervalle d’étude.

2) Etudier les variations de f sur I. Tracer la courbe représentative de la
restriction de f a

3) [ n,x] .

4) Démontrer que I’équation f (x) = 0 a, dans I, une solution unique dont on
donnera une valeur approchée & 102 pres.

EXERCICE 3:
On considére les fonctions f et g telles que :

3 2
gx) = -2+ 4 —2x+1 et f(x)=~ /%

1) Etudier et représenter graphiquement la fonction g dans un repére

orthonormé (O, T,7 ) .
2) Determiner le domaine de définition Ds de f et les limites aux bornes de

Ds.
3) Déterminer les branches infinies de (C) la courbe représentative de f.
4) Montrer que (VxeDy) f'(x) = g(x)

2 f (X)(1 - x)?
5) Tracer (C) dans le repere (O, T.,7 ) :

EXERCICE 4:
Soit f la fonction numérique de la variable x définie par : f (x) =x +2 — 2¢/x + 1

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,7 ) :
1) Déterminer le domaine de définition de f et calculer y Iim+ f (x).
— +o0

2) Etudier la dérivabilité de f a droite du point xo = —1 et donner une
interprétation géométrique de ce resultat.
3) Etudier les branches infinies de (C) et la concavité de (C) .
4) Etudier les variations de f.
5) Soit g la restriction de f sur [0 ; +oo[
a) Montrer que g admet une fonction réciproque g™
b) Déterminer g™ (x).

6) Tracer (C) et la courbe de g™ dans le repére (O, 1.7 ) :

10



EXERCICE 5:
Soit f la fonction numérique de la variable x définie par :

{f o=+ -1,

X :
f(0)=0
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, T,7 ) :
1) Préciser le domaine de définition de f.
2) Montrer que f est impaire.
3) Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point xo = 0.

4) Etudier les variations de f sur R.
5) Montrer que f admet une fonction réciproque et donner I’expression de f ™

().
6) Préciser la position de (C) par rapport a sa tangente au point d’abscisse Xo
=0.

7) Tracer (C) et la courbe de f ™ dans le repére (O, T.,7 ) :

EXERCICE 6 : On considere la fonction f de R vers R définie par :
f(x) = x+~/]4x% - 1
On désigne par (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un

repere orthonormé (O, 1, J) (Ol=4cm, OJ=2cm)
1) Etudier la continuité de f.

2) Etudier la dérivabilité de f en —%et en % :

3) Démontrer les équivalences suivantes :

a) \4x-1 +4x<0 < XE}—OO, —%} :

1 1
b) \J1-4x° — 4x > 0 < X }——,—}
) "2 25

En déduire le signe de f '
4) a) Calculer lim f(x)et Ilim f(x)
X — -00 X — +00

En déduire le tableau de variation de f.
b) Calculer . I_|)m_OO (f (x) +x) et . ﬂ)mﬂo (f (x) —3x)

En déduire que la courbe (C) admet 2 asymptotes d’équations y = —x et y = 3x.
Construire(C) .

5) a) Démontrer que f détermine une bijection h sur }—oo, —%} :

Démontrer que h admet une fonction réciproque h™ dont on précisera I’ensemble
de définition et les variations.

11



b) Calculer lim [x—h™(x)] et en déduire que la représentation () de h' et
X — +00

(C) ont une asymptote commune.
Construire la courbe (T")

c) Calculer h™(0) et déterminer une équation de la tangente a (T") au point de
coordonnées (0, h™(0)) .

EXERCICE 7 : Soit la fonction f(x) =

L2t

1) Deéterminer Df puis écrire f(x) sans les valeurs absolues.
2) a) Etudier la continuité et la dérivabilité de fen O et en 2.
b) Interpréter les résultats.
3) Etudier les branches infinies de f.
4) Etudier les variations de f
5) On pose g(x) = f(x) dans[2 , +oo].
a) Montrer que g réalise une bijection de [2 , +oo[ vers un intervalle J
gue I'on précisera.
b) Sans expliciter g™*, étudier la dérivabilité et les variations de g™
c) Calculer (g™*)’(2) puis expliciter g™*(x)
6) Tracer Cf et Cf* dans un méme repére orthonormé.

Si X< -1,
241
EXERCICE 8 : Soit f la fonction définie par : f(x) = { 2Xx :1
TS six>A,
\erxst >

1/ Donner le domaine de définition de f et calculer les limites a ses bornes.
2/ Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

3/ Etudier la dérivabilité de f sur Df, puis calculer les dérivées de f sur les
intervalles ou elle est dérivable, puis dresser le tableau de variation de f.

4/ Dans un repere orthonorme (unité 2cm) construire la courbe (Cf). On
précisera les asymptotes 2ainsi que la tangente au d’abscisse x = 0.

12



5/ Soit g la restriction de fsur [—1, +oo[ .

a) Montrer que g admet une bijection réciproque g* dont on précisera les
variations.
b) Montrer que I'’équation g(x) = 0 admet une solution unique
dans[—1, +e9].
c) Calculer g™*(2).
d) Montrer que g™ est dérivable en 1 et calculer (g™*)’(1).
e) Construire Cg™ de g'dans le méme repére que Cf.
X2—4/x2+1six >0
EXERCICE 9 : Soit la fonction définie par f(x) =< ~|xe-1]

—-Xx+1

six=<0

1) Determiner Df puis écrire f sans les valeurs absolues.

2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en — 1 et en 0. Interpréter les
résultats.

3) Etudier les branches infinies et les variations de f.

4) Montrer que I’équation f(x) = x admet une solution unique « sur [2; 3].

5) Soit h=f sur [0 + oo[. Montrer h admet une bijection réciproque h™* dont
on précisera I’ensemble de définition . Etudier la dérivabilité et les
variations de h.

6) Calculer h™*(1) puis tracer Cf et Ch™ dans un méme repére.

EXERCICE 10 : Soit la fonction g(x) = 1 — 2cosx.

1) Résoudre dans | = [0, r] g(x) = 0 puis étudier le signe de g sur[0, «].

2) Soit f la fonction définie par f(x) = 153

)
) C0S 2X
)
)

. Déterminer Df.

3) Etudier la parité et la périodicité de f. Interpréter.

4) Justifier le choix de l'intervalle J = [O; g[ U E ; n] comme intervalle
d’étude.

5) Calculer les limites de fen /2.

6) Montrer que f'(x) = %. Donner le tableau de variation de f sur J.

7) Tracer Cf.
EXERCICE 11 : Soit f(x) =1 + 4cosx

1) Deéterminer le domaine de f.

13



2) Montrer que le domaine d’étude peut étre réduit a [0; m].

3) Etudier les variations de f.

4) Tracer Cf.

5) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une seule solution « sur [0; ]
telleque n/2 < a < /2.

PRIMITIVES

EXERCICE 1 : Déterminer les primitives sur I de chacune des
fonctions suivantes.

a) f(x)=3x*-2x+2; 1=R
1
b) f(x)=x+2+73; 1 =]0 ;+eo]
3x%+ 4x — 2
= : | = "4+ 00
c) f(x) < , 10 ;+eo[

EXERCICE 2 : Déterminer la primitive F sur 1 de chacune des
fonctions suivantes vérifiant la condition indiquée :
a) f(X) = 4x*-3x + 2 ; I=RetF(-1)=0

b)f(x):3x+1+%; | =]-;0[etF(-2)=1

1 1
—_F; 1 =]0; +o[etF(1)=0

c) f(x) = Jx
d) f(x) = (2x- 3) (- 3x-6)  1=RetF(-1)=9
e) f(x) = \/x 1 =10 ; +oo et F(9) = 20
Indication : calculer d'abord la dérivée de x — X\/;( :

EXERCICE 3 : Déterminer une primitive sur I de chacune des
fonctions suivantes :

a)f(x)=(—2x+1)5;I:R Q) f(x):ﬁ; I

1



b) F(x)=x° (x*-1) " ; 1=R h) f(x):% _
X =X
=] +]

= — 2_ . = i = 3X | =
c) f(x) = (2x-3) (x"~-3x+3) ; 1=R i) F(X) N 1
I [
d) f(x) 3 I 4 +oo|
X) = = |- ;oo
(3x+4)3 3
6Xx -9
f(x) = 1 =1]1;2
®) 169 (X°-3x +2) 12
1

EXERCICE 4 : Soit T la fonction définie sur R—{-2 ;2} par f(x)
3x%+ 4

- 3
(x*-4)

1) Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout réel x distinct
de -2 etde 2:

a N b
(x-2)" (x+2)’
2) En déduire une primitive de fsur] -2 ; 2[
2x% - x + 1
x+1

f ()=

EXERCICE 5 : Soit f(x) =

C
1) Déterminer trois réelsa, betc telsque: f(x) =ax+b + <+ 1

2) En déduire une primitive de fsur] -1 ; +oo [

15



EXERCICE 6 : Déterminer I'ensemble des primitives de la fonction f
sur I.

a) T(x) = cosx + sinx ; I=R

b) f(X) = X + sinx ; I=R

c) F(x) = x* + 1 + tan®x ; |=]—g;g[
d) f(x) = tan’x ; 1=1-2 5 1
e) f(x):sin{3x+gj; I=R

f) F(x) = sinxcos?x ; 1=R

) F(x) = % (5x* + 1) sin(x® + X) ; 1=R

h) f(x) = cos2x | |:]—§;E[
H —_— _1 . — .

i) £(x) = cin’x 1=]0;n]

EXERCICE 7 : Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que pour
1 acosX N bcosx
cosx 1+sinx 1-sinx

: . : 1 n
En déduire une primitive de la fonction f: x — cosx SUr {O, 4 } :

1T -
~ | onait:

tout x de {O, 4

Exercice 8

1) Déterminer trios réels a, b et c tels que : vx e IR-{-10,1}
1 a b C

x(x* —1) T X x—1 x+1

)
x(x* 1)

2) En déduire une primitive sur I+ de la fonction f/ f(x) =

16



Exercice 9
1) On suppose étre dans l'intervalle de continuité de f. Déterminer une
primitive de f

-1 sin x .
fx)=—= ; f(x)= , f (x) =sin® 2X;
a) f(x) 7 ) b) f(x) — C) f(x)=sin®xcos® x
_ XSin X+ COS X . x+3
d) f(x)_—x2 e) f(x)_—(x2+6x—l) ’

2) Déterminer la primitive de la fonction f qui s’annule en a

a) f(x):—x+% ;a=1 ;b) f(x)=(x"-2vx*-6x+4 ;a=0
X
C) f(x)=cos*xsin’x ;a:% ;d) f(x)= 1-x ;a=0

=
+
>

SERIE NOMBRES COMPLEXES

EXERCICE 1:

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

1. z=2+iV3)3-i) 5. z=(2+i)(5-8i)(1-i) 9. Z:Jél—i
2. 7=(245i) 6. 2=(2+i)(3+4i) 10. ;=373
1+i
1 Y 2 . 1+i )
3. z:(a—mJ 7. z:(2+|) (3+4|) 11. Z:(ZJ
] ] A3 1 1-i
4. z=(2+5i)(2-5i) 8. z=(-1+2i) 12. Z:2i——5_5+2i
EXERCICE 2 :

Pour quelles valeurs de x, le nombre complexe z=(x+i) [x+5-i (x-7)] est —
il un imaginaire pur ?

EXERCICE 3:

17



Pour tout nombre complexe différent de 1, on définit le nombre complexe

z-2i

Z= T On pose z=x+iy et Z=X+iY, avec X, Yy, X etY réels.

1. Exprimer X et Y en fonction de x et y.

Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel.

3. Déterminer I'ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit
imaginaire pur.

N

EXERCICE 4 :

Pour tout nombre complexe différent de -1, on pose z =¥.
+2Z
1. Montrer que I'ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit réel,
est une droite privée d’un point.
2. Montrer que I'ensemble des points M d’affixe z tels que Z soit,

imaginaire pur est un cercle, privé d’'un point.

EXERCICE 5:

Dans chacun des cas suivants déterminer 'ensemble des points M
d’affixe z tels que Z soit réel.

1. Z=(z+1)(z-2 2. 7-1+2 3. Z=27"-3z2+1.
-4
EXERCICE 6 :
Calculer le module de z dans les cas suivants :
1. z=1-i\3 3.z :—2(l+i)6 5. z=1+?\/§
-\3 -\5
2. 7=+/3+i 4. z:(l—ﬂJ 6. Z=(1_—I)4
1-i (1—i\@)

Exercice 7 :

1. Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :
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2 3+i 2-i . 4+5 1-3i
+ - +

(3—2i)(1-i)-3i+~2+(3—-4i)(3+4i) ; (1+i) >t 3 oo 1

(2i+3)i ;

1 (-1-2i)’

Nt N (4N
1+v2-iV3 7 (1+i) '(“3')(7‘2}’ (L+i)"ned

2. On pose j=—%+i§.0alculer: PiRiP e e e 2 1

(1-i)2 (1+i)?*

Exercice 8 :

Déterminer et représenter I’ensemble des points M(z) du plan complexe muni
d’'un R.O.N.D tels que :

a) z=(z-2)(z+i) soit réel ;

b) z=(z-2)(z-i) soit imaginaire pur ;

c) Re(z—_ljzo d) L 2cn ce) (zE)Z—zZ—6=0

Z—Ii y4

f) zE+i(z—E)—3=0 ; 0) 2|Z—i|=‘z—£+2i‘

h) ‘Z+E—l‘=4
EXERCICE 9:
1) Mettre sous forme algebrique les nombres complexes suivants :
1 _ _ (2-3i)(1+i) @+ -
2 Zl_ﬂ@ R e I I T
2 2

2)Mettre chacun des complexes suivants sous forme trigonométrique.
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i—243

a Z = Z, —cosZ —isin~ Z, —sm—+|cos 7, =1—-itan> e
) YT 414 '0) 5 5 ) 2 4z, 10 )
ZS:l—cos@—!s!nH IR ) 2= (1+|\/_

1+cos@—isin @ _|J_

NE

3)a)On pose j=—%+i7 ; calculer j*. En déduire le calcul de :

L+ it 10

J
b) Démontrer que , v(a,b,c)eC’on a:
2(a+bj+cj?)(@+hbj* +cj)=(a—b)* +(b—-c)* +(c—a)’

4) a) Déterminer le module et un argument de :

=—1+i/3; z, =1+i;i
ZZ

b) En déduire les valeurs exactes de cosi—z etsm%

EXERCICE 10

1) Résoudre dans C

a) (3+5i)z=2i-z; b)z—+1=2i 1 C) z-(1+i)z+3-2i=

=3e
7-2i )

2+32=2+iV3)|7 f)= @+i)z-1+i=z-i; @) iz?-2z+2-i=0

2)On considére les lafonction f de la variable complexe z définie
par :
f(z)=2°-2(3+i)z% +4(1+i/3)z-8i
a) Montrer qu’elle admet une solution imaginaire pure
b) Résoudre f(z)=0
c) Ecrire les solutions sous forme algébrique et trigonométrique

3 )Résoudre dans C les équations :

22 —(1+4/2)2++/2=0

z+£:l; z+1:\/§
z z

Soit p(z)=z* - (1++2)2* + 2+2)2* - (1+4/2)2+1

p( ) en fonction de z =2+ 1

z

a) Exprimer
b) Résoudre P(z)—O



4) Soit I'équation d’'inconnue zeC:z2*+2z+4=0
Soit aetp avec Im(a) >0 les solutions de cette équation

a) Donner la forme algébrique de aetp

b) Mettre aet 8 sous forme trigopnométrique et placer leurs images dans le plan
complexe.

3
c) Déterminer % en fonctionde 8. Q’en déduire pour o®et 52

d) Mettre p* sous forme algébrique.

EXERCICE 11

a) Déterminer le module et un argument de 4+/3 + 4i

b) Résoudre dans C ,I’équation (E) =z =43+ 4i.
@® en écrivant z sous la forme z=x+iy (x,y) €IR (on pourra utiliser I’égalité
4+24/3=(/3+1)?%)

@ Enécrivant zsousla formez=re"” relR, 6 IR

c) En déduire les valeurs de cos% etsin%.

d) Résoudre I’équation d’inconnue x e IR: (/6 ++/2) cosx+ (/6 —+/2) sin x = 2
EXERCICE 12:

1.
2. Déterminer les réels a et b tels que pour tout nombre complexe z,
on ait : f(z):(22+4)(22+az+b).

3. Résoudre dans C I'équation f(z)=0.
EXERCICE 13:

1. Déterminer les nombres complexes z= x+iy dont le carré est
22 = —59—-40i/3 .
2. Résoudre dans C I'équation(1) : 2*-(5-4ix/3)z+9=0.
EXERCICE 14 :

Soit p le polynéme tel que: p(z)=z°—(5+i)z° +6(1+i)z-8(1+i).

1. Montrer que I'équation z <0 ,p(z)=0 admet une solution réelle que
I'on déterminera.

2. Vérifier que 2i est une solution de I'équation p(z)=0.

Factoriser le polynéme p et résoudre dans C I'équation p(z)=0.

4. On distinguera les trois solutions z,, z,et z,de I'équation p(z)=0

w

par : |z|<|z,| <]z
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a. Placer dans le plan complexe muni d’un repére orthonormé les
points My, M, et M3 d’affixes respectivesz, z,etz,.

b. Montrer que le triangle M; M,Ms est rectangle isocele.
EXERCICE 15:

On considere I'équation (E) : z°+(1-5i)z* -8(1+i)z-12+4i=0.

1. Démontrer que z =-2 est une solution de (E).

2. Montrer que I'équation (E) admet une solution imaginaire purz,,
achever la résolution ; on note z, la derniére solution.

3. On considere un plan complexe P. Soit A, B et C les points
d’affixes respectives z, z,etz,.
a. Placer les points A, B et C dans P.
b. Démontrer que A, B et C sont alignés.

LES NOMBRES COMPLEXES AU BAC S2

Exercices 16
1)Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes les équations

suivantes :
a)*z+3E:(2+i\/§)|z| *iz-22+2-i=0 ;*42% +8z] -3=0.
b) *+/3cosx—sinx=-1 ;*3c0s2x—+/3sin2x =3
V6-iv2 |
5

c) Soient les nombres complexes z, = z,=1-i.

* Mettre sous forme trigopnométrique z, ;z, et Z =

Z,
V6442 V62
4

*En déduire que cos- = etsin
12 4

*On considere I'équation d’'inconnue XelR
(E):[\/6+\/§jcosx+(\/§—\/§)sin X=2

_ Résoudre (E) dans IR puis placer les points images des solutions

sur le cercle trigonométrique.
2) Soit C le corps des nombres complexes et i un nombre complexe tel

que i’=-1.

4
a) calculer &n@} .b) déterminer les réels a,b tels que:

(a+ib) = 5—1—1\/_

3) Linearlser les expressions trigonométriques suivantes .
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a) A(X) = cos*xsinx ; b) B(X)= cosg’g.

EXERXICE 17 BAC 2003

Dans I'ensemble C des nombres complexes, on considere I'équation (
E):Z®+(1-8i)Z* —(23+4i)Z-3+24i=0

a) Montrer que (E)admet une solution imaginaire pure et la déterminer

b) Montrer quei1+2i et —2+3isont solutions (E)

c) Donner I'ensemble des solutions de (E)

Dans le plan rapporté & un repére ortho normal(o,u,v)Soit A, B et C
d’affixes respectives +2i 3i,-2+3i

Soit G bar{(A2),(B -2),(C.1)}

a) Montrer que les vecteursGA,GBetGCont pour affixes respectives

T 301
J2e'“, 2i, 2J2¢" “ et que ces affixes sont dans cet ordre en progression
géométrigue ; déterminer la raison de cette suite .
b) En déduire gu’il existe une similitude directe qui transforme A en B et
B en C .Donner les éléments caractéristiques.

EXERCICE 18 BAC 2002 -
1) Montrer que dans C la somme des racines n“™ de l'unité est égale a
Zéro(n>?2)

2) En utilisant les résultats du 1) montrer que cos (%) est solution de
I'équation 4x* -2x-1=0

f I 211 I
3) En déeduire les valeurs exactes de cosg, cos? et cosE

EXERCICE19 BAC 2001

Le plan complexe (P) est muni d’un repére ortho normal direct (o,u,v)

2z -1

z-2i

a) Résoudre dans C f(z)=z .Donner les solutions z; et z, sous forme
algébrique puis sous forme trigopnométrique .

b) Calculerz} +z;

1) Soit M(z) un point de (P)

Soit(II'ensemble des points M(z) tels que f(z) soit imaginaire pur
,donner une équation cartésienne de (I'),Tracer (I).

2) Monterque/z/=1 </ f(z)/ =1

Soit f 'application de C - {2i}vers C définie par f(z) =

EXERCICE 20 BAC 2000
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On considere les points A;, A; et Az d’affixes respectives :
z,=1 1z, =1++2+i2 Z, = 5+4:,\/§

1. a) Donner une écriture trigonomeétrique des nombres complexes z,-z;
et

Z3-Z21

s . . L Z,—Z
b) Donner une écriture trigonometrique de >

Z,—1,

L I _I1
En déduire les valeurs exactes COS(E) et sm(ﬁ)

2) Soit S la similitude plane directe transformantA, en Az et A; en A;

a) Préciser les éléments caractéristiques de S

b) On désigne par M’ d’affixe z’' 'image de M d’affixe z

Exprimer z’ en fonction de z. En déduire I'image par S du point B d’affixe

ir1
1-44/2e 3

Exercice 21 BAC 1999

On considére I'équation (E): z° + (3-2i)z° + (1-4i)z—-1-2i=0
1. a) Vérifier que (E)admet une solution réelle

b) Achever la résolution de (E)

2) Dans le plan complexe on désigne par A, B et C les points d’affixes
respectives z, =-1;z, =-2+i z. =i

a) Déterminer le module et un argument de %
cC %A
b) En déduire la nature du triangle ABC
c) Donner le centre, le rapport et I'angle de la similitude plane directe qui

laisse invariant A et transforme B en C .

EXERCICE 22 BAC 1998

1) Résoudre dans C les équations

a) Z2-2Z+5=0 b) 22 -2(1++/3)Z+5+24/3=0

On considére dans le plan rapporté & un repére ortho normal (o,u,v)les
points A, B, C et D d’affixes respectives 1+2i;1+~/3+i;1+~/3—i;1-2i

a) Placer A, B, C, D dans le plan (P)

b) Vérifier que% =iv3en déduire la nature du triangle ABD

A B
c) Montrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle
(C) dont ont précisera le centre et le rayon.
3) On considére I'équation (E) : Z? -2(1+2cos@)Z +5+4cosf =0; 6 € IR
a) Résoudre (E)dans C
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b) Montrer que les points images des solutions de (E)appartiennent a

(OF
EXERCICE 23 BAC 1997

24203

4

1. a) Calculer le module et un argument du nombre complexe w =

b) En déduire ses racines carrées

2) Résoudre dans C L'équation suivante z2 + (V3 -7i)Z - 4(3+i/3) =0

3) Soit Z; la solution imaginaire pure et Z, lI'autre solution, montrer que
z,-2i

z—a "

4) Dans le plan complexe rapporté & un repére ortho normal (o,u,v) Soit
A, B et C les points d’affixes respectives2i,z, ,z,

Préciser la nature du triangle ABC en utilisantl. a)

Exercice 24
1) Déterminer, sous forme trigonométrique,les solutions de
I'équation : z° =4+2(-1+i) dans I'ensemble des nombres complexes.
2) En utilisant les racines cubiques de l'unité, écrire les solutions de
cette équation sous forme algébrique .

3) En déduire des questions précédents les valeurs de cos% et

. 11r
sin—
12

EXERCICE 25 BAC 1995

On considéere le polynbme P de variable complexe Z définie par
f(Z)=2°+iZ? -3Z +5i

1) Calculer P(i) puis déterminer toutes les racines de P(z) on notera Z; la
racine dont la partie réelle est négative et Z, I'autre racine .

2 a) Ecrire sous forme trigonométrique que le nombre complexe ;1 _Ii
L -

Dans le plan complexe de repére (o,u,v), on désigne par A(i), B (Z,) et

C(Z2)

Déduire de la question précédente la nature du triangle ABC.

On considére A(i), B(-i) et M(z) on posez =%

1. a) Déterminer 'ensemble (D) des points M(z) tels que Z soit réel.

b) Déterminer I'ensemble (C) des points M(z) tel Z soit imaginaire pur

2. a) Interprétez géométriquement les modules de z—iet z+i
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Montrer que /Z/=1si et seulement si z est réel
. I1
b) SoitneIN et ae}’;[déduire de la question précédente que I'éguation

(E) : (Z—_!)2 =cos4a+isinda n‘admet que des solutions réelles.
Z+1

(on ne demande pas de les calculer).
c) Résoudre I'équation Z? = cos 4a+isinda .En déduire les solutions de

(E).

EXERCICE 26

Soit (P) le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (o,u,v)
On considére les applications Ty, T, dont les écritures complexes sont :
T,:z,=(/3+i)z €t T,:z,=(1-iv/3)z+3

1) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T,etT,

2) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de T,0 T,

3) Démontrer qu’il existe un seul point K tel queT,(K) =T,(K) .S0itL =T,(K)
Calculer les affixes des points K et L.

4) Démontrer que le point L est invariable par chacun des applications
T,0T, " et T,0T,"

Quelle est la nature de chacune de ces applications. Préciser leurs
éléments caractéristiques

EXERCICE 27

1) On considére I'équation (E)dans C :Z* +7+24i=0

a) Veérifierz, =2-i est une solution de (E)

b) Déterminer les racines quatriemes de l'unité dans C et en déduire
I'ensemble des solutions de (E).

2)Dans le plan complexe de repére orthonormé (o,u,v)on considére
AL+ 2i),B(—2+1i);C(-1-2i) et Q(2 - i)

a) Déterminer les éléments caractéristiques de la similitude directe S; de
centre Q qui transforme A en B.

b) Soit S; la transformation du plan qui a tout point M(z) associe le point

M’'(z’) tel que z'=1—J2r|z +1_—23' caractériser S=S,0S;

3) Soit r la rotation de centre A et d’angle—%

a) Donner I'affixe du point D tel que r(O)=D

b) Montrer que les points O, A, D et B appartienne a un méme cercle (C)
dont on précisera le centre et le rayon.

c) Déterminer I'image du cercle (C) parr .

4) Soit T,:M(z2) > M, (z,)tel que z, =a’z+ B ,aetpeC
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Déterminer a et 8 tels que S,0T, soit :
a) Une translation de vecteur u(})

b) Une rotation de centre O et d’angle—%

EXERCICE 28

Le plan complexe est muni d’'un repére ortho normal direct(o,u,v). On
considere les points A'(a =1-i) B(B =1+1)

A tout point M d’affixe z distinct de O, la fonction ¢ associe le point M’

d’affixe z'telle que z'= 2 —%

1) Montrer A et B sont invariants par ¢ .
2) Soit M(z) distinct de A et de B, d'image M'(z’) par ¢

a) Montrer que 2L - y2=F oy -&
'-a -« Jo]
MA M'A

b) En déduire que =" et donner la relation entre (MA, MB) et

(M'A,M'B)
c) Déduire de ces relations que si M appartienne au cercle de diamétre

[AB] son image par ¢ appartient a la droite (AB) .

EXERCICE 29

SOitP(z) =z* —4z° +92° -4z +8

1) Montrer que P(z) = P(z)

a) Calculer P(i)

b) En déduire deux solutions de (E):P(z) =0

2. a) Mettre P(z) sous forme d’un produit de deux polynébme de degrés 2
b) Résoudre (E)

EXERCICE 30
1) Exprimer les racines z, dans C de I'’équation z° = 1 en fonction des

2k -
nombres Hk:Tﬂ 00 0<k<4

2) Quelle est la nature du polygone dont les sommets Ay
ont pour affixes zx? (0<k<4)
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3) Montrer que zg+z,+z,+23+24 = 0 . En déduire une équation du second
L s - . 2 :
degré a coefficients entiers dont le nombre a= cos?ﬂ est solution. (On
remarquera que Z4=i et 23=i et cos2x=2c0s’x-1 )
Z, Z,
4) Résoudre cette équation et calculer cos%r ; cos%r ; cos% ; cos%r

EXERCICE 31

. . I A | . -DIT
Pour toutne N’, soitg =sin—+sin—+........ +S|n(n )
n n n

nm .. 1 : .
a) Posonsz =cos— +isin—. Donner une expression simple de la somme
n n

-1
1+2+2% 4ot 7"

Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de cette somme
1

En déduire I'égalité g =
tan
2n

b) Quelle est la limite de la suite [S—n”jn eN™?

EXERCICE 32
Soit n>0; e € [o;z[ ; on considére les expressions

g, =C0s’® + C0S?®e C0S26 +........ +CosPe cos pe +....... +cos" e cos ne
S, =Cos@ Sine + cos’e sin2e+......+ cos’e sinpe +........ + cos" e sin ne

On poseT =G, +ig,

Montrer queT  est la somme des n premiers termes d’une suite
géométrigue complexe dont on donnera le premier terme et la raison .
En déduire une expression simple deT , puis de §_en fonction n et e
ﬂnne)

sing

(on montera que §_=cos;™(

EXERCICE 33

Soient, dans le plan complexe P, deux points M et M’ d’affixes
respectives zetz' telsque lonait: zZ7=(1+1)z+1

1°) Calculer le module et un argumentdel + i.

2°) Déterminer les éléments géométriques de la transformation du plan
complexe qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe (1 + i)
z +1.
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3°) Déterminer 'ensemble des M du plan complexe tels que les vecteurs
ow etow aient la méme norme.

EXERCICE 34

Soit f la transformation du plan complexe qui, a tout point M d’affixe z
associe le point M’ d’affixe z’ définie par:z' =2(1 +i/3)z + 3.

1°) Quelle est la nature de f? Préciser ses éléments caractéristiques.
2°) Soit D,droite d’équation : x - y /s= 0. Quelle est I'équation de I'image
f(D) de D?

3°) Quelle est I'image par f du cercle de rayon 2 dont le centre est le
point 1(2i) ?

EXERCICE 35

Dans plan complexe, soit f la transformation qui au point M d’affixe z

associe le point M’ d’affixe z’ définiepar:z' = (1 +iy3) z+/3(1 ).

1°) démontrer que f admet un unique point invariable | ; déterminer

I'affixe de I.

Caractériser géométriquement f.

2°) Soit G le barycentre des points I, M, M’ affectés respectivement les

ceefficients 3, 2, 1. Calculer les coordonnées de G en fonction de
celles de M.

3°) On suppose que le point M décrit la droite d’équation : y = X.
Quel 'ensemble décrit par le point G?

SERIE SUITE NUMERIQUE

EXERCICE1

U, =0
un+l = V 2+un
1) Montrer que pour tout entier naturel n, 0<u, <2

2) Montrer que (u, ) est croissante
3) En déduire que ( u, ) converge vers un réel | a déterminer.

Soit la suite (up ) définie par {

4) Démontrer que vne IN,|u,,, -2/ < %|un —2| puis|u, -2 < @J lu, 2

5) Retrouver les résultats de la troisieme question
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EXERCICE 2

U, =1
Soit la suite (u,) définie par _2u,-1

" 2u +5

1y Montrer pour tout entier naturel u, > 1
2

2) Etudier les variations de (up)

3) En déduire que ( u, ) admet une limite a déterminer
2u, +1
u,+1
géométrique. Exprimer u, en fonction de n et étudier la
convergence de (uy)

4) Soit (v, ) définie par v, = . Démontre que (v, ) est une suite

EXERCICE 3
U = 2
==
. 3
Soit 1 n+2

Uyg=7U +——F—=
Y2 242

1) Calculer u; et u,

2) Soit (v, ) définie par v, =u_+2—n. Démontrer que ( v, ) est une suite
géométrique

3) Exprimer v, puis u, en fonction de n. Etudier la convergence de (u,

)
4) Sp=Ug+ U +.......... + U, . Exprimer S, en fonction de n puis
déterminer sa limite
EXERCICE 4

Uy =—
Soit 4
l’In+l = lu
3
Vn=up+an+b
1) Déterminer les nombres réels a et b sachant que (v, ) soit une
suite géométrique. En déduire v, puis u, en fonction de n.

4
n—N——
3

2)

Calculer S, et T, en fonction de n

EXERCICE 5
On considére les suites (up) et (v,) définies pour tout entier naturel non
nul n par
u, =12 v, =1
u, +2v, u, +3v,
un+1 = Vn+1 =
3 4
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1) w, = Vv, — u, pour tout n non nul. Démontrer que ( W, ) est une suite
géométrigue convergente.

2) Exprimer w, en fonction de n.

3) Démontrer que ( u, ) décroissante et ( v, ) croissante.

4) Démontrer que pour tout entier non nul n, u,2v, et en déduire que
V1SVpSUp<Uq

5) Conclure

6) T, =3u, +8v,, avec n entier naturel non nul. Montrer que ( T, ) est
une suite constante puis déterminer les limites de (u, ) et ( vy )

EXERCICE 6
Soit la fonction f définie sur IR par f(x)=2x-sinx
1) Montrer que f réalise une bijection de IR vers IR. On désigne par X
I'unique solution de I'équation f(x)=4
2) Soit g la fonction définie sur IR par g(x)=1/2(4+sinx)
a) Montrer que vxe IR, f(x)=4< g(x)=x

b) Montrer que vx e IR, |g'(x) s%

3) Soit la suite (u,) définie par u, e IRet vVne IN u,, = g(u,)
a) En utilisant I'inégalité des accroissements finis, montrer que

vne N, |u

n+1

= %] s%|un —%,| , en déduire que

1
vn e IN |u, — x| < §|u0 — Xy|

b) En déduire la limite de la suite (u,)

Exercice 7 :

(Un ) est une suite arithmétique de raison a et on note s, => U,

k=0

1°Ya=5etUp=1 Calculer U, et Sy

2°)a=—-4etU;=20 Calculer S;s

3°) Us =8 et Uy =28 Calculer S;s

4°) Calculer U, et Us sachant que Ug = 2 et que Uy x Us = 18

5°) Calculer Ug et a sachant que S;o = 88 et que S, =143
6°) a =3 et Uy=—-10 Déterminer n tel que S, = 200

Exercice 8
(Un ) est une suite geométrique de raison b et on note s, => U,

k=0

1°Yb=-5etUy =3 calculer Uz et Ss
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2°)U,=5etU; =7 Calculer Uy et Sy

Exercice 9:

n
U,+1
termes et conjecturer une expression de U, en fonction de n et
démontrer que votre formule est bonne par récurrence.

On donne (U, ) définie parU; =1 et Uy 41 = calculer les premiers

Exercice 10:

Soit la suite (V,) définie pourn e N parVg=2etVp,1 =2V,-1

1°) Démontrer que la suite (U,) définie par U, = V,, — 1 est géométrique
2°) Déterminer I'expression de U, puis celle de V, et étudier leurs limites.

Exercicell:
On considére la suite (U,) définie par Ug=1;U; =3 etsin € IN:
Un+2 =%a2 Un+1+ (a—3) U, etonintroduit (V,) par V, =U,+1— U,

1°)On posea= 2
a) Démontrer que (V,) est une suite constante.
b) En déduire que (U,) est une suite arithmétique dont on précisera le
premier terme et la raison.
I=n
c) Exprimer, en fonction de n, U, et S, = > U; en déduire la somme des
i=0
entiers naturels impairs inférieurs a 100
2°) On posea=-4
a) Verifier que (V,) est géométrique et exprimer V,, en fonction de n.
I=n
b) Calculer la somme S, = >V, en fonction de n
i=0
c) Démontrer que S, =Up+1—1

Exercice 12:

Soient les suites numériques (V,) et (W,) définie par Vo = _3 et Vhi1= 2

2 3
Vn_l
etW,=2V,+6
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1°) Démontrer que (W,) est géométrique et donner les expressions en
fonction de n de W, et V,,

n-1 n-1
2°) Calculer s, =>W, s' ' =>V,
k=0 k=0

Exercice 13

On considere f (X) = /% définie sur [0 ; 1]

1°) Résoudre f (x) = x
2°) Démontrer que si x €[0; 1] alors f (x) € [0, 1]
1

3°) Démontrer que f (x) — 1 = 1t (x — 1) et en déduire que 1—
2 [’\ /TX + 1}

f(x) < 1% (1 — x) dans [0; 1]

4°) On définit (U,) par Ug = % etU,+1=1(Up)
a) Pourquoi U,, est-il toujours dans [0 ; 1] ?

b) Justifier que 1— U, +; < 13_0 (1-Uy)

c) Démontrer par récurrence que 1 — U, < % x 0,3" et en déduire la limite
de (Un)

Exercice 14:

A] On considére f (x) =+ [ définie sur [0; + oo [

1°) Démontrer que si0O <x<lalors0<f(x) <1
—2x* +x+1

2°) Démontrer que f (x) — x = T et étudier le signe de f (x) —
2 [« / 5 X+ xj

x pour x € [0; 1]

B] On considére la suite (U,) définie par Up =0 et Up+1 =1 /%

1°) Démontrer par récurrence quesin>0ona0<U, <1
2°) Etudier le sens de variation de (U,)
3°) On rappelle la formule trés connue cos (2a) = 2 cos %a—1

a) Démontrer que I'ona ~\ /% = COS %j pour X €[0 ;x|

p: p . T
b) Démontrer par récurrence quesin>0ona U, = cos[ on +1j
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c) Conclure pour la limite de (U,)

Exercice 15:

(Un) est une suite arithmétique de premier terme Ug = 2 et de raison — 1
N . + _

1°) On pose s, => U, .Démontrer que S, = (n 12)(4 n)
k=0

2°) On pose V,, = e"

a) Démontrer que (V ) est geométrique.

b) On pose P, =Vg x Vi x ....... x Vp,

Détermiglser I'expression de P, en fonction de n et déterminer n pour que
Pn=e"

Exercice 16:

X2
2x—1
1°) Démontrer que, pour tout x > 1, f (x) > 1
On peut donc définir la suite (Un) par Ug=2 et U, 41 =1 (Uy)
2°) On considére les suites (Vny et (W) telles que pour tout n

V==l et W,=InV,
Un
a) Vérifier que (Vn) et (Wn) sont bien définies.
b) Démontrer que (Wn) est géométrique.
c) Exprimer en fonction de n, W, puis V, et en déduire que U, =

Soit f définie par f (x) = sur] % 4o

ﬁguene est la limite de (U, ).
1-(3)
Exercice 17:

1°) Soit g la fonction définie par g(x) = x*+Inx-2.
a) Etudier les variations de g.
b) Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique a
dans | =[1,30; 1,35].
c) Montrer que I'équation g(x) = 0 est équivalente a I'équation f (x)
=xouf(x)=42-Inx
2°) On étudie fsur 1 =[1,30; 1,35].
a) Déterminer le sens de variation de f sur | et montrer que | est
stable par f.
C'estadire que six el alorsf (x) e I.

b) Démontrer que pour xdanslona|f'(x) | < %

c) Démontrer que: pourtoutxdelona:[f(x)—a|< %| X—al.
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3°) Soit (Un) la suite d'éléments de | définie par la relation de récurrence
Un+1 =f(Un) et

la condition initiale Ug = 1,3.

a) Démontrer que pour toutn U, <.

W=

b) Démontrer que pour tout entier naturelnona:|U,+1—a| <

] , n
c) Démontrer par récurrence que l'ona: |[U, —a| < 18—0 %j :
d) Déterminer la limite de la suite (Un) et préciser un entier ng tel
que |U, —a|<10"°
Donner une valeur approchée de U,

FONCTIONS LOGARITHMES

EXERCICE 1
A Exprimer a l'aide de In2 etIn 3 lesnombres A=1In12B = In vy C In \/72

=In0,75
=In2e)-In(9e) F=In6e-In2e

B Soit f et g les fonctions définies par f(x) = In(x — 1) + In(x — 3) et g(x) = In(x
-1) (x-3).

1- Préciser Df et Dg.

2- Résoudre dans IR les équations f(x) = In3 + 3In2 et g(x) = In3 + 3In2

3- Résoudre dans IR les inéquations f(x) > In3 + 3In2 et g(X) >= In3 + 3In2,

4- On considére P (x ) =3 x> —8x*—x+ 10 Calculer P (2) puis mettre (x

— 2) en facteur dans P
Résoudre alors 3 (Inx)* -8 (Inx)*= (Inx ) +10=0

C a)RésoudreIn(x+1)+In(2x+1)=0 b) démontrer que si xzxﬁ;
alors x+In(x® —=1)>x

c) Résoudre 2 In (x +1)=In(x+3)=0 d) Résoudre (Inx)>-3Inx+ 4 <
0
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e) Résoudre (In x)* - In &j =2 e) En utilisant log trouver le plus petit n tel

35\n

que 1- (36} > 0,99
EXERCICE 2
Résoudre dans IR les equations et inéquations suivantes

- In(x-1)+Inx-2)=Injx-4 ; In’x=In(2)=2; In(Inx) >0.

X
~ Inx-3>-2% ; In(x_st1 ; In(x—_lj<0.
In x X+2) 2 X+1

Résoudre les systemes
(Inx)(Iny) =-15 x*+y? =10
In(xy) = -2 Inx+Iny=1In3

EXERCICE 3
Calcul de limites
1- Etudier la limite en 0 et en +oode f(X) :

f(x):\/;Inx ; f(x):w . f(x) = xIn(x?).

2- calculer les limites de fen+o.

F)=Inx=x: F()=In(x=1)—Inx ; f(x) =& =D, f(x):lnl:::l.
3- Soit f la fonction définie par f (x) =%|;|2|.

a- Donner Df
b- Calculer les limites de f aux bornes de Df.

EXERCICE 4
1- Préciser I’ensemble de dérivabilité de f puis donner la fonction dérivée de f.
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f(x)=x"In(x-1); f(x)=xln(ﬁj; f()=+1-Inx ; f(x):':‘(_;‘.
f1(X)=ﬁdéfiniesur]l;+00[ fz(X)=%+Inxdéfiniesur]0;+oo[f3(x
):In(x2+x;1)

f4 (x) :ﬂnXX} définiesur ] 0 ; + o [ fs (x)=1In [;:le définiesur]-1;

+ oo |
2- Etudier les variations de f definie par :

f(x):ln(x—_lJ; £ (x) = 1 Inx+2
X+1

C f(x) =

x2Inx Inx—1

EXERCICES
Soit f la fonction définie par
f(x)=xInx—x si x>0
{f(O) =0
1- Etudier la continuité et la dérivabilité de fen 0
2- Etudier les variations de f.
3- Tracer la courbe de f

EXERCICE 6

On étudie g (x) = =8 Inx + x* + 4 définie sur] 0; + oo [

1°) Calculer g '(x) et établir le tableau des variations de g. En déduire le signe de
g.

2
2°) On considere f (x) = X x+2 4 In x. Calculer f'(x) et démontrer que f '(x)
_g(x)
=7

3°) Démontrer que I'équation f (x) = 1 admet une solution unique dans
l'intervalle [1 ; e] et donner une valeur approchée de o & 10”2 prés.

o' +16

a’+4

4°) Démontrer (sans calcul) que g (o) =

EXERCICE 7 :

a,betc sont trois réels strictement positifs. Ecrire, en fonction de Ina,Inb et Inc

4
les réels suivants : x:iln(ag);y=lnﬁ—lnE :z=In a_3 .
4 b b b
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EXERCICE 8:
Déterminer les ensembles de définition des fonctions données.

f(x)=In(3x=5); f (x)=In(7-4x); f (x)=In3x-5]; f (x)=Inx? ; f(x)= In(3x—5)2

X+1 1Y
; f = —1.
x2+x—2‘ (%) [Inx}

f(x)= In(3x3+x2 —4); f(x)= In(1+lJ ;f(x)=In

X

EXERCICE 9 :
1) Résoudre les équations suivantes

a)In(2x-3)=In2; b)In(x2—3x—2)=0; c)Inx+In(2x+5)=1In3;d) 2(Inx)* +5In x-3=0;
e)(ln(x—l))2 ~In(x-1)-6=0

f)In(2x-5)>1 g)In(2x+1)<In(x+3); h)In(2—x)+In(x+4)>In(3x+2);i)—2(In x)2—5ln x+3>0
2) Résoudre dans IR?

a Inx+3Iny=1 3Inx—4Iny=-6 c X+y=25
9Inx—6Iny =20 In(x2)+lny=7 Inx+Iny=2In12

3) Soit p(x)=2x*—3x* —3x+2

a) Calculer p(1) en déduire une factorisation compléte de p(x)
b) Résoudre :2(Inx)’ -=3(Inx)* —3Inx+2=0.

c) Résoudre: p(x)>0

d) Résoudre : 2(Inx)’ -3(Inx)* =3Inx+2>0 .

EXERCICE 10:
Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes :

f(x)zln(xz—s); f (x)=In(6-8x); f (x)=In|-2x+5|; f (x)=|n@§:§j f(x)= In(3x—5)z

f(x):'n(3xs+xz‘4)?f(X):'n(lJra f(x)=In Xzi;l_z‘if(X):[%jz
f(x)=x|nx,f(X)=2I—n|:‘(X;f(x)=|n||nx|;f(x):m ;f(x)zm;f(x)zflr:j

EXERCICE 11 :
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Déterminer les limites suivantes :

, 2x+1Y . v Inx oo In(1+x2) L In(1-2x)
a) Xl'ﬂlln[ =) J :b) XIlﬁrpwln(ln X);c) XILrpwﬁ,d)lerpw I e) |X|Lr(1)T
PROBLEME 1

Soit f la fonction définie par f (x)=2x+(1-2x)Inx.
1°) On considére la fonction g définie par : g(x) ~1 omx.
X
a- Etudier les variations de g.
b- Montrer que I’equation g(x)=0admet une unique solutionea . Donner un

encadrement a10? prés de o .
c- Déduire des questions précédentes le signe de g(x).
2°) a- Calculer f'(x) et étudier son signe. Donner le tableau de variations de
f.

b- Montrer que Ina :Ziet que f ()= 2a—1+2i. En déduire un
(04 (04

encadrement de f (a).
c- Construire Cf courbe de f.

PROBLEME 2

Soit f la fonction definie par : f (x)

_ x+Inj1-X

o 1-x

1°) Etudier les variations de f.

2°) Montrer que le point A (1 ; —1) est centre de symetrie de Cf courbe de f.

3°) Tracer Cf dans un repére orthonormé (unité 2cm)

1 In(x-1)
-1

4°) Montrer que pour toutx ) 1, f (x)=-1- . En déduire l'aire A(D)

x—-1
du domaine: D ={M (x,y);2<x<aetf(x)<y<-1};a>2

5°) Calculer lim A(D) .

oA—>+0

PROBLEME 3

A- Soit g la fonction définie par : g(x)=1-x*-x"Inx.

1°) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations.

2°)a- Calculer g(1). Justifier que I’équation g(x) =0 admet une unique solution

que I’on déterminera.
b- En déduire le signe de g(x)sur |0;+oc] .

B- Soit f la fonction définie par : f(x) ~ L xinx.
X

1°)a- Montrer que f'(x)=-g(x).
b- Dresser le tableau de variations de f.
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c- Montrer que I’équation f (x)=xadmet deux solutions distinctes 1 et « tel
que 2,2(a(2,3.

d- Tracer Cf courbe de f dans un repére orthonormé du plan. On placera les
points d’intersection de Cf avec la droite y = x.

2°)  Soit h la restriction de f a[1;+o0] .

a- Justifier I’existence deh™.
b- h*est-elle dérivable en 1 ? Que peut-on en déduire pour sa courbe
représentative ?
c- Tracer la courbe ch™de h™
3°) a- Calculer I’aire A (D) du domaine D délimité par la courbe Cf, I’axe des
abscisses, les droites d’équationx=1letx=c .
b- En déduire I’aire du domaine délimite par Ch, ch™,les droites d’équations
x=letx=a.

PROBLEME 4

Partie A

On considére la fonction h définie par : h(x) = x* +2x+In|x+1]
1°) Etudier les variations de h. Calculer h (0) et h (-2)

2°) En déduire le signe de h(x) pour x & |-o0,-2[ U0, +o] .

Partie B
On considere la fonction f définie par : f (x) =%—x.
+
h(x)

1°) Montrer pour tout réel x de Df, f'(x)=- s En déduire le signe de ’(x).

)%

2°) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition Df.
Dresser le tableau de variation de f.
3°) Montrer que la droite D d’équation y = —x est asymptote a la courbe Cf de f.
Etudier la position relative de Cf et D.
4°) Montrer que le point I (-1 ; 1) est un centre de symétrie de Cf.
5°) Tracer la courbe Cf dans un repére orthonormé unité 1 cm.
6°) Soit « un réel positif, on note A («) I’aire du domaine délimitée par la
courbe, la droite D et les droites d’équations x =0, X =«.
Calculer en fonction de o A («)
Calculer la limite de A (a) lorsque o tend vers +w.

FONCTION EXPONENTIELLE
EXERCICE 1 : 1) Résoudre dans IR

1) 2e2**1.3e**1 _2e+3e7**1=0: 2)In[lne* + e~"™¥]=2 -Inx
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3)(e*-1)(e™*-1)<0; 4) 3e*-7e7™*+20<0
I1) Résoudre dans IR2

3e* — 2lny =13
b {Sex + 3lny = 19 2)
ex+1. ey—l =2
{lnx + Iny =In(x — 1) + In(y + 1)

EXERCICE 2:

1) Déterminer Df, le limites aux bornes de Df puis calculer la dérivée de f

a) f(X) =xX+e - b) f(X) = e* | C) f(X) - e1/x Inx : d) f(X) - sin2x

1—ex’

1—ex’

2) Déterminer I'ensemble des primitives F de f sur IR.

) =x-2 +2e7¥2; b)fx)=xe*; ¢) ()= ——

ex+1'

3) Etudier et représenter les fonctions si apres.

1+ e*

1—ex '’

a) f(x) =x2e —*; b)f(x) =

EXERCICE 3:

1) Résoudre dans R I’équation x> —x — 2 = 0.

2) En déduire la résolution dans R des équations suivantes :
a) e2x+1 _ ex+1 —2e=0.

b) [In(x+1)]2—ln(x+1)—2:0.

EXERCICE 4 : Soit P(x) = x> — 3x + 2
Calculer P(1). Vérifier que pour tout réel x, P(x) = (x — 1) (x* + x —2) .
Résoudre dans R, e¥ —3¢*+2=0.

Résoudre dans R, (Inx) “— 3 = % :

EXERCICE 5 : Soit la fonction f définie sur [0, +oo[ par :
{u@: X Six>0

e*— Inx
f(0)=0
a) Démontrer que f est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de fen 0.
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EXERCICE 6: Soit la fonction f définie sur R par :
X2 :

f(X)==—, 0

{ (x) 1 Si X #

f(0)=0
Démontrer que f est dérivable en 0. Préciser f '(0) et une équation de la tangente
T au point d’abscisse 0 a la courbe représentative C de f.

EXERCICE 7 : 1) Déterminer lim_, e et lim_e*
Xx— 0

Xx— 0

2) fest I’application deR versR définie par :
f(x) = ﬁ; , Six=0

f(0)=0
a) Démontrer que f est continue en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f en O.Interpréter graphiquement le résultat.

EXERCICE 8 : f est une fonction définie sur [0, +oo[ par :
{f(x):(x+ 1) e, six=0

f(0)=0
a) Démontrer que f est continue en 0.

b) Déterminer lim (1 +u)e . En déduire que f est dérivable en 0.
u—+o0

EXERCICE 9 : f est la fonction définie sur R par :
f(x) =e”In(1 +¢")

—X

Démontrer que f'(x)+ f (X) = = e pour tout xeR. En déduire une primitive F

de fsur R.

EXERCICE 10 : Le repére (O, T,7 ) est orthonormé. Soit f la fonction
définie par :

F)=(1-x) (L+¢€)

On désigne par C la courbe représentative de f.

1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2) Démontrer que la droite (4) d’équation y = —x + 1 est asymptote a C en —ox.
3) Etudier les variations de la fonction dérivée f ' et en déduire les variations de
f,

4) Tracer C.

EXERCICE 11 : f est la fonction définie sur R par : f (x)= ¢
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C est sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, T,7 )

(unités: 1cm en abscisses, 5cm en ordonnées)

a) Etudier la parité de f. Que peut-on en déduire sur C ? On fera I’étude de f sur
[0, +oo].

b) Déterminer la limite de f en +co et une équation de I’asymptote a C.

c) Etudier les variations de f sur [0, +oo.

d) Calculer f "(x) et en déduire que pour tout x positifonaf'(x) >f" [@j :

Soit T la tangente a la courbe C en x = 32@ et soit y = h(x) son équation réduite.
On pose

g(x) = (x) —h(x)

Démontrer que g'(x) = f'(x) — f° [%j . En déduire le signe de g sur [0, +oof et
les positions relatives de C et T sur cet intervalle.

e) Construire T et C sur [0, +oo[ .En déduire la construction de C sur R .

EXERCICE 12 : Soit f la fonction numérique définie sur R par : f (x) =
In(e” - &*+ 1)

1) Etudier les variations de la fonction f. Soit (C) la courbe représentative,
dans un repére orthonormé, de la fonction f. Montrer que f (x) —2x tend vers une
limite lorsque x tend vers + et en déduire I’asymptote correspondante de (C) .
Construire la courbe (C) en précisant la tangente au point de (C) d’ordonnée
nulle.

2) Soit k un nombre réel strictement positif.

Discuter suivant les valeurs de k, le nombre de solutions réelles de I’équation
d’inconnue x :
e”—e*+1-k=0.

a) Par le calcul

b) En utilisant la courbe(C) .

CALCUL INTEGRAL

EXERCICE 1

Calculer les intégrales suivantes

J11+e J X, Jllex —1ldx IH/S sm X ;'[n/zsin xcosdx ; '[H/Gsin?’ xdx ;
0 x+e 1 0 cos® X 0 0

j( . —)dx ; '[H/Zcosz xsin* xdx
ote 11 (1+e *)? 0

EXERCICE 2
/8 ot .2 78 ot o2
On pose | :L e * cos’ tdtet J :jo e sin* tdt
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1°) En intégrant successivement deux fois pat parties Calculer
K= '[:/Se’m cos(2t)dt
En déduire I-J

2°) Calculer 1+J ; 3°) Déduire des questions précédentes | et J.
EXERCICE 3
a b c

. . , 1
1°) Deter min er les réels a et b tels que . =—+ +
X(x“=1) x x-1 x+1

2°) Calculerﬂﬁdx
X(X

-1)
3°) A I'aide d’une intégration par parties Calculerj:()il%x)zdx
X —
EXERCICE 4 : Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) :22)(—_3
Ix*=3x/+4

1°) Calculerjob f (x)dx ot best un réel positif
2°) Donner la valeur moyenne de f dans I’intervalle [1,4]

EXERCICE 5 : On pose |, = ['—*
oe +1

1°) Calculer Iy; lg+ly. En déduire lg

2°) Calculer I, et I,+1 .En déduire I et I3

3°) Pour tout réel t de I’intervalle [0,1] Comparer e™ et e

. En déduire la variation de la suite (I,) neN

EXERCICE 6 1°) Calculer | = jo“/“coiz dx
X

nt
dt et pour tout entier naturel n 1, =j01 ° .
e +

dt

(n+1)t

3

2°) Soit la fonction f définie par sin x X e [0,1} ; calculer ().
COoS™ X 4

1

3°) On pose J= [ o

b) Calculer J.
EXERCICE 7 :Pour tout ne IN , on pose 1 :fx(ln x)"dx

1°) Calculer I, et I, .2°) En intégrant par parties trouver une relation entre I, et I,

1
3°) calculer I3 et 1.

dx -a) Déduire de 2°) une relation entre | et J.

EXERCICE 8.
2X X
1°) Démonter que pour tout réel x on a : ¢ —=e" - ¢ -
l+e l+e
2x
En déduire I’intégrale | :jl ° dx
01+e”

2°) On pose J :Eex In(1+e*)dx. En intégrant par partie ,calculer J.
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EXERCICE 9

I°/ Soit f la fonction définie f (x) = xe**. On note (C) la courbe représentative de

f dans le plan rapporté a un repére orthonormal (unité graphique 4cm)

1°) Etudier les variations de f

2°) Tracer la courbe (C)

3°) Soit a un réel structure positif, exprimer en cm? I’aire A(a) du domaine plan
limité par (C) I’axe des abscisses, les droites d’equationsx =oetx =a. Calculer
lim A(a)

a — 4+

11°/ Pour tout n e IN*, on pose =j01x”e“dx

1°) A I’aide d’une intégration par parties demontrer quel , =(n+2)1 -1. En
déduire I, et 15

2°) On pose J, =j01x”dx

a) Calculer J, en fonction de n

b) Montrer que pour tout X € [0, 1] ; x" < x"e*™ < x"e

L lim |
c) En déduire un encadrement del, et "
n— 4o

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1) EXERCICE 1
On se propose de résoudre (E):y' -2y =—

2

1+e
1) Déterminer la solution de (E,): y'-2y =0 prenant la valeur 1 en 0

2) Soit f dérivable sur IR telle que f(0)=In2 et g définie par f(x)=e>*g(x)
.Calculer g(0), f'(x)en fonction de g'(x) et g(x)

~ 27

1+e
En déduire I'expression de g(x) puis celle de f'(x) de telle sorte que
f soit solution de ( E).

3) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si g'(x) =

EXERCICE 2
1) Résoudre(E) y"+2y'+5y = 0. Déterminer la solution f telle que f(0)=1,

f'(0=-1)
1 . i
2) F(x)= —g(f’(x)+2f(x)). Démontrer que F est une primitive de f sur

IR. Expliciter F(x). En déduire le calcul de

f(x)dx

ot— N
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EXERCICE 3 BAC 2009
1) Résoudre I'équation différentielle (E):y"+2y' +y=0
2) Soit (E'):y"+2y'+y=x+3 déterminer les réels a et b tels que la
fonction h définie par h(x)=ax+b soit solution de (E’)
3) a) démontrer que g est solution de (E’) si et seulement si
g-h est solution de (E)
b) Résoudre alors (E')
c) Déterminer la solution f de (E) telle que (0)=2 et
f'(0)=-1
4) Soit k(x)=(x+2)e
a) Etudier les variations de k
b) Déterminer I'équation de la tangente (T) a la courbe (C) de
k au point d'abscisse 0
c) Démontrer que le point 1(0 ;2) est un point d’inflexion de la
courbe
d) Tracer la courbe et la tangente
EXERCICE 4 BAC 2008
1) Soient les équations différentielles
(E,):y'+y=0 et (E)y +y=e"cosx
a) Déterminer les réels a et b tels que la fonction h définie
par  h(x)=(acosx+bsinx)e™* soit solution de (E)
b) démontrer que f est solution de (E) si et seulement si

f—h est
solution de (E,)
c) résoudre (E,)
d) Déduire des questions précédentes la solution générale de

(E)

e) Déterminer la solution g de (E) telle que g(0)=0
3) Soit I(x)=e"sinx

a) Exprimer cos(x+%} en fonction de cosx et sinx

b) Etudier les variations de | sur [0;27]

c) Calculer fl(x) dx

X

EXERCICE 5 Soit la fonction définie sur IR par g(x)= e2 __In(1+2¢*)
+ Z€

1) Calculer g'(x) et montrer que g'(x) est strictement négatif
pour tout x réel
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2) Déterminer les limites de g en -« et +«
3) Dresser le tableau de variations de g
4) Donner le signe de g(x)
PARTIE B
Soit f la fonction définie sur IR par f( )=e?In(L+2¢*)
1) Montrer que f'(x)=2e**g(x)
2) Déterminer
a) Lalimite de f en-w
b) La limite de f en+o. On pourra remarquer que Si on pose
X InX
(X -1F X
3) Dresser le tableau de variations de f
4) Tracer Cf dans un repéere orthonormé
5) Soit a un réel strictement positif.

X =1+2e*, f(x)s'écrit 4

1+ 2¢* X

a) Vérifier que pour tout réel x, ° =eX—2£ 79 zj en déduire
e "+

la valeur de |(a)=T e

0
b) Calculer a l'aide d’'une intégration par parties l'aire de la
partie du plan limitée par Cf, xx et les droites d’équations
Xx=0etX=a
PARTIE C

X

On considére I'équation différentielle (E):y'+2y = 2[1 32 Xj
+c€

1) Vérifier que f est solution de (E)

2) Montrer qu’une fonction hest solution de (E) si et seulement si
h—f estsolutionde (E'):y' +2y=0

3) Résoudre (E’) et en déduire les solutions de (E)
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