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LIMITES ET CONTINUITE

Mathématicien Anglais. William Young, issu de parents épiciers, montre des le primaire un fort
potentiel pour les mathématiques a tel point que le directeur de son école, Edwin A. Abott, auteur
d’une célebre livre de mathématiques, “"Flatland”’, I'encourage a poursuivre ses études dans cette
direction. Young entre a I'université de Cambridge en 1881. Il est assez probable qu’il ne se serait
pas intéressé a la recherche s’il n’avait pas rencontré sa futur femme, Grace Chisholm, elle méme
tout juste docteur en mathématiques suite a une thése avec Félix Klein. Young s’est intéressé a la
théorie des fonctions réelles et a découvert, de maniére indépendante de Lebesgue et avec un autre
formalisme, la théorie d’intégration dite de Lebesgue, qui généralise celle de Riemann. Il s’est
intéressé aux séries de Fourier et aux séries orthogonales. Sa contribution majeure est sans doute
celle apportée au calcul différentiel pour les fonctions a plusieurs variables qui inspira de nombreux
livres d’enseignement consacrés a ce sujet. Young fit de nombreux voyages et visita de nombreuses
universités en Europe, Amériques, Asie et Afrique. En 1940, alors que la seconde guerre mondial a
éclaté, il se retrouve coincé a Lausanne et ne peut rejoindre sa femme et ses cing enfants. Il passa
ainsi les deux dernieres années de sa vie dans la détresse de cette séparation.




I-Limites, continuités et
prolongement

EXERCICE 1
Déterminer les limites des fonctions suivantes
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Rappel

La partie enticre d’un nombre réel x est
C’unique entier Gui Cui egt immédiatement

inférieur ou égal, on le note
E(x).VxeR E(x)<x <E(x)+1

Mr NGOMA DAOUDA




EXERCICE 2

Montrer que la fonction f(x) = Vx? + x + 2est
continue sur R.

Exerxcice 3

Soit la fonction numérique définie par
3x+10—x

h:x+— —————
V2x242x—4—-x—-1

Déterminer I'’ensemble de définition D de h puis
déterminer la limite de hen 5

Exerciced4
Soit la fonction f définie sur R
1
XxX—=Si x>4
Par: f(x) = {\/_ x
(x+k)’si x<4
Déterminer les valeurs de k pour que f soit
continue sur son ensemble de définition

ExerciceS5

Soit f la fonction définie sur R

3Vx—2x+5 six>4

Par:f (x) = {(x + k)? six <4

Déterminer les valeurs de k pour que f soit
continue en 4.
Exercice 6

Soit la fonction f définie surR

2 cint
Par:f(x)z{ XTSINT g %0
0 six=0

Montrer que f est continue sur R
ExerciceZ?

Soit f une fonction continue sur [0; 1]et a valeurs
dans [0; 1].Montrer que I'équation f(x) = x
admet au moins une solution

Exerxcice8
On considére I"équation (E) : x3 +3x —2 =10
1) Justifier que (E) admet une unique

solution a dans R.

Mr NGOULEMA Aime Jaurés

2) Donner un encadrement
de a d’amplitude10™3

Exercice9

Montrer que I’équationx? = x sin x + cos x
admet deux solutions réelles dans R .

ExerxrcicelO

Soit la fonction f définie sur R
1\ .
par f(x) = {1 —xE (;) six+0
0 six=0

1) Montrer que pour tout x
xe RY, | f(x) [<Ix]
2) Etudier la continuité de f en 0.
3) Etudier la continuité defenxy, > 0

Exercicell
Soit la fonction f définie par
{f(x) =x+1—-+x?2—-1six>1
fxX)=x3+3x—-2six<1

1) Déterminer I'’ensemble de définition de f et
calculer les limites en +oo0 et — o0

2) Justifier que f est continue sur R

3) Démontrer que f(x) = 0 admet une unique
solution a dans]—1; 1].

b) Vérifier que 0,5 < a < 0,75

c)Déterminer le signe f(x) sur |—1; 1]

Exercicel2 (interro TD LPEE 2018)
Soit la fonction f: x = 3x + 2sinx
1 a)Montrer que pour tout xdeRon a :
3x—2<f(x)<3x+2

b) En déduire

limy 0 f(x) et limy,_,_o f(x)
2 Soit la fonction g définie sur R par

X .
%SLx;tO
1

=six=0
5

gx) =

Mr NGOMA DAOUDA




a) Montrer que g est continue en 0.

b) Montrer que pour tout
x de ]E; +00[
3

X

o2 =900 <

3x—-2

c) En déduire lim,_, ., g(x) et
interpréter graphiquement le résultat

Execicel3

V3x241-2

x-1

Soit la fonction définie sur R par: f(x) =

1) Calculer la limite de la fonction f en 1.
2) En déduire que la fonction g est un
prolongement par continuité de fen 1

« Le Gut west pas d’ctre meiCleur Gue les
autres, mais Gien d’ctre meilleur gue la
personne gue vous étiez hier. »

Mr NGOULEMA Aime Jaurés Mr NGOMA DAOUDA




DERIVABILITE ET ETUDE DE FONCTIONS

Mathématicien francais, Cauchy est, apres Léonard Euler (voir 1 page 29), et avec prés de 800
publications, le mathématicien le plus prolifique de I’histoire des mathématiques. Il fut un
pionnier dans diverses branches des mathématiques comme I'étude de la convergence et de
la divergence des séries (notions que vous découvrirez en spé), I'étude des groupes de
permutations (voir le chapitre 26, ce travail fut précurseur de la théorie des groupes). I
travailla sur la théorie des équations différentielles et fut le découvreur des fonctions
holomorphes. Il ne se comporta pas toujours de maniére adroite avec les jeunes
mathématiciens. Il sous-estima ainsi le travail d’Abel ou de Galois et égara méme un mémoire,
pourtant capital, de ce dernier. Il fut enseignant a I’école Polytechnique. Son cours était d’'une
rigueur inhabituelle pour I'époque et il fut décrié au départ par ses éléves et ses collegues. Il
allait néanmoins devenir une référence pour tout travail en analyse au 19éme siecle.




LE CHEMIN DE

II-DERIVABILITE ET ETUDE

DE FONCTIONS

1-DERIVABILITE

1. 1-DERIVABILEEN UN POINT

Définition
f est une fonction définie sur un intervalle

I de IR et ael

f est dérivable en a si et seulement si

f) - f(a) _

X —a

lim L LelR
x—a

L S’appelle de nombre dérivé de f en a

Dans ce cas la courbe de f admet une tangente au
point A(a, f (a)) d’équation cartésienne
y=fax—a)+f(a)

f'(a) est le coefficient directeur(ou la pente) de

1

la tangente, son vecteur directeur est U ( £ a))

Interprétation graphique

Si f est continue sur I et sa courbe ne présente
aucun changement brusque dans son allure alors
f est dérivable en tout point a de |

APPLICATION 1
1) Etudier la dérivabilité de f en 1

f(x) =2x>-3x+1

Correction

f@-FW) _

x—1

2x%-3x+1

I)lim,_,4 o)

x—1

T (2x-1)(x-1)
= lim,_,; D
= limx_>1(2x - 1)
=1

Donc f est dérivableen 1et f'(1) =1

Le vecteur vitesse

L’EXCELLENCE

1.2-Derivabilité a gauche et
deérivabilité a droite en un point
Définition

mf est une fonction définie sur un intervalle du
type [a, b[

mf est dérivable a droite en a si et seulement si
JOT@ L elRr

lim,_,, a

L, S’appelle le nombre dérivé de f a droite en a

Dans ce cas la courbe f admet une demie
tangente a droite au point A(a, f(a)) d’équation
cartésienne : y = fy(a)(x —a) + f(a)

f4(a) est le coefficient directeur de cette demie

tangente et son vecteur directeur est U ( f’% a))
d

mf est une fonction définie sur un intervalle du
type |b, a]

B f est dérivable a gauche en a si et seulement si
f(x)_f(a) — L2 L2 E IR

lim,_,,- o
L, S’appelle le nombre dérivé de f a gauche en a

Dans ce cas la courbe f admet une demie
tangente a gauche au point A(a, f(a))
d’équation cartésienne 'y = fg(a)(x —a) + f(a)
fq(a) est le coefficient directeur de cette demie

tangente et son vecteur directeur est U (

)

Théoreme : f est dérivable en a si et seulement si f
est dérivable a droite en a, f est dérivable a
gaucheen ena c.-a-d. fy(a) = fy(a)

Remarque : f;(a) # f,(a) alors f n’est pas
dérivable en a et le point A(a, f (a)) est un point
anguleux. Dans ce cas les deux demi tangente ne
sont pas portés par la méme droite

Cas particuliers :

m si f est derivableen a et f'(a) = 0, alors la

courbe de f admet en A(a, f (a)) une tangente

horizontale.

f@)~f (@)
X—a

msi lim,_ + = +oo Alors (Cf) admet

a droite au point A(a, f (a)) une demi tangente

le cosinus




verticale dirigé vers le haut définit
xX=a
par "{y > f(a) interprétation graphique

fO)-f(@) _

xX—a -
a droite au point A(a, f(a)) une demi tangente
verticale dirigé vers le bas définit

xX=a
par "{y < f(a) interprétation graphique

msi lim,_ .+ —oo Alors (Cy) admet

Wi lim, - f—(x;:j; @ _

400 Alors (Cf) admet

a gauche au point A(a, f (a)) une demi tangente

verticale dirigé vers le bas définit
xX=a
par "{y < f(a) interprétation graphique

f)-f@ _

Xx—a -
a gauche au point A(a, f(a)) une demi tangente
verticale dirigé vers le haut définit

x=a
par "{y > f(a) interprétation graphique

Wi lim, - —oo Alors (Cy) admet

APPLICATIONS 2
Soit la fonction définie par f(x) =Vx? —4 —x
1) Déterminer le domaine de définition de f

2) Etudier la dérivabilité de f en 2 et en -2, puis
interpréter les résultats obtenus.

CORRECTION
H{vx €D ©@x2—4>0} o Dy =]—00;—2] U [2; 40o[
Vx2—4—x+2

x—2
Vx2-4

= lim (
x—2t" x-2

. ’(x—z)(x+2)
= llmx_,2+( W— 1

Z'limx_,2+ % = limx_,2+

(x+2)
(x-2)

Le vecteur vitesse

Par ailleurs limite d’une composé ce donne comme suite

lim,_,,+ GRE +oo

{ ¥ -2 d'ou lim,_,+ [ = too
limy_, 400 VX = +00 *=2)

fe)-f2) _

X—2

Par somme de limite lim,,_,,+ +o0

Conclusion : f n’est pas dérivable a droite en 2 et
(Cr) de f admet au point d’abscisse 2 une demie
tangente verticale dirigée vers le haut.

APPLICATIONS 3

|22 +x|+1

Soit la fonction f: x +— el

1) donner le domaine de définition de f et écrire
sans symbole de valeurs absolues

2) étudier la continuité et la dérivabilité de f en 0
eten-1

COPRRECTION
Dy = ]—o0; + 00
x> +x+1
—-x+1
—x?—x+1
—x+1
x> +x+1
x+1

VE |—o0; —1] f(x) =
ve [-1;0] f(x)=

VE [0; +oo f(x) =
2 continuités

Rappel - une fonction f définie sur I et

soita € I.f Est continue en a si et seulement si f a
une limite en a égale a f(a).En particulier f est
continue en a si et seulement si

lim, () = lim f() = f(@)

Continuité en -1
* lim,_,_+ f(x) =limy_,_- f(x) = % =f(-1)
Donc f est continue en -1.

Continuité en 0

* limy_ o+ f(x) = limy_o- f(x) = 1= f(0)

2

le cosinus




Donc f est continue en 0.

Dérivabilité en 1 a gauche et a droite

) 0 xz+x+1_1
limfx f()zlim x+1

x——07t X x—0*t X

. X
= llmx_>0+ m
=0
Donc f est dérivable a droite en 0 , f;(0) = 0

Conclusion : f;(0) = f;(0) donc f est dérivable
en 0.

Rappelons quelques résultats
importants :

Dérivées des fonctions usuelles :

Tout intervalle
inclus
{xelLglx)#

r
g
0}

Tout intervalle

— inclus {x €
2f 1f(x) > 0}

gof f'x(g'of) 1

L’ensemble de
dérivabilité

f f'

x +— x" nelN* x +— nx™ ! IR

1 -n—1 *
« | X P —nx IR
X '—)x—n n € IN

x +— sin(ax+b)
a+0

acos(ax + b) IR

x » cos(ax + b)

—asin(ax + b) IR
a+0

Tout
x o tg(ax +b) | allttg*ax+bl | intervalle
a#0 inclus dans Dy

x — \x 1 IR}

X — ——

2Vx

Opération sur les fonctions dérivables

Intervalle de
dérivabilité

f f'

fft+g 1

af’

I
nf'frt I
fxg flg+g'.f I

Le vecteur vitesse

APPLICATION 4
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes
fx) =1 -2x)" g(x) =cos?(2x + 1)
h() =Vx2+1 ;100 = 57—
mf est dérivable sur IR comme compose de
fonction dérivable sur IR
f'(x) =n(1-2x)"(1-2x)"1
ff(x)=nx-2x(1-2x)"1
f'(x) =-2n(1—-2x)"1

m g est dérivable sur IR comme composé de
dérivable sur IR

g'(x) =2 x (cos(2x + 3))’cosz‘1(2x +3)
g'(x) =2x -2 xsin(2x + 3) cos(2x + 3)
g'(x) = —4sin(2x + 3) cos(2x + 3)
m h est dérivable sur IR

2 14
W (x) = M
2Vx2 +1
2x
2Vx2+1
X

Vx2+1

m [ est dérivable sur IR — {0; 3} comme quotient
de fonctions

Ve IR h'(x) =

W (x) =

0= ()

x2+1

, ) (x241)-(x+1)'x
U(x) = (x2+1)2

1x(x2+1)-x
(x2+1)2

Ve IR —{0;3} l'(x) =

, _ x%-x+1
U'(x) = (x2+1)?

le cosinus




Théoréme :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |.
Si f'(x)=0sur I alors f est constante sur |.

Si f'(x) = 0 surlalors la fonction f est croissante
surl.

Si f'(x) < 0 sur Ialors la fonction f est
décroissante sur .

Si f'(x) > O surlalors la fonction f est
strictement croissante sur |.

Si f'(x) < Osurlalors f est strictement
décroissante sur .

NB :

Déterminer le sens de variation d’une fonction f
revient a :

Déterminer I'’ensemble de définition de la
fonction f.

Etudier la continuité et la dérivabilité.
Calculer la dérivée et étudier son signe.
Conclure.

Fonctions :

Définition :  une fonction est un procédé qui
permet d’associer a un nombre, un unique autre
nombre appelé images.si on appelle f cette
fonction, I'image de x par f sera note

f
x> youy = f(x) Onditquey est 'image de x
par la fonction f que x est un antécédent de y par

f

Fonctions réciproques

e Soit | un intervalle de IR et f une fonction
définie sur I. On dit que f réalise une
bijection de I sur f(l) si pour tout y de f(l)
I’équation f(x) = y admet une solution
unique sur I.

Soit f une bijection de I sur f(l). on appelle
fonction réciproque de f et note f ~la
fonction définie sur f(1) qui a tout y de f(I)
associe I'unique solution dans | de
I’équation f(x) =y il en découle que
vxel et Vye f(D), f(x) =y & x=f1(x)et

(f~tof)(x) = x Etaussi (fof)(y) = .

Le vecteur vitesse

Théorémes : (bijection)

Si f est continue et strictement monotone sur | alors f
réalise une bijection de I sur f(l) de plus f ~1 possede le
méme sens de variation que f

x=f _ (y="(
e =)
e (Cf) et (Cs-1) sont symétriques par
rapporta (D) :y = x.

Théoréme : (dérivabilité de ')
o §Si:
f est strictement monotone.
!f est dérivable sur I alors f~est dérivable su
f

k f'ne s'annule jamais sur I

Etonapourtout xe f(I) (f1)'(x) = L avec

f»
y=f'(x).

Application : 5
Soit f la fonction définie par : f(x) = x3 —x? +3x +1

1) Montrer que f réalise une bijection de IR
sur un intervalle J que I'on précisera.
2) Montrer que f(x) = 0 admet une solution

unique a 6]_?1; 0[

CORRECTION

f est dérivable sur IR comme fonction polynéme
etV x IR f'(x) = 3x?> —2x + 3

Le signe de f'.

_Résolvons les inéquations suivantes :
-2x+3>0 et 3x?-2x +3< 0

Pour cela posons :3x%-2x +3 =0

A= (-2)? —4(3)(3) < 0

X —o0

fix) +

f est strictement croissante sur IR.

e festcontinue et strictement croissante sur
IR donc f réalise une bijection de IR sur
4

le cosinus




Mlimy_,_o f(X); limy 00 f(X)[, Cest a dire
]—00; +oof

Donc : ] = ]—o0; 400

On sait que f est continue et strictement croissante sur

IR, a fortiori sur ]_?1 0[ donc elle réalise une bijection

def=550[ sur |F(=3)ir@[ = |-55:1]
De plus : Oe ]—%; 0[ de ce fait I'équation f(x) = 0

admet une unique solution a 6]—% ; 0[ tel que
telque f(a) =0

Application 6 :

1
cosx

Soit f la fonction définie sur D= [0; g[ par f(x) =
1a) Montrer que f est dérivable sur D.

b) Etudier les variations de f et montrer que f réalise
une bijection de [O ; %[ sur un intervalle | que I'on

précisera.
2) Etudier la dérivabilité de f~* en 1.

3) Montrer que f ™1 est dérivable sur I \ {1} et
calculer (f~1)'(x).

Correction :

1 a) La fonction cosinus est dérivable sur

R comme fonctio trigo a fortoiri sur ]0; g[
Dérivabilité en 0

f)—f(0)
m——=

-1
li lim €95X
x-0%t X x-0%t X

li 1-cosx
= im +
X207 x cosx

lim x 1-cosx
= + —
X207 cosx x?

0 1
= X —
2

=0
Donc fest dérivable a droite en O.

s . ley 2 T
Dérivabilité en >

Le vecteur vitesse

Par une méthode analogue lim =
2

Donc f n’est pas dérivable en %

Conclusion : f est dérivable sur[O ; %[

b) Pour tout x de[O;g[ ona:f(x) = sinx

cos’x
n .
Vxe[O;E[ cosx = 0etsinx =20

Alors f'(x) = == > 0 d'ol f est croissante sur [0; g[

cos’x —

2) f est continue et strictement croissante sur[O ; g[

donc f réalise une bijection de [O; g[sur f ([0; gD

avec :f([O;%D =[1;4o00[ =1
D’oul = [1+ oof

2)f'(0) = 0 donc la courbe admet au point d’abscisse
0 une demie tangente horizontale.

De ce fait :(C f—l) admet au point d’abscisse 1 une
demie tangente verticale.

Donc :f ~1 n’est pas dérivable & droite en 1.
3) festdérivable sur [0; g[ et pour tout x de [0; g[
f'(x) # 0,alors fest derivable sur]1; +oo]

Et pour tout x de ]1; +oo[ (f 1) = m
—_1
D)

1
cosy

Posons :fTl(x) =y o x=f(y) =

& cosy =—
X

le cosinus




Vx e [0; %]f’(x) =1+ tan®x

A2 — 2
De ce fait :siny = xx ! alors(f 1) (x) = C;Z:l;,

o Théoréeme des accroissements
finis

Si f est une fonction continue sur [a; b] et

dérivable sur |a; b|, alors il existe un nombre réel

c €]a; b| tel que —f(b;:a(a) = f'(c)

o Théoréme : [inégalités des
accroissements finis)

Si f est une fonction continue [a; b] et dérivable
sur |a; b[ et si pour tout x de |a; b[ il existe deux
réelsmetMtelsque: m < f'(x) <M

e Corollaire

f est dérivable sur |

|f’(x) | < kV xel
aetbelaveca<b

Siona:
Alors : | £(b) — F(@)| <k |b—al

Application 7 :

1) Démontrer que pour tout nombre réel a de

Iintervalle [0;%] ona:a<tana < 2a
2) Démontrer que pour tout a et b de [0; g[

b-a b-a
< — <
NG ooy = tanb —tana < (cosD)’

CORPRECTION :

Considérons la fonction f définie sur [0; %] par:

f(x) = tanx. f est dérivable sur[O; %]

Le vecteur vitesse

Vxe [0;%] f'(x) >0

. . . s
Conclusion : f est strictement croissante sur [0 ; Z]

T 8
Vxe[O;Z] ona:0<x SZ
En appliquant tangente on a :

tan0 < tanx < tan%

0<tan’x <1
1<1+tan’x <2
1<f'(x) <2
En appliquant I'inégalité des accroissements finis sur
[O;E] ona:
4
1(a—0) < f(a)— f(0) <2(a—0)

a<f(a)<2a

D’ou : V xe [0;%] a<tana < 2a
Soit f la fonction définie sur [0; g[ par f(x) = tanx

La fonction tangente est dérivable sur[O ; g[

Vxe [0;%[ f'(x) = L

cos*x

Soit a et b appartenant (‘J[O; g[ avec a < b et xe [O; g[

La fonction cosinus st strictement décroissante et
. . s
strictement croissante sur [O;E[ eta<x<bh
cosa<cosx <cosb
cos?*b < cos*x < cos®a
1 - 1 < 1
cos?a ~ cos*x ~ cos’b

<fl(x) <

cos’a cos?b

D’apres les inégalités des accroissements finis on a :
b—a b—a

<tanb —tana <
cos’a cos?b
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Application : 8
Soit f la fonction définie par —0,5x% + x + 1

1) Montrer que pour tout x € [1;1.5] ona :

If'(x)| < 0,5
2) Montrer que ¥ xe [1;1,5] |f(x) — \/7| < 0,5|x — \/7|

Correction :
1) fest continue et dérivable sur[1;1,5] et
Vxe[l;1,5] f'(x)=—x+1
EtVxe[1;1,5] 1<x<1,5
—-15<—-x<-1
-05<1-x<0<0,5
Donc: |f'(x)| <0,5
2) remarquons que

f(V2) =V2 €[1;1,5] et |f'(x)| <05

D’aprés I'inégalité des accroissements finis
appliqué a [1;1,5] ona:

F@) - (V)| < 0,5]x —vZ| or f(VZ) = V2

Conclusion : |f(x) — \/§| < 0,5|x — \/§|

Etude de fonction

Point dinflexion

Soit f la fonction deux fois dérivable sur un
intervalle ouvertideIRet ael.Sif" s’annule en
changeant de signe alors le point | ( a ;f(a)) est un
point d’inflexion pour la courbe de f.

Parité :

—X eDf

f.est paire < Vx Ds on a: {f(—x) = f(x)

e Sifest paire ou impaire le domaine
d’étude se réduit a Dy N [0; +oo]

Le vecteur vitesse

Si f est paire alors la courbe représentative
est symétrique par rapport a I'axe (o; ﬁ

Si f est impaire alors la courbe
représentative est symétrique par rapport
a l'axe (0;7)

Périodicité :
f est périodique de période T < Vx €Dy ona:

{ x+TeDy
fx+T)=f(x)

e Sifestde période T, le domaine d’étude
se réduit a un intervalle d’amplitude T
contenue dans Dy

Application 9 :
Soit la fonction f définie sur IR par :f(x)= |sinx|

1) Etudier la parité de f
2) Montrer que f est périodique

Correction :
1) VxeR; —xeR donc : R est symétrique

par rapporta 0. et : f(—x) = | sin —x |
Or:sin(—x) = —sinx car : la fonction
x +— sinx estimpaire. Alors : f(—x) = | —sinx ‘

= |sinx |
D’oli: VxR : f(—x) = f(x)

Conclusion : la fonction f est paire.

2) VxeR, x+melR ,f(x+m) = |sin(x+1'r)|
= |—sinx |

= |sinx|

fGx+m) = f(x)

Conclusion : la fonction f est rt-périodique.
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Application10 :

Soit f la fonction définie sur IR par :
4
f(x) = 3sin(4x + E)

1) Démontrer que f est T-périodique et
déterminer sa période

2) Calculer la dérivée de f

3) Etudier le signe de f” et les variations de f

sur[O ; g]

CORRECTION :
1) VxeR, x+TeR.

Ona f(x + kr) = 3sin(4(x + km) + g)

= sin(4x + 4k +5)
6

Or:4kn=2n=>k=%

4 . aT T
Donc.f(x +5) = 35m(4x+7+g)
= 3sin(4x + 2n+g)

= 3sin(4x + %)

pour:f (x +5) = f(x)

Conclusion : f est % périodique.

2) f est dérivable sur R et f'(x) = 12 cos(4x +7)
3) résolvons I'équation f'(x) = 0

Ona:

12005(4x+£)=O<:>4x+E=EOu4x+E=—E
6 6 2 6 2

21 41
<:>4x=?ou4x=—?

_n+kn _ 7l'+k7l'
XEp Ty MXTETETS

Le vecteur vitesse

Comme f estg -périodique donc on peut réduit

notre étude de R sur{0; g] EtV xe [OF E]

VA T s s
Ona—%=-Z4Z=T
6 6 2 3

Le signe de f'sur [0; 1”—2]

0<x<—
12
0<4x <

7T<4 +T[<T[
6= *T6=2

En appliquant cosinus

OScos(4x+g

0<f'(x)<6V3

T[)Sg

On peut conclure que f'(x) = 0 alors fest

. i A .
croissante sur|0; E] Méme raisonnement sur

T T T T
[—;—] etsur[—;—] .
12° 3 3°2

Axe de symétrie :
(A): x = a est un axe de symetrie pour la

(2a — x)eDy
fQRa—x) = f(x)
Si(A) : x = a est un axe de symétrie pour (C)
alors on peut réduire le domaine d’étude a
[a; +oo] .

droite(C) & Vxe Df:{

Centre de symétrie :

A(a; b) est un centre de symétrie pour (C)
2a —x € Dy

fRa—x)+ f(2a+x) =2b

& xe Df ona {

SiA(a,b) est un centre de symétrie pour (C)
alors le domaine d’étude est réduit a
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Application : 117

2x—1
x—3
et (C) sa courbe représentative. Démontrer que
le point (3; 2) est un centre de symétrie de la
courbe représentative de

Soit fla fonction définie sur IR par f(x) =

CORRECTION :
f Existessi x # 3; donc:Df = R\ {3}
Etpourtout x e R\ {3}: f(x) =2+ %
pourtotxeDf,B —xeDf 3 +x6Df.

] 3 _ 5
Ona:f@-x)+fB+x) =2+ +2+ oo

-5 5
=2+—+2+=
X X

=4
Donc:f3—x)+f(3+x) =4

Alors le point (3 2) est un centre de symétrie a
la courbe représentative de f.

Branches infinis :

Soit f une fonction numérique, a et b deux réels

silim,_, f(x) = o alors la droite
d’équation x = a est asymptote a (C)
Silim,_, f(x) = b alors la droite
d’équationy = b est asymptote a(C).
Silimy_o f(x) = oo alors on calcule

lim,_ o %

Silim,_ o f(;c) = 0 alors (C) admet une

branche parabolique de direction celle
de l'axe des abscisses au voisinage de oo

Silimy_ % = oo alors (C) admet une

branche parabolique de direction celle de

I’axe des ordonnées.

Silimy_ % = a alors on calcule

limx—mo [f(X) - X]

Le vecteur vitesse

o Silim,_o[f(x) — ax] = b alors la droite
d’équation y = ax + b est asymptote au
voisinage de oo .

o silimy_o[f(x) — ax] = oo alors (C)
admet une branche parabolique de
direction celle de I’équationy = ax.

Position relative

Pour étudier la position relative (Cf) par rapport
a(D):y = ax + b, sur | on peut procéder comme
suit :

1) on calcule la différence de ( f(x) — (ax + b))

2) on étudie le signe de cette différence

3) on conclut.

o Sisurl (f(x)— (ax + b)) > 0alors
f(x) > ax + b. Do :(Cs) est au-dessus
de (D) sur|
Sisurl[f(x) — (ax + b)] < 0 alors
f(x) < ax+ b.D’ou :(Cf) est en dessous
de (D) sur I.

Sien x, f(x) — (ax + b) = 0 alors (Cf)et (D)
se coupent au point d’abscisse x

Extremum :

Soit f une fonction définie sur un intervalle | et a
un réel de I.

e On dit que f admet un maximum local en
a, s’il existe un intervalle ouvert J
contenant a et inclus dans | tel que pour
toutxe], f(x) < f(a).

On dit que fadmet un minimum local en
a, s’il existe un intervalle ouvert J
contenant a et inclus dans | tel que pour
toutxe |, f(x) = f(a).

On dit que f admet un extremum local en a
si f admet un maximum ou un minimum
local en a.

Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle ouvert contenant a. Si f admet
un extremum local en a alors f'(a) = 0.Si
f'(x) s’annule en changeant de signe en a
alors f admet un extremum local en a.
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Application12 :

Soit f la fonction définie par f(x) = |x2 —6x+5 ‘
et (C) sa courbe représentative.
1) Exprimer f(x) sans symbole valeur
absolue.
2)
3) Etudier la continuité et la dérivabilité de f
sur son ensemble de définition (C) admet-
elle des tangentes aux points d’abscisse 1
et5?
Etudier les variations de f
Démontrer que les droites d’équations
y=x—3ety=—x+ 3sont
asymptotes a (C).
Démontrer qu’elle admet un axe de
symétrie dont on précisera I’équation

CORRECTION:
Ona:x*—6x+5=x>—-5x—x+05
=x(x—1)—-5(x—-1)
=(x—-1(x-5)
1) Vxel—o0;1] U [5; +oo[ f(x) = VxZ —6x+5
EtVxe[1;5] f(x) =V—x2+6x—5

2) fest continue sur]—o0; 1] U [1;5] U [5; +oo]
comme composée de deux fonctions continue
sur cet intervalle.

On:limy_,,_f(x) =0et limy4_f(x)=0

Par ailleurs : lim,_,_ f(x) = lim,_;_ f(x) = f(1) =0
f est continue en

Ensuite : limy_5_f(x) = 0 et limy,,5_f(x) =0
En effet : lim,. s, f(x) = limy_s, f(x) = f(5) = 0
f est continue en 5

Conclusion : f est continue en 1 et en 5, donc f est
continue sur IR.

Le vecteur vitesse

o Deérivabilité :
Dérivabilité a gauche

F est dérivable sur |—o0; 1] U [1; 5] U [5; + o[ comme
composée de deux fonctions dérivables sur cet
intervalle.

i fF)-f(1) . Vx2-6x+5-0
Ona .llmx_)1< — = llmx_)1< =

x2—6x+5

llmx—>1< (x—l)z
=l x=5
= Mg 7

, -5 ,
Or: llmx_)1<% = —oet limy,;_ VX = +oo

fO-F@) _ _

x-1

Donc par composée des limites on a : lim,_,; _ ©

De méme par un raisonnement analogue a droite on a :

o f-f1) . Vx2—6x+5-0
lim—— == 1Iim

x—>1s x—1 x-1s x—1

_ x%2—6x+5
=

= 400

Conclusion : f n’est pas dérivable f' (1) #
f',(1) cependant (C) admet des tangentes
verticales

Dérivabilité a droite et a gauche de 5 méme
démarche que celle en 1.

f-f(5) _ —wet lim f&)-f(5) _

x=5 x—5s x—=5

limy 5 +0oo

Conclusion : f n’est pas dérivable en 5, cependant
(C) admet des tangentes verticales au point
d’abscisse 5.

3) festdérivable sur|—oo; 1[ U ]|5; +oo] et
pour tout xe]—oo; 1[ U 15; +oo[ f'(x) = (/x2 — 6x + 5)’
2x —6
2VxZ —6x +5
x—3

Vx2 —6x+5

Le signe de f'(x) V x |—0; 1] x? —6x + 5> 0

Ceci entraine que Vx?> —6x +5>0etx —3 <0

x-3 ’
— < Odonc f'(x) <0

Alors V x]—o0; 1] e

10
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Ensuite : pour tout ¥ x €[5; 4+oo[

Donc: f'(x) >0V x € [5;+].

Conclusion : f est croissante sur [5; +oo[ et
décroissante sur]—oo; 1].
Ensuite pour tout V x € ]1;5[ — x> +5x — 6 > 0

1 . .
Et. e > 0, donc le signe est celui de —x + 3

—-x2+6x-5
V x €]—00;3] f'(x) > 0et V x € [3; +oo[f'(x) < 0

Conclusion : f est strictement croissante sur |—oo; 3] et
strictement décroissante sur [3; +oo[

4)on a lim,_, .., f(x) — (x — 3) = limy_ 4o VX2 — 6x + 5 — (x — 3)

. [Vx2—6x+5-(x-3)][VxZ—6x+5+(x—3)]
= lim

X—+00 Vx2—6x+5+(x+3)

-4

= liMy 400 Wrmrr
=0
De méme par un raisonnement analogue pour
lime i f(x) —(—x+3)=0
Conclusion : les droites (A) :y = x —3 et (A"):
y = —x + 3 Sont asymptotes a (C).
4) Axe de symétrie

Ona:a+x€eDf;a—xe€Dy

Et:fla+x)=f(a—x)

e Jla+x)?-6a+x)+5=4/(a—x)2—6(a—x)+5

@+x)?-6(a+x)+5=(a—x)>—-6(a—x)+5

= 2ax — 6x = —2ax + 6x

S 4x(a—3)=0
D’ou: a=3

Conclusion : la droite d’équation x=3 est un axe
de symétrie.

Apploication13 :

S—x-1
On considére la fonction définie par : f(x) = ad x_x1

1) Soit la fonction u définie par u(x) = 2x3 — 3x%2 + 2
a) Etudier les variations de u

Le vecteur vitesse

Démontrer que I'équation u(x) = 0
admet une solution a eR tel que —> < a < >
Déduire le signe de u(x)

Déterminer I'ensemble de définition D de
f et les limites aux bornes de D.

Justifier que v x € D f'(x) = 242

Etudier le sens de variation de f et dresser
son tableau de variation

ifi =1 _3
Justifie que f(a) = > Ba+1 a—l)
b) Encadrer f(«) puis déduis le signe f(a)

c)lustifier que (C) coupe I'axe des abscisses en
un point d’abscisse x puis déduire le signe de
f(x).

CORRECTION :

1) U est dérivable sr IR comme fonction
polynédme V x IR u'(x) = 6x? — 6x

Signe de u’(x)
Résolvons les inéquations f'(x) >0et f'(x) <0
Pour cela posons : 6x2 — 6x = 0

6x(x—1)=0

-00

0
S

Vxe]-0;0]U[1;4+o]u'(x) >0
Vv x e[0; 1]u'(x) <0

Conclusion : u est strictement croissante sur
]—o0; 0] et sur [1; +oo[ et strictement
décroissantes sur[0; 1].

b) En tracant le tableau de variation nous
remarquerons que sur |—oo; 0] u est continue et
strictement croissante. Donc u réalise une
bijection de

|—00; 0]sur |—oo; 2] de plus 0€]—o0; 2]
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De ce fait 0 admet un unique antécédent
ae |—o0; 0] tel que u(a) = 0.

c) Sur le tableau de variation nous
constations que u admet un minimum
local en 1 c’est a dire u(x) = u(1)

u(x) =1

Par conséquent : a est I'unique solution dans IR
de I'’équation u(x)=0

(—3)_—17 . (—2
“\3) T332 3
or:Y<o<Z
32 27
Donc:_—3<0(<_—2
4 3
Le signe de u(x)

Sur |—o0; 0] on sait que u(a) = 0 et u étant
strictement croissante. Donc on déduit que :

V x € |—o0; a]u(x) < Oet V xe [a; +oo[ u(x) >0
2a)Vx6Df<:>x—1 0, x#1
Dy = R\ {1} = [—o0; 1[ U ]1; +o0o[

ona: lim f(x) =—owet lim f(x) =+
X——00 x—+00

x3—x-1

f est dérivable surDs et : f'(x) = ( )

(3x2—1)(x—1)—1x(x3—x+1)
(x —1)°

f'(x) =

_ 2x%-3x+2
(x-1)*

D’ou: f'(x) =

_u)
x-1)?

V x €Dy (x — 1)% > 0 Donc le signe de f'(x) est
celui de u(x).

V x € ]—oo;a] u(x) < 0ainsi f'(x) <0
Et :Vxe[a;1]U[1; +of u(x) > 0alors f'(x) >0

Conclusion : la fonction f est strictement
croissante sur [1; a] et sur [a; + o[ et
strictement décroissante sur |—oo; ]

Le vecteur vitesse

3)onsaitqueu(a) =0ona:
{u(a)=2a3—3a+2:0

f(a) a’—a+1
Oor:u(a) =0=2a>-3a+2=0
S 2a3=3a-2

o 3_30{2—2
=7

30:2—2_a_1
Donc: f(a) =

a—1

) 3a%-2a—4

Dou:f(a)z%

_3a’-3a+a-1-3

B 2(a—1)

B3a(a—1)+(a—1) -3
a—1

1
_E( )

_1<(a—1)(3a+1)—3>
T2

a—1

fla) = (3a+1—%)

b) encadrement :

. 3 2
Onsaltque:—z<a< -3

9<3<6
4 S°%S 73

5
—Z<3a+1<—1 (D

. 3 2
En partant toujours de : —r<a<-—2

13 ca_1<_2_4
2S¢ 3

. 3 1 4
Parsuite: — - < —< —-
5 a—1 7

9
DOHC—<—H<E (2)

D+ (2 S S A
) )ona4 7< a _1<5

.. 13 2
A|n5|.£<f(a) <3

Donc: f(a) > 0.
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c)d’apes le tableau de variation on constate que
sur |—oo; 1] f admet un minimum local en « tel
que f(x) = f(a) > 0,donc f(x) >0

De ce fait :0 & ]—o0; 1] donc sur cette intervalle f
ne coupe |’axe des abscisses.

Sur ]1; +oo[ fest continue et strictement
croissante, donc f réalise une bijection

de]1; +oo[ sur |—oo + oo[ de plus 0 €] —o0 + oo
de ce fait @ admet un antécédent x, €]1; +oo[

Tel que f(xy) = 0.
Le signe de f(x)
Sur J1; 4oo[ f(xo) = 0
Vxell;xo] x < x

f étant croissante x < x4 ; f(x) < f(xg)
Donc: f(x) <0

V x €[xg; +0[ ona x = x,
f étant strictement croissante alors x = x,

Ona: f(x) = f(xy) doncf(x)=0.

Le vecteur vitesse

Exercices d’entrainements
Exercice1 : (devoirT'*D LPEE)

On considere la fonction numérique sur IR par :

f@ = lx+1le L

1) Donner le domaine de définition de f et
écrire f(x) sans valeur absolue

2) Etudier les limites aux bornes du domaine
de définition de f.

3) Etudier la dérivabilité de fen -1

4) Etudier les variations de f et dresser son
tableau de variation.

5) Démontrer que la courbe représentative
(C) de f admet trois asymptotes dont on
donnera les équations.

6)

EXxercice2:
Partie

Soit n un entier naturel non nul. On considere la

fonction £, définie sur IR par : f,(x) = =x* + 3x — 2

T
1a) Etudier les variations de f,

b) Montrer que I'équation f,,(x) = 0 admet une
solution unique a € R et vérifierque: 0 < a, <1

c)En déduire le signe de f;,(x) pour x de IR

(an 3
2a) Montrer que fn(an+1) = _n(,:l))

en déduire le
signe de f,(an+1)

b) En déduire le sens de variation de la suite (a;,)

c)En déduire que la suite (a,) est convergente et
déterminer sa limite.

Partie B
Soit g la fonction définie sur IR par :

2(x3+1

gx)=1++V2x—1six =1

1) Montrer que g est dérivable en 1

six<1

2a) Montrer que si x €]—o0; 1[ on a:
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vy 2xfi(x)
9'(x) = m

b) dresser le tableau de variation de g
c)Etudier les branches infinis de (C)

d) Tracer la courbe (C)

Exercice3 :
Soit f la fonction définie sur [0; z[ par f(x) = tan’

1) Montrer que f admet une fonction
réciproque f ! définie sur un intervalle J
qgue l'on précisera.

Montrer que f~1 est dérivable surJ et
2

1+x2

Pour tout xe ]0; +oo[ on pose :

montrer que (f71)’ =

1
— 1./ -1

a)Montrer que ¢ est derivable sur ]0; +oo[ et
calculer sa dérivée.

b) Calculer f~1(1) puis déduire que pour tout
vxel0; ool 71 () =~ W)
4) on considere les deux suites u et v définie

sur N* par: U, = ﬁZiﬁn 1(Wk) et

2n
. 1 Z 1 1
) f (ﬁ)
n
a)Montrer que pour tout
nelIN* f~1(\n) < U, < f~1(V2n)

b) En déduire que la suite (U ) est
convergente et déterminer sa limite.

c)Exprimer V,, et U, en fonction de n puis
calculerlim,_, ;o V.

Le vecteur vitesse

Exercice 4 :

Soit la fonction g définie sur IR par :
2x

9 = 7

a)Montrer que pour tout réel

X "x) = S
9 T (x243)Vx2+3

b) Etablir le tableau de variation de g.

c)Calculer g(1). En déduire une étude de signe
de g(x).

2) soit f la fonction définie sur par

f(x) =2vx2+3—x—1
a)Montrerque V x € IR, f'(x) = g(x)
b) Dresser le tableau de variation de f

c)Ecrire une équation de la tangente a la
courbe (C) en son point d’abscisse.

Exercice5

(Partie A)

Soit la fonction f définie IR par: f(x) =1+ ﬁ

1) Etudier les variations de f sur IR.

2) Soit (C) la courbe représentative de f dans
un repére orthonormé préciser les
asymptotes de (C).

3a) Montrer que (C) admet un point
d’inflexion | que I'on précisera

b) Ecrire une équation de tangente T a (C) en |
c)Etudier la position relative de T de (C)

43) Tracer (C) et T dans un méme repére
0;B))

b) Que représente | pour (C) justifier.

5a) Montrer que f est une bijection de IR sur un
intervalle J que I'on précisera.

b) Calculer I'expression de f'(x) pour tout x de J

6a) Montrer que I'équationf (x) = x admet une

solution unique réelle a.
14
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Partie B

Soit |a suite U définie sur N par uy un réel donné

Up =2 1let Upyy = f(Un)

1) MontrerqueVnelIN;U,>1
2) Montrer que pour tout x de[1; +oo[ on a

, 1
0<f'(x) SQEV%
3) En déduire que pour tout n de IN

|Un+1—a|SL< |Un—a|

2v2

Montrer que pour tout n de IN

|Un—a|s(%)”|Un—a|

En déduire que U converge et déterminer
sa limite.

On suppose que U, < «a.
MontrerqueVnelIN U, < «a

Etudier le signe de f(x) —x eten
déduire que U est monotone.

Conclure.

EXxerciceb6 :

Soit f la fonction définie sur [0; ] par :

2 1
flx) = Scosx + =

1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Montrer que I'équation f(x) = x admet
une dans [0; 7] une solution unique a. Et

vérifier que a € ]0; %[
Soit la suite U définie sur IN par :

O<Uy<aVnelN U, = f(U,)
MontrerqueVnelIN 0 < U, Sg

MontrerVneIN Uy, < a < Uypi1
Montrer que pour tout x de [0; ]
|f(x)—a| S%S |x—a|
En déduire que pour tout n de IN

|Un —-«a | < (gn) |U0 —-a | et trouver

alors lim,,_, o Uy,
On pose s, = Yoo (— D1 (U, — @)
MontrerqueVnelIN s, >0

Le vecteur vitesse

b) Montrer que la suite (s,) est croissante
c¢) Montrer que pour tout n de IN

|sn|S3|U0—a|

Exercice 7 :

Soit n un entier non nul, on considere la fonction

fn telle qu’a tout réel strictement positif x
x™+1

associe fp(x) = "

soit (C,) sa courbe

représentative.

1) Etudier les variations de f; et f,

2) Pourtoutn > 2 etudier f,, on étudiera en
particulier sa continuité, son sen de
variation, et les limites éventuelles en
+o0 et en 0 et les asymptotes.

3a) étudier I'intersection des courbes
(C,) et (Cy,,) pour deux entiers naturels
distincts net n’.

4) En déduire que toutes les courbes (C,,)
passent par un méme point B dont on
précisera les coordonnées. On suppose que
n < n' étudier la position relative de

(Cp) et (C,p1).

Exercice8 :

On considere la fonction g définie sur ]O; g] par
Vsin 2x

sinx

g(x) =
1) Etudier la dérivabilité de g a gauche en g
2) Montrer que g est dérivable sur ]0; g[ et
calculer g'(x) pour tout x de ]0; g[
3) Montrer que g réalise une bijection de
]0; g] sur [0; 0 4+

4) Montrer que g~ ! est dérivable est
dérivable sur [0; + o[ et que pour tout

xde]0;+o[ona: (g7t (x) = 41’;2
Pour tout x > 0 on pose
h(x) = g~ (V2x) + g‘l(\/g)
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Calculer g~*(v/2)
Montrer que h est dérivables sur ]0; +oo[
et calculer h’(x).

Montrer que pour tout x > 0 h(x) = g

EXxercice 9:

On considere la fonction polyndme p définie par :
p(x) =2x3-3x—-2%1

1) Etudier les variations de P

2) Montrer que I'équation p(x) = 0 admet
une solution unique a € |1,6; 1,7]
On considére la fonction f définie sur Dy

par f(x) = 1

1+x3
Donner I'ensemble de définition de f

Etudier f.

Le vecteur vitesse le cosinus




ARITHMETIQUES

Abraham de Moivre est un mathématicien frangais qui vécut la plus grande partie de sa vie
en exil a Londres en raison de la révocation de I'Edit de Nantes. Il fut I'auteur de deux ouvrages
majeurs en mathématiques. Le premier, consacré aux probabilités ~"Doctrine of chance” et
paru en 1718, s’intéresse en particulier au calcul des probabilités d’un événement aléatoire
dépendant d’autres événements aléatoires ainsi qu’aux problemes de convergence des
variables aléatoires. Le second, “Miscellanea Analytica’””, paru en 1730, est un ouvrage
d’analyse dans lequel figure pour la premiére fois la fameuse « formule de Stirling ». On
raconte cette histoire au sujet de sa mort. Il s’était rendu compte qu’il dormait un quart
d’heure de plus chaque nuit. En utilisant cette suite arithmétique, il avait calculé a quelle date
il mourrait : cela devait correspondre au jour ou il dormirait 24 heures. Ce fut exactement ce
gu’il advint.




LE CHEMIN DE

DIVISIBILITE DANS Z

Définition

Soient a et b deux entiers(b # 0),on dit que b
divise a et on note b / a,si et seulement si il
existe un entier k tel que a = kb,on dit aussi que
b est un diviseur de a.on dit aussi que a est un
multiple de b

Exemple 1: 7 divise 56 car 56=7X 8 avec 8 entier, 7
est un diviseur de 56 et 56 est un multiple de 7,
on peut écrire 7 / 56

Exemple 2 : pour tout nombre entier n,n + 1 divise
n—lcar(n+1)(n—1)=n?-1

Remarque

0 est multiple de tout entier

Tout entier naturel non nul n, a pour diviseur
dans Z 1;-1;net-n

Proposition

Tout diviseur positif d’'un naturel non nul n,
vérifiel <d <n

Tout naturel non nul a un nombre fini de diviseur

Remarque
0 a une infinité de diviseur

Exemple : les diviseurs de 24 dans IN sont
D(24) ={1;2;3;4;6;12; 24}
Les diviseurs de 24 dans Z sont
D(24) = {—24;-12; —6;—4;-3;-2;—1;1; 3;4;6; 12; 24}

Définition

Un nombre premier est un nombre entier
strictement plus grand que 1, dont les seuls
diviseurs sont 1 et lui-méme dans IN

Exemple:2; 3;5;7;11; 13 ... sont des nombres
premiers

Remarque
Si n est un nombre premiers alors D(n) = {1; n}
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L’EXCELLENCE

Proposition
Propriété de Ia divisibilité dans Z

soient a,b,c,Aet f dans Z

(a/b
1) si {c/d alors ac / bd

Remarque

La proposition 2 est parfois utilisée pour
démontrer des égalités

La proposition 3 est souvent utilisée dans la
recherche des diviseurs

APPLICATION 1
Exercice 1

1-Déterminer les entiers relatifs n tels que 11
divise n — 6.

Exercice 2

2-Déterminer les entiers relatifs n tels que 4n + 5
divise 7

Exercice 3

3-Déterminer les entiers relatifs n tel que 2n +
5 divise 8n — 3

Exercice 4

4-soit (d,n) € ZxXZ tel que d divise 9n — 11 et
d divise 11n + 2, quelles sont toutes les valeurs
possibles pour d ?

Exercice 5

. n+15 .
5-Trouver les entiers n pour lesquels Pyey est entier
Exercice 6

6-Déterminer les entiers x et y tels que x? — y? =9
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Exercice 7

On considére I'équation (E) ou b et ¢ des entiers
relatifs: x3 + x>+ bx +c =0

1) Montrer que si un entier a est une solution de (E)
alors a /¢

CORRECTION 1
1-11/n—-6<3keZ,n—6=11k

© 3k € Z,n= 11k + 6 ,il yadonc une infinité
de solutions : S = {11k + 6, avec keZ}

CORRECTION 2

2-les diviseurs entiers de 7 sont {1; —1; 7; =7} on
raisonne par disjonction des cas

2n+5=1
n=-2€7

2n+5 =23
n=9e€Z7

in+5=-1
in = —6

in+5=1
4n = —4

n=-1€Z7
nz—EEpasaZ

Iin+5=7 Iin+5=-7
In =12 In = —-12
n=-3€Z

=—=€ Z
n=;€pasa

Vérification

4(-1)+5=7Et1/7
4(=3)Xx5=—-7Et-7/7

Par conséquent, il y’a que deux solutions

S ={-1; -3}

CORRECTION?
3- 2n+5/2n+5 et 2n+5/8n—-3
Dou:2n+5/8n—3—4(2n+5) = -23

Or les diviseurs entiers de —23
sont :{1; —1;23; —23}

On raisonne par disjonction des cas.
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Vérification :

o 2(-2)+5=1et8(-2)—3=-19
Par suite 1/—19

o 2(=3)+5=-1et8(-3)—-3=-27
Par suite —1 / —19

e 2(9)+5=23et8(9)—-3=69
Par suite 23 / 69

o 2(—14)+5=—-2et8(—14) -3 =115
Par suite 23 / 115
Conelusion : il y’a 4 solutions

S ={-14;-3;-2;9}

CORRECTION 4
4- d/9n—-1 et d/11n+2
Dot :d/11 X (9n — 1) —9(11n + 2) = —29

Or —29 est un nombre premier ses diviseurs
entiers sont :{—1; 1; —29; 29}

De ce faitd € {—1;1;—29; 29}

CORRECTION 5
5-on simplifie d’abord et on isole la variable n

n+15 n+2+13 13

= 1+
n+2 n+2 n+2

.. n+15 13 , L
Parsuite—— € Z © — € Z C(c’est adiresiet
n+2 n+2

seulement sin + 1 divise 13
Ensuite les diviseurs de 13 sont :{—13;1; —1; 13}

On raisonne par disjonction de cas :
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Apres vérifications S = {—15; —3; —1; 11}

CORRECTION 6
6-soient x et y des entiers naturels
il est naturel de factoriser x2 —y2 = (x — y)(x + v)
Ainsi (x —y)(x +y) = 15 cela implique

x — y et x + y sont nécessairement des diviseurs
positifs de 15, en effet x + y somme de deux
entiers naturels est un nombre positif. Tout
comme 15, il en va nécessairement de méme

pour x — y, puisque ce terme intervient dans ce
produit. Avec x >y

Les diviseurs 15 sont :{—15; =5 — —3; —1; 1; 3; 5; 15}

Donc (x — y; x + y) ne peut étre qu’un des
couples suivants :(1; 15), (3;5)

Il ne reste plus qu’a étudier les différentes
possibilités de x et y

Silx —y;x+y)=(1;15) alorsx =8ety =7
De plus 82 — 72 = 15
Si(x—y);(x+y)=(3;5)alorsx =4ety =1
De plus: 42 — 12 =15

Finalement les couples(x; y) sont (8;7) et (4;1)

CORRECTION7
aestsolutionde (E) @ a®+a?+ab+c=0
e a(@’?+a+b)=—c

a Divise —c c'est-a-dire a / ¢
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Application 2

1) Le nombre n désigne un entier naturel,
démontrer que n + 1 divise n? + 5n + 4 et

n?+4+3n+2

2) Déterminer I'ensemble des valeurs de n pour
lesquelles 3n2 + 15n + 19 est divisible parn + 1

3) En déduire que quel que soit n 3n? + 15n +
19 n’est pas divisible par n? + 3n + 2

CORRECTION

Dn*+5nm+4=n>+n+4n+4
=nn+1)+4(n+1)
=n+1n+4)

Doncn + 1 divisen? + 5n + 4

n?+3n+2=n*+n+2n+2
=nn+1)+2(n+1)
=n+1)n+2)
Doncn + 1 divise n? + 3n + 2
Z2) on simplifie d’abord

3 +15n+9  (3n+12)(n+1) -3
n+1 B n+1

=3n+12 ———
n+1

Par suite :

n+1/3n’+15n+9en+1/3
Or les diviseurs de 3 sont :{—3; —1; 1; 3}
On raisonne par disjonction des cas

e n+l1=-3=n=—-4¢IN
e n+l=-1=n=-2¢IN
e n+l1l=1=n=0€IN
e n+1=3=n=2€IN

Conelusion : les entiers naturels n pour lesquels
n + 1 divise 3n%? + 15n + 19 sont 0 et 2

3) soit n un entier naturel

Alorsn+1/3n%? 4+ 15n + 19

{ n+1/n2+3n+2
n®>+3n+2/3n?2+15n+ 19

3
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orn+1/n?2+3n+2 < ne{0;2}
Pourn=0:n%?+3n+2=2et3n%+ 15n+ 19=9
Dans ce cas 2 ne divise pas 9
Pourn=2:n?+3n+2=12et3n%+ 15n + 19=51
Dans ce cas 12 ne divise pas 51

Gonelusion : il n’existe pas d’entier naturel n
pour lequel n? + 3n + 2 divise 3n? + 15n + 19

Application 3

1) Démontrer que le produit de deux entiers
consécutifs est pair

2) Démontrer que lorsque n est un entier
impair ,8 divise n? — 1

CORRECTION

Le produit de deux entiers consécutifs
s'écrit: N =n(n+1) avecn € Z

Procédons par un raisonnement par
disjonction des cas

e sinpairalors N =2k ,keZ
Parsuite N = 2k(2k + 1)
=2(k(2k + 1))
Posons k' = k(2k + 1)
Ensuite N = 2k’ aveck’' € Z
Donc N est pair
e sinestimpairalors N=2k+1,keZ
Parsuite N = (2k + 1)(2k + 2)
=2Qk+1)(k+1)
Posons k' = 2k + 1)(k + 1)
Ensuite N = 2k’ aveck' € Z
Donc N est pair

Conelusion : le produit de deux nombre entiers
consécutifs est pair

2) n est un entier impair posonsn =2k + 1,k € Z
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n-1=mn+1)n-1)
= (2k + 2)(2k)
=4k(k +1)
Or d’aprés ce qui précede k(k + 1) = 2k’
n?—1=8k’
Conclusion : 8 divise n? — 1

Division Euclidienne dans Z

Soit a un entier et soit b un entier naturel
non nul, il existe un unique entier g et un
unigue entier r tels que :

a=bg+ret 0<r<b

On dit qu’on a effectué la division

euclidienne de a par b, g s’appelle de
quotient et r le reste

Proposition

b Divise a si et seulement si le reste de la division
de a par b est nul.

On peut étendre le théoréme au cas ou a est un
entier et b un entier non nul.

a=bq+r Avec0 <r <|b|

Application 3

1) Déterminer I'ensemble E de tous les entiers a
tels que |a| < 53 et tels que le reste dans la
division de a par 11 soit egal a 3

CORRECTION

a=11q +3
|11g + 3| < 53

Un entier a appartienta E & {

On déduit que a appartientaEssia = 11q + 3
et =56 < 11q <50 par suite
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E ={-52;—41;—-30; —19; —8; 3; 14; 25; 36; 47}

Application 4

1) Déterminer suivants les valeurs de I'entier
naturel n, le reste de la division euclidienne de
7n + 5par3n + 1.

CORRECTION
On peut écrire 7n+5=2Bn+1)+n+3

Pour que ce soit I'égalité de la division
euclidienne de 7n +5 par 3n + 1, il faut que

0<n+3<3n+1
Conditions sur le reste c'est-a-dire : n > 1
Pourn=0:7n+5=5et3n+1=1
5=5%Xx1+0 LerestevautO
Pour n=1:7n+5=12 et3n+1=4
12=4%Xx3+0 Lereste vautO

Application 5
Soit n un entier naturel

1) déterminer en fonction de n le reste de la
division euclidienne de n? + 2 parn + 1

2) En déduire les valeurs de n, pour lesquelles n + 1

Divise n+1

CORRECTION
1) On peut écrire:n?+2=mn—-1)(n+1) +3

Pour que ce soit I'Egalite de la division
euclidienne de n? + 2 parn + 1 il faut que :

0 <3 <n+1Celaimplique quen > 2

Pourn=0:n?+2=2cetn+1=1
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2=2X1+0OLerestevautO
Pourn=1:n>+2=3 etn+1=2
3=2X1+ 1lLerestevaut 1
Pourn=2:n>+2=6etn+1=3
6 =3X2+0LerestevautO

1) n+1/n2+2 o ne{0;2}

D’aprés la question précédente

Congruence dans Z

Définition
Soit n un entier naturel non nul on dit que a et b
sont congrus modulo n, si et seulementsia et b

ont le meme reste dans la division euclidienne
parn

On dit aussi que a est egal b modulo n.
Notation : a = b[n] ou a = b(modulo n)

Une conséquence importante de cette définition
est que :

a = r[n] Avec 0 < r < nsi et seulement si r est
le reste de la division euclidienne de a parn

Exemple :25 = 11 x 2 + 3 donc 25 = 3[11]

Théoréme :

Soient a et b deux entier relatifs et n un entier
naturel, a et b ont meme reste dans la division
euclidienne par n, si et seulement sia — b est
divisible parn

Corollaire :

a et b Sont congrus modulo n, si et seulement
sia — b est divisible par n

a=blnl]e=n/a—>b
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Proposition

1)a est divisible parne a = 0[n]
= 0[n]

3la=a

n]
b[n
c[n

} alors a = c[n]

. (a=a'[n] —
5)51{b b[]alorsa+b=a + b'[n]
a

6)si{ { } alorsax b =a’ xb'[n]

4)si {Z

7)a = b[n] sip € IN alors a? = bP[n]
8)a =b[n]sik € Z alors ka = kb[n]

Applications 6
Déterminer I'ensemble des entier tels que :

x+ 4 = 2[8]

CORRECTION
x+4=2[8] ©x=-2[8] © x =6[8]

Application 7

Déterminer I'ensemble des x, entiers tels que
5x = 3[7]

CORRECTION

On remplit un tableau des valeurs prises modulo
7 par 5x lorsque x prend les valeurs des restes
possibles modulo 7 c'est-a-dire

0 1 2 3 4 5

0 5 3 1 6 4

Illustration du tableau ci-dessus pour mieux
comprendre le remplissage des cases
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0[7] Cela implique 5x = 0[7]
1[7] Cela implique 5x = 5[7]
2[7] Cela implique 5x = 10 = 3[7]
= 3[7] Cela implique 5x = 15 = 1[7]

Méme raisonnement pour les restes suivants

Application 8

Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel
n, le reste de la division euclidienne de 11™ par 7.

CORRECTION

Pour se donner une idée de la démonstration, on
teste sur les premieres valeursden :

11° = 1[7] ;111 = 4[7] ;112 = 2[7] ;113 = 1[7]
Nous remargquons que nous avons une boucle

Donc 3 est la période des exposants de 11™
modulo 7

On a alors 3 cas.

si n = 0[3]Alors il existe k € Z tel que n = 3k
Donc: 11" = 11% = (113)* = 1[7]

Dans ce cas le reste vaut 1

sin = 1[7]Alors il existe k € Z tel quen =3k + 1
Donc 11" = (113)* x 11 = 1 x 11 = 4[7]

Dans ce cas le reste vaut 4

sin = 2[3]Alors il existe k € Z tel que n = 3k + 2
Donc 11" = (113)% x 112 = 2[7]

Dans ce cas le reste vaut 2

Conelusion : les reste possible de la division
euclidienne de 11™ par 7 sont 1 ; 4;2

Lar6re devient solide soug Ce vent
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Application 9
Démontrer que pour tout entier naturel n, on a
a) 52" — 3™ divisible par 11
b) 3 x 52"*1 4 237+ divisible par 17

CORRECTION
Rappel: b/a e a=0[b]
5=5[11] = 5% = 25 = 3[11]
Par suite : 5% = 3[11] < 5" = 3"[11]
En effet: 52" — 3™ = 0[11]
Donc 5% — 3™ divisible 11.

5 =5[17] = 5% = 25 = 8[17] = 23[17]
Ensuite 52" = 23"[17] = 5?"*1 = 5 x 23"[17]
Ainsi 3 x 521 = 15 x 23"[17] or 15 = —2[17]

3 x 52+l = _p3n+i[]7]
En effet: 3 x 521 4 23741 = ([17]

Donc 3 x 527*1 4 23n+1 act divisible par 17

Application 10

Soit n un entier naturel tel que n = 10a + b avec
a et b des entiers naturels.

1) Prouver que n est divisible par 13 si et
seulement si a + 4b est divisible par 13

2) Pour quelle valeurs de I’entier naturel n

3 X 4™ + 2 Est divisible par 11.

CORRECTION
1) Ici nous procéderons un raisonnement par
double implication en remarquant que :
n=0[13] = 10a + b = 0[13] = 40a + 4b = 0[13]

{40 = 1[13] {4-0a = q[13]

4= 4[13] 4bE4b[13]<:>4Oa+4bza+4b[13]

Réciproguement

a+4b = 0[13] = 10a + 40b = 0[13] = 10a + b = 0[13]
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Soitn = 0[13]
Gonelusion : n est divisible par 13 si et seulement si
a+ 4b = 0[13]

2) on détermine le cycle des restes dans la
division de 4™ par 11

4% = 1[11] ; 4' = 4[11] ;4% = 5[11]
43 = 9[11] ; 43 = 3[11] ; 43 = 1[11]

5 est la période des exposants de 4 modulo 11

En remplit le tableau modulo 11

n 0 2

47'7.

3X
4"+ 2

3
9
5
7

4
1 5 3
3x4" |3 4 9

5 6 0

Gonelusion : 3x 4™ + 2 est divisible par 11 si et
seulement sin — 4 est divible par 5

Application 11

Soient a et b deux entiers verifiant : a = 4[5] et
b = 3[5].

1) Déterminer le reste de la division euclidienne
de 7a? — 4b? + 2ab par5.

2) Déterminer tous les entiers relatifs n tels que :

n? — 3n + 6 Est divisible par 5.

CORRECTION
Ona:a = 4[5] = a? = 16 = 1[5]
Cela implique encore 7a? = 7 = 2[5]
b = 3[5] = b? = 9 = 4[5]
Cela implique encore 4b? = 16 = 1[5]
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{a =451 pors 2ap =24 = 4[5]

b = 3[5]
Ainsi 7a® — 4b? 4 2ab = 2 — 1+4[5] = 0[5]

2) Posons N=n?—-3n+6

0

3
1
4
6
1

0
0
6
6

0

Conclusion: n2 — 3n + 6 est divisible par 5 si et
seulementsi n = 5k + 4 aveck € IN

Application 12

Determiner suivant les valeurs de I’entier naturel
n,le reste de la division euclidienne par 10 de 13™

2)Demontre que pout tout entier naturel non nul
k,on a

1+ 13+13%2 + 133 +--- + 13%~1 = 0[10]
3)on pose pour tout entier naturel n,
A, =1+13+ -+ 13"

Determine suivant les valeurs de n,le chiffre des
unites de 4,

CORRECTION

13° = 1[10] ;13! = 3[10] ;132 = 9[10]
133 = 7[10] ; 13* = 1[10]

Nous remarquons que nous avons une
boucle ,donc 4 est la periode des exposants de
13™ modulo 10.

Alors on a 4 cas
Sin = 0[4] alors il existe € IN , tel que n = 4k

Ainsi 13* = 1[10] = (13*)* = 1*[10] soit
13" = 1[10]

Dans ce cas le reste vaut 1
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Sin = 1[4] alors il existe k € IN ,tel que n=4k+1

Ainsi 13! = 1[10] = 13% x 13 = 13 = 3[10]
par suite 13%%*1 = 3[10] soit 13™ = 3[10]

Dans ce cas le reste vaut 3

Sin = 2[4] alors il existe un k € IN tel que
n=4k+2

Ainsi 13*% = 1[10] = 13** x 132% = 132 = 9[10]
par suite 13*%*2 = 9[10] soit 13™ = 9[10]

Dans ce cas le reste vaut 9

Si n = 3[4] alors il existe k € IN, tel que n=4k+3 ainsi
134 = 1[10] = 13%F x 132 = 133 = 7[10] par
suite 13**3 = 7[10] soit 13" = 7[10]

Dans ce cas le reste vaut 7

Gonelusion: les restes possible de la division euclidienne
de 13" par10sont:1;3;9et7

3)Soit p(n) la proposition < 1+ 13 + -+ + 13*~1 = 0[10] »
Initialisation,verifions que p(n) est vraie
Posons: S, =1+ 13 + --- + 1341

S, =1+13 + 132 + 133 = 2380 = 0[10]
Donc p(0) est vraie

Heredite pour tout n entier fixe,supposons que
p(n) est vraie c’est a dire

1+ 13+ -+ 13%~1 = 0[10]
Montrons alors que p(n+1) est vraie c’est a dire
1+ 13 4 - 13%k-1 4 13%k+1 4 134k+2 4 134k+3 = o[10]

4k+2
+ 134—k+3

Ska1 =1 +13 4+ 13% 1 4 13%+1 4 13
Sks1 = Sp + 13*%(13 + 132 + 133)
Sk41 = S + 13%kS;
Or d’apres I'hypothese ona S, = 0[10]
D’apres ce qui precede:
S; = 0[10] & 13*kS; = 0 x 13*¢[10]

{13‘”‘51 = 0[10]
S, = 0[10]

en additionnant menbre a menbre on obtient
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S, + 13%s, = 0[10]
Sisr = 0[10]

Donc p(n+1) est vraie ,la proposition est
hereditaire .

Conelusion: par initialisation et heredite ,pour tout k
entier naturel

1+ 13 + -+ 13%-1 = 0[10]

3)0na:Ad, =1+13 + -+ 13"

A, est la sommes de n+1 termes d’une suite
geometrique de raison 13 et de premiers terme
1.

131’l+1_1

On peut ecrire :4, = >

130+1_1
12

Pourn=0, 4, = =1; A, = 1[10]

131+1_1

—— = 14; A, = 4[10]

Pourn=1, A4, =

133-1

— = 183; A, = 3[10]

Pourn=2, A, =

13%-1

Pourn=3, 4, = = 2380; A, = 0[10]

135-1

— = 30941; A, = 1[10]

Pourn=4, 4, =

Nous remarquons que 4 est la periode des
exposant de 4,, modulo 10

Donc nous avons 4 cas.

n = 0[4] alorsil existe k € IN tel que n = 4k

4 _ 14 Nk — _ 134k+1_q _
13* = 1*[10] & (13%)* = 1[10] = 4, = —— = 1[10]

Soit A,, = 1[10]
n = 1[4] alors il existe kEIN telquen = 4k + 1

134k+2_1
12

n = 2[4] alors il existe kEIN tel quen = 4k + 2

13%+1 = 13[10] = 4, = = 3[10] soit 4,, = 1[10]

4k+2 — et ; =
13 =169(10] = 4, = o= 0[10] soit A, = 3[10]

n = 3[4] alors il existe kEIN tel quen = 4k + 3

_ 134k+4_1

134+3 =2197[10] = 4, = - — = 0[10] soit A, = 0[10]

Conelusion: si u designe le chiffre des unites de A,, alors
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u=1 si n=4k

u=2 si n=4k+1
u=3 si n=4k+2
u=3 si n=4k+3

Plus grand commun Diviseur
I-1Generalites
Definition

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls le plus
grand diviseur commun a a et b est appele le
pged deaeth

On note pgcd(a, b) ou encorea A b

Remarque: comme 1 divise tous nombres entiers
a et b alors pged(a,b) > 1

Exemple : pgcd(24;18) = 6 ; pged(60;84) = 12
pged(31;45) =1

Propositions

» pged(a;a) = aetpged(l;a) =1
» si b /a alorspgcd(a; b) = |b|

theoreme

soit a et b deux entiers non nuls et un couple
d’entiers (g;r) telsque a = bqg +r

et le pged(a; b) =pged(b; 1)

methode:egalite entre deux nombres

soit d et D deux quantites.pour montrer que
d=D, il suffit:

1-de montrer successivement que D<d puis d<D

2-dans le cas de nombres entiers positives,on
pourra aussi montrer que D/d etd/ D
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Algorithme d’cuclide

Theoreme

Soit a et b deux naturels non nuls que b ne divise
pas a. la suite des divisions euclidienne suivantes
finit par s’arreter le dernier reste non nul est
alors le pged(a; b)

aetb a=bqgy+ravech>1r,=>0
betry b=r1yq +ravecry>1r; =0
Tp—1€tTy Tho1 =ThqQn-1 +Tavecr,_1>17,=>0
Onaalors: pged(a,b) =1,
Exemple :calculer le pgcd(4539,1958)

4539 = 1958 x 2 + 623

1958 = 623 x 3+ 89
623 =89%x7+0

Le dernier reste non nul est : 89

Gonelusion: pgcd(4534; 1958) = 89

Theoreme

Soient a et b deux entiers non nuls les diviseurs
communs de a et b sont exactement les diviseurs
du pgcd(a, b)

{Z ;Z & d /pgcd(a; b)

Exemple: determiner le pgecd de 1960 et de 34300
1960 = 23 x 5 x 72
34300 = 22 x 52 x 73
Ainsi pgcd(1960; 34300) = 22 x 5 x 72

Proposition

Pour tout entier naturel k non nul
pgcd(ka, kb)=kpgcd(a; b)

Exemple: pgcd(800,500) = 100pged(8;5) = 100
pgcd(36,24) = 12pged(3;2) = 12
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Application 13
Determiner selon les valeurs e n le pgcd de

A=2n+1 ;B=n-5

CORRECTION
On Remarque tout d’abord que
A—-2B=2n+1-2(n-5)=11
Cela implique que A = 2B + 11
D’apres le theoreme on a donc pgcd(A4, B)=pgcd(B; 11)

Comme 11 est un nombre premier celui ci peut
valoir que 1 ou 11, or pgcd(B; 11) = 11 equivaut
a dire que 11 divise B de ce fait B = 0[11]

Sn—-5=0[11] &n=11k+5

Gonelusion: le pgcd(A4; B) = 11 lorsque n est congru
a5 modulo 11 et a pged(4,B) =1

Application 14

Soient a et b deux entiers naturels non nulls
soient x =7a + 5b ety =4a + 3b

Montrer que pgcd(x,y) =pgcd(a, b)

CORRECTION

7a + 5b = (4a + 3b) + (3a + 2b)
pgcd(7a + 5b,4a + 3b) =pgcd(4a + 3b,3a + 2b)
or3a+2b=2(a+b)+a
pgcd(4a + 3b,3a + 2b) =pgcd(a + b, a) =pgcd(a, b)

donc pcgd(x, y) =pgcd(a, b)

Nombre premiers entre eux
Definition

On dit que a et b sont premiers entre eux si et
seulement si pged(a,b) = 1
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LE CHEMIN DE

Exemple

pgcd(15,8) = 1 donc 8 et 15 sont premier entre
eux.

Remarque cela revient aussi a dire que leurs
diviseurs sont-let1l

Une autre consequence est que deux entiers
consecutifs n et n+1 sont necessairement
premiers entre eux puisque tout diviseur des
deux diviserait 1

Proposition

Un nombre premier est premier avec tout les
nombres qu’il ne divise pas.

Proposition

Soient a et b des naturels non nuls et d un
divieur commun de a et b.on pose a = da' et
b=db’

Le pgcd de a et b est d si et seulementsia’ et b’
sont premiers entre eux .

pged(a,b) = d <pged(a’,b’) =1

corollaire

soient a et b deux entiers non nul et
d =pgcd(a, b) alors il existe un unique couple
d’entier (a’, b") premiers entre eux tels que

a=da etb=db’

Application 15

determiner les entiers naturels dont la somme est
600 et dont le pgcd est 50.

CORRECTION

a+b =600
pgcd(a; b) =50

On cherche a et b tels que {

D’apres le corollaire qui precede il existe deux
entiers a’ et b’ premiers entre eux tels que
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L’EXCELLENCE

a =50a’ etbh =50b’
Ainsia+b =50(a’"+b')=600=a’ +b' =12

On cherche donc tous les couples d’entiers
naturels verifiant cette relation et on ne garde
que les couples d’entiers premiers entre eux.
(1;11),(5;7),(7;5),(11; 1) les couples sont
alors (50;550), (250; 350), (350; 250), (550; 50)

Reciproquement on verifier que ces couples sont
bien vrais

Theoreme de Bezout
Egalite de Bezout

Soit a et b deux entier non nuls et d =pgcd(a; b)
il esxiste alors un couple (u, v) d’entiers relatives
tellsqueau + bv =d

Corollaire

Tout diviseur commun a a et b divise leur pgcd

Theoreme de Bezout Roc

Deux entiers relatifs a a et b sont premiers entre
eux si et seulement si il existe deux entier relatifs
uetvtelsqueau+bv =1

Remarque
au+ bv =1 au = 1[b]
Exemple: 2n+1 et 3n+2 sont premiers entre eux
un+1)+v@Bn+2)=1

Danscecas u=—-3etv =2

C'est n'est pas La chute gui represente
Cechec,lechiec c'est de regter a ou € on est

tommne
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Application 16

Montrer que les nombres 3920 et 1089 sont
premiers entre eux et determiner u et v tel que
3920u +1089v=1

CORRECTION
3920 = 1089 x 3 + 653
1089 = 653 x 1 + 436
653 =436 x 1 + 217
436 =217 x2+ 2
217 =2x108+1
2=1%x2+40

le dernier reste non nul est bien 1,donc 3920 et
1089 sont premiers entreb eux.

On remonte ensuite I'algorithme d’Euclide:

1=217-2x 108
1=217 — (436 — 217 x 2) x 108

1=217 x217 — 436 x 108

1 =217 x (653 —436 x 1) — 436 x 108

1=217 x 653 —436 x 217 — 436 x 108
1 =217 x 653 — 436 x 325

1 =217 x 653 — (1089 — 653) x 325
1 =653 x542 —1089 x 325
1 =(3920 — 1089 x 3) x 542 — 1089 x 325
1 =3920(542) + 1089(—1951)

Doncu=542 et v=-1951

faites en sorte gue chaque action guotidienne
soit un acte d’amour
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Theoreme

I’equation ax + by = c admet des solutions
entieres si et seulement si c est un multiple du

pged(a, b)
Examnla:

L’equation 4x + 9y = 2 admet des solutions car
pgcd(4;9) = 1 et 2 est multiple de 1

L’equation 9x — 15y = 2 n’admet pas de solution car
pgcd(9; 15) = 3 et 2 non multiple de 3

Theoreme du Gauss

Proposition

si un entier est premier avec deux entiers alors il
est premiers avec leur produit.

Exemple: 4 est premier avec 9 et avec
35 donc 4 est premier avec 315

pour tout n entier naturel,si n est premier avec
n+1 et n-1 donc n et premier avec (n — 1)(n + 1)

theoreme

soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls si a
divise le produit bc si a et b sont premiers entre
eux alors a divise ¢

a/ bc
{a/\b=1:>a/c

Exemple : soient a et b deux entiers tels que
5a = 14b

14 divise le produit 5a les entiers 14 et 5 sont
premiers entre eux donc 14 divise a de meme 5
divise b
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Application 17

Trouver les solutions dans Z2 de I'equation
5x—-1)=7y .

CORRECTION

5 divise 7y comme pgcd(5;7) = 1d’ aprés
Gauss 5 divise y c'estadirey =5k, k€ Z

Remplacantdanslona:5(x — 1) = 7y
5(x—1)=7x5ke=x—-1=7k
x=7k+1
Les solutions sont sous la forme

S ={7k + 1,5k}

Consequence du theoreme de Gauss

Si un entier c est divisible par des entiers a et b
premiers entre eux, alors il est divisible par les
produit ab.

Si un entier premier divise un produit de facteurs
ab,alors il divise au moin un facteurs a et b

Application 18

Determiner les entiers x et y tels que 7x+5y=0

CORRECTION

Cette equation s’ecrit 7x = —5y par suite, 7
divise —5y de comme pgcd(7;5) = 1,donc 7
divise y d’apres le theoreme de Gauss ,il existe un
entier k€ Z tel que y = 5k

En remplacant dans la premiere egalite on a:
7x = =5 X 7k d'oux = =5k

Les solutions sont les couples

S ={(-5k;7k)} aveck € Z
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Application 19

Determiner les entiers x et y telsque 5x+7y =1

CORRECTION

comme 5 et 7 sont premiers entre eux,il existe
d’apres le theoreme de bezout deux nombres u
et v entiers relatifs tels que 5u+7v=1

pour determiner u et v ,on peut utiliser
I'algorithme d’Euclide on Remarque que

7=5%x1+2

5=2x2+1

En faisant une remontada on obtient
1=5-2x2
1=5-2(7-5x%x1)
1=5x3)+7x(-2)

on pourra alors prendre u=3 et v=-2 le couple
(3; —2) est une solution particuliere de cette
equation

on va se servir de cette solution particuliere pour
obtenir la solution generale

S5u+7v=15u+7v=5X3+7X (—2) equivaut encore
a 5u—-3)+7w+2)=0
Equation d’un type connu, on deroule la methode

5 divise 7(v + 2), et pged(5,7) = 1 donc 5
divise v + 7 par consequentv = -2+ 5k k€ Z

Parsuite 5(u—3)=7X5k=u=3+7k

x=3+7k ,
y=-2+5k

Les solutions sont de la forme:{

Application20 (Extrait Bac Gabon)

Soit « , a et b trois entiers naturels non nuls tels
que:a = pgcd(a,b).

1)Prouve que «a divise Aa + ub avec A et yu deux
entier relatives.

2)soit x=5n?+7 ety=n?+2

MR DAOUDA




Prouve que si le reste de la division euclidienne
de n par 3 est 2 alors pged(x,y) = 3

CORRECTION

1l)a = pgcd(a,b) alorsa/aet a /b donca
divise tout combinaison lineaire de a et b en
effet: a / da + ub

2In=2[3] ®n=3k+2aveck€Z

Ainsi pged(5n? + 7;n% + 2)=pgcd(5(3k + 2)? + 7; (3k + 2)% + 2)

Pged (5(3k +2)2 +7; Bk +2)? + 2)
=pged(3(15k? + 20k + 9); 3(3k? + 4k + 2))=
3 pged((15k? + 20k + 9); (3k? + 4k + 2))

Or (—1(15k? + 20k +9) + 5(3k? + 4k +2)) =1
pged((15k% + 20k +9); (3k? + 4k +2)) =1

donc pged(5n? + 7;n? + 2)=pgcd(x,y) = 3

Application21(extrait BAC GABON)

1)Determiner en utilisant I'algorithme d’euclide le
pgcd de 6092 et 135

b)Que peux t'on conclure pour les nombres 6092
et 1357

2)Soit I'equation (E) dans Z X Z

6092x + 135y = 1

a)Determiner une solution particuliere (E)
b)Resoudre I'equation (E)

3)Deduis-en les solutions dans Z X Z de
I'equation (E"): 6092x+135y=45 apres avoir
prouve qui si (x; y) est solution de (E") alors x
est un multiple de 45.

CORRECTION
1)6092=135%x45+17
135=17X7+16
17=16X1+1
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16=16X% 1+0 le dernier reste non nul vaut 1,donc
pgcd(6092;135) =1

Gonelusion: 6092 et 135 sont premiers entre eux.
2)cherchons les solutions particulieres
Faisons une remontada de I'algorithme d’euclide
1=17-16x 1

1=17—(135-17x7) x 1

1=17—-135+17x 7

1=17+17x 7 — 135

1=17x 8 — 135

1=(6092 — 45 x 135) x 8 — 135

1=6092 x 8 — 135(45 x 8 + 1)

1=6092 x 8 — 135 x 361

1=6092(8) + 145(—361)

D’ou le couple (8; —361) est une solution
particuliere de (E)

b) resolvons (E)

equivaut a

{ 9062x + 135y =1
9062 x 8+ 135(—361) =1

6092(8 —x) = 135(y + 361)

pgcd(6092; 135) = 1 de plus 6092 divise

135(y + 361) donc 6092 divise y + 361 d’ou
d’apres gauss il existe un entier relative k tel que
y+ 361 =6092k = y = —361 + 6092k

par suite 6092(8 — x) = 135 x 6092k
8 —x =135k
Ainsi: x = —135k + 8
D'ou S = {(8 — 135k; —361 + 6092k)} keZ

3) 6092x+135y=45< 6092x = 45 — 135y
Ainsi 6092x = 45(1 — 3y)

45 divise 6092x ,mais 45 ne divise pas 6092 donc
45 divise x,ce qui implique que x est multiple de
45. Dans ce cas nous prenons x =90
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Valeurde y: 6092 x 90 = 45(1 — 3y) cela
implique que y = —406 ainsi le couple
(90; —406) est une solution particuliere de (E")

Resolution de (E")

{ 6092x + 135y = 45
6092 X 90 + 135 X —406 = 45

Les equations ci dessus sont equivalente
6092(x —90) = 135(—y — 406)

6092 divise 135(—y — 406) comme

pgcd(6092;135) = 1 donc 6092 divise-y — 406
,d’aprés Gauss il existe un entier relative § tel que:
-y —406 = 60926 = y = —406 — 60926 ainsi

x =90+ 1356

Ensemble solution de (E') est:

S ={(90 + 1358; —406 — 60926)} deZ

Application 22

On considere I'entier naturel A qui s’ecrit 1x416
dans le systeme de numeration de base sept.

1)determiner x pour que :
a-A soit divisible par six
b-A soit divisible par cinq

2)deduis-en qu’il existe un entier x tel que A soit
divisible par trente

CORRECTION

A = 1x416 dans le systeme de numeration de
base septona

A=6X7"4+1xX74+4x72+xx73+1x7*
1.a)determinons x pour que A soit divisible par
six

Ona: 7=1[6] ;72 =1[6];73 = 1[6] ;7* = 1[6]
Ainsi A=1+4+x+1[6] =>A=x+6[6]
6=0[6] = 6+x=x[6]doncA=x[6] ©A=6k+x

Conclusion: Aest divisepar6six =0
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1.b) 7 = 2[5] ; 72 = 4[5]; 73 = 3[5] ; 7* = 1[5]
AinsiA=1+4+2+1+3x+1[5] = A = 3x + 5[5]
5= 0[5] & 5+ 3x = 3x[5] donc A = 3x[5] & A =5k + 3x
Conclusion: A est divisible par5si3x =0=x =0

2)A divisible par 5 et par 6 si x = 0, donc A est aussi
divisible par le produit de 5 et 6 qui est 30 a condition
quex =0

Application 23

a et b sont des entier naturel non nul tels que
a>b.

1)Demontrer que pged(a; b) =pged(a — b; b)

2)Soit n un entier naturel on posea = 2netbh =
3n+1

2.a)Montrer que a et b sont premier entre eux si
et seulement si n est pair

CORRECTION
soit D=pgcd(a, b) etd =pgcd(a — b, b)

D divise a et b donc D divise toute combinaisons
lineaire de a et b c’est adire D/a — b et D<d

Donc D divisea — b et b

d divise a — b et b donc d divise toute combinaisons
lineairedea —betbhcestadired/a—b+b=aet
d<D

Donc d divisea et b

Par consequent d’apres les deux raisonnement
precedent: D =d

Donc: pged(a, b) =pged(a — b, b)

2.a)  premiere methode

d divise a et b donc divise toute combinaisons
lineaire de a et b donc:

d/-3a+2b=—-6n+6n+2=2

Les valeurs de d sont donc chercher dans
I'ensemble d = {1; 2}
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sin=0[2]= 2n=0[2] = a = 0[2]
Ensuite 3n = 0[2] = b = 1[2]

a et b Sont des parite differente donc d=1
Sin=1[2] = 2n = 2[2] = a = 0[2]
Deplus3n =3[2] = 3n+1 = 0[2]

a et b sont premiers entre si et seulement si n est
pair.

Deuxieme methode
on utilise la propriete pdcg(a, b) =pgcd(a — b, b)
pgcd(3n + 1;2n) =pgcd(3n + 1 — 2n;2n)
=pgcd(n + 1; 2n)
=pgcd(2n — (n+1);n + 1)
=pgcd(n—1—-(n+1);n+1)
=pgcd(2;n+ 1)
Si n est pair alors n+1 est impair donc pged(2;n + 1) = 1
donc 3n + 1 et 2n ,sont premiers entre eux
si n est impair alors n+1 esr pair donc pged(2;n + 1) = 2

donc 3n + 1 et 2n ne sont pas premiers entre
eux .

Application 24
On se propose dans cette question de determiner
N = 5[13]
N = 1[17]

les entier relatives N tells que: {

1)verifier que 239 est solution de ce systeme
2)soit N un entier relatives solution de ce systeme

2.a)Demontrer que N peut s’ecrire sous la forme
N =1+17k =5+ 13y ou (x,y) € Z? verifiant
que17x — 13y = 4

3)Resoudre I'equation 17x — 13y = 4 avec
(x,y) € Z2

4)En deduire qu’il existe un entier relatives k tel
que N =18+ 221k
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CORRECTION
1)269=13x18+5et239=17x14+1
Donc 239 verifier le systeme
N = 5[13] doncil existe y € Z telque N =5 + 13y
N = 1[17] donc il existe x € Z telque N =1+ 17x
Donc N=1+17x =5+ 13y & 17x — 13y = 4 (E)

3)(1; 1) est une solution particuliere evidente de
(E):car1l7x1—-13x1=4

Soit (x; y) une solution de (E) on a:

{ 17x — 13y =4
17x1-13x1=4

En soustrayant termes a termes on obtient
17(x —1) — 13(y — 1) = 0 soit 17(x — 1) = 13(y — 1)

13 divise 17(x — 1), comme pgcd(13;17) = 1 donc
13 divise x — 1 ,d’apres gauss il existe un entier
relativektelque x —1 =13k = x =1+ 13k

Parsuite 13(y — 1) = 17 x 13k

soitencorey —1 =17k aveck € Z
y=17k +1

D'ou:S ={1+13k;1+ 17k} aveck € Z

3)N=1+17x avec x =1+ 13k
N=1+17(1+13k) =18+ 221k aveck€Z

Application 25

soit p un entier relatif ,on s’interesse dans cette
guestion a I'equation (Ep):

3x + 4y = p ou x et y sont des entiers relatifs

a)Determiner est une solution particuliere de
I'equation (Ep)

b)Donner I'ensemble des solutions (x, y) de
I'equation (Ep) en fonction de p
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2)On considere maintenant I'equation (E):

6x + 8y — z = 0 soit (xg, o, Zp) une solution de (E)
2.a)Demontrer z, est pair

b)on pose z, = 2p ou p€ Z

Prouver que le couple (xy; y,) est solution de
(Ep)

C) Determiner I'’ensemble des solutions de
I’equation (E)

CORRECTION
soit p un entier relative donne
la)4=3x14+1=>1=4-3x%1
Soit1 = 3(—1) +4(1)

En multipliant par I’entier relatif p de part et
d’autre de I'egalite on obtient

1=3(-1)+41) ©p=3(-p) +4@)

Donc le couple (— p; p) est une solution
particuliere de I'equation (Ep)

b)soit (x,y) une solution de I'equation (Ep) ona

alors :

3x+4y=p
3(-p)+4p=p

En soustrayant termes a termes on obtient
3x+p)+4(y—p)=0=3(x+p) =4(-y +p) (E)

4 divise 3(x + p) comme pgdc(3,4) = 1 donc 4
divise x + p,d’apres Gauss alors il existe un entier
relative ktelque x + p = 4k = x = —p + 4k

En remplacant x + p dans (E) on a:

4(—y +p) =3 X 4k avecke Z
-y+p=3=y=p-3k
D'ouS ={—p + 4k;p — 3k} aveckeZ

2.a)ona: 6xy+ 8y, —zy =0 z, = 2(3xy + 4y,)
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On sait que (xg, yo)€Z% posons p = (3x + 4y,,)
Zy = 2p avec peZ

Donc z est pair

b)En remplacant z, par 2p on obtient
2p = 2(3x + 4y,) © p = (3x0 + 4y0)

Donc (X, ¥o) est solution de (Ep)

c)’ensemble triplet solution de (E) est sous la

x=—-p+4k

forme:y y=p —3k
z=2p

aveck € Z

I’ensemble solution est dans I’'ensemble des
points de coordonnees entieres de la droite
passant par le point A(—p; p; 2p) et de vecteur
directeur 1(4; —3;0)

Application 26

On considere la suite (U,,) d’entiers naturels
definie par:

{ U, =14
Upny1 =5U, — 6

1)calculer Uy;U,; Uz etU,

pour tout entier naturel n

Quelle conjecture peut t'on emettre concernant
les deux derniers chiffres de u,,?

2.a)Montrer que pour tout entier naturel n,
Un+2 = Un[4]

2.b) En deduire que pour tout entier naturel k,
Ui = 2[4] et Uzpyq = 0[4]

C)Montrer que pour tout entier naturel n,
2U, = 5™% +3

d)En deduire que,pour tout entier naturel
n, 2U, = 28[100]

3)Determiner les deux derniers chiffres de
I'ecriture decimale de U,, suivant les valeurs de n
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4) Montrer que le pgcd de deux termes
consecutifs de la suite (U,,) est constant et
preciser sa valeur

CORRECTION
U, =5U, — 6 = 64
U, = 5U; — 6 = 314
Us = 5U, — 6 = 1564
U, = 5U, — 6 = 7814

Conjecture,si n est pair,les deux dernier chiffres
de U,, sont 14, et si n est impair ce sont alors 64.

2.a)pour tout entier naturel n,
Upnt1=5U, — 6
Upyz = 5(5U, —6) — 6 = 25U, — 36
Upyo — U, = 24U, — 36 = 4(6U, —9)
Unsz — Up = 4(6U,, — 9)
Posons k = 4(6U, —9) € IN

Ona
Uno — Uy = 4k

donc U,,4, = U,[4]

2.b) soit P (k) la proposition < Uy, = 2[4] et
Uzis1 = 0[4] >

e initialisation,verifions que P(0) est vraie
Uy, = 14 et 14 = 2[4] = U, = 2[4]
U, = 64 et 64 = 0[4] = U, = 0[4]

Donc P(0) est vraie

e Heredite,pour tout k entier fixe,supposons
que P(k) soit vraie c’est a dire que :

Ui = 2[4] et Upryq = 0[4]

Montrons alors que P(k + 1) est aussi vraie
c’est a dire:

Uzksz = 2[4] et Uzrysz = 0[4] (But)

D’apres la question precedente on a

U2 = Ugl4] © Uspyr = Uyi[4]
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En remplacant par I’hypothese de recurrence on
a:

Uzks2 = 2[4]
D’apres toujours la question precedente on a:
U2 = Ugl4] © Uz = Uzg4114]

En remplacant par I’hypothese de recurrence
on a:

Uzie+3 = 0[4]

Donc P(k + 1) est vraie,la proposition est
hereditaire

e Conlusion par initialisation et heredite
pour tout k entier naturel:

Uz = 2[4] et Uzpyq = 0[4]

C)soit Q(n) la proposition < 2U,, = 52 + 3 »
Pour tout n entier naturel
e Initialisation,verifions que Q(0) est vraie
D’une part: 2U, =2 x 14 =28 (1)
D’autre part: 5°72 +3 =28 (2)
(1) = (2) © 2U, = 5%+2 + 3
donc Q(0) est vraie

e Heredite,pour tout entier n
fixe,supposons que Q(n) soit vraie c’est a
dire

20U, =5""2 4+ 3

Montrons alors que Q(n + 1) est aussi vraie c’est
a dire

2U,4, = 53 + 3 (BUT)

D’apres ce qui precede on a:

Up41 = 5U, — 6
En multipliant de part et d’autre par 2 on obtient
2Up4q = 10U, — 12 soit 2U,4q1 = 5Q2U,) — 12
En introduisant I’'hypothese on a:

2Up., = 5(5™2 +3) — 12
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Par suite: 2Up,; = 5""3 + 3

De ce fait Q(n + 1) est vraie ,la proposition est
hereditaire

o  Gonelusion : par initialisation et heredite pour
tout n entier naturel

2U, = 5% +3

+»+ Dans cette question nous procederons un
double raisonnement par recurrence en
implication:

C) soit R'(n) la proposition <« 5™*2 = 25[100] > Pour
tout n entier naturel

e |Initialisation,verifions que R(0) est vraie
502 = 25 = 25[100]
Donc R'(0) est vraie

e Heredite,pour tout entier n
fixe,supposons que R’ (n) soit vraie c’est a
dire :

5742 = 25[100]

Montrons alors que R'(n + 1) est aussi vraie
c’est a dire

5n+3 = 25[100] (BUT)

D’apres I’hypothese on a:

5"*2 = 25[100] & 5™*3 =5 x 25[100]
Or5x 25 =125 = 25[100]
D’ou: 5"*3 = 25[100]

De ce fait R'(n + 1) est vraie la proposition est
hereditaire

o Gonelusion par initialisation et heredite pour
tout n entier naturel
57*2 = 25[100]
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soit R(n) la proposition « 5"*2 + 3 = 28[100] > Pour
tout n entier naturel

e |Initialisation,verifions que R(0) est vraie
50+2 4 3 = 28 = 28[100]
Donc R(0) est vraie

e Heredite,pour tout entier n
fixe,supposons que R(n) soit vraie c’est a
dire :

5"+2 + 3 = 28[100]
Montrons alors que R(n + 1) est aussi vraie c’est
a dire

5n+3 4 3 = 28[100] (BUT)

D’apres premier raisonnement R'(n) on a:
57+3 = 25[100] = 5™*3 + 3 = 28[100]
Soit 2U,4, = 28[100]

De ce fait R(n + 1) est vraie la proposition est
hereditaire

o  [onelusion par initialisation et heredite pour
tout n entier naturel

2U,, = 28[100]

3)comme 2U,, = 28[100] les deux derniers
chiffres de 2U,, sont 28. Par consequent,les deux
chiffres de U,, sont 14 et 64.or d’apres la question
2,U,, = 2[4] comme 14 = 2[4] et 64 = 0[4]
on deduit que lors que n est pair les deux
derniers chiffres de U,, sont 14

On sait aussi que U,j,; = 0[4] donc lorsque n
est impair les deux derniers chiffres de U,, sont
64.

3)Rappel:soient a et b deux entiers naturels tels
que a = b alors pged(a; b)=pgcd(a — b; b)

Doit d =pgcd(U,,41; Uy)
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d =pgcd(5U,, — 6; U,) =pgcd(4U,, — 6;U,)...
d =pgcd(Uy, — 6; Uy,) =pgcd(Uy; 6)

d est donc un diviseur de 6 et ses valeurs
possibles sont 1;2;3;6 on sait que U,, se termine
par 14 ou 64 donc U,, est pair

5"+2 = 2U,, — 3 donc U,, n’est pas multiple de 3

sinon 52 |e serait ce qui est impossible,on en
deduit que d = 2

Par consequent le pgcd de deux termes
consecutifs de la suite (U,,) est constant et vaut 2

Petit Theoreme de Fermat
Theoreme

Soient p un nombre premier et a = 2 est un
entier non multiple de p,alors a?~! — 1 est
divisible parp, aP™! = 1[p]

Exemple :7 est premier et ne divise pas 3,donc
3% — 1 est divisible par 7 ainsi 3™ = 1[7]

Corollaire

Soient p un nombre premier,a est un entier
superieur ou egal a 2 alors aP — a est divisible
par p implique aP = a[p]

MR AIME JAURES

Application 27

1)Determiner les restes de la division euclidienne
de 22913 par 5 et par 13

CORRECTIONS

Comme 5 est premier ,D’apres le petit theoreme
de Fermatona: 257! = 1[5] equivaut a

2% = 1[5]
La division euclidienne de 2013 par 4 est:
2013 =4x503+1
Donc 22013 = (24)503 x 2 = 1593 x 2[5] = 2[5]

0 < 2 < 5donc 2 est le reste de la division
euclidienne de 22913 par 5

Comme 13 est premier ,D’apres le petit theoreme
de Fermatona: 21371 = 1[13] equivaut a
212 = 1[13]

La division euclidienne de 2013 par 12 est:
2013 =12x%x167+9
Donc 22013 = (212)167 x 29 = 1503 x 29[13] = 5[13]

0 < 5 < 13 donc 5 est le reste de la division
euclidienne de 22913 par 13

il ny a pas d echiecmals des experiences
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Exercice d’encirainement

1)Demontrer soigneusement la transivite de la
relation de congruence

2)Montrer que a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
pour a et b entier relatives

3)En deduire que si a = b[n],alors a® = b3[n]

Exercice 2

1)si on divise un nombre a par 18,le reste est 13.
Quel est le reste de la division de a par 6?

2)si I'on divise un nombre A par 6 le reste est 4

Quels sont les restes possible de la division de A
par 187

On considere la suite dont le terme general est
define pour tout n entier naturel par :

UTL — 32n+1 + 2n+2

1)Verifier que les six premiers termes de la suite
sont tous multiples de 7

2) soit n entier naturel montrer que :
U, = 2U, + 7 x 32n+1

3)Montrer que pour tout n entier naturel,U,, est
divisible par 7.

Exercice 4

1)Montrer soigneusement que la somme de deux
entiers pairs est un entier pair

2)Montrer soigneusement que la somme d’un
entier pair avec un entier impair est un entier
impair

3)Montrer que le carré d’un entier pair est un
entier pair.
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4)Montrer que le carre d’un entier impair est un
entier impair

5)soient a et b deux entiers relatifs,en deduire
I'etude de la parite de (a + b)? selon la parite de
aeth

Exercice 5

Soit n un entier relatif,on posea =n—2eth =
n>+n+3

1)Demontrer que :pgcd(a; b) =pged(a; 9)
2)Pour quelles valeurs de I'entier n,la fraction

n?+n+3 . .
— est elle un entier relatif?

Exercice 6

Soit a et b et k trois entiers naturels non nulls.
1-Demontrer que :pgcd(a; b) =pgcd(a + b; b)
2-Demonter que :pgcd(ka; kb) = k Xpgcd(a; b)

Exercice 7

on considere I'equation (E): 8x + 5y =1ou
x et y sont des entiers relatifs.

a)donner une solution particulier de (E)
b)resoudre (E)

2)soit N entier tel qu’il existe a et b verifiant
{N =8a+1
N =5b+2

a) Montrer que le couple (a; —b) est solution de
(E)
b)quell est le reste dans la division euclidienne de

N par 40?

3.a)Resoudre (E'):8x + 5y =100 ouxety
sont des entiers relatifs.

J@ est Gien deg choses gui ne paraigsent
impossibles gue tant gu'on ne les a pas tentees
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Exercice 8

1)Determiner I'ensemble des couples d’entiers
PGCD(x;y) =6
xy = 432

naturels (x; y) tels que:{

2)Trouver tous les entiers relatifs n tels que n +
3divisen+1

3)Trouver les entiers relatifs qui verifient
x%2+2x =35

4)Determiner tous les couples d’entiers naturels

(x; y) tels que: x2 = y? + 33

5)soienta = 6k —2 et b =4k + 3

5.1)Montrer que si d divide a et b alors d divise
13

5.2)Quelles sont alors les valeurs possible de d?

Soit n un entier relative ,on posea =n — 2 et
b=n*+n+3

1)demontrer que: pgcd(a; b) =pged(a; 9)
2)Pour quelles valeurs de Ientier relative n,la

. n?+n+3 ) .
fraction 5 est —elle un entier relatif?

On considere la suite d’entiers naturels definie

{ Uo =1 tout n enti
par: Un+1 — 10Un + 21 pour tout n entier

naturel
1)calucler Uy; Uy; U, et Us

b)Quel conjecture peut-on emettre concernant
I'ecriture decimale de U,,?

2)Demontrer que pour tout entier naturel n,
3U, = 10"t -7

3)En deduire pour tout n€ IN,une preuve de la
conjecture faite en 1b.
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4)demontrer que pour tout n€ IN, U,, n’est
divisible ni par 2 ni par 3,ni par 5.

5.a)Demontrer que pour tout n€ IN,
3U, =4 - (—1)"[11]

b)En deduire que pourn € IN, U, n’est pas
divisible par 11

1)Demontrer que sia = 2[5] et b = 3[5] alors
a? + b? = 1[5].

2)Resoudre dans Z : 4x = 2[5]

1.a)Demontrer que por tout entier naturel
n, 23™ — 1 est multiple de 7.

b)En deduire que pour entier naturel n,23%*1 — 2
est multiple de 7 et 23™*2 — 4 est un multiple de
7.

2)Determiner les restes possible modulo des
puissances de 2.

3)le nombre p etant un entier naturel,on
considere I'entier : Ap = 2P + 22P 4 23P
3.a)si p=3n quel est le reste modulo 7 de Ap

3.b)Demontrer que si p=3n+1, alors Ap est
divisible par 7.

1)Quels sont les restes possible de la division de
3" par 11?

2)En deduire les entiers n pour lesquels 3" + 7
est divisible par 11.

Exercice 14
On considere dans ZXxZ I'’equation (E):
2x+5y =6

1.a) verifie que (3; 0) est une solution de (E)
22
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b)Resoudre I'equation (E)
2)Soit (x; y) une solution de (E)

2.a)Quelles sont les valeurs possible de
pged(x; ¥)?.

2.b)Determine les couples (x; y) solutions de (E)
tels que pged(x;y) =3

Exercice 15

1)Un nombre s’ecrit x43y dans le systeme de
numeration dont la base 7

Determine x et y de maniere que ce nombre soit
divisible par 6

2)Trouve le reste du nombre 5642°13 |orsqu’on
le divisible par 31.

3)Resoudre dans ZXZ I’equation :

564x + 906y = 186

1.a)Determine suivant les valeurs de I'entier
naturel n,le reste de la division euclidienne de 5™
par 7.

b)Justifie que (2014)2°1> — 3 est divisible par 7.

2)Pour tout entier naturel n,on pose :

Spy=14+5+5%+--45"

a)Demontre que pour tout entier naturel n, on a:
4S8, =51 —1

b)Deduis en que pour tout entier naturel n, S, et
5™ sont premiers entre eux

3)soit a un entier relative

a)Demontrer que :
4S, = a[7] si et seulementsi S,, = 2a[7]

b)Deduis en le reste de la division euclidienne de
S2014 Par 7.

C)Determiner le plus petit entier naturel non nul
n tel que S, soit divisible par 7.
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Exercice 17

les suites d’entiers naturels (X;,) et (¥;,) sont
definie sur IN par

Xo =3 Yo =1
{ 0 et{ 0
Wpsy = 2%, —1 0 W, = 2, +3

1)Demontre que pour tout entier naturel n on a:
X, =2""+1

2.a)calcule le pged(Xg; Xo) et pged(X2002; X2003)

Que peut-tu deduire pour Xg et Xq d’'une part et
pour X5002 €t X003 d’autre part.

2.b) X,, et X,,,1 sont t'il premiers entre eux pour
tout entier naturel n.?

3.a)Demontre que pour tout entier naturel n,
2X,—-Y,=5.

b)Exprime Y,, en fonction de n

c)En utilisant les congruences modulo 5,etudie
suivant les valeurs de I'entiers naturel p,le reste
de la division euclidienne de 2P par 5.

4)on note d,, =pgcd(X,; ¥y,)
a)Demontrerqued, =1oud, =5

b)En deduire I'ensemble des entiers naturels n
tels que X,, et Y,, soient premiers entre eux.

Exercice 18
Partic A

1.Enoncer le theoreme de Bezout et le theoreme
de Gauss.

2.Demontrer le theoreme de Gauss en utilisant le
theoreme de Bezout.

Partic B

Il s’agit de resoudre dans Z le systeme:
n = 13[19]
S
( ){n = 6[12]
1)Demontrer gqu’il existe un couple (u; v)
d’entiers relatifs tel que:
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19u+12v =1
Verifier que,pour un tel couple,le nombre

N =13 X 12v + 6 X 19u est une solution de
(S).

2.a)soit n, une solution de (S),verifier que le
n = ny[19]

n = ny[12]

systeme (S) equivaut a: {

b)Demontrer que le le systeme :

{n = n,y[19]

i = X
n = ng[12] equivautan = ny(12 x 19)

3.a)Trouver un couple (u; v) solution de
I’equation 19u + 12v = 1 et calculer la valeur de
N correspondante.

4)un entier naturel n est tel que lorqu’on le divise
par 12,le reste est 6,et lorsqu’on le divise par
19,le reste est 13.

On divise n par 228 = 12 X 19.quel est le reste
de cette division?

1.a)Determiner I'ensemble des couples (x; y) de
nombres entiers relatifs,solution de I'equation
(E):8x —5y =3

b)Soit m un nombres entier relatifs tel qu’il existe
un couple (p; g) de nombres entiers verifiant
m=8p+1 ; m=5q+4

Montrer que le couple (p; q) est solution de
I'equation (E) et en deduire que m = 9[40]

c)Determiner le plus petit de ces nombres entiers
m superieurs a 2000.

2)soit n un nombre entier naturel.

2.a)Demontrer que pour tout nombre entier
naturel k, on a: 23% = 1[7]

2.b)Quel est le reste dans la division euclidienne
de 22909 par 7?

3)Soient a et b deux nombres entiers naturels
inferieur ou egal a 9 avec a non nul.
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On considere le nombre N = a X 103 + b.on
rappelle qu’en base 10 ce nombre s’ecrit sous la

forme: N = a00b

On se propose de determiner parmi ces nombres
entiers naturels N ceux qui sont divisible par 7.

a)Verifer que 103 = —1[7]

b)En deduire tous les nombres entiers N
cherches.

L’Objectif de cet exercice est I'etude des points a
coordonnees entiers du plan P ayant pour
equation cartesienne:

10x + 15y + 6z = 73

1)soit M (x; y; z) un point appartenant au plan P
et au plan d’equation z = 3 ,on suppose que les
coordonnees x, y et z appartiennent a
I’'ensemble Z d’entiers relatif

(E):2x+3y =11

b) Justifie que le couple (7; —1) est uen solution
particuliere de (E).

C)Montrer qu’il existe exactement deux points
appartement au plan P et au plan z = 3 et dont
les coordonnees appartiennent a I'ensemble IN
des entiers naturels.

c.1)Determiner les coordonnees de ces deux
points.

2) Dans cette question,on se propose de
determiner tous les points M(x; y; z) du plan P
dont les coordonnees sont des entiers naturels

Soient x; y et z des entiers naturels tels que
10x + 15y + 6z = 73

2.a) Montrer que y est impair

b)Montrer que : x = 1[3] et que z = 3[5]

clonposealors:ix =1+3p;y=1+2q et

z =3+ 5r oup,qetrsontdes entier naturels
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c-1)Montrer que le point M(x; y; z) appartient au
plan P si et seulementsip+q+r =1

d)En deduire qu’il existe exactement trois points
du plan P dont les coordonnees sont des entiers
naturels.

d.1)Determiner les coordonnees de ces points.

soit a un entier naturel non nul et (U,,) la suite
definie par: U, =pgcd(n;a)

1)Pour a = 15 calcule les 3 premiers termes de
la suite (Up,)

b)pour a = 4 soient m et n des entiers naturels
telsque: U, =U, =2

b.1)Prouver que : U,ip = 4

2) soit b un entier naturel

Demontrer que pour tout entier relatif g on a
pgcd(a; b) =pged(a; b — qa)

2.b) calculer Uy et U,

2.c)Demontrer que U, = U, 44

Quelle propriete de la suite (U,,) a t’on mise en
evidence?

3)pour a = 15 calculer U, avec n = 1521 + 2

Un entier naturel A s’ecrit 361 dans la base le
systeme de numeration de base b et a pour reste
3 dans la division euclidienne par 7.

1)Demontrer que : 3b% + 6b — 2 = 0[7]
b)Deduis en 'ensemble (E) des valeurs de b
2)on suppose dans cette equation que b=8
2.a)Verifie que b appartient a (F)
2.b)Donne I'ecriture decimale de A

2.c)Demontrer que A est un nombre premier.
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On considere I'equation (E) :(x; y) € Z?

19x +9y =3

1)Prouver que si (x; y) est solution de (E) alors x
est un multiple de 3.

2)Resoudre I'equation (E)

3)Determine les couples (x;y) solutions de
I’equation (E) tels que pgcd de x et y soit
maximum.

Exercice 24

Soient a, b, ¢ et d des entiers relatifs
1)Demontrer que sia = b[7] etc = d[7]
Alors ac = bd|[7].

b)En deduire que pour a et b entiers relatifs non
nuls, sia = b[7] alors pour tout entier naturel n

a™ = b"|[7]

2)pour a = 2 puis pour a = 3 ,determiner un
entier naturel n non nul tel que: a™ = 1[7]

3)Soit a un entier naturel non divisible par 7.
3.a)Montrer que : a® = 1[7]

b)On appelle ordre de a[7] et on designe par k,le
petit naturel non nul tel que : a® = 1[7]

Montrer que le reste r de la division euclidienne
de 6 par k verifie: a” = 1[7]

En deduire que k divise 6.

c)Donner I'ordre modulo 7 de tous les entiers a
compris entre 2 et 6.

4)A tout entier naturel n,on asocie le nombre :
A, =2"+3"+4" 4+ 5"+ 6"

Montrer que : Ayp06 = 6[7].

Je mi’exerce plus et j ameliore mes Resultats
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SIMILITUDES

Mathématicien Allemand. Rudolf Lipschitz se caractérise par la grande diversité de ses
contributions : fonctions de Bessel, séries de Fourier (il est a I'origine d’un critére pour tester
leur convergence), géométrie Riemannienne, mécanique (il travailla a résoudre les équations
du mouvement dans le formalisme d’Hamilton-Jacobi), théorie des nombres (il étudia les
guaternions et, plus généralement, les algebres de Clifford qu’il redécouvra et qu’il appliqua
a la représentation des rotations d’un espace euclidien). Il est en particulier célebre pour son
amélioration du théoreme de Cauchy quant a l'existence des solutions d’une équation
différentielle. C’est lors de ce travail qu’il introduisit les fonctions qui maintenant portent son
nom et que nous allons étudier dans ce paragraphe.




COURS SIMILITUDES

Similitude directe
planes

1-transformations du plan

Définition 1

On dit qu’une application f du plan dans lui-
méme est une transformation si f est une
bijection du plan dans lui-méme c’est-a-dire si
pour tout N du plan, il existe un et un seul point
M du plan tel que f(M) = N

Exemples : une translation, une homothétie, une
rotation, une symétrie axiale, une identité, du
plan sont des transformations du plan.
Contre-exemple : projection orthogonale sur
Une droite

Propriété 1

Soit f une transformation du plan, I'application
du plan dan lui-méme qui a tout point N associe
I'unique point M tel que f(M) = N est aussi une
transformations du plan,elle est appelée
transformations réciproque de f et notée =1 on
aalors f(M) =N & M = f~1(N)

Exemples : une translation de vecteur U est une
transformation et sa réciproque est la translation
de vecteur —u .

Une rotation de centre O et d’angle a non nul
est une transformation et sa réciproque est la
rotation de centre O et d’angle —«

Une homothétie de centre O et de rapport k est
une tranformation et sa reciproque est

I’'homothétie de centre O et de rapport %

La réugsite egt Ca somme des efforts repétis
jours apreés jours
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2=-Géneéralité

Définition 2
On appelle similitude du plan toute
transformations f du plan conservant les
rapports de distances, c’est-a-dire une
transformation du plan par laquelle pour tout
point M,N,P,Q (M # NetP + Q)
On a: M =1

P'Q PQ
Propriété 2
Soit f une transformation du plan,f est une
similitude si et seulement si, il existe un réel
k > 0 , tels que f multiplie les distances par k
C’est-a-dire pour tous points M et N dont les
images par f sont notées M' et N' ona:

M'N'" = kMN

Le nombre réel k strictement positif est appelé
rapport de la similitude

Démonstration 1

Soit f une similitude et deux points distincts

A et B d’image respectives A’ et B’ ,A' # B’ car
f est une transformation.

Ipl!

On pose k = % par suite k > 0

Etant donne deux points M et N distincts du plan
et M’ et N’ leurs images parf, M' # N’
f Conserve les rapports de distances donc :
AB A'B'
 MNT AR
% = k par suite M'N’' = kMN
Réciproquement, on suppose qu’il existe un réel
k > 0 tel que pour tous points M et N du plan
d’images respectives M'et N' ona M'N' = kMN
Soit quatre points A,B,C et D avec
A # B et C # D D’images respectives A’, B',C'et
D' ona: A'B'"=kAB et D'C'=kDC
Donc
Cc'D" A'B’
CD ~ AB
f Conserve les rapports de distances, donc f est
une similitude.
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Exemples

l, Les translations, les symétries axiales, les
rotations, I"application identique sont des
similitudes de rapports 1, car elles conservent les
distances.

l,Une similitude de rapport 1 est appelée une
isométrie.

l,Une homothétie de rapport k est une similitude
de rapport |k|

Propriété 3
-Si f est une similitude de rapport k, alors sa

réciproque est une similitude de rapport k! = %
-similitude de rapport k’,alors les composées
fof' sont des similitudes de rapport kk'

‘L'image d’un triangle par une similitude est un

triangle semblable.

Exemple : la composée d’une rotation et d’'une
homothétie de rapport k est une similitude de
rapport |k|.

Remarque : dans le cadre d’une isométrie
I'image d’un triangle est un triangle isométrique.

2,1-Classification des
Similitudes

Propriété 4
Une similitude conserve les angles géométriques,
elle transforme un angle orienté égal ou opposé

Définition 3

Une similitude directe est une similitude qui
conserve les angles orientés

Une similitude indirecte est une similitude qui
transforme un angle orienté en son opposé

l, L'image d’un triangle ABC par une similitude
directe est un triangle directement semblable et
son image par une similitude indirecte est un
triangle inversement semblable.
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Exemples : une translation, une rotation et
une homothétie sont des similitudes directes, une
réflexion est une similitude indirecte

Propriété 5

La composée de deux similitudes directes est une
similitude directe,

La composée de deux similitude indirecte est une
similitude directe

La composée d’une similitude directe et d’'une
similitude indirecte est une similitude indirecte

Deux ou trois points invariants

Soit 4, B et C trois points non alignés, si f est une
similitude telle que f(A) = A,f(B) = B,et
f(C) = C alors f est I'application identique

Démonstration 2

Soit A, B et C trois points non alignés et f une
similitude telle que :
fA)=A;f(B)=B;et f(C)=C

Le rapport de la similitude f est :

L _fWr®) 4B _
AB AB
Donc f est une isométrie
Soit f une isométrie du plan et A, B et C trois
points du plan non alignés.
Pour tout point M du plan, on a:
AM = xAB + yﬁ (1)
Prenons les points A’ , B’ ,C’ et M’ les images
respectives des points A,B,C et M

Alors q)(m) = q)(xﬁ + yﬁ)
¢(AM) = xp(4B) + yp(AC)
fQAfM) =xf(A)f(B) +yf(Af(C)
A'M' =xA'B"+ yA'C’
*Si les points A, B et C sont fixe par f
Alors go(m) = go(xﬁ + yﬁ)
¢(AM) = xp(4B) + yp(AC)
fAfM) =xf(A)f(B) +yf(Af(C)
AM’ = xAB + yﬁ (3)
D’aprés (1) et (3)Cela nous conduita M = M’
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Donc isométrie ou similitude de rapport 1 qui fixe
trois points non alignés est une identité

Propriété 6

Soit A, B deux points distincts, si f est une
similitude telle que f(A) = A et f(B) = B alors
f est la symetrie axiale d’axe (AB)

Démonstration 3

Soit A et B deux points distincts et f est une

similitude telle que f(4) =A,f(B) =Bona

fAf(B)
AB

fait f est une isométrie

f Est une isométrie du plan admettant au moins
deux points fixes A, B mais trois non alignés
SoitC¢ (AB)etf(C)=C"alorsC" #C

Or AC = AC' et BC = BC' donc (AB) est la
médiatrice de [CC'] et il s’ensuit que I'image de C
par la réflexion d’axe (AB) notée S(,p) de ce fait

=1 f est une similitude de rapport 1 de ce

S(ap) est une isométrie de méme que Syp)0f
S(AB)Of(A) = S(AB)(A) =A

Par ailleurs :{ Scapy0f (B) = Sup)(B) = B
Swupof (C) = Sup(C') =C

Ainsi Supyof =id

Toute réflexion est involutive, c’est-a-dire qu’elle

a pour réciproque elle-méme.

En effet S,y = Sws)

D’OCI H S(AB) = f
Une similitude fixant deux points est une
reflexion d’axe (AB)

Propriétés caractéristiques

Une transformation S est une similitude directe si
et seulement si son écriture complexe est de la
forme z +— az + b ou a et b sont des nombres
complexes (a non nul)

Le rapport de la similitude est égal au module de
a et son angle est un argument de a
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Propriéte 7

Toute similitude plane directe, autre qu’une
translation admet un point fixe unique ce point
fixe est appelé centre de la similitude

Démonstration 4
Soit S une similitude directe dont I’écriture
complexe est :z" = az + b si M d’affixe z est un
point fixe de S alors S(M) = M c’est-a-dire
z' = z I'affixe z est solution de I'équation :
z=az+b

Soit (1—a)z=b
l, sia = 1,5 Est une translation
L,sib = 0 S est I'identité et tout point du plan et
fixe si b # 0,il y’a aucun point fixe
l, si a # 1 L"équation précédent admet une

. . b
solution unique w = —

S a donc un point fixe unique d’affixe w

Théoréme

Une similitude plane directe de rapport k et
d’angle 6 est :

Soit une translationsik=1et 8 = 0

Soit la composée dans un ordre quelconque
d’une rotation de centre () et d’angle 8 et d’une
homothétie de méme centre () de rapport k.
Elle admet une écriture complexe de la force.
z' —w=a(z—w) Aveca = ke'®

Le rapport k = |a|

LU'angle 6 + k2n = Arg(a) ,k € Z

Propriété 8

Etant donnée quatre points A,B , A’ et B tels
que A = B et A" # B’ il existe une unique
similitude directe transformant A en A’ et

Il

B en B' ,elle a pour rapport TS

Et I'angle (E, W)

Remargues

Les translations et I’homothétie de rapport positif
ont pour angle 8 = 0[27]

Les homothéties de rapport négatif ont pour
angle 6 = m[2m]
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Une rotation d’angle 8 a pour angle 0[2m]

Définition 4

On dit que f est la similitude directe de centre Q)
, de rapport k et d’angle 6

Onnote f =S(Q,k,0) sik >0etf € IR

Cas particulier
Si k = 1,la similitude f est une rotation
f=50Q,1,60)=r(Q,0)

Si 8 = 0[2m] la similitude f est une homothetie
derapportk: f = S(Q,k,0) = h(Q, k)

si @ = [2m] ,la similitude f est une homothetie
derapportk: f =S(Q,k,m) = h(Q,—k)

2,2- Déplacements
Une similitude directe de rapport 1 est appelé un
déplacement
Tout déplacement est soit une translation, soit
une rotation, soit une identité du plan

Si I’écriture complexe d’une similitude directe
est:z' =az+ba€eC’etbeC

Pour un déplacement |a| =1

Sia = 1 le déplacement est une translation,

si b = 0 Le déplacement est I'identité du plan
Sia # 1onaa = e'® doncle déplacement est
une rotation d’angle 8 donc le centre () d’affixe w
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3=-Similitudes planes
indirectes

Propriété 9

Etant donné une droiteA, toute similitude
indirecte S est la composée de la symétrie o d’axe
A et d’une similitude directe S’

Propriété 10

Une transformation est une similitude indirecte si
et seulement si, son écriture complexe est sous la
forme: z— az+ b (a # 0)

En effet d’une similitude
sur les configurations

Propriétée 11

Toute similitude de rapport k(k > 0)
—Multiplie les distances par k et les aires par k?
—Conserve les angles géométriques donc le
parallélisme et I'orthogonalité

—Conserve les alignements, les milieux et les
intersections

—Conserve les barycentres d’un systéme

De n points pondérés

—Transforme une droite en une droite et un
segment et un segment

Qu'est ce gui conditionne Ca réuggite ? a
capacité a soutenir un effort continu
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Application I
Dans le plan orienté ABCD est un carré 1 et de
centre O tel que :(E, E) = g I est le milieu du
segment [AO].
a)Justifier qu’il existe une unique similitude S
telleque:S(A) =0 et S(B) =1
a)Déterminer le rapport et I'angle le rapport et
I'angle de S.
b) Donner une écriture complexe de S dans le

repere orthonormal directe(A, E, E)
On note ( le centre de S Démontrer que les
droites (AQ) et (1D) sont perpendiculaire

Application 2

Le plan est muni d’une repére orthonormal
(0,1, V) direct on considére I'application f du
plan dans lui-méme qui a tout point d’affixez,

associe le point M’ d’affixe z’ tel que
, 1. N 1-3i
z' ==iz
2 2
1) Démontrer que f est une similitude directe
dont on donnera le centre () ,le rapport k et

d’angle 6 .

2) Soit M, le point d’affixel + 4+/3 + 3i.

Pour tout entier naturel le point M,,,; est définie
par My 1 = f(My)

2a) calculer QM,, en fonction de n

b) placer les points M, et construire les

points M;,M,,M; et M,

C)A partir de quel rang n, a-t-on pour tout n=> n,
M,, appartient au disque de centre () et de 0,05
Calculer MyM,
3) pour tout entier naturel n, on note

dp = MMy

3a) Montrer Pout tout entier naturel (d,,) est une
suite géométrique donc on précisera les premiers
termes et la raison.

Onnotel, =dy+d; +d, +--+d,
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b) calculer [,, e fonction de n, et Déterminer sa
limite

4) pour tout entier naturel non nul n, on note G,

I'isobarycentre des pointsMy,M;,M, ,...M,,

16

a)Montrer que pour tout n > 0 QG,, < —

b) En déduire la position limite du point G,
lorsque n tend vers +oo

Correction

f S’écrit sous laforme: z' = az + b avec
a=-ieC ;b="2eC
2 2
Donc f est une similitude directe.
Eléments caractéristiques
Soit k le rapport de f
Rapport k = |a]
k=15
2
k==
2
Soit 8 un argument de f

0 = Arg(a)

o
0 = Arg G) + Arg (i)
0= g[2n]

Le centre : le point ) d’affixe w est solution de
I’équation f(M) = M ainsi

1, 1-3i
S w—-iw =

2 2
w(l+1) _1-3i

2 2
_1-3i

Conclusion :f est une similitude directe de rapport

1 T
> d’angle 3 de centre w

2){ () =0 { OMyyy =S0M, (a)

f(Mn) = Mn+1
En partant du(a).

(OM,,, QM) = Z[2n]
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OM, .1 =5QM, ,Onpose U, = OM,
Dotz Unyy =35Un

De ce fait (U,,) est une suite géométrique de
raison é et de 1¥ terme Uy, = OM,, = |z, — Zzg|

Par suite Up = [4V3 + 4i| =8

Formule explicite: U,, = ¢ % U}, le premier
terme vautOdonck =0
n n n-3
Ainsi U,, = (%) X 8 d’ou :QM,, = (%) 8 = (%)
b)M, = f(M,) & 2, =1ize+ = =-1+i(2V3-1)
1-3i

2
Apres avoir donné la forme algébrique placez les

points.

. 1. 1-3i 1.
Ensuite : z; =3z +Tet: Z3 =71z, +

)M, € D(0,0,05) < OM,_ < 0,05

Calcul de MyM,
1

ona f@=20 Mo = 5 OM,

na: -

fMy) = M, (QMO, QMl) = %[27‘[]

De ce fait le triangle My(0M, est rectangle en ()
Ainsi :MoM,* = MyQ? + QM,*
MoQ = |zq — 75| =8
M,y = |zy —zg| = 4
Par suite :MoM,* = 8% + 42 = MM, = 4V5

Par ailleurs :{

3) dp = MMy 44
1
My Mpyp = EMnMn+1 »
Vs
(MnMn+1' Mn+1Mn+2) = E [27]

{ f(Mn) =Mp4q
f(Mn+1) = My,

1
En partantde (p) Mp41Mp,y, = EMnMn+1
s 1
Celaconduita: d,;q = Ed”
L .1
Donc (d,,) est une suite géométrique de raison E

et de lerterme d, = MyM; = 45

n
Formule explicite : d,, = G) 45 pourn= 0
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ln:d0+d1+"'dn

2

=i )+ )

1 1\2 1\"
Posons K,, = (1 + (E) + (E) + -+ (5) )
On constate que K,, est la somme de n+1 termes
consécutif d’une suite géométrique de raison % et

de premier terme 1

De cefaitona: K, =

Par suite

N (1 _ (%)n“)

1 1 n+1
Siona: |E| <1 ,alors lim,_ (E)

Au final : lim,_, 4o L, = 8V5

4)G, = bar{(My, 1); (My,1) ...(M,,, 1)}
En effet :
G, M, + G M, + G, M, + - + G, M,,
Ensuite :
G0+ QM, + -+ G,Q + OM,, = 0

Par ailleurs
{Gnﬂ + G, QA+ 6,0+ + G, Q= (n+1)G,Q
QM, + QM; + QM, + -+ QM,, = ¥7_  OM,,

Par suite :

n
(n+ DG, = ) [[angy|
p=0

1\P
Cependant on sait que :QM,, = (E) 8
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On remarque que pour tout entier naturel n

Ona: —(%)n+1 <0

n+1

(n+ 1AOG, < 16

. 16
D’ou pourtoutn = 0: QG, < —
n+1

lim,,, ;o LG, = 0 , Donc les points Q et G,, sont
confondus

Application 3 (BAC BLANC LRW 2005)

Le plan complexe est rapporté a un repére
orthonormal (0, U, ¥) unité 2cm.on donne les
points A, B et C d’affixes respectives i V2 et
V2 + i; on appelle I, ] et K les milieux respectifs
des segments[OB],[AC] et [BC] et S la similitude
directe qui transforme Aenl et O en B

1. faire une figure
2a) Déterminer le rapport et I'angle de S
b) Donner |'écriture complexe de S
c)En déduire I'affixe w du centre 1 de S
d) Quelle est I'image par S du rectangle AOBC ?
3) on considére la transformation S? = SoS
3.a)Quelles sont les images des points O ; B et A
par S2
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b) Montrer que S? est une homothétie dont on
précisera le centre et le rapport

c)En déduire que les droites (0C), (B]) ,(AK)
sont concourantes

4) On définit la suite des points A,, de fagon

suivante :A, = A et pour tout entier naturel n,
Any1 = S(4y)

a)Placer les points, A;,A, et A5 sur la figure

b) On note U, la longueur du segment [4,,4,,41]
Exprimer U,, en fonction de U, 44

c)Calculer U, et en déduire U,, en fonction de n
d) Calculer S,, = Uy + U; + -+ U,

Correction

S(A) =1 IB=kAO (a) k>0
=3 P
S(0)=B (A0,1B) = 6[2m] (b)
Soit le k le rapport de S, en partantde (a) on a:
i = IB
)
_ |z — 7|
1Zo — z4l
v2-4
k=+—— 21
li — 0]
k="
L'angle de S soit 8 l'angle de S en partant du (b)

e (1
(40,1B) = (AO,EOB)

k

— (~04,08)
77.'
=7 — -
7_[2
(A0,16) =7 [2n]

b) Ecriture complexes de S
S est une similitude directe d’écriture complexe :
S: zZ'=az+b
{S(A)zl {ZI:aZA‘l‘b
=
S(0) =8B Zg=azy+b
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2 _ ai +b
2 C'est évident que b = V2

V2=ax0+b
Ainsigz ai + /2 aprés calcul : a=%i

D’ou : I'écriture complexe de S est :

V2
Z’ =7LZ+\/2

. b
c)I’affixe du centre : w = —

a
V2. 2
w = = —

1-2; 3

(V2 +1i)

d) Quelle est I'image par S du rectangle AOBC ?
On sait déja que
S(A) =1
{5(0) =B
Soit B’ I'image de BparSona:

V2
S(B) =B' & zp = —izp + V2

V2
ZBI=7L'X\/2+\/2
D’oU:B’(‘/IE)=>B’ =C ainsi S(B)=C

Soit C' 'image de CparSona:

V2
SC)=C &z, = —ize + V2

S zg =%i(x/§+i) +/2
V2

Zer =1+ -
vz
D’ou : C’<i> = C' =] ainsi S(C)=]
Conclusion : S transforme le rectangle AOBC en
IBCJ car S(A) =1 ,5(0) =B,S(B) =CetS({C) =]

3)S? = SoS
a)image de O, B et A par S?
52(0) = SoS(0)
= S(B)
s?(0)=c¢

S2(B) = SoS(B)
= S(C)
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S2(B) =]

S2(A) = SoS(A)
=S(I)
Soit I' 'image de I parSona:

V2
S =1 zp =— iz + V2

V2. V2
= Zp :7i><7+\/2

1
(*f):ﬂ’:K ainsiS(I) = K
2
Parsuite  S%(A) =K

Tere méthode :
S2 Est la composée de deux similitudes directe
dont I'angle est la somme des deux angles de S,

soit @ I'anglede S :a=§+§=n

Soit k le rapportde S2ona: k = xgzi
Le centre de S2:
On a: S2(Q) = SoS(Q) = S(Q) = O

On constate : S2 (Q; TT; %) =h (Q' _%)

Conclusion : S? est une similitude de rapport de %

d’angle et de centre Q de ce fait
S? est une homothetie de rapport

2eme Méthode : passez par la composée de de
SoS pour montrer que S? est une homothétie de

rapport — % et de centre Q)

Onsaitque:S2=nh
h0)=cC , .

C){h(ﬂ) 0 d’'ou ) € (00)

{h(B) =]

h() = 0 D'ou Q € (B))

{h(A) =K ouq e @K

hQ) = Q
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Donc les droites (0C),(BJ)et (AK) sont
concourantes en Q)

4) A,.1 = S(4,) pour tout entier n naturel

1
Al = S(Ao) (=4 ZA1 = EiZA +\/§

V2
Apres calcul z,, = 5

Méme démarche pour les points suivants

b)

V2
Ant1Anys = TAnAn+1

{ S(An) = Apta
T
(AnAn+1'An+1An+2) = E

S(An+1) = Ans2

En partant de la premiere relationon a :

V2 V2
Api1lnys = 7AnAn+1 = Upy1 = TUn

. . 2
(U,,) Est une suite géométrique de raison \/2—_ et de

. 6
premier terme Uy = AgA; = |z — 2| = L

2
n

Formule explicite : U,, = (g) X ?

STL = U0+U1+"’+Un

Sp=—+

2

2

2

\/ETI
+(7>>

Enposons: T, = (1 + (\/2—3)1 + e+ (g) )

T, Est lasomme de n+1 termes consécutif d’'une

N (ﬁ) V6 (ﬁ) V6
e X

2

V6 V2\'
7(1+<7> +

suite géométrique de raison ~ et de premier

terme 1:

n+1
( 2

o 5 n+1
Ainsi T,, = w3 ﬁ(l (2 )
2

|\/—| <1 Alorslim,_ e ((f)nﬂ) 0

Par suite §,, =

, . NG
Par conséquent lim S, =—
q no+ooOn = 5
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Application
ABC est un triangle équilatéral direct de c6té 4cm
et de cercle circonscrit T', les pointsI, ] et K
sont les milieux respectifs des segments
[BC],[CA], et [AB].on pose sg(A) = A’
1a)Faire une figure illustrant les données que
I'on complétera au fur et a mesure. On prendra
(AB) horizontale.

b) Montrer qu’il existe un unique
antidéplacement g vérifiant
g(B)=Aetg(A) =B

Vérifier que g est une symétrie glissante et
donner sa forme réduite.

c)soit r la rotation qui transforme Cen B et J en K
Déterminer I'angle et le centre de .

2) soit S la similitude directe qui transforme A en
BetCenletonpose h = Sor

a)Déterminer le rapport et une mesure de I'angle
de S.

b) soit Q le centre de S.Montrer que () € T" et que
les points , A et I sont alignés

c)Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de h

Correction

b)ona: BA" = AB # 0 donc il existe un unique
antidéplacement g transformant B en A et
A'enB

Nature de g :

Supposons que g soit une symétrie orthogonale
Ona: gog(A’) =g(B) =4

Nous constatons que gog # id

De ce fait g ne peut pas étre une réflexion, dans
ce cas g est une symétrie glissante
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Autre démarche : nous aurons pu remarquer que
med[BA] # med[A'B], de ce fait g ne peut pas
étre une symétrie orthogonale (reflexion)

Forme réduite de g = t;;0S5,
Cherchons A

K mil[BA] € A
Ona {L mil[A'B] € A
En d’autre terme (AB) = A
Cherchons le vecteur

K+ L dou:(KL) =A

On sait que g est une symétrie glissante
{ gog = tyy
gog(A') = A

Parsuite2u = A4 = U = §M=§1’

(=4 tfu = tA—’Z

Alors g = t5;0S(sa)

| BK =] (a)
c)soit {TU) -k < (?j' ﬁ(’) =0[2n] (b)

En partant du (b)

r(C) =B {

(], BK) = (CA,BA)
s

3
o . (med[BC]
Soit (' lecentreder: Q' € {med[C]]
Eneffet )’ = A
Conclusion : donc r est la rotation de centre A et

Y
d’angle —-3

2a)
S(A) =B BI = kAC k>0 (a)
Soit{ =3 SN
S(C) =1 (AC,BI) = 6[2n] (b)
Le rapport en partant de (a)
I = BI
~AC
2AC 1
k=2 _="C_
AC 2
Angle de S en partant du (b)
(€, 51) = (C, 5C)
- (¢4, 05)
T

3

Mr NGOULEMA Aime Jaurés

T

3)5() =@ = (04,08) ==
De plus (ﬁ, @) = g d’ou :

(CA,CB) = (04, 0B)[n]
Donc les points A, B, C et Q sont cocyclique de ce
faitQ erl

Montrons alignement des points (), A et |
(04, 0l) = (04,0C) + (ac, i)
Les points A, B, C et Q) sont cocycliques

EtS() =C
(ac,af) =3

(04,0¢) = (B4,BC) = -3

— T T
(Q4,Ql) = —3+3=0

Donc les points Q, A et I sont alignés

c) h est lacomposé der etS
r et S Etant des similitudes, d’ ou :
L'anglede h :—% +§ =0

1

Le rapportde h : 1><%=5

Donc h est une homothétie de rapport %

Cherchons son centre : h = Sor
h(A) = Sor(A) =S(A) =B

Soit )" lecentrede h: Q"B = %Q”A
Dol :Q" = A’
Conclusion : 1 est ’homothétie de rapport % et de

centre le point A’

Application 4(BAC blanc LERNB 2005)

Le plan complexe est rapporté a un repére

orthonormé (0, u, V) .On considére la
transformation f du plan qui a tout point M
d’affixe associe le point M’ d’affixe

z' = (—\/§ + i)z
Et on définit une suite de points (M,,) de fagon

LT
suivante :M, a pour affixe z, = e'z et pour tout
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COURS SIMILITUDES

entier naturel n, M,,,; = f(M,,) on appelle
zy, I'affixe du point M,,

1) Déterminer la nature et les éléments
caractéristiques de f
Placer les points M,, M;, et M, sur la figure

b) justifier que les triangles OMyM, et OM, M,
sont semblables

2) Montrer que pour tout entier naturel n, on a

(T 5nm
7 oy 7 e
I'égalité : z, = 2”el(z )

3) soient deux entiernetptelsquen = p
.Déterminer une condition nécessaire et
suffisante portant sur n et p pour que les points
0, M,, et M, sont alignés
4) soit k un entier relatif.
On considére I'équation (E) : 12x — 5y =k
a)justifier que I'équation (E;) admet au moins
une solution et indiquer une méthode
permettant de prouver une solution particuliére

b) Résoudre I'équation (E3): 12x — 5y = 3

c)En déduire I'ensemble des entiers naturels n
tels que (M,,) appartienne a la demie droite [Ox)

Correction

1)f(M) =M= z' = (—\/§+ i)z

f s’écrit sous la forme de z' = az + b avec
a=—/3+ieth=0deplus—/3+i€C*
Donc f est une similitude directe

-Eléments caractéristiques de f
Soit k le rapport de f
k =lal
k=|-V3+i
k=2
L’angle : soit 8 I'angle de f
8 = Arg(—V3 +i)[2n]

Mr NGOULEMA Aime Jaurés

-3 1.
H—AT'g 2(7-{-51)

-3 1
0 =Arg(2) + Arg (T +§i>

=4 ( 57r+_ _ 5n)
= Arg | cos e i sin c
5T
0 = Arg (el?)
5n
0=—I|[2
—~[2r]
Soit le centre ( le point d’affixe w
) =%quueb =0alorsw=0dou Q=0
conclusion : 1 est une similitude de centre O

d’angle 5?” et de rapport 2

Zy = eig =i
7= (—V3+i)zg=—-1-iV3
Zy = (—\/§ + i)zl
Apres avoir calculé les affixes des points placez
les points

b) Justifions que les triangles OMyM; et OM, M,
sont semblables

fo)y=o0
f(M0)=M1=)

(r)=0
FMy) =M, <

OMl = ZOMO
s 5t
{(OMO, OM,) = ?[Zn]

{ 0M2 = 20M1

(oMy, OM,) = 5?” [27]

. oM, OM, MM
Parsuite —=—F=—212=
OMy  OM;  MoM,

De plus

5
(OM,, OM,) = (0My, OM,) = g[Zn]

Conclusion : les triangles OM,M; et OM; M, sont
semblables

(T 5NT
2) soit p(n) la proposition "z, = 2”61(7' e )

Initialisation, vérifions que p(0) est vraie

Lycée Paul Emane EYEGHE(oloumi) Page 11




COURS SIMILITUDES

.TT
p(0): zy=2%"2
Hérédité, pour tout entier n fixé, supposons que
p(n) est vraie c’est-a-dire
i(Zmm)
p(n): z,=2"e"\2"¢
Montrons alors que p(n + 1) est aussi vraie

c’est-a-dire
m 5(n+1)m

p(n+1):z,,, = Z"Jrlei(E+ ) (BUT)

(T nm)
D’apres I'hypothese ona z, = 2"e"\2" &

5T
En multipliant de part et d’autres par 2e‘sona

5T (n 5(n+1)n’)

i= i(=+
2e"6 z, = 2"t 276

(T 5(n+1)m
Ensuite z,,., = 2”+1el( * )

2 6
Donc p(n + 1) est vraie la proposition est
Héréditaire
Conclusion : par initialisation et hérédité pour tout

n entier naturel on a: z, = 2"e"\2" 6

3) les points M,, M,, et O sont alignés
(OMy, OM,) = 0[n] < (0Mp,0M,,) = kn
keZz

Par ailleurs (WP,Wn) = Arg (j—")
p

T, 5NT

ni(z+7¢") (snm_spm
2me _ —p i
= irg (2 = ara (275

Z 5w
o) -
Z, 6

Par suite

., 5t
(0My, 0My) = (n ~p)

n==6k+p < n=pl6]

4)(Ex): 12x—-5y =k

pgcd(12,5) =1 12u+5v =1 (u,v) € Z?
Soit k un entier ,en multipliant par k on obtient :
12ku + 5kv = k enposantx = kuet —y = kv
ona:12x — 5y = k, de ce fait k est multiple du
pgcd(12,5) donc I’équation (E}) admet au
moins une solution.

12=5%x2+2
5=2%x2+1

Mr NGOULEMA Aime Jaurés

Méthode algorithme d’Euclide
1=5%x1-2x%x2
1=5-2(12-5%x2)
1=5(1+4)—2x12
1=12(-2)+5(5
1=12(-2) - 5(-5)
k = 12(-2k) — 5(—5k)
D'oux = -2k ,y = =5k
Donc le couple (—2k; —5k) est solution de (E},)

Résoudre : 12x — 5y =3 icik =3
Ainsi le couple (—6; —15) est une solution
particuliére

12x -5y =3
12(—=6) —5(—15) =3

Ensuite 12(x + 6) = 5(y + 15)
12 divise 5(y + 15) comme pgcd(12,5) =1
alors 12 divise y + 15 ,d’apres GAUSS il existe un
entierk’ € Ztelquey +5=12k' =

y =12k’ — 15

12(x + 6) = 5 x 12k’
x=5k'—6
D'ou:S = {5k' — 6;12k' — 15} k' € Z

C) M,, € [0; +oo[ c’est-a-dire que M,, d’affixe z,
est un réel strictement positif cela équivaut a
Arg(z,) = 0[2x]

Arg (Z”ei(§+5ﬂr7n)) =2mn meEZ
m  5mn

—_t =2
2+ 7 mim

Par suite en simplifiantona: 12m —5n =3
Celarevientam =5q —6etn=12q — 15

avec q € Zetq = 2

Applications 6
ABC est un triangle équilatéral tel que
(BC,BA) = 2[271]

Lycée Paul Emane EYEGHE(oloumi)




COURS SIMILITUDES
Q Est un triangle équilatéral tel que
(E,m) = %[211]

I et ] Sont les projetés orthogonaux de ()
respectivement sur les droites (AB) et (AC),D
est le point de la droite(AC) tel que DA = DQ)

1) Montrer que (©f, QD) = 2[211]

SoitR = S(QD)OS(Q])

2) Justifier que R est une rotation de centre () et
d’angle 2?”

Soit F = R(J)

3) Montrer que F est un point de la demi-

droite [QI)

4) soit ’'homothétie de centre () et telle que
h(F) =1 onpose f = hoR

a)Vérifierque f(J) =1

b) Montrer que f est une similitude directe dont

on précisera le centre et I'angle.
QA

c)calculer% et o
En déduire que le rapport de f estégala 1l + V3
5) soit g la similitude indirecte de centre (Q telle
queg(J) =L

a)Monter que g = foSq))

b) Déterminer le rapport de g

c)Montrer que I'axe de g est la droite (D)

d) Montrer que g = hoSqp)
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ISOMETRIE

Gottfried Leibniz est un philosophe, scientifique, mathématicien, diplomate, bibliothécaire et
juriste allemand. Il se montre précoce intellectuellement et posséde de fortes capacités
d’apprentissage. Il dit avoir appris seul le latin et a 15 ans il connatt la littérature grecque et
latine. Il obtient son baccalauréat a 17 ans et rentre la méme année a I'Université de Leipzig
ou il étudie la philosophie, le droit et les mathématiques. Cette université lui refuse en 1666
de lui décerner le titre de docteur, sans doute a cause de son trés jeune age et il obtient celui-
ci un an plus tard a I'Université de Nuremberg. Plutot que de chercher un poste universitaire,
il rentre au service du baron von Boyneburg a Francfort qui l'initie a la politique. Leibniz est,
avec Newton, l'inventeur du calcul infinitésimal et fut le découvreur des formules de
dérivation d’un produit, d’un quotient et d’une puissance. Newton était parvenu de son c6té,
guelgues années auparavant, aux mémes résultats que Leibniz mais sans publier son travail.
Une longue polémique s’ensuivit afin de déterminer qui avait la paternité de cette théorie.




LE CHEMIN DE

Isomeétcrie

1) Transformation du plan

1.1 Définition 1 :Une transformation f du plan
est une application du plan dans lui-méme telle
que pour tout point M’ du plan il existe un unique
point M tel que f(M) = M'.on dit que le point
M’ est I'image du point M par la transformation
f ou M est un antécedent de M’ par f.

Remarque 1 : par définition une transformation est
une bijection

Exemple : une translation, une rotation, une
homothétie, une réflexion sont des
transformation du plan

Définition 2 : On dit que M est invariant ou fixe
par la transformation f si f(M) = M

Définition 3 : Si F est une figure du plan
ensemble de point quelconque. On appelle
image de F par f et on note F(f) 'ensemble des
points de la forme f(M) lorsque M décrit F .si
f(F) = F ,on dit que F est globalement invariant

par f

Remarque 2 : dire que F est globalement invariant par f ne
signifie pas que tous les points de F sont fixes parf.

Définition 4 : La transformation M qui a tout
point M du plan associe le point M lui-méme
s’appelle la transformation identique ou
I'identité du plan on la note Id,ou Id

Remarque 3 : pour cette transformation tous les
points sont invariants

1-Composition

Définition 5 : la transformation composé de f et
g, notéefog est la transformation qui tout point
M du plan associe le point fog(M) = f[g(M)]

Remarque 4 : En général fog # gof .lorsque fog =
gof ondit que les transformations f et g commutent.
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L’EXCELLENCE

1) Transformation réciproque

Définition 6 : la réciproque f~1 d’une
transformation f est la transformation qui a tout
point N associe son unique antécédent par f.
f'M)=N o M= f(N)

f‘1 Est une transformation et (f_l)_1 =f
f~rof =fof ' =1d

Si f et g sont deux transformations, fog est une
transformation et (fog) ! = g lof™?

Remarque 5:sih = fog alors f = hog™* et g = foh

Isométrie du plan

Définition 7: une isométrie du plan est une
transformation du plan qui conserve les distances
précisément, pour tous points A et B d’image
respectives A’ et B’ ona:AB = A'B’

Théoréme 1 : Si f est une isométrie du plan :

x'image du segment [AB] est le segment

[f (A f(B)]

xL'image de la droite (AB) est la droite

(f(Af(B))

*L'image du cercle de centre () et de rayon R est
le cercle de centre f(Q) et de rayon R

* f Conserve le parallélisme
* fConserve |'orthogonalité

* f Conserve les milieux : sil est milieu
de[AB],f (1) est milieude [f(A)f(B)]

* fConserve les barycentres
* fConserve les angles géométriques

Définition 8 : une Isométrie qui conserve
I‘orientation des angles est un déplacement.

Définition 9 : une isométrie qui inverse
I'orientation des angles est un antidéplacement

MR DAOUDA
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Théoréme 2 : la composé d’un déplacement
et d’un antidéplacement peu importe 'ordre
est un antidéplacement

Théoréme 3 : la composé de deux
déplacements ou de deux antidéplacements
est un déplacement

Isométcrie Usuelles

Translation

Définition 10 : une translation est une
isométrie caractérisé par son vecteur de
translation u,cette transformation est notée ty;

défini par tz(M) = (M) © MM’ =

—

u

Remarque :t; = Id

tz(M) =M’

insi M'N' = MN
£2(N) = N’ ainsi

Remarque :{

Théoréme : (t3) 1 =t_y

Théoréme : une translation est un
déplacement qui n’a aucun point invariant ou
fixe

Réflexion(ou symétrie orthogonale)

Soit A une droite du plan la reflexion d’axe A est
la transformation notée S, définie par :

M =MsiMeA

Sa(M) =M < {A est la médiatrice de [MM'] si M & A

Théoréme : S,0S,=1d ; Sy* =S,

Théoréme : une réflexion est un
antidéplacement qui a pour point fixe tout
point de A

Ca difficulte est La pour me faire progresser
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L’EXCELLENCE
Rotation

Définition11 : une rotation est une isométrie
qui est caractérisé par son angle 6 et son centre
w .cette transformation se note 7.9 ou

Rot(w; @) définie par :

oM’ = oM

Two(M) =M & {(WW’) = 9[2n]

Remarque: 7, = S, estla symétrie de centre w

Tw;G(M) =M

ro ) = v < (@M o) = (@M, oN)(2r]

Remarque : si {

Théoréme : (Tw;g)_l = To_p

Théoréeme : une rotation est un déplacement
qui a pour seul point fixe le centre de la
rotation

Composée de deux
réfilexions d’axe A etA,

Cas ou les axes A, et A, sont paralléles

Démonstration :

soient Sy, (M) = M" ;5,,(M) = M' I et ] les

milieux respectifs de [MM'] et [M'M"" ] on a:
MM’ = 2IM’

{M'M" = 2M']

En additionnant membre a membre on obtient :

MM’ + M7 = 2(T0" + I77))

MM" = 2I] Avec Ij =4
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& trp(M) =M"

Théoreme : si 5, et S,, sont des réflexions
d’axes respectifs A, et A, tels que A |l A, ,la
composée S, 05y, est la translation de

vecteurs 21 avec U tel que A= t;(4A,)

Remarque: S, 0S,, = t_,z etdonc dans le cas ou
A1= AZ . SA105A2 * SAZOSA1

APPLICATION 1

ABCD Est un losange de centre O et
I,],K,L,E,F les milieux respectifs
de[AB], [AD],[CD],[CB].[1]] Et [LK]

tod = t.g6 = SBp)0SU))
Sk1)0S(B) = tyor = o
taz = Sww)0Suy

Cas ou les axes A, et A, sont
sécants en ()
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Démonstration. Soit Sy, (M) = M'; S, (M") = M"
S5, 085, () = S5, (Q) = Q

Sa,Et Sp, étant des isométries : QM = QM et
QM" = QM’ donc QM = QM

Soient u; et u, des vecteurs directeurs respectifs de
Al et AZ

(W,W”):(W, ﬁ)z) + (ﬁ)z,ﬁl) + (ﬁl,m”)
Une réflexion étant un antidéplacement
(M, ,) = —(QM", ;) Et (iiy, OM") = —(ti;, OM")

Par suite on a:

(W,W”)=_(W’, 1._1,)2) + (1._1,)2, ﬂl) - (ﬁl,ml)

(W,W”) = (172, 1_1-)1) + (1_1')2'171)
0ot :(M, TW") = 2(ily, iy)

Par conséquent S, 05y, est la rotation de centre ()
et d’angle 2(u,,u;)

Théoréme : soient S, et S,, deux réflexions
d’axes A; et A, sécants en () et de vecteur

directeurs respectifS 171 et ﬁz la composée
Sp, 054, est la rotation de centre () et d’angle
2 (aZI al)

APPLICATION 2(LNLM Tie C2 2019

ABCD Est un carré de centre O.

1. Déterminer la transformation dans chacun des
cas suivants :

a) f= S(c)0Swuc) b) f= S(c)0S(ap)
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of = (=50 (aZ) af =S(AC)07'(AI72_I)

2 2

f = tapor(, m) + Nf =S50S0

CORRECTION
a) S(DC)OS(AC) =r (C, Z(R, Fé))
=r (C, 2(64?, ﬁ))
=r(c,2x —%)

‘ s
Dou: S(DC)OS(AC) = Rot (C, - E)

Conclusion:a)f = r( c-Z)

b)Spcy0Sap) = t, 45 (Ici les axes sont paralleles)

Décomposons d’abord les rotations en produit de
deux réflexions d’axe sécantes

C)T(C,_g) =r (C,Z X —%)
=r(c,2(C4,cD))
= S(cp)0S(ca)

T(A,E) =r (A,Z X %)

2
= r(A,2(AB, AC))
= S5(4c)05(aB)
Par suite

ri. m\ors, m = Sicp)0S(ca)0S(4c)0S
(C’_E) ( A’E) (cD)P2(ca)P2(4ac)P2(4B)
or S(CA)OS(AC) == Id

T'(C _E)Or(Ag) == S(CD)OS(AB)

'2
(G

2

conclusion:c)f = t,45
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d)Decomposons d’abord la rotation de
centre A et d'angleg en composée de deux

réflexions d’axe sécants

T(A,g) = T'(A,Z X %)

=r(4,2(4B,AC))
= S(c)05(4B)
par suite
S(AC)OT(A’E) = S(4c)05(ac)05(aB)
2
S(Ac)OT( aZ) = S(ap)
2
Car S(AC)OS(AC) = Id

conclusion: d)f = S(yp)

e) Comme ce qui précéde procédant d’abord a la
décomposition :

tyap = S(c)0S(aB)

T
T(A'_g) = T(A, 2 X —Z)

=r(4,2(AC,4E))

= S5(4B)0S(40)
par suite

L2aB 0T (4,-Z) = S(00)05(aB)S(4B) 05 (ac)

= S(pc)0S(ac)

=r(c,2(AC,DC))

~r(e-3)

conclusion:e) f = T(c,—g)

f) S(OB)OS(OA) =T (0, 2(52, O—B)))
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=r(0,2><%)

=r(0,m)

D’ou : S(OB)OS(OA) = SO

Application 3(LNLM 2019)

ABCD Est un carré de centre O et de sens direct.
On consideére les rotations :

n=r()r=r(4}) en=r(0-5)

a)Déterminer I'image de C par 1,01y, en déduire
la nature et les éléments caractéristiques
de ryor;.

b) Déterminer I'image de C par 307y , en déduire
la nature et les éléments caractéristiques de
r3or;

c)Déterminer la nature et les éléments
caractéristique de 1301,

CORRECTION
C

A B

a)r,or;(C) =r (A, %) or (B,%) ©)

=7 (A, g) (4)

r,or, (C) = A

Nature : de 014
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Tere methode :

s s
1,071y @ pour somme d’angles : St =1, de ce
fait oy est une symétrie centrale qui
transforme Cen A

2eme méthode par Ca décomposition

r(A,%) =r (4,2 x%)

=r(4,2(4B,AC))

= S(4c)05(4B)

r(B,%) =7(B,2 x%)
=r (B, 2(@, _B_ﬁ))
= S(84)05(8D)
par suite
12071 = S(ac)0S(4B)0S(84)0S(BD)
12071 = S(4c)0S(BD)
r,01; = Rot (O,Z(O_D),W‘)))
r,or; = Rot(0, —m)
0T = Sp

Conclusion: r,0r; est une symétrie centrale de
centre O qui transforme C en A.

c) image de C par 301y :

rsor (C) =7 (B,%) or (0, —g) )

- r(B,%) (B)
r;or;(C) = B

s T
Somme des angles de ;01 donne :— Sts= 0

alors r;0ry est une translation
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NB : Corsgue La somme des angles d’une
composée de deux rotations donne 0 alors La
trangformation est une tranglation

En effet : r;07m,(C) = B © t3(C) = B
& CBE=1

Conclusion : ;01 est une translation de
vecteur CB

c)par un raisonnement analogue démarche
laissée a I'apprenant.

Théoréme :

SUne isométrie fixant trois points A4, B et C
non alignés est ’identité.

SUne isométrie distincte de Pidentité fixant
au moins deux points distincts A et B est la
symétrie axiale d’axe(4B).

SUne isométrie de fixant que le point A est
une rotation de centre A et d’angle non nul.

Déplacement du plan

Soit f un déplacement.

1.si f fixe un point, ce ne peut étre que l'identité
du plan ou la rotation

2. si f ne fixe aucun point alors f = tog avec g
fixant un point.

g =t tof est un déplacement fixant un point
c’est donc une identité ou une rotation.

— si g estl'identité f = told =t

— si g est une rotationr : f = tor

Théoréme : les déplacements du plan sont
les translations et les rotations
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L’EXCELLENCE

Antidéplacement du plan

Soit f un antidéplacement du plan

1. si f fixe un point ce ne peut étre qu’une
réflexion et la composée tos out est une
translation et s une réflexion

Définition : une symétrie glissée est la
composée d’une translation de vecteur i et
d’une réflexion d’axe A, dont U est le vecteur
directeur. On note S, 3

Théoréme : la composée d’une translation et
d’une réflexion est une réflexion ou une
symétrie glissée

Démonstration :

—»
4]

A

A C

Soit f = t;0S, soit AeA et B tel que AB = U
Soit C le projeté orthogonale de B sur A et
Soit A’ |a paralléle a A passant par I de [AB]
i =AB =AC + CB
ty = tgg + tgg = tgpoteg o7 teg = tyep = Sa705,
Ainsi  ty = tzz05,705,
Par suite :
f = tgoSa
= t7205,105,08,
f =tzz0Sy Car Sp05, =1d

f = tA—C’OSA’
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OSIAC = 0, f =t30Sy =Sy
OSiAC #6, f = tzz0Sy avec AC vecteur

directeur de A’

donc f est une symérie glissée d'axe A'et
de vecteur directeur AC on note S,/ 4z

Théoréme : [ = t;05, = Spoty

Remarque : si / est une reflexion fof = Id,,
Remarque : si f est une symétrie glissée :

alors fof = t,; deplus f = t;05, cela implique
Sy = t_zof permet de déterminer A

Application 4(extrait BAC GABON)
ABCDest un carré direct ;(ﬁ, ﬁ) = §[2n] A
est la médiatrice du segment [BC].

Soit f une isométrie distincte de la symétrie Sy
et telleque:f(B)=Cetf(D)=A

1. a )Montrer que le point O mil[BD] est
invariant par f,et que c’est 'unique point du plan
invariant par f

b) En déduire la nature et les caractéristiques de f

2) soitg = foS, et @ = Spof

a)Chercher g(A), et g(C). Déduire que g = S(ac)
b) Montrer que ¢ = Sgp)

c) En déduire la nature de gog

CORRECTION
C

A B

a)On sait que f est une Isométrie,
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O milieu de [BD] = f(0) mil[f(B), f(D)] = [CA]
f Conserve les milieux : donc f(0) =0

Implique que O milieu de [CA].

b)f est une isométrie fixant un point

Nature : f ne peut &tre ni une symétrie axiale ni une
identité duplancar f(B) =Cetf(D)=A

Conclusion :f est une rotation de centre 0O
mEléments caractéristiques :

Une rotation est caractérisée par son angle et son
centre

Centre: O car f(0) = 0

f(B)=C¢C
f0)=4° {(ﬁ)’,c_A’) = 9[2n]

« (BD,C4) = (200, 204) = (0D,04) =

CA=BD

Angle on a:{

Conclusion:f est une rotation de centre O et
de d'angleg.

2.a)ona g = foS, et ¢ =S,of
g(4) = foSy(4) Bt g(C) = foSa(C)
g =fD) ; 9(0) =f(B)
gA)=4 ; g@©)=¢

g étant une isométrie fixant deux points A et C,
donc g est une symétrie axiale.

Déduction : g = foSyor f =71 (0,2)

f=r(02x %)
f=r(0,2(34C)) =r(0,2(BD, 1))
f =Swuc)Sa
Par suite ona:
g = S(ac)05,0S, Avec SpoS, = Id

D'ou : g = S(AC)

b) Montrer que ¢ = S(gp)
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1ere Démarche
Ona;p =S\of et
@(B) = Sp0f (B) ; (D) = Spof (D)
@(B) = S5,(C) ; @(D) = S,(4)
= B; ; =D
d'ou: ¢ = S(pp)
2eme Demarche
@ = Spof Avee [ = S54c)05) = Sp0S(p)
Ainsi @ = 5,05,05p)
D'ol: @ = Spp)
c)Nature de gog

Tere Démarchie :

gop = foSyoSpof = fof avec f = T(o,f)

2

La composée de deux rotation egt goit une
rotation ou une tranglation.

Ainsi la somme d’angle de fof donne :g + g =7
De plus gop(0) = fof(0)
gop(0) = f(0)

gop(0) =0

Conclusion : goy est une rotation de centre O
et d’angle  en d’autre terme gog est une
symétrie centrale c’est-a-dire:

gop =71wom) = So
2eme Démarche :
gop = S(ac)0Ssp)
=r(0,2(BD,AC))
T
=r(0,2x - E)
=r(0,—m)

gop =S5,
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conclusion: gop est une symétrie centrale

« Réugsgir ¢’est d’aller d’échec en échec sans
perdre son enthousiasme »

Application 5

Figure a compléter au fur et a mesure

ADBK Est un rectangle de centre I tel que :

S(BK) (A) =C

(ﬁ; Eél)) = %[27‘[] ,

J Milieu de [BC] et [KE] et Siap)(B) =B’

Soit f I'isométrie qui n’a pas de point fixe et
transforme AenBetBenCetKenkE

1.a)Prouver que le triangle ABC est équilatéral
b) Prouver que (I]) est la médiatrice de [KB]

2) Prouver que f n’est pas une translation.
Déduire la nature de f.

3) Montrer que f(I) =]
4) soit I'isométrie ¢ = foS(poty;
a) Déterminer @(J), ¢(C) et p(E)

b) En déduire la nature et les éléments
caractéristique de f
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CORRECTION

1.a) Prouvons que le triangle ABC est
équilatéral.

On sait que Sigk)(A) = C cela veux dire que
(BK) est la médiatrice du segment [AC] ce qui
implique que AB = BC (1)

Vu que S(pk)(4) = C nous donne
(BK,BA) = —(BK, BC)[2n]

Ce qui permet de dire (BC,BA) = (BC,BK) + (BK,BA)
T T
— + —

(BC,BA) = =t e

(BC,BA) = %[Zn] )

D’apres (1) et (2) on déduit que le triangle ABC
est équilatéral

b) ADBK est un rectangle de centre I cela
implique que IB = IK (a)

On sait que / mil[BC] et K mil[AB],d’apres le

théoreme des milieux en considérant le triangle
ABCona: JK=-AB=5BC=]B

D’ou : JK =JB (b)

D’apres (a)et (b) que le quadrilatére soit un
losange ou un carré le résultat restera le méme,
les diagonales [I]] et [BK] joue le meme role
I'une est médiatrice de I'autre si bien que la
droite (I]) soit médiatrice de[BK]

2) Raisonnement par I'absurde

Supposons que f soit une translation on a:

{f(A) =B
fB)=C
donc notre supposition est fausse f n’est pas une
translation

cela implique AB = BC ce qui est absurde

f est une isométrie sans point fixes, et elle n’est
pas une translation dans ce cas fest une symétrie
glissée
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3) Montrons que f(I) =]
On sait que I mil[AB] = f(I) mil[f(A)f(B)] = [BC]
f Conserve les milieux donc f(I) =]
4)p = foSypoty;
9() = foSupoty() = foSap) = f(1) =1
@(C) = foSupotj(C) = foSup(K) = f(B) =C
@(E) = foSupoty(E) = foSup(B) = f(K) = E

nous constatons que @ est une isométrie du
plan qui fixe trois points non alignés
J,C et K donc ¢ =1d,

(p = Idp (= fOS(I])Ot]_I’ = Id
-1
& f = Idotgj0S)

Comme Tj est le vecteur directeur de (I]) alors f
est une symétrie glissée de vecteur ﬁ et d’axe

{n.

Expressions analytique de la
symétrie par rapport a la premiére
bissectrice

Le plan est muni du repére orthonormé (0,1,])

Dessin a faire tiré du CIAM 1°7¢S,pag6

Soit S la symétrie orthogonale d’axe
(A)d'équation: y = x qui transforme M en M’

Déterminons I'expression analytique de S
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Démonstration :

M € (A) & y = x Son vecteur directeur est
i(;) et son vecteur normal est 7i( )

il existe unréel a € IR* tel que MM' = ait
Imil[MM'] € (4)

(o)==

k(x’;rx y’;rY>E o)

Par suite :
X'=a+x
{y’=—a+y
X +x=y"+y (2)

Soit encore :

y'=-a+y

X' =a+x
{{ &
2x+a=2y—«a

xX'=a+x
{y’=—a+y(1)
2a =2y —2x=>a=y—x (2)

En remplacant (2) dans (1) =
{ X' =y—x+x
y==-@-x+y

X x' =
D'ou:5.(M) =M & {y' B

écriture analytique

de la symétrie orthogonal

Si (A) a pour équation x = a son vecteur
1 .

normal est ﬁ(o) et en appliquant un

raisonnement analogue on trouve :

x'=—x+2a
S\(M =M’(:>{ ,
(M) Y =y
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Expression analytique de Ia
translation de vecteur i(})

tz(M) =M < MM' =14
{x’—x=a
y' —y=bh
x'=x+a

APPLICATION 6(1°° s CIAM page 65 num
1.e)

Le plan est muni d’un repere orthonormé

0,L])

Soit S la symétrie orthogonale d’axe (A)
d’équation x = —3 et la translation de

vecteur %1(77).

Déterminer les transformations analytiques
de S et t puis toS

CORRECTION
Expression analytique de S

x'=—-x—6
Sa(M =M’<=>{ )
A (M) S my

Expression analytique de t

x'=x-—2

) =M = {5, 257

Expression analytique de toS

S(M) = M,

toS(M) = t(M,) = M’ Ainsi: {t M =
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x'=—x—-6-2

Si bien que : toS(M) = M’ <=>{ Y =y +1

!

x'=—-—x—8

Alors :toS(M) = M' & { Y =y +1

Ecriture complexe d'une
transiation

Soit M un point d’affixe z et U un vecteur
quelconque du plan.on appelle M’ l'image du
point M par la translation t de vecteur.

tﬂ(M)=MI@MMI=ﬁ@ZW/=Zﬁ’
oz —z=2z2;

oz =z4+2z5

Théoréme : 'écriture complexe d’une translation

L’écriture complexe d’une translation t et de
vecteurid est: t(z)=z' =z+z;

Ecriture analytique de la translation :

Posons z=x+iyetz =x'+ iy’ avec
u d’affixe a + ib

: P o x'=x+a
Par identification :t(M) = M' & {y' —y+b
Application 7(Tle SE page240 num 4)

A(2 —1i) ,B(1 - 3i) Sont deux points du plan.
Quelle est la translation t qui transforme A en B. Et

Quelle est I'écriture complexe de t, puis son
I’écriture analytique ?

CORRECTION
tz(A) =B & AB =1
S Zz5 = Zy
S Zy—Zp = Zy
zg=2—i—1-3i

D’ou : U est un vecteur d’affixe 1 — 4i

MR AIME JAURES

MR DAOUDA

Ecriture complexe de la translation
tz:(M) =M 2z =z+1-4i
Ecriture analytique :

!

X

tiM) =M {y’ z

Ecriture complexe de la
rotation

Soit M et Q deux point ,distincts du plan
d’affixes respectives z et w .on appelle M’
I'image de M par la rotation de centre () et
d’angle 6.

Dans un premier temps d’apres la figure
aM’ _ |z'-w| _ z’—w| -1

oM |z—w]| T lzmw |l T

Dans un second nous avons la mesure de

7 H 4 1A

I'angle orienté (QM,QM ) mesure

6 radian. On sait que (17, W) =argz

ona:

(aM,aM’) = (QM, @) + (2, OM")
(aM,aM") = (z,aM") — (i, QM)

(W, W’) = arg(zgy) — arg(zqm)




-, z —w
(aM,aM’) = arg(z_w> [27]

Autrement dit nous pouvons établir
I’équivalence :

=1
Z—w

z’—a)‘

(
I
@M =M ‘:’4 7 —w
Larg <z — w) = 0[27]
zZ'—w

& =1xel ) =9[2
p— e or arg(e') = 0[2n]

oz -w=e%z-w)

Dol :rqepy(M) =M & z' = el(z-w)+w

Théoréme: P’écriture complexe d’une rotation

L’écriture complexe de la rotation
r et de centre Q) d'affixe w et d’angle 0 est :

zZ=el(z-—w)+w

7z =elz—ePw+w

Posons:a=¢e? et b=w-—efw

Dou:r(M)=M & 2z'=az+b aveca#1
et le module de a = 1 et b est un nombre complexe
quelconque

Remarqgue: gi be module dea = 1etgia =1
alorsg la trangformation est une transglation

Le centre de Ia rotation : résolvons
I'équation r(w) =w © w =aw + b

D'ou: w= 1%1 et 'angle arg(a) = arg(e®®) = 0[2n]

Application 8(extrait BAC GABON2006)

Soient les points
A(5;0) B(4;1)A'(-3;2)B'(—4;1) et w(0; —3)

1) Démontrer qu’il existe un unique déplacement
ftelque ,f(4A)=A4A' f(B) =B’
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1) Donner la nature et les éléments
caractéristiques de f.

2)R est la rotation de centre A et dont une
mesure de I'angle est de g et T la translation de

vecteur A4’

3) Montrer que f = ToR puis donner |’écriture
analytique de f

CORRECTION
Ona :ﬁ(_ll) ; ﬁ(_ll)

AB=AB' =./(-1)2+12=+2 AvecA # A'
donc il existe un unique déplacement f qui
transforme Aen A’ et B en B’

f est Un déplacement dans ce cas f est soit une
rotation ou une translation d’écriture complexe
f(M)=M'& z' =az+b

flA) =A Zy =azy+b
{f(B) =B’ @{Z:, = azz +b

{—3+2i=a(5)+b
—4+i=a(d+i)+b

Eliminons b

—3+2i=a(5)+b
—i=—a(d+i)—-b

En additionnant membre on obtient :
1+i=a(l1-1i)

(1 )

L(?-I- 1) =a(l-1i)

i(1—0) =a(l-1i)

Par suite

Ainsi:a =i
Ensuite b=-3+4+2i —5i=-3—3i
Dou:f(M)=M' oz =iz—3—3i

Icia =i # 1donc f est une rotation
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D’angle : arg(a) = arg(i) = g[Zn] et de centre
—3+3i

w = = -3 dou:w(-3;0)

1-i
Conclusion : f est une rotation de centre
w(—3;0) et d’angleg

3) Montrer que f = ToR

Donnons d’abord les écritures complexe de
RetT

. R(A.E)(M) =M oz —z,=e2(z—2z,)
2
oz =i(z—24) +24

7z =iz—5i+5

o Tw(M)=M o MM = A4
@ZW/ =ZZX’
oz =z—-8+4+2i
ToR(M) =M' & T(M;) = M' de ce fait

.R(M)=M1 {Zl=lZ+5—5l
O”a'{T(Ml)zM":’ 2 =z, — 8+ 2i

D'oU:ToR(M)=M' &z =iz+5-5{—8+2i
oz =iz—3-3i

Donc: f =ToR

Ecriture analytique
Posons:z=x+iy etz =x"+1iy’
x'+iy' =i(x+iy)—3-3i
Par suite
x'+iy'=—y—-3+ix—-3

Par identification

4

fon=m e f" 773

« Lla chance est La faculté a gaigir degs 6onnes
oceasions, »
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Application 9

(0;7;)) Est un repére orthonormé direct du plan.

On donne les points A(1;0) et B(—1;0) a tout

point M du plan de coordonnée (x;y) on associe

le nombre complexe z = x + iy d’affixe M et T

est I'application qui a tout point M

d’affixe z associe le point M; d’affixe z; telle que :
zy=iz—(i+1)

a)Préciser la nature de l'application T

b) Quel est I'ensemble des points M; lorsque M
decrit le cercle de diametre [AB]?

2)A est un réel donné non nul,T; est I'application
qui a tout point M d’affixe z,associe le point M’
barycentre de (M; 1), (My; —1), (4; 1)

2a) Démontrer que 'affixe z’' de M’ est telle que :
zZ’=20-D+A20Q+i)+1

b) Pour qu’elle valeur de A,T; est t-elle une
rotation ? Une translation ?

CORRECTION
a) zy=iz—(i+1)

Nature :T est une rotation en
la| =1aveca# 1 eta € C*
effet:

arg(a) = §[27r]

b) I'image d’un cercle par une rotation est un
cercle.

Soit A’ et B' les images respectives des points A
et B par la transformation T.

TA=Aeoz,=izg4— (I +1)
zy=i(1)—i—1

-1
ZA=—1=ZB:>A’<O>

T(4) = B
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LE CHEMIN DE

T(B) =B' &z}, = izp — (i + 1)

ezl=i(-1)—i—1

-1
Zg =—1—2i=>B’(_2)

Conclusion : lorsque M decrit le cercle
(C) de diametre [AB] ,M; va décrire le cercle
(C;) de diameétre [BB'].

2a) M’ = bar{(M; 1), (My; —4), (4; 1)}

, Az—1z1 + 2z,
©ozl=—"
ST T A+1

Par suite : z' = /12—/1(1'2— (i + 1)) +1
Dou: z' =A01—-)+A1+i)+1

b)T, est une rotation & [A(1+i)| =1

W2 =1
@{/’l\/zz—l(:)

V2
—O0
2

T; Est une rotation ssi 1 =

T, ne peut étre une translationcar A€ IRet1 —i € C
donc impossible d’avoira = 1

Ecriture complexe de I'application
identique

L’écriture complexe de 'application identique du
planest: Id(z) =2z' =z

Ecriture analytique de I'application
identique

Ecriture complexe de la
symétriecentrale s de centre () et
d’affixe w est :
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L’EXCELLENCE

S(M) =M < MQ =QM’
© 7z =—z42w

NB : une symeétrie centrale est augsi une
homothétie de rapport —1 ou une rotation
d’'angle +m

Ecriture complexe des
antidéplacements

Ecriture complexe d’'une réflexion
d'axe(0Ox)

Théoreme : A= (0; é,) étant 'axe des
abscisses, la réflexion d’axe A, a pour
écriture complexe: z' =7Z

Théoreme :A est la droite d’équation y = b,
la réflexion d’axe A a pour écriture
complexe :

z'=7Z+2b

Syntheése :

Théoréme : P’écriture complexe des
antidéplacements est :

z'=az+ bavec|a| =1

Application 10(Extrait BAC GABON 2007)

Le plan (P) est muni d’un repére orthonormé
(0;u; v).soit f I'application définie sur le plan
(P) dans lui—méme qui au point M (x; y) associe

s (X'=y+4
le point M'(x; y") tel que ’{y' —x—2

1la-Montrer que f est une isométrie

b) Déterminer I'écriture complexe de f

c)f estil un déplacement ou antidéplacement ?
d) Quel est I'ensemble des points invariant par f

e)En déduire la nature exacte de f.
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2-Determiner I’écriture analytique de fof.quelle
est alors la nature exacte de fof

3-On admet que f = sot = tos ou s est une
symétrie orthogonale d’axe (A) ett la
translation de vecteur w

a)Démontrer que : fof = tot

b) Déterminer les coordonnés de K le milieu de
[00'] avec f(0O) =0

c)En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f

d) Déterminer I'expression analytique de la
symétrie orthogonale s par rapport a (A)

CORRECTION

la)f(4) = A' & {x’:* =Yatd

Yo =%X4—2

f(B)=B’<:>{xé:yB+4

Yp = Xp — 2
|1 4B|| = /(x5 — x)% + (5 — ya)?
|AB7|| = Oy, — )% + (v — v5)?

||W||=\/(y3+4—yA—4)2+(xA—2—xB+2)2

||A—'B7” = \/(3’3 —Ya)* + (x4 — xp)?
oou |5 = |75

donc f Est une isométrie du plan

x'=y+4
y =x-2

f(M) :M’@{

b) Ecriture complexe def.

{ x'=y+4
iy' =i(x—2)

En additionnant membre a membre on obtient

Z'=ix+y+4-2i

MR AIME JAURES

z'=i(x—iy)+4—2i
z'=iz+4-2i

b) f Estécrit souslaforme:z' =az+b
aveclal=1=i|=1

Donc f est un antidéplacement vu son écriture
complexe.

d) pointinvariant : résolvons I’équation

x=y+4@{x—y—4=0(a)

rn=me e o

(a) # (b),Donc il n"existe pas de point invariant
par f.

) { f est un antidéplacement
n'admet pas de point invariant
4 4

Conclusion : f est une symétrie glissée

2-composition de fof.

_ x1=y+4
fFon=m e 12270

!

x =y, +4

oy =m e {7 27T

x'=x+2
y =y+2

Ensuite fof (M) = M' & {
. =2
fof Estune translation de vecteur u(z)
3a) Démontrer que fof = tot
fof = SpotpoSpoty = typoty = taw

w Vecteur directeur de (A) d’apes 2 et 3aona;

fof =tww _
Urof =ty = ta = tow
Ainsi W(i)

3b- k milieu de [00']

foy=0e{; =]

o 2
D’ou: k(—1)
c)w est le vecteur directeur de (A).de ce faitona:

Me(AD)ox—y+C=0
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ke(A)e2+1+C=0
Par suite C =3

Dou: Me(A)ex—y+3=0

Conclusion : f est une symétrie glissée de
vecteur

Directeur w(;) d’axe (A) d’équation
cartésienne:x —y+3 =0

Autre démarche pour trouver la droite (A)
démontrerons que I'ensemble des points [
milieux de [MM'] est une droite (A) on a

x'+x y'+y
I|—;——
2 2

. +x+4 x+y-—-2
Parsmtel(y2 ; 32/ )

x+y x+y )
I 2; -1
(2 ta—

x+y x+y )
I 2; 2 —
( > + 2; > + 3

Posons X = HTy+ 2

Ensuite I(X; X — 3)
Ainsi: Y =X-3
Dou:ME L) ©x—y+3=0

d) Ecriture analytique de S

il existe unréel a € IR* tel que MM' = an
I mil[MM'] € (A)

by ern(ly)
, carn
y-y=-a 1

k (x’+x'y’+y>e(A)

2 72

Ensuite
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{x’=x+a
y=y—-a

x' +x "+
_<y y)+3:0

2 2

{x’=x+a
{ y'=y-a

2x+a—-2y+a+6=0

{x'=x+a
{ y'=y-a

a=y—x—3

x'=x+y—-x-3

x'=y—-3
y' =x+3

SM) =M {
Application 11

Dans le plan P,on considere un triangle isocéle
ABC tel que AB = AC et (ﬁ, TC) = %[Zn] .S0it
D le point du plan tel que le triangle CDA soit
rectangle isocéle et (C—A, CTﬂ = _7” [2m].

1) soit R, la rotation de centre A et transformant
B et C et R, la rotation de centre C et d’angle _7”

onpose f = R:o0R,
a)Déterminer f(A) et f(B)

b) Démontrer que f est une rotation dont on
présiceras I'angle et le centre O. Placer O

c)Quelle est la nature du quadrilatere ABOC
2) on note g = foS(p()

a)Quelle est la nature I'application g.

b) Déterminer g(A) et g(B)

3) On note H le milieu de[B(],
gC)=C"et g(H)y=H'

a)Montrer que H' est le milieu de [0D]
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b) Donner la forme réduite de g

Figure a compléter au fur a mesure

CORRECTION

CA=CD
Ona: (ﬁ,ﬁ) = _g 27] donc R(C'_g)(A) =D

f(A) = R.0R4(A) = Re(A) = D
f(B) = RcoR4(B) = R.(C) = C

Anglede Ry :
AB = AC .
Ona: (Zﬁ,TC) - %[Zn] d’ou :R(A%)(A) =A

b)f etant la composée de deux rotations dont la

A

s T
sommes d’angle donne ST, T,

Donc f est une rotation d’angle —%

Le centre :

f(A)=D
Ona :{

f(B)=C
médiatrices des segments [AD] et [BC].

donc O appartient aux

c)d’une part les angles (BOC) et (OCA) sont
complémentaires donc (OB) || (AC)

D’autre part les angles (CAB) et (ABO) sont
complémentaires donc :(AB) |l (OC)

Donc ABOC est un parallélogramme et AB = AC

2) on note g = foS(p()
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a)g est la composée d’un déplacement et d’'un
antidéplacement donc g est un antidéplacement

b)x g(4) = foSc)(4) = f(0) =0
*g(B) = foSwe)(B) =f(B) =D
3) on note H le milieu de [BC]

a)H milieu de[BC], et H milieu aussi de [A0] par
suite g(H) est milieu de [g(4), g(0)].

Ainsi H milieu de [OD].
b)Ona: g(A)=0et g(B)=C

Comme la médiatrice de [AO] n’est pas
médiatrice de [BC] alors g n’est pas une symétrie
orthogonale, c’est donc une symétrie glissée

Ona:g = Spoty
Ona:g(B) = C donc le milieuH de [BC] € A
g(0) = D Donc le milieu H' de [OD] € A
Par suite A= (HH")

g(H) = tzoSy(H) = tz(H) = H'

Donc g est une symétrie glissée d’axe (HH') et
de vecteur directeur HH'

Dans Ce gilence on nentend plus Gue
C’eggentiel
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LE CHEMIN DE

EXERCICES D'ENTRAINEMENT
EXERCICE 1
ABC est un triangle rectangle et isocéle tel que

mes(Zﬁ, R) = %[271].

Notons | le milieu de [BC], r5 la rotation de
centre B et d’angle g ¢ la rotation de centre C

d’angle %, t la translation de vecteur BC et
f = r.otorg

1) Déterminer la nature de f

2) Quelle est I'image de B par f

3) Caractériser f

EXERCICE 2

Dans un plan orienté, on considére un losange
ABCD telque :AB = BC =CD = DA =5et
(E,A—D)) = g[Zn]. on désigne parI,],K,L et O

les milieux respectifs des segments

[AB], [BC],[CD],[DA] et [BD].on note (A) la
médiatrice de [AB] et (A") la médiatrice de[CD].

1) soit f I'isométrie du plan définie
par: f(A)=B ;f(B)=Detf(D)=C.
a)Prouver que f est un antidéplacement.

b) Démontrer que s'il existe un point M invariant
par f, alors M est équidistant des points 4, B, C
etD

2) soit o la symétrie orthogonale d’axe (A) et la
rotation de centre B et d’angle —g

a)Démontrer que f = roo
b) A-t-on f = gor ?

3) soit S; la symétrie orthogonale d’axe (BC)
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L’EXCELLENCE

a)Déterminer I’axe de la symétrie orthogonale S,
telle que r = s,0s,

b) En déduire que f peut s’écrire sous la
formef = s;o0ty, ou tyest une translation que I'on
précisera.

. . 1—=
4) soit t, la tanslation de vecteur EAD on note

t; ! sa réciproque et on pose g = t; lof.

a) Déterminer g(D), g(I), g(0).En déduire la
nature précise de la transformation g.

b) Démontrer que f = t,og at'on f = got, ?

EXERCICE 3(extrait Devoir TleC ,LPEE)

Soit (C) un cercle de centre de O et de
diameétre[BC],A le point de (C) tel que
(B4,BC) = §[2n] A" le point diamétralement
opposé a Asur (C) et Sipey(A) =1

1.a)Montrer qu’il existe un unique déplacement f
telleque f(A) =Cetf(B) =0

b) Montrer que f est une rotation de centre [
c)Montrer que f(0) = A

2) soit g I'antidéplacement tel que g(4) = A’
etg(B) =C.

a)Montrer que g = S,0S(4p)

b) Déduire la nature et les éléments
caractéristiques de g.

3) soit E le point tel que OICE est un
parallélogramme et D = f(C)

On pose t = for(D -1
'3

a)Déterminer t(C) et caractériser t.

b) Déterminer t(E).en déduire la nature du
triangle EBD

EXERCICE 4
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Dans le plan rapporté a un repére orthonormé
(0,1_1, I7)on considére |'application f qui au point
M (x,y) associe le point M'(x',y") tel que

x' =
{y' _ 3: on note z |'affixe de M et z’ I'affixe de M’

1a) Exprimer z’ en fonction de z

b) Démontrer que f = ros ou s est une reflexion
d’axe (0, u)et r une rotation affine a préciser.

2) En décomposant r en deux réflexions,
démontrer que f est une réflexion et préciser son
axe.

3) soit g I'application du plan qui a tout point
x"'=y+1
y'=x+1

M (x,y) associe M"' (x",y'") avec {

On note z I'affixe de M et z"" I'affixe de M"'
a)Exprimez z"' en fonction de z

b) Déterminer la nature de I'isométrie t telle que
g = tof

c)K étant le milieu du segment[MM''],démontrer
gue K appartient a une droite fixe lorsque M
décrit le plan.

EXERCICE 5

Dans le plan orienté, on considére un triangle
ABC tel que AB = AC et mes(ﬁ,ﬁ) = 2[211]

Soit 1,/, K les milieux respectifs de [BC], [CA] et
[AB].

On appelle R la rotation de centre I et d'angle%
et T la translation de vecteur iB_C-) soit
f =RoT et g =ToR.

1) Déterminer I'image de K par f et I'image de |
parg.

2) Préciser la nature et les éléments
caractéristiques des applications f etg.

3) Déterminer la nature degof 1.
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4) Donner I'image de A par gof 1

5) soit M un point quelconque du plan,M; I'image
de M par f et M, I'image de M par g.

Quelle est la nature du quadrilatére ACM; M,

EXERCICE 6

Dans le plan orienté, on considére un triangle
équilatéral ABC tel que mes(ﬁ,ﬁ) = g[Zn].
On désigne par I le milieu de [AC] et k le milieu
de [AB].

a)Montrer qu’il existe un unique
antidéplacement ¢ tel que ¢(B) = Aetp(4) =C

b) Montrer que @ est une symétrie glissée dont
on déterminera I'axe et le vecteur.

c)soit D le symétrique de B par rapporta I.
Montrer que @(C) = A

EXERCICE 7

Dans le plan complexe rapporté a un repére
orthonormé direct (0,u,7) .

la)Placer les pointsl, J, H, A, B, C, D d’affixes
respectives :

21:1 ,ZH:1+i,ZA:2,ZB:%+i
,ZC=2i et ZD=_1'

2) soit E le symétrique de B par rapport a H.la
perpendiculaire a la droite (AE) passant par C et
la parallele a la droite(OC) passant par D se
coupent en F.placer E et F et vérifier que le point

F a pour affixe z; = —1 + %i

3) Montrer que les triangles OAB et OCF sont
isométriques

B) On considere la transformation f du plan,
d’écriture complexe z’' = iz + 2i

1) Déterminer les images des points
O0,AetBparf
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2a) Montrer que f est une isométrie

b) Déterminer I'ensemble des points invariants
parf.

c)f est -elle une symétrie axiale ? sinon précisez
la nature de f.

3) soit t la translation de vecteur I7.Donner
I’écriture complexe de t et celle de sa
réciproque t 1.

4)onpose S = fot™1!
a)Montrer que I’écriture complexe de S est
zZ'=iz+1+i

b) Montrer que I et | sont invariant par S.En
déduire la nature de S.

c)En déduire que f est la composée d’une
translation et d’'une symétrie axiale a préciser
puis caractériser alors f

EXERCICE 8

Le plan est rapporté a un repére(0;7;J) on
considere I'application f qui a tout point M
associe le point le point M’ tel que :
, 3 4 13
£ X = 5x+ 5y+ z
, 4 3 6
Y EEETEY TS

1a) Exprimer z' = x' + iy’ en fonction de z ou Z

b) I'application fest t’elle un déplacement ou un
antidéplacement ? Justifiez votre réponse

c)Quel est 'ensemble, des points invariant par f,
puis conclure.

d) Quelle est la nature de la transformation fof

e)Déterminer la droite D telle que f = sot = tos ou t ,est

la translation de vecteur ¥ et s la symétrie orthogonale
d’axe D.

f) vérifier que V est un vecteur directeur de D
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EXERCICE 9(extrait devoir Tle C LPEE)

Partie A :soit ABCD un carré direct de centre
O et f une isométrie qui laisse invariant le
carré ABCD.

1) Démontrer que f(0) = 0.En déduire les
natures possibles de f

2) Sachant que f(A) =B,f(B)=Cetf(C)=D
préciser la nature et les éléments caractéristiques

de f

3) Déterminer toutes les isométries laissant
invariant le carré ABCD (prendre (A) et (A")
pour médiatrices respectives de [BC] et [AB])

4) Etablir le tableau de composition de toutes ces
isométries.

Partie B : Dans le repére directe(0, U, V) d’unité
2cm, on donne les

points A(1;0),B(—1;0),C(0; —1) et D(0; 1))
a tout point M on associe le nombre complexe z

1a) Démontrer gu’il existe une unique rotation
T de centre C qui transforme A en B.

b) Déterminer I'écriture complexe de T et
préciser son angle.

2) on pose T(M) = My ; T(My) = My; T(M;) = My

a)que peut-on dire des droites (MM, ) et (M{M,)
pour M distinct de C ? Justifier votre réponse

b) quel est I'ensemble (C,) des points M; du plan
lorsque M decrit le cercle (C) de diamétre [AB]

3) Soit N un point d’affixe zy = iz — (1 + i).on note
T, I'application qui, a tout point M d’affixe z
associe le point M’ barycentre des points
pondérés(M; 1) ,(N; —1),(A,1) et A un nombre
réel non nul.

a)Démontre que I'écriture complexe de Tj est :
zZ'=21-Dz4+ 21+ +1

a)Démontrer que I’écriture complexe de T est
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b) a quelle condition T; peux —elle est une
isométrie

EXERCICE 10

Le plan est rapporté au repere orthonormé
directe (0,7, )).soit A un réel strictement positif,
on considere les points A(4;0) ,B(4, 1) et

C(0, 1).on désigne par R la rotation de centre O
et d’angle % ,S la symétrie de centre B et par R’ la

rotation de centre A et d’angle — g.on pose

F= R'0oSoR.

1) quelle est la nature de F

2) Montrer que I'écriture complexe de F est
z' = —z + 31 — iA En déduire son centre Q

3) soit S’ la symétrie orthogonale d’axe (AC)
montre que S'oF est un antidéplacement.

4) Déterminer 'écriture complexe de S’ et en
déduire que I'écriture complexe de S'oF est :

z'=iz+21-2il

5) Déterminer I’'ensemble des points invariants
par S'oF puis caractérisez la transformation S'oF

6) Montrer que la droite (D) d’équation

y = —x + 1 Est globalement invariant par S'oF

EXERCICE 11

Dans le plan orienté, on considére un losange
ABCD tel que (4B, AD) = % [2m]

Soit f I'isométrie du plan définie par: f(4) =B
SB)=D etf(D)=C

1) Prouver que fest un antidéplacement.

2) Déterminer fof(A) et fof (B).

EXERCICE 12

Dans le plan orienté, on considere un rectangle
ABCD tel que: (AB,AD) = > [2m].
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On note I et ] les milieux respectives des
segments [AB] et [DC] et K le symétrique de |
par rapport a (DC).

1) On pose f = S0Sz508u))
a)caractériser I'application : S(c;yoS())

b) En déduire que f est une rotation dont on
précisera le centre et I'angle.

2) soit M un point de la demi-droite[BA).la
perpendiculaire a (CM) en C coupe (I]) en N.

Montrer quef (M) = N. En déduire la nature du
triangle CMN

3) on pose g = t;z0S(c)
a)Caractériser I'application :goS4

b) En déduire que g est une symétrie glissante
dont on précisera I'axe et le vecteur.

4) Soit h une isométrie qui fixe un point de la
droite (AB) et transforme(AB) en (I]).

a)Montrer que h fixe le point [

b) Déterminer alors tous les isométries de h.

EXERCICE 12

Dans le plan orienté, on considére un carré ABCD
de centre O tel que (AB,AD) = %[271]

Soit les isométries suivantes

f = SB)0Sap)0Sap) €t g = ScB)0S(ap)-

1a) Déterminer la nature et les éléments
caractérisques de g.

b) En déduire la nature et les éléments
caractéristiques de f.

2) soit R la rotation de centre C et d'angleg.

a)Construire le point, E = R(4).
b) Quelle est la nature du triangle CAE?

c)Montrer que les points B, D et E sont alignés.

21
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3) soit I le milieu de [EA].

a)Vérifier que R = S(¢;y0S04)

b) Donner alors la nature et les éléments
caractéristiques de h = S(c)0RoS (¢
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SUITES NUMERIQUES

Mathématicien Allemand. Karl Weierstrass est considéré comme le pére de l'analyse
moderne. Apres des études secondaires brillantes, son pére le force a étudier le droit a
I"'université de Bonn. Il ne fréquente guére les amphithéatres et préfere s’adonner a I’escrime,
aux mathématiques et a la boisson ... Tant et si bien qu’au bout de quatre ans il n’a toujours
aucun diplome. Son peére consent a lui financer deux années supplémentaires afin qu’il
décroche un poste d’enseignant dans le secondaire. Il rencontre alors Guddermann qui va le
former aux mathématiques. Ce n’est qu’a 40 ans et alors qu’il enseigne dans le secondaire
depuis une quinzaine d’année qu’il publie un article dans le fameux journal de Crelle sur les
travaux qu’il a mené de facon isolée depuis plusieurs années. Il accéde aussitot a la célébrité
et obtient rapidement un titre de docteur et une chaire a l'université de Berlin. Il s’est
intéressé, entre autres aux fonctions analytiques et aux fonctions elliptiques. On lui doit le
formalisme actuel en analyse.




Suites numériques

Définition : une suite numérique est une
application (fonction) de IN ou d’une partie de
IN dans IR on la note U ou (U,) ou encore

(Un)nEIN

1-Notation ) et []

Définition : soit (u,,) la suite dans un ensemble
muni d’une loi additive on définit s, = Y¢_oux
par la relation de récurrence suivante

So = Ug
{VneIN Sn+1 = Sp + Unt1

Exemples: )} _k=0+1+2+-4+n

n
Ekz =0%+1242% 4+ +n°
k=0
Application : Simplifier VneIN*les sommes
suivantes :

ﬁ:%k—2?=ol=(1+2+3+...+n+1)_
O0+1+3..+n)

En simplifiant on obtient :

« Pour atteindre €’ aube il faut mlp Yyl =gy q

obligatoirement passer par le chemin de

la nuit »
ok +1) =230 0k +Xr01

=2 (”(”2“)) +n+1
=n+1)n+1)
" o2k+1)=(n+1)?

Application 2

Montrer que pour tout n non nul :

a) Xk=1k =

nn+1) 2 _ n(n+1)(2n+1)

Et b) Xk=1k 6

Posons :( k+1)%-k? = k2+2k+1-k?

Le vecteur vitesse le cosinus




(k+1)%-k* =2k+1

En appliquant la somme a cette égalité ona:

n

;((k +1)2—k?) = Z(Zk +1)

k=1
Par suite :
22124+ (n+1)?2—n?2=23 k+Xi.,1

Soit encore :
—1+(m+1)2=2Y_k+n

ensuiteZZkz(n2+2n+1—n—1)
k=1

puis 22k=n2+n

+1
finalement: Zk n(n—)

Concernant : b) Y_, k2 = m

Ona:(k+1)2—k3=k3+3k?+3k+1—-k3

(k+1)32—k3= ) Bk?*+3k+1)

25-13+.-(n+1)3—nd —32 k2+32k+21
k=1

2 3n(n+1)
2

-1+ m+1)*=3Y7_,k +n
3y r1 k*=n*+3n*+3n-—

nn+1)(@2n+1)
6

n
finalement: Z k% =

« Tout ce gui n'est pas donne est perdu »

Le vecteur vitesse

2- Notation Il

Définition : Soit (u,,) une suite a la valeur
dans un ensemble muni d’une loi multiplicative
on définit

Sp = [1}=o Un Parlarelation de récurrence
Py = Uy

sulvante {VneIN Pypi =Py X Uy,

Exemples:

n

| |a=a><a><a><....><a:a"
k=1

1_[2k=2><1><2><2><2><3....><2><n

= 2"n!
Ecriture développée de n!
VneI[N,nl=1x2x3X..Xx(n—1)Xn

Aretenir0!l=1 et (n+D!=nl(n+1)

3- Suites numériques

3.1-Le principe du ralsonnement par récurrence

Historique : ce type de raisonnement a été
inventé par le génialissime Blaise Pascal et
amélioré par Henri Poincaré qui a donné a cette
méthode tres puissante de raisonnement un
contexte indiscutable.

Méthode

On donne un nom par exemple p((n) ala
proposition (c’est-a-dire la formule) qu’on veut
démontrer, ensuite pour montrer que la
proposition est vraie pour tout entier n = k.On
procede en trois étapes :

*Etape1 : Initialisation, on montre que la
proposition p(k) est vraie (c’est-a-dire que
p(k) vraie pourn = k.

le cosinus




**Etape2 : Hérédité, on suppose que la
proposition p(n) est vraie pour tout entier
naturel fixé n > k et on montre alors que la
proposition p(n + 1) est aussi vraie.

***Etape3 : la conclusion on rédige alors,
comme p(k) est vraie et qu’ily a
hérédité alors p(n) estvraie pour toutn > k.

Application1

M)Z

Démontrer que Vne N* ¥ _, k3 = ( -

2
Soit p(n) la proposition” ¥ 1_, k3 = (@) "
e |Initialisation : vérifions que p(1) est vraie

Onad’unepart:Yi_, k3
2
D’autre part (@) =

Donc p(1) est vraie au rang initial.
e Hérédité : Soit neIN* fixé, supposons que
p(k) est vraie c’est-a-dire :
2
13— (n(n + 1))
2
k=1
Montrons alors que p(n + 1) est aussi vraie
c’est-a-dire :
2

Tk = () (But)

D’aprés I’hypothése de récurrenceona:

2
13+23+--4+nd= (@) En ajoutant
(n + 1)3 a chaque membre d’égalité on obtient :

n(n+1)

5 >2+(n+1)3

B+22+-nd+m+1)3 :(

Zk3 - (n+1)2[Z+(n+1)
k=1

Le vecteur vitesse

_(n+ 1D’ +4An+4)
B 4

or:n?+4n+4 = (n+2)>

D'ou 122=1k3 _ (n+1)4(n+2)

(n+ 1)(n+2))2

Finalement :Y7_, k3 = ( .

De ce fait, p(n + 1) est vraie, la proposition est
héréditaire.

e Conclusion : par initialisation et

2
hérédité vV ne N* ¥1_, k3 = (_n(nz+1))

Application2 (inégalité de Bernoulli)
DémontrerqueVneNetvVva>0(1+a)*>1+na

CORRECTION
Soit p(n) la proposition"(1+ a)™ = 1 + na"

e |Initialisation : vérifions que p(0) est vraie
Ona:(14+a)’=1et1l+0xa=1
Puis:(1+a)’>1+0xa
Donc p(0)est vraie au rang initial

e Hérédité : Soit n eN fixé, supposons que
p(n) Soit vraie c’est-a-dire :

1+a)*=>1+na

Montrons alors que p(n + 1) est aussi vraie
c'est-a-dire :(1 + )" > 1+ (n + 1)a (But)

D’aprés I’hypothése de récurrenceon a:
(1+a)*=>1+na ,Va>0Implique que

1 + a > 0. Ainsi en multipliant I'inégalité
précédente par (1 + a) on obtient :

A+a)™ >0 +na)(1+a)
1+ a)™! >1+a+na+na®
Or:l+a+na+na®?>1+a+na

Car:VYa > 0 = a? > 0 implique encore na* > 0

le cosinus




Ainsi (1+a)™'>1+n+1)a

De ce fait p(n + 1) est vraie, la proposition est
héréditaire.

e Conclusion : par initialisation et hérédité
pour tout n entier natureleta > 0
1+a)*=1+na

Application3 : Soit |a suite définie

uO = 8
ar .
P {u = fBup +1=f(u)

DémontrerqueVneN 3 <U,,; <U, <8

CORRECTION
Soit p(n) la proposition "3 < U, 4; < U, < 8"
e Initialisation : vérifions que p(0) est vraie
Ona:3<U;<U;<8e3<5<8<8
Donc p(0) est vraie au rang initial.

e Hérédité : soit nelN fixe supposons que
p(n)est vraie c’est-a-dire

3<Up <U, <8

Montrons alors que p(n + 1) est aussi vraie
c'est-a-dire :3 < U4, < Upyq < 8 (But).

NB : Nous proposerons deux démarches pour montrer
que p(n + 1) est vraie.

1ére démarche : 1a fonction associée
f:x = +3x + 1 est croissante sur

1 , .
[— 3 +00[ Par composée des fonctions

croissantes.

D’aprés I’hypothese de I’hérédité et en
appliquantafona:

3SUn1 U <80 f(3) < f(Uns1) < f(Un) < f(8)
Parsuite:3<V10< Upy, < U, <5

De ce fait, p(n + 1) est vraie la proposition est
héréditaire.

Le vecteur vitesse

Conclusion : par initialisation et héréditaire
VnelN 3<U,41 U, <8

2¢me démarche : d’aprés ’hypothése de
récurrenceona:3 < U, <U, <8

En multipliant par 3 toutes les inégalités on
obtient:9 < 3U,,,; <3U, <24

Ensuite: 10 < 3U,41 +1<3U,+1 <25

V10 </3Up; +1< /30, +1<5
De ce fait : p(n + 1) est vraie, la proposition est
héréditaire.
e Conclusion : par initialisation et
hérédité

VnelN 3<Up,;1<U,<8

Application 4

vnelN Démontrer que 32" — 2™ est divisible par
7.

CORRECTION

Soit p(n) la proposition "3%™ — 2™ est divisible
par 7"

e |Initialisation, vérifions que p(0) est vraie
Ona:32%9 —20 =1 —1 = 0 est divisible par 7.
Donc : p(0) est vraie au rang initial.

e Hérédité, V ne IN fixé, supposons que
p(n) soit vraie c’est-a-dire :

320 — 2" = Tk = 32" = Tk + 2"

Montrons alors que p(n + 1) est aussi vraie
c’est-a-dire :32(0+1) — 2n+1 et divisinle par 7

En introduisant I’hérédité on a :
32n+2 _ o = 32(7k + 2™) — 2™ x 22
=9 X 7k +9x 2" —2" x 22
=9x7k+2"(9—-2)

le cosinus




LE CHEMIN DE
=9x7k+7x2"

= 7(9k + 2™)
Posons : k' = 9k + 2™ aveck'€Z.
Donc: 322 —2n = 7[’

De ce fait,p(n + 1) est vraie, la proposition est
héréditaire.

e Conclusion : par initialisation et
hérédité V n e IN, 32" —
2" est divisible par 7.

3.2-Quand peut-on utiliser un
raisonnement par récurrence ?

e Pour déterminer le terme général d’une
Suite numérique ou établir une formule
explicite de la somme.

e Pour démontrer qu’une suite est minorée,
majorée ou bornée ou encore monotone
(c’esta dire, croissante, décroissante ou
constante)

Pour prouver une inégalité non triviale
(Inégalité de Bernoulli par exemple)
Enfin le raisonnement par récurrence sous
entends quelques démonstrations de
questions ROC

4-Mode de définition d’une suite

Une suite est numérique est définie de
différentes facons.

K/

** Suites définie par formule
explicite du type : U,, = f(n)

Ce sont des suites définies par la donnée
explicite du terme général U,, en fonction de n

Exemple :U, = 3n + 2
Calculer Uy et Uy

% Suites définie par formule de
récurrence du type: U, ., = f(Uy,)

Ce sont les suites définies par la donnée de son
1°¢" terme et d’une relation de récurrence

Le vecteur vitesse

L’EXCELLENCE
UO =2
1
Unsr = 3Up +3

Exemple: {

Calculer Uy, U, et Us

Représenter graphiquement les 3 premiers
termes de cette suite

% Suites définies par somme

Ce sont les suites définies par la somme de
termes, d’une suite définie par formule explicite

ke=1f (k)

Exemple : U, =

5-Sens de variation d’'une suite
Définition :

e Ondit que la suite U est croissante sur IN,
si pour tout entier naturel n,on a:

Upe1 = Up =20 ouly 1 22U,

On dit gu’une suite U est décroissante sur
IN, si pour tout entier natureln,ona:

Un+1 - Un S O ou UTL+1 S Un

On dit que la suite U est constante sur IN,
si pour tout entier natureln,ona:

Uns1 = Uy

On dit que la suite U est stationnaire a
partir du rang n, , si pour tout entier
naturel n des que

n = ng Alors : U, = Uy,

On dit que la suite U est a termes positif,
si pour tout entier naturel n, on a:
U, > 0 VnelN

Remarquez si U,, > 0 pour tout entier naturel

. . LU

> (Un)est croissante équivaut a —=** >1
n

Un+1 <1

» (U,) est décroissante équivaut a m
n

le cosinus




LE CHEMIN DE

> €n pratigue pour étudier Ce geng de
variation d’une suite U on étudier Ce
signede : U, , — U,

Théoréme soit U la svite définie par U, = f(n) avec
f définie sur [0; +oo[ si f est strictement croissante
alors U est strictement croissante, si f est strictement
décroissante alors U est strictement décroissante

« Partagez vosg connaissance c’est une manicre
d’atteindre Cimmortalite »

Application 5

Etudions le sens de variation de la suite U définie

3n+2
ar: U, = n>1
p n =

CORRECTION
Signede U,,1 — U,

_ 3(n+1)+2 3n+2
T 2(n+1)-2  2n-1

TlZl Un+1_UTl

-7

Brutalement Uy, — Uy, = (2n+1)(2n-1)

Cela implique que U1 — U, <0

Conclusion : U est une suite décroissante pour
tout n non nul

NB : Brutalement signifie qu’il y a des étapes
manquantes dans la démarche pour aboutir
Au résultat final

Autre démarche vu qgue Ca suite est du type
Upo=Ff (n)
3x+ 2

soit la fonction f:x —
f f 2x —1

f Est dérivable sur [1; +oo[ comme
(Bx+2)' (2x-1)-(2x-1)" (3x+2)

. ’ _
quotient f'(x) = 2x1)?

Parsuite f'(x) = ﬁ Vx > 1

Le vecteur vitesse

L’EXCELLENCE

-7

Vx>1 (2x—7)2>0> 7y

<0=f'(x)<0

Conclusion : | est strictement décroissante sur
[1; +oo ainsi U est strictement décroissante

Application 6
Etudions le sens de variation de la suite (w,,)pour
tout n entier naturel définie par :

Wn:3_n

CORRECTION

1
nelN 3”>0:>3—n>0=>wn>0

Donc la suite (wy,) est positive

1
Wn+1 _ 3n+1 _ 1 v 371 :l
Wy, 1 3nx3 3
3N

Wn

Onsaitque3>1 & % <1 ainsi <1

Wn+1

Conclusion : (wy,) est strictement décroissante

Application 7

Etudier le sens de variation de la suite U de terme
général pour tout entier non nul

n Zk
%=27
k=1

CORRECTION
Etudions le signe de U,,;1 — U,

2k 2k
S = §ym — yn+1
Ona:U, = Jk=1 o et Upy1 = 2peq .

12 on 12 on+1
Unpr—Up=(7++—)—(7++—)

Apres simplification on obtient

pn+1 pn+1

Un+1 - Un = 1 Or 1 >0

le cosinus




D'Ol\J Un+1 - UTl > 0 ou UTl+1 > Un

Conclusion : |a suite U est strictement
croissante

Application 8

On consideére la suite U définie par tout entier
naturel non nul par :

n
" Lin+k
k=1

1) calculer les 3 premiers termes de cette suite U

2) étudier le sens de variation de U

Signede U,,,1 — U,
Ona Un=L+L+L+...+i
n+1 n+2 n+3 2n
1 1 1 1

Bl = it as Tam T T e

. 1 N 1 N 1+ 1 N 1
" h 42 n+3 2n  2n+1 2n+2

. 1, .
En ajoutant — @ chaque membre on obtient

11 N 1 - 1
n+1 n+1 n+2 7 2n+2

1 N 1 1
T 2n+1 2n+42 n+1

Uns1 +

Un+1 - Un

1

Brutalement : Uy — Un = ooy

Conclusion : U est strictement croissante

Le vecteur vitesse

6 - Suites Bornées

e Ondit qu’une suite numérique U est
majorée s’il existe un réel M tel que pour
tout entier naturel: U, < M ou M est
dit majorant de la suite U
On dit qu’une suite numérique U est
minorée s’il existe un réel m tel pour tout
entier naturel : U,, = m Ou m est appelé
minorant de la suite U
La suite U est dite bornée si elle est a la
fois majorée et minorée
VvneIN m<U,<M

Application 9

Montrer que la suite U définie par tout entier
naturel n par U,, = —n? + 3n + 7 est majorée

CORRECTION
167¢ Démarche
Ona —n?+3n+7=-M?>-3n)+7
—n2 _ _ 3 z 352
n“+3n+7= (n+2) (2) +7

2

3
—n2+3n+7=—<n+§>

2
Pour tout entier naturel : (n + %) >0
2

3
ainsi — (n +§) <0

. 37 , et e
En ajoutant ” de part de d’autre de I'inégalité on

obtient :

2
—(n+d) 4T
2 4 4

37

D’ou pour tout entier natureln: U, < ”

. . . 37
Conclusion : la suite U est majorée par—~

2eme démarchie
La suite étant du type U,, = f(n)

Soit la fonction f:x — —x? + 3x + 7

le cosinus




LE CHEMIN DE

Vous étudierez les variations de f en dressant son
tableau de variation .vous constaterez que f

admet un maximum local eng
De ce fait Ve[0; +oo[, f(x) < f(3)

. . 37 .. 37
Conclusion : f est majorée par — ainsi U, < s

Application 10

Montrer que la suite U définie pour tout entier
naturel n par

2+cosn

= Est bornée
3—sinvn

Un

CORRECTION

On ad’une part —1 < cosn < 1, n entier naturel
1<2+cosn<3 (A

On a d’autre part —1 < sinvn < 1

1
ar suite - < ———
P 4~ 3 —sinvn
En multipliant membre a membre les inégalités
(A) et (B) on obtient

<1B
—5()

1 2+cosn
=< -
4 — 3—sinyn
bornée

3 .
SE@—SUnS La suite est

Application 11

Soit U la suite pour tout n non nul définie par :

1 1

= + + b ——— VE IN"
"VnZ+1 Vn?+2 nZ+n

n

Démontrer que :
9 vn?+1

n
< <
Vi = Un =

CORRECTION
ke[l;n]ona 1<k<n

1+n’<k+n<n+n?0r1+n?>0

V1+n2 < Jk+n?<yn+n?
1

1 1
ite Y7 yn n
Par suite 2= nZ+n = k=1ynz+g S k=1 nZ+1

Le vecteur vitesse

L’EXCELLENCE

Finalement :
Car Yp—11=n
Conclusion la suite U est bornée

« Celui qui ne progresse pag chague année sur
un plan guelcongue régresse et mangue de
discernement »

7- Convergence d’'une suite
Soit (U,,) une suite numérique
e Lasuite ( U,) est convergente

Lorsqgu’elle admet une limite finie c’est-a-

dire: lim U, =1.
n—+oo

e Lasuite est dite divergente
Lorsqu’elle n’est pas convergente.

e Limite définies par une
formule de Récurrence.

Soit f une fonction continue sur intervalle
K et (U,) une suite a valeurs dans K,
définie par la formule de récurrence

U,+1 = g(Uy,) si (U,) converge vers un
réel |alors | est une solution dans k de
I’équation g(x) = x c'estadire g(l) =1

e Limite d'une suite monotone

Une suite décroissante et minorée est
convergente.

Une suite croissante et majorée est
convergente.

Une suite croissante et non majorée est
divergente.

Une suite décroissante et non minorée est
divergente.

le cosinus




. n

Limite de a™

Si—1<a<1lalors lim a™ =
n—+oo

Sia > 1alors lirp a = 4+
n—->+0oo

Application12

Etudier la convergence de la suite (U,,)
définie pour tout entier naturel n par:

U, =Vn+1-+n

: . 1-n .-
1) lim U, = lim — = lim —=0
n—+oo n—+oo Ne+n+2 n—+oo N

Conclusion : |a suite converge vers 0.
z)nl_lﬂloo u, = nllTw(Vn +1—./n) =0 expression conj

Conclusion : la suite (U,,) converge vers
0.

Application13

Etudier la convergence de la suite (},)
n2+(-1)"
2

définie par W,, =

n

CORRECTION
OnaVvVnelN —1<(-1)"<1
n—-1<n?+(-D"<n?+1

.on* -1 _ n?+(-1)" _n?+1
Par suite : - < <

2 - 2

n n

2
n<-—-1
Donc:

nZ

Le vecteur vitesse

2-1 . NP+l .
=1let lim —— = 1daprésle
n-+oo N

théoreme de gendarme  lim W, = 1.
n—+oo

Conclusion : |a suite converge vers 1

Application14

Soit la suite (Uy,) telle que U, = ’,}=1%

1)Etudier les variations de la suite(Up,).

2) Montrer que pour tout entier k> 1

1 << 1 1)
k2 k—1 k
3) Montrer que pour tout entier naturel

1 . .
Nonnulona:U, <2 — —eten deduire que la

suite converge.

CORRECTION

1) En étudiant le signe de
Ona Up=1+5+5+-

Et: Unys = 14+ +-

Par suite :

1 1 1 1 1
Un+1—Un=<1+?+"'+ﬁ+m)—(l+ﬁ+”'ﬁ)

1
= * 2 1
(1) VnelN* n+1)*>0= e >0

Ainsi:Upyq — U, >0
Conclusion : |a suite est strictement croissante.

2) Soit k un entier telque k> 1ona:

k-1 &k

k2 k-1 'k
(k=1 —k*+ k(- 1)
B k*(k — 1)

1 (1 1) 1 1 1

K?
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1
CkKi(k—-1)

Oork>1 >0 = — <0

kz(k 1) kz(k 1)

De ce fait %—(kll——)<0@ _<(k 1—%)

Autre démarche
Soit k un entier natureltelque k > 1ona:
O<k—-1<k =>k>k-1
En multipliant par k I'inégalité on obtient :
k% > k(k—1)

. 1
En inversant — < par ailleurs =
k2 k+1

(k D

1
k(k—1)

1 1 1
vou: (1)
k2 k-1 k

3) SoitnelINetke{2;3;..;n}ona:
n n
1 1 1<z 1 1
_@ —_— — e —
k k? (k—l k
k=2 k=2

S < (1_1+1_1+...;_1)

n-1 n
1

k 2k2<1__

En simplifiant :
n

En ajoutant 1 de part et d’autreon a:

kz 2+1<2__

Dol :) ) 1 = 2——:>U <2——<2

(U,,) Est croissante et majorée par 2, donc elle
converge.

Application15 (page 187 n~’5 T!*SE)

Soit (Uy,) la suite définie par:

Uy =0
Upsy = /20U, + 35

1) Démontrerque U, <7

2) Démontrer que (U,) est croissante

3) Déduire que la suite est convergente et
Déterminer sa limite.

Le vecteur vitesse

1) Soit p(n) la proposition"'U, < 7"

e Initialisation vérifions que p(0) est vraie
Ona: Uy<7 07
Donc p(0) est vraie au rang initial

e Hérédité pour tout n entier naturel fixe
, supposons que p(n) est vraie c.-a-d.
U, <7
Montrons alors que p (n+1) est aussi
vraiec-a-d: U,,1 <7 BUT

D’aprés I’hypothése de récurrence
Uu,<7
2U, £ 14
2U, +35<49

J2U, + 35 <49

D’ou UTI.+1 <7

De ce fait,p(n + 1) est vraie donc la proposition
est héréditaire

e Conclusion par initialisation et
hérédité pour n entier naturel U, <7

2) Montrons que la suite U est croissante
Soit p(n) sa proposition “U, < Up,,"
e Initialisation vérifions que p(0) est vraie
Ona: Uy, < U, & 0<+35
Donc p(0)est vraie au rang initial

e Hérédité pour tout entier naturel n fixe,
supposons que p(n) soit vraie c-a-d

Up < Uns1
Montrons alors que p(n + 1) est aussi vrai c.-a-d.
Up+1 < Upy2 BUT
D’apreés I’hypothése de récurrenceon a:
Un < Upiq
2U, < 2Up41
2U, +35 < 20,41 + 35

J2Upy + 35 < \/2Upy1 + 35
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D’ou Un+1 < Un+2 uvu,=U, ,+r

De ce fait, p(n + 1) est vraie donc la proposition En addition membre a membre, on obtient :

est héréditaire
Un = UO + nr

e Conclusion par initialisation et hérédité

i Si notre premier terme devient U; en appliquant
pour tout n entier naturel : U,, < U411

encore la définition on a :

3) la suite est croissante et majorée donc elle
converge, si bien qu’elle admet une limite [  tel

que [ =+/201+35 Us=Uy+r

Parsuite [2+ 2l +35=0soit [ =7 Uy=Us+r

U2=U1+T'

Un: n—1 +T'

. . .o En addition membre a membre ces n-1 égalités,
8-Suites arithmétiques )

on obtient :
Définition = on appelle suite arithmétique toute
suite ( U,,) définie par son premier terme et une
relation de récurrence de la forme Un+1 — Un +7r Et si notre premier terme est U,, par un raisonnement

oU r est un réel appelé raison de la suite (U,) analogue on obtiendra : Up = Up + (n — 2)r

U,=U;+(n—Dr

Exemple: U, =3~*2 U, =520, =72, =9 Done nous déduisons que pour tout

U0=3
Upyy = Uy, +2 U, = U, + (n—k)r

entier net k aveen>kon a:

En effet :{

(U,) Est une suite arithmétique de raison 2 Sile 1°" termeestUpona: Uy = Uy +nr; k=0

NB :sir > 0 alors (U,) est croissante et si Sile 17 termeestUyona:U, =Up + (n—Dr; k=1
r < 0 alors la suite est décroissante.
8.2-Somme de n termes
consécutifs d’une suite

8.1- Formule explicite d’'une suite arithmétique

arithmétique

. . . . . L. Posons:S=1+2+3+--+n
Démonstration : soit ( U,,) la suite arithmétique

de raison r et de premier terme U S=n+n—-1+n—-2+--+1

En appliquant la définition n fois, on obtient les En additionnant membre a membre les égalités
égalités suivantes. onobtient:2S=n+1+n+1..+n+1

Uy=Uy+r On aici nfois (n+1).
Uu,=U,+r Parsuite 2S =n(n+ 1)

nn+1)
2

Us=U;+T Alors: S =

Calculons &’

Le vecteur vitesse le cosinus




Posons:S' = Uy, + U; + -+ U, avec
U,=Uy+nr
Ona:S'=Uy+Uy+r+Uy+2r+--Uy+nr

S'= (o +ug+-uy) +(r+2r+-+nr)

=m+DU+r(1+2+3+-+n)

n(n+1)

=m+ DUy +1( > )

_ (n+1)(2Uy+n1)

a 2

_ (n+1)(Up+Uy)
2

D'ou S’

Application16 (1a page279 T'° SM)
UO == _3
Un+1 = Un +§

Soit (Uy,) la suite définie par : {

1) Exprimer (U,) en fonction de n.
2) Calculer Y23, Uy

CORRECTION

. . - .3
1) la suite (Uy,) est arithmétique de raison 5 et

de premier terme -3.
Formule explicite : U, = U, + (n—k)r n>k
Ona:U, = U0+n><§
Dot Uy = =3 + 2
3) Posons:S, = Y25, U,

Sn=U0+U1+U2+“‘+U25

Par suite S, = -3 -3+>-3+>x2+--—3+-x25

=(_3—3—---—3)+§(1+2+---+25)
3 ,25%X26
= _3X26+E( > )

D'ou S, = 409,5

Le vecteur vitesse

9- Suite géométrique

Définition : on appelle suite géométrique toute
suite (U,,) définie par son premier terme et une
relation de récurrence de la forme U, ;1 = qU,
ou g est un réel appelé la raison de la suite(U,,)

Exple Uy =13 U; =33 [, =93 |

U0:1

En effet : {
Uny1 = 30Uy

9.1-Formule explicite d’'une suite
géomeétrique

Démonstration : soit (U,,) la suite géométrique
de raison g et de premier terme U, .

En appliquant n fois la définition on obtient ces
égalités.

En faisant le produit membre a membre et en
simplifiant on obtient :

U, = anO

Si notre premier terme devient U; en appliquant
toujours la définition :

U, =qUy
Us = qU,
Uy = qUs

Un = aU'n—1

En faisant le produit membre a membre et en
simplifiant on obtient :
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U = qn—l Uy

Si notre premier terme est U, par un
raisonnement analogue on obtient :U,, = ¢""2U,

On en déduit alors que pour tout
entiers naturels netkavecn > kona:
Un = qn_kUk

Sile1®"termeestUyona U, =q"U,; k=0

Sile1® termeestU;ona U, = q"U;; k=1

9.2-Caicul de la somme de n+1 termes
d’une suite géométrique

Posons:S = Uy + Uy + -+ U,, avec U, = q"U,

S=Uy+ qUy + q?Uy + -+ q"U,
Calculons :—qS = —qUy — q?Uy — -+ — q"*1U,
Puis:S —¢qS

S = UO +qU0 + "'+an0

par suite {_qs = _qUO - q2U0 e qu+1U0

En additionnant membre a membre les égalités
suivantes et en simplifiant on obtient :

S(1—q) =Ug(1—q™")

—_ant+1
D’oU:S=UO><1q—(q¢1)

1-q

Application17 (page 279 n’1h Tle SM)
UO = _3

2
~U,

VnelN U,;q =3

1) Exprimer U, en fonction den
2) Exprimer Y12, U,

CORRECTION

La suite (U,,) est une suite géométrique de

. 2 .
raison = et de premier -3.

Formule explicite U, = ¢" *U,

Le vecteur vitesse

Le premier terme Uy, donck =0 U, = q"U,
n
Dot : Uy = (2) x -3
Calculons : S, = X%, U,

S, =Us+U,+ -+ Uy
SORRTIORES0
-l @ )

Dans la grande parenthese nous avons une suite

. .2 .
géométrique de raison 3 €n appliquant la

démonstration précédente on obtient

brutalement: S, = —9 [(5)3 h (2)11]

10=- Suites adjacentes

Définition : deux suites (U,) et (V,,) sont
adjacente si seulement si :

e |’'une des suites est croissante

e [’autre des suites est décroissante et les
suites (U,-V,) ou (W, — Uy,) converge
vers 0.

Application 18 :(page 294 n42 T'°C SM)

Soit (U,,) et (V,,) deux suites définies dans IN

0< Uy <V,
par: {Vn €IN Upyy = UV, et Vg = 22

1) Démontrer que les suites (U,) et (V)
sont strictement positives

2) a)calculer Uy, — V2,1 et en déduire
queVnelN (U, < ()

b) Démontrer que (U,,) est croissante
et que(l},) est décroissante .

c) Démontrer par deux méthodes
différentesqueVn e IN ona:

0< U =< (3) Wo-1)
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CORRECTION
Soit p(n) les propositions” U,>0 et V,, > 0"
e initialisation : Vérifions que p(0) est vraie

Ona: Uy > 0etV,> 0doncp(0) est vraie au
rang initial.

e Hérédité: vV n e IN fixé supposons que
p(n) est vraie c’est-a-dire

U, >0 etV, >0,

Montrons alors que p(n + 1) est aussi vraie
c'est-a-dire Upyq >0 et V.1 >0BUT

D'unepart:U, >0 VnelNV, >0
En multipliant par V,, on obtient :
VU, > 0xV,
UV > 0= JU,V, >0
D'ou : U1 >0

De ce fait, p(n + 1) est vraie la proposition est
héréditaire

D'autre part: 1, >0
En ajoutant U,, de part et d’autre on a:

V,+U,>0+U,

VatUn o Un
2 2

it Un U

2 2
Or: Uy >0 = *2>0 ainsi 22> 0
Donc: V4.1 >0

De ce fait, p(n + 1) est vraie la proposition est
héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité
VnelN U,>0et V,>0

2a)ona:

Up + V)
Vasa? = Una® = (F572) = (T2

Le vecteur vitesse

_ Uz, +2U0,V, + V2,
4

- UnVn
1
Vn+12 - Un+12 = Z(Un - Vn)z

Déduction
VnelN (U, —V,)?*=0
VO = U? 20
V,—U,=0
Donc:U, <V,
b) Montrons que (U,,) est décroissante
D’apres ce qui précede on a
VnelIN ona ; U, <V, onsaitqueU, >0
En multipliant de part et d’autre par U,, on obtient
Uz, < UV,
VUZ, < U,
Un < Unta

Conclusion : |a suite(U,) croissante.
Montrer que la suite (V,, ) est décroissante
Ona:U, <V,
En ajoutant V}, de part et d’autre

V,+U, <2V,

Puis IR <,
Vas1 =Wy

Conclusion : la suite V est décroissante.

Tere démarchie intuitive

C) Vn € IN on admet que \/Z —JUup, <y -U,
2
En élevant au carre (/V, — \/Un)? < (VW — Up)
. 1 1
ensuite - Vo —JU)? < (i — Un)

. 1 2
Par ailleurs E(‘/V" - JU) = Vi1 —Upy1)

. 1
De ce fait (Vg1 — Upyp) < E(Vn - U,)

le cosinus




Parsuiten € {1;2;3..K — 1}

(Vi —Up) < 5 (Vo — Up)

(V2 —Up) < (V1 — Uy)

(Vs —Us) < (V2 = Up)

En multipliant membre a membre ces n égalités et en
simplifiant on obtient

ona (V=) < () (o~ Uo)

n
Conclusion VvneIN: (V,—-U,) < G) Vo —1Uyp)

2eme démarche consiste a faire un
raisonnement par récurrence comme
dans le guide pédagogue

APPLICATION 19

On considere la suite U définie par

{ U0=2
Upyy =20, +1

1) montrer que la suite U n’est ni arithmétique ni
géométrique

2) déterminer le réel a pour que la suite V définit
par V,, = U,, + a pour n entier naturelsoi
geometrique

3) Exprimer V}, puis U,, en fonction de n
CORRECTION
1)Ona :U, =2 U =5 U, =11
Dans un 1°" temps nous constatons U; — Uy # U, — U;
Donc la suite (U,,) n’est pas arithmétique
Dans un second temps g—; * Z—j

Donc la suite (U,,) n’est pas géométrique

Le vecteur vitesse

Conclusion : la suite n’est ni arithmétique, ni
géométrigue une telle suite est dite arithmetico
geometrique, suite hydrique.

2) La suite (},) est géometrique s’il existe un réel
q telqueV,,; =qV, n€lIN

Vier = g © Upyr +a=qUy +a)
20, +1+a=qU, +qa

q=2 @{q=2

Par identification {1 +a=gqa a=1

Donc V est une suite gé¢ométrique de raison 2
puis V, =U, +1n €IN

3) parsuiteV,, =2" xV, =2"x 3

Depluspuis I, =U,+1 e U, =2"%x3 -1

le cosinus




Exercices
d’entrainement

Exercice1l :

On considere la suite définie par :

UO = 1
2
n
Un+1 = TU% pourn eIN

Montrer que cette suite est strictement
positive

Donner son sens de variation

En déduire que cette suite est borné

En conclure que cette suite converge et
déterminer sa limite

Exercice2 :{ page 188 Tle SE)
Soit (W,,) la suite numérique définie par :

1 1 1 *
W, = 1+5+ﬁ+---+\/—HAvecn61N

1) Démontrer queVnelN*Vk +1—Vk < ﬁ
2) Endéduireque2vn—1-2 < W,

Déterminer sa limite.

Exercice 3:

Etudier la convergence de la suite (U,,) définie
sur IN* par:

1

U. =
T 1x2

+ + ot

2x3 n(n+1)
Exercice 4 :(interro TC 2018 LPEE)
Soit Uy > 0 et (Uy,) la suite définie par :
VnelN Upyq = \/m

Démontrer queV¥n e IN U?,,.,; = U?%, + U,
Exercice 5:

Une suite arithmétique (U,,) a pour premier
terme 7 et raison un réel r

a) Déterminer le réel r sachant que U; = 22

Le vecteur vitesse

b) Exprimer U, en fonction de n
2) On considere la suite V définie par

Vo = —2 Pour tout n entier naturel

5n+7

Et 3Vn+1 + ZVn = —m

2a) calculer V3, V, et V5

3) soit la suite W définie pour tout entier naturel

1

w V.
n "+n+1

a) Démontrer que W est une suite
géomeétrique dont tu présideras la raison
et son premier terme

b) OnposeT, =U, + W,

Calculer en fonction de n la somme

STL = TO + T1 + Tz...+Tn_1

EXERCICE 6(extrait Devoir Tie C LPEE)

Démontrer sans passer par la récurrence pour
tout n entier non nul
n

1)) k(n—k) =

nn—1n+1) =1 n
6 2);k<k+1>=n+1

EXERCICE 7
Soit la suite U numérique définie par

U, € [0; 1] et La relation de récurrence

Upypy = /”2”“ VneIN

1) montrerqueVn €INona:0<U, <1
2) montrer que la suite U est convergente
On pose U, = cosg , 0S<p<§

3) Montrer U,, = cos (zﬂn)

4) étudier la limite de la suite (Uy,)

le cosinus




Exercice 8 (interro TC LPEE 2018)

On considere la suite U suivantes pour tout n non
nul

Uy =14 ot
no 2 3 n

1) donner les deux premiers termes de la suite U
2) montrer que la suite U est positive
3) étudier la variation de U

4) démontrer que pour tout entier non nul :

1
UZnZUn-l'E

Exercice 9
Soitxunréeltelque 1<x <1
1) Montrer que pour tout k € IN
(1+x)k <1+ 2kx
Soit (X;,) la suite definie pour tout n non nul par
n3

Xn:3—n

2-a)Etablir I'égalité suivantes pour tout n non nul
Xn+1_ 1 133
= 1+ n)

Xn

En déduire que : 22 < 2
Xn T2

c)Monter que pour toutn = 16

16
1 n+
Xp < (E) X1 DPUuis endeuire nl_l)mo0 Xn

Exercice 10(Extrait Devoir Tle D LPEE)
On consideére la suite U définie sur IN par
Uy=1

{3Un+1 =2Up —

1) calculer U, et U,

n
3n

2) Montrer que Vn € IN

2-b) Vérifier que pour toutn € IN

Le vecteur vitesse

Un+1 =§Un+ﬁ

3)soit W la suite definie Par:

W, =9U,,1 — 3U, VEIN
3-a)Montrer que W est une suite géométrique de
raison % dont on précisera le 1°" terme
3-b) Exprimez Y.RZ3 W), en fonction de n
4)Onpose S, = Yr_sU

4-a)Montrer que Yn € IN* S,, =

4-b) Vn € IN* Exprimer Y123 =

EXERCICE11
_ ' Uy=0
Soit la suite U : {Un+1 _ m
Partie A
a)Montrer que la suite U est majorée par 4
b) Trouver le sens de variation de U

c)Montrer que pour tout entier naturel :

4— Un+1 (4 U )

En déduirevn =2 4 —-U L

n S on—2z

Quelle est la limite de U

PARTIE B

Soit V la suite définie par :V,, = n?(4 — U,))

a)Notons (W,)) et (T;,) les suites définies pour n
non nul par:

2

n . . .
W, = o et suite definie par T,, =

b) Calculer limite de T,
c)Montrer que pourn>0ona:T, > %

d) Montrer qu’il existe un entier p tel que pour

. 3
n =ponait: Tn<Z

e)En déduire que pourn =>p W, < ZU”

le cosinus




3\"—>5
f) Montrer que W,,;; < (Z) Ws
PARTIE C

a)Soit la suite définie par: S, = YRzt W,

Montrer que : S,, < [1 + G) + -+ G)n_s] Ws

EXERCICE 12

Soit les suites U et V définie
UO == 1 1
ar: u, et V,=
P {U"“ T Untl v
Calculer U, ,U,, VietV,

2) montrer que la suite V est une suite
arithmétique dont on précisera la raison et son
1% terme

3) exprimer V,, en fonction de n puis en fonction
de U,

4) exprimer en fonction de n
Sn:VO+V1+V2+”‘+Vn

5) étudier la convergence des suites V et U

EXERCICE 13(interro Tle C LPEE 2018)

On considére la suite U définie

U0=2
par :{Un+1 -1 +§Un vn € IN

1) on suppose que la suite U converge, montrer

I 5

alors que sa limite est 3
5

2) on pose V,, = Un—g

a)Montrer que V est une suite géométrique dont
on précisera la raison le 1¢" terme

b) En déduire I'expression de V;, en fonction de n,
puis celle de U,, en fonction de n

c) Etudier la convergence de (1},)
OnposeS, =Vo+Vi+-+V,_4
Et S‘I{l = UO + U1+.. +Un_1

Le vecteur vitesse

d) Déterminer S,, en fonction de V, et n puis en
déduire S,, en fonction de Iy et n

EXERCICE 14(page 189 Tle SE nu 20)

On définit deux suites U et V pour tout entier
naturelparUy =1 et V, =12

1
Uny1 = § (Un + ZVn)

1
Ve = Z (Un +31)
1) On appelle W la suite definie pour tout entier
naturel par W, =V, —U,

a)Montrer que W est une suite géométrique a
terme positifs, dont on précisera la raison et le 1¢"
terme

b) Déterminer sa limite
2-a)Monter que la suite U est croissante
b) Montrer que la suite V est décroissante

c)Démontrer que pour tout entier naturel
n: V, = U,

d) Déduire que les suites U et V sont convergente

3) Montrer que les deux suites U et V ont la
méme limite

4) On appelle (T;,) la suite definie pour tout
entier naturel par : T,, = 3U,, + 8V,

a)Montrer que la suite (T;,) est constante et
déterminer cette constante

b) Déterminer alors la valeur de [

EXERCICE 15
On considere les suites(a,) et (by) paray =1

Et bo - 7
1
apy1 = § (bn + 2ay)

1
bny1 = § (a, + 2by)

le cosinus




Soit D une droite munie d’un repére (0,i) pour
tout n entier naturel ;on considére les points
A, et B, d’abscisse respectives a,, et b,

1) Placez les points Ay, B,, A1, B1, Aet B,
2) soit (U,,) la suite definie par U,, = b,, — a,

a)Démontrer que la suite U est une suite
géométrique dont on précisera la raison et le 1¢"
terme

b) Exprimez U,, en fonction de n

3) comparez a,, et b,, et étudiez le sens de
variation des suites (a,) et (b,) puis interpréter
géométriqguement ces résultats

4) Démontrer que les deux suites précédentes
sont adjacentes

5) soit V la suite définit par :V,, = b,, — a,
Pour tout n entier naturel

a)Démontrer que la suite V est constante et en
déduire que les segments [A,,B,,] ont méme
milieu

Lorsgue quelgue choge te gemble
6) justifie que les suites (a,) et (b,) sont

. insurmontalle, c’'est gue tu doutes de toi
convergentes et calculez leur limites

b) interpréter le résultat

EXERCICE 16

Soit la suite U définie pour tout entier naturel n
par: U, = 2" —3n+ 4 calculer S,, = ;o Uy

EXERCICE 17(interro TleC 2018 LPEE)

On consideére la suite (U,,) definie sur IN par
{ Up=1++2
Upe1 =1+ JUZ+ 20U, +4

Calculer U; et U,

Onpose V, = (U, — 1)? vnelN

a)Montrer que la suite (1},) est arithmétique

b) Exprimer V}, puis U, en fonction de n

c)Calculer S, =Vyo+V;+--+1,

Le vecteur vitesse le cosinus
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