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AVANT-PROPOS

Cet ouvrage est I'ceuvre des enseignants du groupe
WhatsApp dénommé « Grandprofs de maths(GPM) ». Ce groupe
avu le jour le 12-05-2017. Cette collection est la mise en pratique
de I'un de ses objectifs majeurs. Rendu a sa deuxiéme édition,
c’est le fruit de prés de trois mois de travail organisé par les
administrateurs dans des sous-groupes (13 ateliers).

Destinés exclusivement a l'usage de I’enseignant, les
documents de cette collection n’ont pas la prétention de
remplacer les livres inscrits au programme par la haute
hiérarchie, encore moins le cours de I’enseignant. Il vient juste
en appuis a ces documents. Dans le fond et la forme, chaque
chapitre de cette collection est conforme au nouveau
programme et respecte la structure de I’APC pour les classes de
la 62™¢ en premiére.

Cette deuxiéme édition doit son succés a un groupe
d’enseignants de mathématiques exergant dans toutes les
régions du Cameroun. Une mention spéciale est a décerner aux
administrateurs qui ont travaillé inlassablement pour mener le
projet a bon port. Il s’agit de : M. Guela Kamdem Pierre , M. Pouokam
Léopold Lucien , M. Tachago Wabo Wilfried Anderson et le fondateur
du groupe M. Ntakendo Emmanuel. A ce dernier, nous devons
toutes les couvertures de cette deuxiéme édition. Un coup de
chapeau est a donner a certains enseignants qui ont fait de la
réussite de ce projet, un objectif a atteindre pendant les
vacances : ce sont les chefs d’ateliers. Nous avons M. Siyapdje
Henri (6°™¢), M.Joseph Fogang (5°™¢), M.Ngongang Nivel (4°™),
M.Jidas Tchouan (32™), M. Simplice Dongmo (2"¢As), M. Guela
Kamdem Pierre (2"9°C), M. Tachago Wabo Wilfried Anderson (1°7As), M.



Nyuefo Takongmo (1%C), M. Jidas Tchouan (1¥D-T1), M. Bayiha
André Ghislain (T'*As), M. Ouafeu Tokam Guy Paulin (T* C) et M.
Nganmeni Konguep Hervé Battiston (T'® D-TI). Nous ne saurons
terminer sans féliciter tous les acteurs principaux, ceux-la qui ont
cru en ce projet et y ont consacré leur précieux temps non
seulement dans la réalisation d’au moins I'un des 164 chapitres
du projet mais aussi pour les critiques constructives qui ont
permis d’optimiser la qualité des cours réalisés.

La perfection étant utopique, nous avons l'intime
conviction et le ferme espoir que des éventuelles coquilles que
pourrait contenir chacun des documents de cette collection
rencontreront I'indulgente compréhension des utilisateurs. Pour
ainsi dire, nous serons ouverts aux suggestions et critiques
constructives.

Tous les enseignants voulant intégrer ce groupe
WhatsApp ou désirant prendre part a la 3¢™ édition qui
débutera en Mai 2020 sont priés bien vouloir écrire a I'un des
administrateurs ci-dessous : M. Guela Kamdem Pierre (697 473 953 /
678 009 612), M. Pouokam Léopold Lucien (696 090 236/

651 993 749), M. Tachago Wabo Wilfried Anderson (699 494 671) et
M. Ntakendo Emmanuel (676 519 464).

NB : toute utilisation d’'un document de cette collection

& but Lucratif est formellement proserite,



Projet Grandprofs de math(GPM)
2°meédition
Atelier 1°C

1- Polynémes Equations-inéquations dans IR page 6-19
Tchio Serge, Lycée bilingue de Bokito et Collége Polyvalent Saint
Augustin de ngousso 676273940/699046143

2- Equations et inéquations a deux et trois inconnu, page 20 - 24
Saah Serge, Lycée moderne de Nkozoa, 676466047

3- Géométrie analytique du plan, page 25 - 32
Mba Wafo Alexandre, 679 44 66 55 Lycée Technique d'Edéa

4- Barycentres-lignes de niveau page 33 -40
5- Espaces vectoriels réels page 41 -51
Nguefo Takongmo Amour , Lycée d'Abondo, 679985838 (Chef d’atelier)
6- Applications linéaires et matrices page 52 - 65

Awono Messie Thierry Nathanael, Lycée Classique d'Edéa, 697263845 et
Nguefo Takongmo Amour , Lycée d'Abondo, 679985838

7- Généralités sur les fonctions page 66 - 76

Kounga Tagne Guy, Lycée bilingue de Santchou, 696945469

8- Applications page 77 - 82
Pougnong Kendieng Valentin, Enseignant au lycée de Koundoumbain,

676835055

9- Limites et continuité page 83 -91

Siryle Geufo, lycée classique et moderne de Ngaoundéré,

67197 39 55/697 37 33 22

10- Dérivations. Page 92 - 104
Deh Nkengni Rigobert, Lycée de MENGUEME/College IPONI,

679767867



11- Représentation graphique de fonctions, page 105 - 115
Ngnazoke Wassain Armand,Lycée Bilingue de Bocklé.697818473.

12- Dénombrements page 116 - 124
Efouba Ekassi Rucene, Lycée bilingue SIN foumban, 655717553

13- Trigonométrie page 125 - 135
Sayou Lynda epse koloupe, Lycée de ZENMEH, 699668756

14- Nombres complexes page 136 - 146
Pouokam Léopold Lucien, Lycée Technique de Ndom, 651993749

15- Transformations du plan page 147 - 162
Efouba ERassi Rucene, Lycée bilingue SIN Foumban, 655717553

16- Orthogonalité dans I'espace. Page 163 - 166
Nde Tchiffo Bruno, Lycée bilingue de Bonassama /lycée bilingue de
Bobongo Petit-paris, 675309442

17- Géométrie analytique de l'espace page 167- 174
Mimche Chouaibou, LYCEE BILINGUE DE LOMIE, 697502986

18- Sphere page 175 - 178
Hiong Joseph, Lycée Bilingue de Kourom,697551742

19- Statistiques, page 179 - 183
Feudjio Alexis Patrice, Lycée d'Odza

20- Suites numeriques page 184 - 187
Gouabou Motsebo Eric Florent, Lycée Bilingue d'Ebone

696607620 / 679123512

21- Arcs capables page 188 - 193
Nguefo Takongmo Amour, Lycée d'Abondo, 679985838

22- Graphes page 194 - 198
Mba Wafo Alexandre, 679 44 66 55 Lycée Technique d'Edéa



MODULE 21 : RELATIONS FONDAMENTALES DANS L’ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

@

CHAPITRE 1 : EQUATIONS ET INEQUATIONS DANS R

g

MOTIVATION : Nous sommes confrontés dans notre vie quotidienne a résoudre des problémes
de partage, de répartitions de superficies, d’intéréts, de rabais ou de hausse, d’optimisation et
bien d’autres. Le présent chapitre s’en va nous donner des outils mathématiques nécessaires
pour mieux appréhender ce type de problemes.

LECON1: POLYNOMES
Pré requis
e Reconnaitre une expression littérale.
e Opérer des sommes algébriques sur des expressions littérales.
o Développer, réduire voire ordonner une expression littérale.
e Déterminer la condition d'existence d'un quotient.
Situation probléme

Objectifs pédagogiques :
e Savoir reconnaitre un polynome
o Déterminer une racine évidente d'un polynome et en reconnaitre une.
o Effectuer une identification des coefficients ou une division euclidienne
e Opérer des sommes, des produits et des quotients de polynomes.

I. Notion de polyndmes a coefficients réels.
1. Résumé
Soita e R* et n €N,
e Toute expression littérale de la forme ax™ est appelée monéme en x et de degré n.
e On appelle polyndme, une somme algébrique de plusieurs monomes.
e Le degré d'un polynome correspond a celui de son mondme de plus haut degré.
e Un polyndme a une indéterminée et de degré n est donc toute expression de la forme :
Ao + a1x + azx? + -+ apx™ = Y1_, arx® ol x est I'indéterminée et
a, € R Vk € {0,..,n} (a, # 0) sont les coefficients du polynome.
Les polynomes en x sont généralement notés P(x), Q(x), A(x) ...
2. Exemples
e P(x)=x3—7x*+2x*— 1 est un polynome de degré 4.
e —1,2 sont des polynomes de degré nul.
3. Remarques
e Un mondme est un polynome.
e 0 est un polynome appelé polyndme nul, il n'a pas de degré.
e Les coefficients d'un polyndme donné sont uniques.
4. Eqalités de deux polyndmes
Soit P(x) = Yi_o arx® et Q(x) = Xi_o bex* deux polynomes. On dit que les polynomes P
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a():b()
a1=b1

et Q sont égaux lorsque pour tout k € {0, ...,n}, a; = by, c'est-a-dire

a) Exercice d'application
On donhe P(x) = x> — 7x + 6. Déterminer les réels a et b tels que
P(x) = (x—1)(x*+ ax + b).

b) Remarque
Cette méthode est appelée méthode par indentification des coefficients.

5. Division euclidienne
Résumé :
a) Racines d'un polynome.
On appelle racine d'un polynome P tout réel a tel que P(a) = 0.
Exemple :
En considérant le polyndome P défini par P(x) = x3 — 5x2 — 2x + 24,
ona P(-2) = (=2)3-5(=2)2 —2(=2) + 24 = 0. Donc —2 est une racine de P.
Exercice d'application :
Montrer dans chacun des cas suivants que a est racine de P
5

a) P(x) =3x3+ 2x% + 3x + 2 az—g b)P(x)=2x3—5x2+%x—Z a=1

b) Division euclidienne.
Soit P un polynéme de degré n(n = 2) admettant a« comme racine. Il existe un polynome Q de
degré n — 1 tel que pour tout réel x, P(x) = (x — a)Q(x).
NB : le polyndme Q est généralement obtenu en divisant P(x) par x—a ou en
effectuant une identification.
Exemple :
Le professeur choisira des exemples a sa convenance et insistera sur la méthode.
Exercice d'application :
Dans chacun des cas suivants, déterminer les réelsa, b et ¢ :
a) P(x) = x3 — x? — 14x + 24 P(x) = (x — 2)(ax? + bx + ¢)
b) P(x) = 3x2 —10x%2 + 9x — 2 P(x) = (x — 1)(ax? + bx + ¢)
II. Opérations sur les polynomes
1) Somme algébrique
a) Résumé :
Faire la somme de deux polyndmes revient a regrouper les coefficients de mémes degrés.
La somme de deux polynomes P et Q est un polyndme, on le note P+Q.
b) Exemple
En Considérant P(x) = V5x3 + 6x2 — 4 et Q(x) = 2v/125x3 — 11x% + 3x,0na:
(P+0Q)(x) =P(x) +Q(x) =11/5x3 = 5x2 + 3x — 4
2) Produit de deux polynomes
a) Résumé :
Pour opérer le produit de deux polynomes, on utilise les techniques de développement et de
réductions. Le produit de deux polynémes P et Q est un polyndme, on le note PQ.
b) Exemple
Soit P(x) = (x3+x—2)(x—1) et Q(x) = 5x(x? —3x + 1)
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OnaPQ(x) =P(x) X Q(x) = x* + 4x3 — 14x? + 2x + 2.
c) Remarque
En général d°(P+Q) # d°P + d°Q, de méme d°PQ # d°Pxd°Q
3) Quotient de deux polynomes
a) Résumé :
Le quotient de deux polynomes P et Q hoté g n'existe que lorsque Q est un polynome non nul.

En d'autres termes, % existe si et seulement si Q(x) # 0. Le quotient de deux polynomes

(lorsqu'il existe) est appelé fraction rationnelle.

b) Exemple
2y . . . . . ) \
Soit R(x) = “"= une fraction rationnelle. R existe si et seulement si x2 — 1 # 0, c'est-a-
(2x-3)(x+1) _ 2x-3

dire, x # —1 et x # 1. De plus, pour x # +1, R(x) = —— ~= ="—

: On dit qu'on a simplifié
la fraction R.

c) Exercice d'application

Dans chacun des cas suivants donner la condition d'existence de P et simplifier la.

3,3,2_15
3x +2x 2x+

3x%2-5x-2

a) P(x) = x2—x-2
numérateur).

3 .
(On pourra remarquer que 1 est racine du

b) P(x) =

2x%24+3x-2

LECON2: EQUATIONS DU SECOND DégGgRe DANS IR

Pré-requis :

e Forme canonique.

e Résoudre des équations du premier degré dans R.

e Factoriser/résoudre des équations en utilisant la forme canonique.
Objectifs pédagogiques :

A la fin de cette legon, I'éleve sera capable de :

> Résoudre une équation du second degreé

> Résoudre un probléme faisant intervenir une équation du second degré.
Situation de vie :

|
M
Un designer désire réaliser un logo pour une entreprise. Ce logo a la forme de la partie
blanche de la figure ci-dessus situé a l'intérieur du demi-disque de diametre [BC] et a
I'extérieur des demi-disques de diametres [CM] et [MB]. M étant un point quelconque de [BC].
On donne BC = 10 et on pose x = CM. Le designer doit faire en sorte que l'aire de la partie
blanche soit égale a la moitié de l'aire du demi-disque de diametre [BC].

Comment doit-il positionner le point M ?
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I. TRINOMES DU SECOND DEGRE
Activité :
On consideére le polynome P défini par P(x) = ax? + bx + c.
1. Discuter suivant les valeurs de a, b et ¢ le degré du polyndme P.
2. On suppose pour la suite que P est de degré 2.
a) Rappeler la formule donnant la forme canonique de P.
b) On pose A = b* — 4ac. Réécrire cette forme canonique.
c) A quelles conditions sur A, P est il factorisable ? Dans chacun de ces cas donner si
possible les solutions de I'équation P(x) = 0.

1. Résumé :
a) On appelle trindme du second degré ou polynome du second degré tout polynome de la
forme ax? + bx + c ot @, b et ¢ sont des constantes réelles avec a # 0.
2. Exemple
e 2x?—3x+ 1 est un polyndme du second degré (a=2, b=-3 et c=1).
e 5—4x? est un trinome du second degré (a=-4, b=0 et c=5).
3. Vocabulaire
e La courbe représentative d'un polyndme du second degré est appelée parabole.

2 p2_
b) La forme canonique de ax? + bx + ¢ est a[(x+ i) - b24a42ac]. On pose A = b? — 4ac. La

2a

2
forme canonique devient alors a[(x + %) — 2. On peut par la suite distinguer les cas

4q2

suivants :

A . A
> A<0 Dans ce cas, — 2z > 0 et par consequent a[(x+ Z) — 2.zl nest pas

factorisable (car somme de deux carrés).
2 2 2 .
2a 2a

4q? 2a

comme différence de deux carrés.

2 2
» A=0 Danscecas,a [(x + i) ~Ll=a (x + %) qui est déja sous la forme

2a 4a?
factorisée.
Conclusion le trinome ax? + bx + c est factorisable si et seulement si A > 0.

II. RESOLUTION D'EQUATIONS DU SECOND DEGRE

Activité :
On donne les trindmes du second degré suivants :
P(x) =2x*—-5x+3 Q(x) =x2—-3x+7 R(x) = 4x? — 4x\/3+3

1. Donner la forme canonique de chacun de ces polynomes.
2. Ces polyndmes sont-ils factorisables ?
3. Résoudre dans R chacune des équations suivantes P(x) =0, Q(x) =0 et R(x) =0
Résumé:
1. Définition :
On appelle équation du second degré toute équation de la forme ax? + bx +c=0o0lUa,bet ¢
sont des nombres réels avec a # 0.
Le nombre réel A = b*> — 4ac est appelé discriminant du trindme ax? + bx + c.
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2. Vocabulaire :
On appelle racine(s) du trindme du second degré ax? + bx + c les solutions lorsqu'elles
existent de I'équation ax? + bx + ¢ = 0.
3. Résolution de I'équation ax* + bx +c =0
Pour résoudre I'équation ax? + bx + ¢ = 0 on procede comme suit :
» On calcule le discriminant A
» Trois cas sont alors a distinguer (A >0, A <0, A =0), que I'on peut résumer dans le
tableau ci-dessous :

A>0 A=0 A<O
Admet deux
racines réelles
distinctes x; et Admet une
ax®+bx +c X;. racine double x, | N'admet pas de
= 28 oy R racines
2a 0 2a
—-b+VA
xz =
2a
Forme factorisée N'admet pas de
a(x — x;)(x — x;) a(x — xp)° factorisation
Remarque
Dans la factorisation du trinome, ne pas oublier le “a"
Astuce

Pour résoudre I'équation ax? + bx + ¢ = 0 on peut suivre les étapes suivantes :
e Lirea,betc.
e Calculer A.
e Suivant le signe de A, déterminer les solutions.
Exemple
Soit a résoudre I'équation 2x* —5x +3 =0
Ona, a=2,b=-5etc=3. A=b?—4ac=(-5)2-4Q2)3)=1.
A étant strictement positif, I'équation admet donc deux solutions :

=B OOV _ g oy gy, = EVA_ZOOM 3 g =1,
2a 2(2) 2a 2(2) 2 ’

Exercice d'application
Résoudre dans R, chacune des équations suivantes et donner la forme factorisée des
polyndmes associés a chacune de ces équations :
a)3x> —2V2x—-2=0 b)5x?+3x+2=0
Remarques
R1 : Lorsqu'on vous demande résoudre une équation sans préciser I'ensemble de résolution
alors faites le dans I'ensemble R.
R2 : Lorsque les réels a et c sont de signes contraires, |'équation posséde toujours au moins
une solution.
R3 : On n'est pas toujours obligé de calculer le discriminant lorsqu'on veut résoudre une
équation du second degré, une simple factorisation suffit le plus souvent :
Exemples x?—2x =0 4x2—1=0

X1

)4x?*+4x+1=0

R4 : Lorsque b est pair, on pose b’ = g et alors les résultats précédents deviennent :
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A'>0 A'=0 A'<0
Admet deux
racines réelles
distinctes x; et Admet une
ax’ +bx+c | x,. racine double x, | N'admet pas de
%, = ‘b’:/E et Xy = b racines
—br+VAr a
Xy = a
Forme factorisée N'admet pas de
alx —xy)(x — x3) a(x — xo)? factorisation

A’ est appelé discriminant réduit du trindme ax? + bx + c.
Exemple x? —-8x—-9=0 A =(-4)?-(1)(-9)=5%x,=4—-5=—-1letx,=4+5=9
Vous remarquerez la rapidité avec laquelle on obtient ces résultats.

ITI. AUTRES EQUATIONS DU SECOND DEGRE
Exercice d'application n°1

1) Vérifier que V11 + 682 =3 ++2
2) Résoudre dans R, I'équation 3x2 — (3 —v2)x —v2 =0
Exercice d'application n°2
Résoudre dans R chacune des équations suivantes :
Q) t—5t—6=0 b)—2x2+2|x|+4=0 ¢)(x—2020)%— (x—2020)—2=0
IV. PROBLEMES CONDUISANT AUX EQUATIONS DU SECOND DEGRE
Probléeme 1 :
Une marchandise qui coutait 51840 FCFA subit deux réductions de x% puis est vendue au
prix de 36000 FCFA. Déterminer la valeur de x.
Probleme 2 :
Un commergant achéte n actions dans une banque A a 600 000Fcfa. Dans une autre banque B

il aurait pu acheter avec la méme somme 100 actions en moins mais chaque action se verrait
alors augmenter de 3000Fcfa. Déterminer le nombre d'actions vendues et le prix d'une

action.
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LECON3: JINEQUATIONS DU SECOND DeEGRE DANS IR

Pré-requis :

e Résoudre une inéquation du premier degré

e Résoudre une équation du second degré
Objectifs pédagogiques :

A la fin de cette legon, I'éleve sera capable de :

> Résoudre une inéquation du second degré

> Résoudre un probléme d'optimisation
Situation de vie :
Un berger veut disposer de 200 m de grillage pour sa cl6ture en forme de rectangle. On note x la
longueur en métre de cette cloture. On désigne par A(x) l'aire en fonction de x de cette cléture.

Quelle est la valeur maximale de cette aire pour que la cloture soit entiérement couverte ?

Activité :
On donne P(x) = 2x2 —3x + 1
1. Donner la forme factorisée de P.
2. Dresser le tableau de sighe du polynome P.
3. Déduire de ce tableau la solution de l'inéquation P(x) < 0.
I INEQUATIONS DU SECOND DEGRE
Résumé :
a) Définition
On appelle inéquation du second degré toute inéquation faisant intervenir un trindme du
second degré.
Exemple :
5x2 —x + 2 < 0 est une inéquation du second degré dans R..
b) Résolution
Pour résoudre une inéquation du second degré, on dresse le tableau de signe du trindme
associé puis on détermine I'ensemble des valeurs qui satisfont cette inéquation.
Signe de ax® + bx +¢
1°*" cas A > 0 (ici on suppose x; < x3)

T —oo Ty Tq —+ oo

axi4bxdc| signe de a ¢signe de —a¢ signe de a

2°™ cas A=0

r — Tn + o

axi4+bx4c| signe de a q] signe de a

3™ cas A <0
X —00 )
ax’*+bx+c signe de a
Astuce
Pour résoudre une inéquation du second degré, on peut suivre les étapes suivantes :
e Résoudre I'équation associée.
e Dresser le tableau de signe du trindme et déduire I'ensemble solution.
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Exemple
Soit d résoudre l'inéquation —2x2 + 2x + 4 > 0. L'équation associée posseéde deux racines —1

et 2. Le tableau de signes de ce polynéme est donc :

T —oo —1 2 +oo

i 4244 — i + ) —

De ce tableau, on déduit que I'ensemble solution est S = [-1, 2]
Exercices d'application :
Résoudre dans R, chacune des inéquations suivantes :
a)2x?—-3x+1>0 b) —2x?+3x—-6<0 )3x2—6x+3<0
c) Autres inéquations du second degré
1) Résoudre dans R : a —
2) Résoudre dans R, l'inéquation 3x? — (3 —v2)x — V2 = 0 (On pourra se servir de |'exercice
d'application sur les équations du second degré)

24x-2
) ¥ oxe

< x+3 b) = <

II. PROBLEMES D'OPTIMISATION

L'optimisation est une branche des mathématiques cherchant a modéliser, a analyser et a
résoudre analytiqguement ou humériquement les problémes qui consistent a minimiser ou
maximiser une fonction (ici polynome) sur un ensemble. Donc ici il est question de trouver le
maximum ou le minimum d'un polynome du second degré modélisant un probléme d'économie,
d'informatique, d'ingénierie et bien d'autres.

Exercice d'application :
Résoudre la situation probléme. (voir aussi CIAM Pre SM page 189)
Vous rencontrerez beaucoup de situations d'optimisation dans le chapitre sur les fonctions
notamment celui sur la dérivation et un outil encore plus puissant vous sera donné.
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LECON3: SOMME €T PRODUIT DES RACINES

D'UN TRINOME DU SECOND Dégre
Motivation :
Le prof dit : « je cherche deux nombres, dont la somme vaut 5 et le produit 6 » Tout de
suite un éléve répond : « 2 et 3 monsieur ». Un autre : « 3 et 2 monsieur ». Le maitre leur dit
"bravo a vous"”. Puis il reprend en disant : « Et si la somme était 21 et le produit 90 ? » A ce
moment la salle devient calme. Et toi aurais-tu pu trouver ces nombres ? Si oui comment
aurais-tu procéder ?

Pré-requis :
e Savoir résoudre une équation du second degré c'est-a-dire déterminer les racines d'un
polynéme du second degré.
e Savoir résoudre un systeme de deux équations a deux inconnues.
Objectifs pédagogiques :
> Déterminer deux nombres connaissant leur somme et leur produit
> Utiliser la somme ou le produit pour déterminer une racine connaissant |'autre
> Résoudre des systemes voire des problemes faisant intervenir la somme et le
produit des racines
> Résoudre des équations paramétriques
Situation probleme :

Monsieur X dispose d'un champ en forme rectangulaire dont il ne se souvient plus des
dimensions. Néanmoins ce dernier se rappelle que l'aire du terrain est de 24dam? et que l'une
des diagonales mesure 10dam. Aidez Monsieur X a retrouver les dimensions de son champ.
Activité :

On consideére le trindme A donné par A(x) = ax? + bx + c. On suppose de plus que A admet
deux racines réelles.

1) Rappeler les valeurs de x; et de x, en fonction de a,b et A.
2) Onpose S =x; +x, et P =x; X x,
a) Que représente S et P?
b) Déterminer les valeurs de S et de P en fonctionde a, b et c.

I SOMME ET PRODUIT DES RACINES
Dans cette partie, on suppose que le trindme ax? + bx + ¢ admet deux racines x; et x, et l'on
s'intéresse aux propriétés sur la somme et le produit de ces racines.
Résumé :
1) Définition et propriété
Soit P(x) = ax? + bx + ¢ un trindme du second degré admettant deux racines réelles x, et x,.
On note S et P respectivement la somme et le produit de ces racines. Alors :
S=x1+x2=—§ et P=x1><x2=§
Exemple :
Le polynome —2x2 — 2x + 4 admet deux racines (a et ¢ sont de signes contraires) et la somme
S = —Zz ~1et le produit P = = = -2,
2) Utilisation de la somme et du produit des racines
a) Trouver une racine connaissant |'autre
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Exercice d'application : (Extrait du probatoire € 2017)
On donne P(x) = 2v2x? + (2 —v2)x — 1.
i) Calculer P(%)

i) Vérifier que P admet deux racines distinctes
iii)  En utilisant la somme ou le produit des racines, déterminer l'autre
racine.
b) Trouver deux nombres connaissant leur somme et leur produit

Pour trouver deux nombres dont la somme S et le produit P sont donnés, il suffit de résoudre
I'équation X? — SX + P = 0. Il vient donc qu'une condition nécessaire et suffisante pour que
ces nombres existent est : $2 — 4P > 0 (c'est le discriminant de I'équation précédente).

Exemple
Répondons a présent a la préoccupation du prof : « Peut-on trouver deux nombres dont la
somme vaut 21 et le produit 90 ? »
On aS =21et P =90etdonc, S — 4P = (21)> — 4 x 90 = 81 > 0. La réponse a la question du
prof est donc oui. Mais alors quels sont ces nombres ?
On résout donc I'équation X% — 21X + 90 = 0 ce qui nous donne 15 et 6.

Exercice d'application :
Résoudre dans R? chacun des systémes suivants :

{x+y:—13 {x2+y2=5 {g %=g
xy = =30 xy =—2 x+y=6
Remarque

Les systémes précédents sont appelés systeme somme-produit. On leur donne le surnom de
systémes symétriques car si (a, b) est solution de ce systéme, alors le couple (b, a) est aussi
solution.
II. AUTRES UTILISATIONS DE LA SOMME ET DU PRODUIT
a) Un petit probléme : (proposé par Newton)
Un triangle rectangle a pour périmétre 30 m et pour aire 30 m?. Déterminer ses dimensions.
b) Equations paramétriques
Soit m un paramétre réel. On considere I'équation d'inconnue x :
Ep:(m+1Dx2—(m+3)x—m=0
Discuter suivant les valeurs de m, le nombre et le signe des solutions de E,,.
Bon a savoir :
Une équation du second degré posseéde :
e Deux solutions de signes contraires lorsque A >0 et P <0
e Deux solutions positives lorsque A>0, S>0etP >0
e Deux solutions négatives lorsque A>0, S<0 et P >0
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LECONS : ECQUATIONS €T INEQUATIONS De DégRre
SUPERIEUR OU EGAL A TROTS

Pré-requis :
e Savoir résoudre une équation et une inéquation du premier et second degré.
e Savoir utiliser la méthode par identification ou par division euclidienne sur des
polynémes.
Objectifs pédagogiques :
> Résoudre des équations et inéquations faisant intervenir des polyndmes de degré
supérieur ou égal a 3
> Résoudre une équation/inéquation bicarrée
Situation probléeme :
Une entreprise produit des voitures qu'elle commercialise. Le colt de fabrication (en
milliers d'euros) de x voitures est modélisé par la fonction c(x) = —1—10x3 +2x%—2,1x + 21

pour x € [0,10]. Une voiture est vendue au prix de 10 000€ et toutes les voitures fabriquées
sont vendues. On s'intéresse au bénéfice, c'est-a-dire a la différence entre la recette et le
colit de fabrication. Lorsque le bénéfice de I'entreprise est positif, on dit que la production
est rentable.

Déterminer la quantité de voitures a produire pour que la production soit rentable.

I. POLYNOMES DE DEGRE 3
Activité :
On considere I'inéquation (I) : x® — 5x% — 2x + 24 < 0 et le polynome P défini par
P(x) = x® —5x% —2x + 24

1. Calculer P(-2). Que traduit ce résultat ?

2. Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x, P(x) = (x + 2)(x? + ax + b)

3. Résoudre alors dans R, l'inéquation (I).

a) Résumé :

Pour résoudre une équation faisant intervenir un polynéme P de degré 3, on peut utiliser le
programme suivant :

e Déterminer une racine évidente a du polyndme P

e Trouver un polyndme Q de degré 2 tel que P(x) = (x — a)Q(x)

e Résoudre les équations x —a = 0 et Q(x) = 0 puis déduire les solutions.

b) Exemple

Soit a résoudre dans R, I'équation : 2x3® — 9x? + 13x — 6 = 0 et déduire la solution de
I'inéquation 2x3 — 9x? + 13x — 6 > 0
On commence par chercher une racine évidente (généralement tester les entiers compris
dans [-4, 4]). Dans ce cas, il s'agit de 1 (on peut aussi voir que 2 marche).
Par une division euclidienne, il vient que 2x® —9x? + 13x — 6 = 0 & (x — 2)(2x%* — 5x + 3) = 0.
Et par la suite, I'équation admet comme solution x = 1 ou x = % ou x = 2. L'inéquation est donc

équivalente a (x — 2)(2x* — 5x + 3) > 0. Une étude de signe nous donne comme ensemble
solution S =]1,§ [U]2, +oo[ (N'oublions pas qu'on connait déja donner le sighe d'un trindme de
degré 2).
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c) Généralisation
Pour résoudre une équation/une inéquation faisant intervenir un polynome P de degré
n (n = 2) admettant une racine évidente a, on trouve le polynome Q de degré n — 1 tel que
P(x) = (x — )Q(x).
Astuce
Pour résoudre une équation faisant intervenir un polynome de degré supérieur ou égal a trois,
on peut :
e Chercher une racine évidente a de ce polyndme (essayer les entiers entre -4 et 4)
e Utiliser soit une identification soit une division pour réduire le degré du polynéme
(réitérer le processus jusqu'a obtenir un polynome de degré 2)
Exercice d'application :
Résoudre dans R, I'équation 2x* + 9x* + 6x2 + 9x + 4 = 0 (on pourra remarquer que —4 est une
solution de cette équation).
II. EQUATIONS ET INEQUATIONS BICARREES
Activité :
On considere I'équation x* + 7x% — 18 = 0
1. Poser X = x* et résoudre |'équation d'inconnueX, puis déduire la résolution de |'équation
de départ en x.
2. Donner la forme factorisée de x* + 7x? — 18 puis déduire la solution de I'inéquation
x*+7x2-18<0
1) Résumé
On appelle équation (ou inéquation) bicarrée, toute équation (ou inéquation) de la forme
ax* + bx* + ¢ = 0 (ax* + bx? + ¢ = 0 ou tout autre inéquation de ce type) avec a # 0.
Généralement, pour résoudre une équation/inéquation bicarrée, on effectue un
changement de variable (par exemple poser X = x?) pour se renvoyer & une équation/une
inéquation du second degré (que I'on connait résoudre).
2) Exemple
Soit a résoudre I'équation 4x* + x* — 3 = 0. On pose X = x?, ce qui nous conduit a |'équation
4X? + X — 3 = 0 qui admet pour solution X = % ou X = —1. On revient ensuite a la variable

initiale de la sorte

° Pour'X=%,onax2 =%e‘rpar‘ lasui‘rex=§oux=—§
e Pour X =-1,0nax?= -1 cequiest impossible. Donc S = {‘/2—§ ,—?}
3) Exercice d'application :
Résoudre dans R, chacune des équations et inéquations suivantes :
a)x*—11x2-9=0 b)2x*+5x?-3<0 )2x*+x2—-3=0
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LECONG6: EQUATIONS €T INEQUATIONS JIRRATIONNéELLES

Pré-requis :

e Savoir résoudre une équation/une inéquation du premier et second degré.
Objectifs pédagogiques :

> Résoudre une équation et inéquation irrationnelle.
Situation probléme :

I. EQUATIONS IRRATIONNELLES
Activité :
On considére I'équation (E) : V7 — 6x = 2x + 1
1. Donner la contrainte de résolution sous cette équation.
2. Sous cette contrainte, résoudre alors I'équation (E).
1) Résumé :
> On appelle équation irrationnelle, foute équation possédant un radical (qui comporte le
symbole /). Dans cette legon, on se limitera aux équations de la forme vVax + b = cx + d
olia, b, c et d sont des réels.
> Pour résoudre une équation irrationnelle, on commence par déterminer la/les
contrainte(s) et sous ces contraintes on détermine la (ou les) solution(s) qui satisfont
la contrainte.

> Soit a résoudre I'équation Vax + b = cx + d, elle se réduit au systéme :
{cx + d = 0 (contrainte)

ax + b = (cx + d)?
2) Exemple :
Considérons I'équation V4 — x = x — 2. Cette équation nous conduit au systeme

x—ZZO >2 1N
{4—x=(x—2)2 o {x2f3_x=0 o x=3. Dot S={3}.

3) Remarque :

La contrainte est indispensable lorsqu'il s'agit de résoudre une équation irrationnelle (s'il n
y avait pas eu de contrainte on aurait pris O comme solution).

4) Exercice d'application :

Résoudre dans R, les équations : a) V7 —2x =x+4 b)V3—-2x=+x ¢)V2—x=x+10
II. INEQUATIONS IRRATIONNELLES
Activité :
On considére l'inéquation (I): V2 —x < x + 10
1. Donner la contrainte de résolution sous cette inéquation.
2. Sous cette contrainte, résoudre alors I'inéquation (I).

1) Résumé :
Les inéquations que nous allons résoudre dans cette partie sont du type Vax + b < (<) cx +d
ol a, b, c et d sont des réels.

ax+b =0

rd K3 ré . < . \ 7/ \ :
Résoudre l'inéquation vax + b < cx + d, revient a résoudre le systeme {ax +b < (cx + d)?
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1) Exemple :
Considérons l'inéquation V2 — x < x + 10. Résoudre cette inéquation revient a résoudre :

{ 2—x=20 (_){ xX<2 (_){ xX<2 o x €] -7,2]
2 —x < (x +10)? x2+4+21x+98>0 x < —ldoux>-7 ’

2) Exercice d'application :
Résoudre dans R, chacune des inéquations: a)Vx—-1<3—x b)V—x2+5x+9 <+vx—3
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MODULE 21: RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS
L’ENSEMBLE DES NOMMBRES REELS

CHAPITRE 3:  SYSTEMES D'EQUATIONS
A DEVX 0U TROIS INCONUES

Intérét : La rubrique d’aide qui suit s’attardera aux problémes de résolution de systémes d’équations
linéaires. Les méthodes présentées seront essentielles dans le cadre des cours d’Analyse
microéconomique, Economie managériale, ainsi que tous les cours de programmation linéaire et de
recherche opérationnelle.
Motivation : Nous sommes souvent confrontés aux problémes de vie, donc la résolution se trouve dans
son interprétation et sa mise en équations.

Les prérequis conseillés sont :

v Equations du second degré
v Inéquations du second degré

Lecon 1 : SYSTEMES D’EQUATIONS ET INEQUATIONS A DEUX
INCONNUES

Objectifs :

A la fin de cette lecon, I’éléve sera capable de :

» Résoudre un systéme d’équations a deux inconnues ;
» Résoudre un systéeme d’inéquations a deux inconnues.

1- Situation probléme

Une fleuriste propose deux types de bouquets :

e L’un composé de 5 roses jaunes et 4 iris pour 16 FCFA.
e L’autre composé de 3 roses jaunes et 6 iris pour 15 FCFA.

Calculer le prix de chacun des types des bouquets.
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2- Activité
1) Résoudre dans R? le systéme d’équation suivant :

5x +4y =16
3x + 6y =15

2) Résoudre dans R? le systéme d’inéquation suivante :

5x +4y <16
3x+ 6y <15
3- Résumé
. ax+by=c R , . e .
Soit (S) 4§ , ; ,» un systéeme de deux équations linéaires a deux inconnues.
ax+by=c

3-1- Déterminants de (S) et de ses inconnues.

» On appelle déterminant du systeme (S) le nombre réel ab’ - a’b. On le note D et on convient de
. a b b
le disposer |a, b bl
» On appelle déterminant de I’inconnue x le nombre réel ch’ — ¢'b. On le note D, et on convient
de le disposer |CC, II:’
> On appelle déterminant de 1’inconnue y le nombre réelac’ — a’c. On le note D,, et on convient
C a c |

. a L.
de le dlsposer| / ,| ,ainsiona: D, =ac’ —a'c= | ;o
a c a C

Ces formules de déterminant sont appelées aussi : formules de CRAMER

|;ainsiona:D=ab’—a’b= |Z,

|;ainsiona:Dx=cb’ —c'h= |CC, 5,.

3-2- Résolution a I’aide des déterminants.

» Si D = 0, alors le systéme (S) a un seul couple de solution qui est : (%; %) ;

> SiD=0¢et (D, # 0ouD, =+ 0),alors lesystéeme (S)n’a pas de solution ;
> Si D=0 et D, = D, =0,alors le systtme (S) a une infinité de solutions.

ax +by <c

, un systeme de deux inéquations linéaires a deux inconnues.
a'x+by <c ¥ g

Soit (S) {

Un systéme d’inéquations linéaire dans R? se résout graphiquement. Son ensemble solution est
I’ensemble des coordonnées des points appartenant a I’intersection de tous les demi-plans dont les
coordonnées des ponts sont solutions de chacune des inéquations qui constituent le systeme.

La résolution des systtmes dans R? permet de faire des prévisions dans certains problémes
concrets ; on dit en général qu’on fait de la programmation linéaire.

4- Exercice d’application (retour a la situation probléme)
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Lecon 2 : EQUATIONS ET SYSTEMES D’EQUATIONS
LINEAIRES A TROIS INCONNUES

Objectifs :

A la fin de cette lecon, I’éléve sera capable de :

v Résoudre une équation a trois inconnues ;
v Résoudre un systéme d’équations linéaires a trois inconnues.

1 - Situation probléme

Une entreprise fabrique des jouets en bois qui nécessitent :

2 kg de bois et 3 h de travail, pour un camion.
500 g de bois et 4 h de travail, pour un patin.
800 g de bois et 3h30 de travail, pour un chien a trainer.

Déterminer le nombre de camions, de patins et de chiens fabriqués si on utilise exactement 91 kg de
bois, si on travaille 313h et si on fabrique 89 objets au total.

2 — Activité

Résoudre dansR3, le systéme suivant :

x+y+z=89
3x +4y + 3.5z = 313
20x + 5y + 8z =910

3 — Résumé

1-

On appelle équation linéaire dans R3 ou équation linéaire a trois inconnues, toute relation de
la forme ax + by + cz = d ol a, b, c et d sont des nombres réels donnés, et x, y et z sont des
inconnues.
e Résoudre une telle équation revient a déterminer tous les triples dans 1’ordre (a, 8,y) de
nombres réels tels que aa + b +cy =d.
On appelle systéme d’équations linéaire dans R® ou systéme d’équations linéaire a trois
inconnues, tout regroupement de plusieurs équations linéaires dans R3 dont on doit rechercher
un seul ensemble solution.
METHODES DE RESOLUTION ET REMARQUES
Pour résoudre un systéme de trois équations linéaires a trois inconnues, on peut utiliser deux
méthodes :
» La méthode de substitution.
» La méthode du Pivot de Gauss.
Exemple
2x+3y+z=4
Résoudre dans R3 le systéme : {—x + 2y + 4z = 8.
3x+5y—z= -2
Résolution par substitution :

2x+3y+z=4 z=4-2x—-3y z=4-2x-3y
—x+2y+4z=8 {—x+2y+4(4-2x-3y) =8 = {-9x—10y = -8
3x +5y—z= =2 3x+5y—(4—2x—3y)= -2 5x +8y =2
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z=4-2x—3y (Z=4—2x—3y (z=4—-2x2-3%x(-1)=3
_ 9 8 _ 9 .8
= Y= "1 10 @43’_ 10" T 104 o8 _
R " T T S0
\5% 10" " 10/~ 10°° " 10 z=

Ainsi ’ensemble solution de ce systéme est S = {(2, -1, 3)}
Meéthode du pivot de Gauss

Donnons un nom a chacune des équations du systéme ; on obtient par exemple :

—x+2y+4z=8 L,

{2x+3y+z=4 Ly
3x+5y—z= -2 IL;

Fixons une des équations par exemple L, et choisissons une des inconnues par exemple x que nous
comptons éliminer dans les équations L, et L3, en utilisant L;. On a alors :

Disposition pratique de calcul

Ly 2x +3y + y=4 3L, 6x +9y + 3z =12
2L, —2x+4y+8z=16 —2L; —6x—10y+2z=4
Li +2L, = 0+7y +9z=20 3L1 — 2L, 0—y+5z =16

Nouvelle écriture du systéme :

2x+3y+z=4 L,
7y+9z=20 L',
_y +SZ=16 L,3

En gardant I’équation L, fixée, fixons par exemple 1’équation L', puis éliminons y dans 1’équation
Ls.

L'y, 7x+9z=20
7L's  —7y+35z=112
L'y+7L'; 0+ 44z =132

2x+3y+z=4 Ly
on 7y +9z = 20 L',
447 = 132 L',

2043(-1D+3=4 . _ 3
Ty+9x3=20 gly = g
132

z=—=3 z = 3
44

Finalementon a:

L’ensemble solution est donc S = {(2,—1,3)}
Remarques

e L utilisation de I’une ou I’autre des deux méthodes ci-dessus ne change pas I’ensemble
solution.

e La méthode du pivot de Gauss transforme le systéme initial en un systéme final
équivalent ayant la forme d’un triangle. On dit qu’on a triangularisé le systéme.
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4 — Exercices d’applications
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MODULE 23
CONFIGURATION ET TRANSFORMATIONS DU PLAN

CHAPITRE 3
GEOMETRIE ANALYTIQUE DU PLAN

LECON 1 : DISTANCE D'UN POINT A UNE DROITE

Objectifs

> Déterminer la distance d’un point a une droite par la méthode analytique ;
> Déterminer un vecteur directeur d'une droite en repére orthonormé.

Situation probléme

Un cartographe s'intéresse a déterminer la plus courte distance qui sépare certaine
villes du Cameroun au fleuve Sanaga, matérialise sur la carte par une droite.

Relativement a un repere orthonormé, le fleuve Sanaga est matérialisé par la droite
d'équation : 2x+y = 4, et une ville du Cameroun Buea pris au hasard a pour
coordonnées relativement au méme repere (7, 5).

Comment pouvez-vous aider ce cartographe a déterminer la distance de Buea au
fleuve Sanaga ?

Prérequis

v' Reconnaitre I'équation cartésienne d'une droite dans le plan ;

v" Rappelle des notions de vecteur normal, vecteur directeur d’'une droite dans le
plan dont on connait son équation cartésienne ;

v Rappelle des notions de produit scalaire, norme d'un vecteur, distance d'un point
a une droite ;

v" Rappelle de la notion de parallélisme et d’orthogonalité.

Activité

Dans un repére orthonormé (O, I, J), considérons la droite (D) : 2x+y-4=0; A, Bet C
trois tels que : A(7, 5), B(1, 2) et C(0, 4).

1) Vérifiez que B et C appartiennent a (D) et apres avoir déterminé un vecteur
directeur de la droite (D), justifiez que (AB) est perpendiculaire a (D).

2) Calculez les distances AB et AC et dites quelle des deux distances correspond a la
distance de A a (D).
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3) Sachant que 7i(2, 1) est un vecteur normal de la droite (D), déterminez sa norme
puis donnez la valeur de I'expression ;M, notons la d1 ; comparer d1 et

lI7ll
AB. Quelle conclusion pouvez-vous faire ?
4) Justifiez également que 7(2, 1) est colinéaire au vecteur 4. Que pouvez-vous

dire du vecteur 4B.

Solution

1. (D) : 2x+y-4=0 B(1, 2) et C(0, 4)

2(1)+2-4=2+2-4=4-4=0 et 2(0)+4-4=0+4-4=0 donc B et C appartiennent a

(D). Comme vecteur directeur de la droite (D) on a : ©(—1,2); AB(—6,—3)
Etant donné que (-1)X(-6)+(2)x(-3)=6-6=0, alors (AB) est perpendiculaire a (D).
2. AB=,/(1-7)2+(2-5)2=+36+9 =45 = 35,
AC =,/(0—7)2+ (4 —5)2 =49 + 1 = V/50. La distance AB correspond a la
distance de A a (D) car AB<AC.

21 = 2 2 _ . 12xa+ya—4 _ 12X7+5-4] _ |15 _ 15V5 _
3. Il = /(22 + (1)2 =+5; == —E_S_WEmm

Il
d1=3+/5. Et d1 = AB. Comme conclusion d1 représente aussi la distance de A
a (D) ; nous avons ainsi une autre fagon de calculer la distance d'un point a
une droite sachant et I'équation de la droite et les coordonnées du point en
question.
4. Justifions que 7(2, 1) est colinéaire au vecteur AB

AB(—6,-3) et #i(2,1) ainsi, (-6)X(1)-(-3)x(2)=-6+6=0 donc #(2, 1) est colinéaire
au vecteur AB. Comme conclusion, nous pouvons dire que AB est aussi un
vecteur normal de la droite (D).

Nous constatons que la distance de la ville de Buea ayant pour coordonnées (7, 5) au
fleuve Sanaga, matérialisé par la droite (D) : 2x+y-4=0 peut étre calculé comme étant:

_l2x7+5-4] _
A=y~ 3V5

Résumé
1. Dans un repére orthonormé (O, I, J) du plan considérons, (D) : ax+by+c=0 et
laxo1 by, +c|

A(Xo, Yo), la distance de A a (D) notée d(A, (D)) = NPy
a?+

2. Dans un repere orthonormé (O, I, J) du plan considérons deux droites (L) et
(D) : ax+by+c=0 tels que (L) et (D) soient perpendiculaires et deux points B et
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C appartenant a (L) alors #i(a, b) et BC sont tous deux des vecteurs normaux a la

droite (D).
3. 71(a, b) étant un vecteur normal de (D) d’equation ax+by+c=0, (D) a donc pour
. . a b c
equation normale la droite (d1) : X+ =0

Y+
\/a2+b2 \/a2+b2 \/a2+b2

Exercices d'applications

1. Calculer la distance qui doit séparer un poteau électrique de la route dans une
agglomération urbaine ou on observe dans un repeére choisi qu’un poteau pris au
hasard a pour coordonnées (10, 5) a un endroit ou la route est matérialisée par
une droite d'équation 3x+4y=5.

2. Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O, I, J), déterminer de deux
maniéeres différentes deux vecteurs directeurs de droite (L) dans chacun des cas
suivants.

i (L) :2x-y=3
ii. (L) passe par A(1, -3) et B(4, 0).

3. Determiner I'equation normale de chacune des droites suivantes :

(a) 2x-4y-7=0 (b) x+3y+1=0 (c) 2x+y = 3.
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LECON 2 : EQUATIONS PARAMETRIQUES D'UN CERCLE DANS LE PLAN

Objectifs

> Déterminer le systeme d’équations paramétriques d’un cercle dont on connait le
centre et le rayon.

> Déterminer le systeme d’équations paramétriques d’un cercle dont on connait
son équation cartésienne.

Situation probléme
Un jeu d’enfants consiste a tirer le ballon sur les bordures d’un anneau.

Trois enfants ; Pedro, Alex et Leo se lancent a une partie ; 'anneau dans cette partie
est matérialisée par le cercle d’équation (C) : x? + y* — 6x — 8y — 24 = 0, Dans un
repere orthonormé choisi du plan. Ces trois enfants tirent chacun une fois et le point
de contact avec le plan dans lequel se trouve I'anneau est noté tel que suit : Pedro
(5,1); Alex ( 3, 11) et Leo (2, 0). Etant donné que réussit la partie consiste a
placer le ballon sur I'anneau, quel(s) des trois enfants ont (a) réussi la partie ?

Prérequis

v' Détermination des éléments caractéristiques d’un cercle.
v" Résolution des équations trigonométriques de la forme aCosx=b ou aSinx=b.

Activité

Considérons le cercle (C) d’équation : x? + y* — 6x — 8y — 24 = 0, et E(X, y) un point
x =3+ 7cos6

Y = 4 + 7sind 6 un parametre reel.

du plan tels que {

Vérifier que (x —3)% + (x — 4)? = 7% (1)
Développer et réduire (1).
Que remarquer vous ?

H W=

3+ 7cosa =5 5

Peut-on trouver 0, a et g tels que {4 + Tsing = 1 °
{3+7cosﬁ=3 ?{3+7c056=2 5

4 +7sinf =11 "4 +7sin0 =0 °

Le quel des trois enfants a gagné la partie ?

6. Que peut d'aprés vous représenter ce systeme d'équations pour le cercle (C) ?

v

Solution
1, XTI T 7080 3)2 4 (x — 4)% = TPc0s20+72sin?0
. y— 4 = 7sind X X = cos Sin
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- (x—3)% + (x —4)? = 7%(cos?0 + sin?0) = 7°.
2. En développant et réduisant (1) on obtient : x? + y?> — 6x — 8y — 24 = 0.
3. C/c il existe une équivalence entre le systeme et cercle (C).
4, {3+7cosa =5 _){COSCI =2/7 _){ a =734

4 + 7sina =1 sina = —3/7  lag = —25.377 — d'ou non pour «a.

34+ 7cosf =3 cosf =0 B =90 , .
{4+ 7sinf = 11" {sinﬁ =1 {ﬁ _ gg ~ @' ououipour f.
{3 +7c0s0 =2 _ {cos@ =-1/7 { 0=9821 _ i o our O
4+7sin0 =0 |sind =—4/7 9 = —3485 pour ©.

5. Alex a gagné la partie.
6. Le systeme d'équations paramétriques du cercle (C).

Résumé
Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J).

1. Le systeme d’équations paramétriques d'un cercle de centre Q(a, b) et de rayon
X = a+ Rcos6
y = b + Rsinf
2. Pour déterminer le systeme d’équations paramétriques d'un cercle dont on
connait son équation cartésienne, on détermine d’abord ses éléments
caractéristiques (son centre et son rayon) et on possede comme précédemment.

R est donné par : { 6 un paramétre réel.

Exercice d’application.
Déterminer le systeme d’équations paramétriques des cercles définis comme suit :

a) Centre (3, -5) et rayon 5
b) Equation: x? + y* + 6x + 8y — 24 = 0.
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LECON 3 : TANGENTE EN UN POINT DU CERCLE

Objectifs

> Déterminer une équation cartésienne d'une tangente en un point d'un cercle
> Déterminer une équation cartésienne d'une tangente a un cercle, passant par un
point extérieur a ce cercle.

Situation probléme

Un bus de transport, dans son passage au tunnel, suscite en un éléve de classe de
premiére une interrogation apres avoir observé et le plan du sol et celui du haut du
tunnel, celle de savoir : la différence entre les deux plans par rapport aux roues du Bus
étant donné que les roues sont en contacts avec le plan du sol et pas avec le plan du
haut du tunnel et les deux plans vont dans la méme direction que les roues.

Dans I'optique de proposer une réponse a cet éléve de classe de premiere,
matérialisons dans un plan muni d’'un repére orthonormé (O, I, J), une roue de ce Bus
par le cercle (C) : x? + y* — 2x — 4y — 4 = 0 et les deux plans par les droites (D1) :
3x+4y+8 =0, pour le plan du sol et (D2) : 3x+4y+73 =0, pour le plan du haut du
tunnel. L'interrogation de cet éléve de classe de premiére deviendra : quelle différence
existe-t-il entre les droites (D1) et (D2) pour le cercle (C) ?

Prérequis

e Etudier la position relative d’une droite par rapport a un cercle.

e Déterminer les éléments caractéristiques d’un cercle dont on connait son
équation cartésienne.

e Résolution des équations du second dégrée.

Activité d'apprentissage

(O, I, J) est un repéere orthonormé considérons le cercle (C) : x? + y2 —2x —4y — 4 =
0 et les droites (D1) : 3x+4y+4 =0 et (D2) : 3x+4y+39 =0.

1. Déterminer les éléments caractéristiques de (C), on notera A le centre du cercle

et R son rayon.

Déterminer la distance d1 de A a (D1) et d2 de A a (D2).

Comparer d1 et R puis d2 et R.

Quel des deux droites touche (C) ? justifiez.

Déterminer les coordonnées du point B de rencontre de (D1) et (C) et vérifier

que (AB) est perpendiculaire a (D1).

6. Sachant que (D1) est de méme direction que (C), quel nom peut-on donner a
(D1) par rapport a (C) ?

iAo
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Solu

tion

. (C) est un Cercle de centre A(1, 2) et de rayon R=3.

. Les distances : d1=3 et d2=12.

Comparons : d1=R et d2>R.

. Des deux droites, (D1) est celle qui touche le cercle car d1=R.

. (D1) : 3x+4y+4 =0 >y = —%x —1doudans(C)ona: x2%+ (—%x - 1)% -
2x — 4(—§x - 1) — 4 =0 - 25x% + 40x + 16 = 0 d'ol x=-4/5 et y=-2/5 ;
ﬁ(—g, —%) et un vecteur normal de (D1) est donné par : (3, 4) ; qui est un

vecteur colinéaire au vecteurAB, d'oli (AB) est perpendiculaire & (D1).
Etant donné que (D1) est de méme direction que (C), alors (D1) est tangente a
().

c/c le plan du sol est tangent aux roues du bus.

Résume.

Etant donné (O, I, J) un repére orthonormé du plan et (C) : x? + y2 — 2ax — 2by + ¢ =
0 un cercle de centre Q et de rayon R.

1

2.

. On appelle Tangente en un point A du cercle (C), la droite passant par A

uniquement et de méme direction que (C).

L'équation de la tangente au cercle (C) passant en un point A(Xo, Yo) de (C) est

donnée par (T): xx, + vy, — a(x + xo) — b(y + y,) + ¢ = 0.

. L'équation de la tangente au cercle (C) passant en un point B(x1, Y1), B
n'appartenant pas a (C) est obtenue comme suit :
Considérant L'équation de la tangente au cercle (C) passant en un point A(Xo,
yo) de (C) donnée par (T): xx, + yy, — a(x + x4) — b(y + y,) + ¢ = 0, on
détermine les différents A(Xo, Yo) ; (Al et A2) pour lesquelles cette tangente
passe par B. et les droites (BA1) et (BA2) sont des tangentes a (C) passant par
B.

Exemples d’applications

1. Déterminer I'équation de la tangente au cercle (C) : x2 + y2 -3y —1 =0 et D(1,

3).
i, vérifier que D appartient a (C).
i puis déterminer une équation cartésienne de la tangente a (C) en D.

2. Soit (C) le cercle d’équation x? + y? — 10x + 15 = 0 et A(0 ; 5)

i, Vérifier que A n‘appartient pas a (C).
ii. Déterminer une équation cartésienne de chacune des tangentes au cercle
(C) passant par A.
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Solution
1.i.124+32-3%3-1=14+9-9—1=10— 10 = 0 donc D appartient a (C).

ii. L'équation cartésienne de la tangente a (C) en D est donnee par :

3
1*x+3*y—§(y+3)—1=0—>2x+3y—11:0.
2.i.02452—-10%0+ 15 =0+ 25+ 15 = 40 # 0 donc A n‘appartient pas a (C).
ii. L'équation cartésienne de la tangente a (C) en un point quelconque P(x,; y,) est

donnée par : (T) : xx, + yy, — 5(x + x,) + 15 = 0 ; déterminons les P pour lesquelles
(T) passe par A(0 ;5) (A n‘appartenant pas a (C)) sachant que ces P appartiennent a

().
(T) passe par A > 0*xxy + 5%y, —5(0+x,) +15=0 - 5y, — 5x,+15=0
- Yo = X — 3.
P appartiennent a (C) - x% + 2 — 10xy + 15 =0 > x% + (xy — 3)? — 10x, + 15 =0
> x02—8xy+12=0->x,=20ub

Ainsi, on aura P1(2 ; -1) et P2(6 ; 3) et comme conclusion les droites (AP1) :3x+y-5=0
et (AP2) : x+3y-15=0 sont des tangentes a (C) passant par A. A étant extérieures a
(C) et P1 et P2 appartiennent tous a (C).

Exercices d'applications.
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MODULE 28 : CONFIGURATION ET TRANSFORMA TIONS ELEMENTAIRES DU PLAN

CHAPITRE : BARYCENTRES ET LIGNES DE NIVEAUX

LECON 1 : BARYCENTRES DE DEUX POINTS PONDERES
OBIJECTIFS :
» Reconnaitre le barycentre de deux points pondérés a partir d’une égalité vectorielle ;

Motivation : la notion de barycentre doit vous amener a mieux cerner la relation de CHASLES vu
depuis la classe de 4¢ et de trouver le point d’équilibre d’un solide sur une balance.

SITUATION :

Sur les plateaux d’une balance sont déposé deux solides de masse différente. A quel niveau le petit
TAMO doit-il tenir la barre de la balance pour que les deux solides soient en équilibre.

Pré-réquis :

» Ecrire un vecteur comme combinaison linéaire de plusieurs autres vecteurs sur une
transformation linéaire.
» Ecrire les coordonnées d’un point connaissant son expression vectorielle.

Activité : soient A et B deux points du plan tels que AB=5cm et soient deux réels non nul a et b. on

aimerait savoir si I'on peut trouver un point G tel que aGA +bGB =0.

. Montrer aGA + bGEB = (a+ b)ﬁ) + bAB
2. Endéduire que I’égalité aGA + bGB = O est encore équivalente a (a + b)G7 = —bAB.
3. On suppose dans cette question que (a+b) 20
a. En déduire que le point G appartient a la droite (AB)
b. Montrer que 4G = 2 4B et BG = B4
a+b a+b
c. Construire le point G lorsque a=2 et b=3
d. Construire le point G lorsque a=-3 et b=5
4. Vérifier que lorsque a=b, alors G est milieu de [AB]
5. On suppose maintenant que a+b=0. Soit M un point ; montrer que le vecteur
aMA + bME ne dépend pas du point M.
Résume
> Définition
e On appelle point pondéré tout couple (A, a) ou A est un point du plan et a un réel
appelé coefficient.
e On appelle barycentre de deux points pondérés (A, a) et (B, B) 'unique point G

vérifiant I'égalitéaﬁ + ﬁﬁ =0 ou (a+B) #20.OnnoteG= | A | B
Ou G=bar {(A, a); (B, B)} o« | B

Exemple : 24G +3GB =0 G=

» Construction du barycentre de deux points

11 juin 2019

APC MATHEMATIQUES ATELIER PREMIERE C ANNEE SCOLAIRE 2019-2020
Page33



am+[31\—/1§=5 =>4G =228
a+pf

Cette égalité permet la construction du point B ; notons que si les points A, B et G sont alignés alors
G € (4B)

BAS : - lorsque a=pB, G est le milieu de [AB].

- Lorsque a et B sont de méme signe, G est situé sur le segment [AB]. Il est plus proche
du point donc le coefficient a la plus grande valeur absolue.

- SiaetB sont de signe contraire alors G est situé a I'extérieur du segment [AB].
Exemple : construire le barycentre G des points (A, 3) et (B,-2) (en cours)

> Réduction de aMA + BMB
- Lorsque a+p=0, aMA + ﬁm = (a+ B)m or G=bar {(A, a); (B, B)}
- Lorsque a+B=0 et A#B, alors aMA + [)’W ne dépend pas de M.

Propriété : le barycentre de deux points pondérés reste inchangé lorsqu’on multiplie les coefficients
par un méme réel non nul (propriété de ’lhomogénéité du barycentre)

G=bar {(A, a); (B, B)} => G=bar {(A, ka); (B, kB)} => G=bar {(A, a/k); (B, B/k)} avec k un réel.
Exemple : soit un segment [AB] de longueur 8cm, construire G=bar {(A, -3); (B, 2)}.

BAS : si A et B ont méme coefficient, alors G est appelé I'isobarycentre des points pondérés (A, a) et
(B, B) ou G est le milieu du segment [AB].

» Coordonnées du barycentre
Dans le plan muni d’un repere (O, |, J) on donne A (xa,ya) et B (xs, ys) les coordonnées du barycentre

axA+BxB_ayA+ByB)
atf ' a+p "

sont donnés par: G = (

EXEMPLE : déterminer les coordonnées du barycentre du systeme (A, 3); (B, -5)} lorsque A(-2,1) et
B(4,-3) dans le plan.

LECON 2 : BARYCENTRES DE PLUS DE DEUX POINTS PONDERES

OBJECTIFS :

» Traduire et reconnaitre le barycentre de trois points ou plus par des égalités vectorielles ;
» Construire le barycentre de trois points pondérés ;
> Utilisation du barycentre.

> Réduire I'expression },i-; aiM Al
Situation

Monsieur TAMO possede un champ de forme triangulaire son ami lui apprend qu’au centre de
gravité de ce champs il est caché un trésor. Monsieur TAMO n’a qu’une ficele et vous fais appel pour
I'aider a retrouver le trésor.

Résume

Soient trois points pondérés (A, a); (B, b) et (C, c) tel que a+b+c#0. On appelle barycentre de ces
points I'unique point G vérifiant aGA + bGB + cGC = O et on note G=bar {(A, a); (B, b) ;(C,c)}

b
A
a+b+c a+b+c

Construction aGA + bGB + cGC = 0 => AG = AC

11 juin 2019
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Exemple : ABC est un triangle construire G tel que G=bar {(A, 3); (B, -2) ;(C, 1)}.
e  Coordonnées du barycentre de plus de deux points pondérés
Soit le plan muni du repére (0,1,]). Soient (A, a); (B, b) et (C, c) trois point pondérés tels que a+b+c#0.

. axA+bxB+cxc ayA+byB+cyc
soit G=bar {(A, a); (B, b) ;(C,c)lona: G = ( e 4 a+Z+C 4

). Cas général : G=bar {(A;, ai)i<i<n}

BAS : - I'isobarycentre de trois points pondérés est le centre de gravité du triangle formé par ces
points.

- L'isobarycentre des sommets d’un parallélogramme est le centre de gravité de ce
parallélogramme.

Propriété (barycentre partiel)
Soit a+b+c20; G=bar {(A, a); (B, b) ;(C,c)} et a+b20 on pose I=bar {(A, a); (B, b)},alors
G=bar {(l, a+b); (C,c)}.

Le barycentre partiel permet de construire rapidement le barycentre de trois points pondérés.
Exemple : soient ABC un triangle, construire G=bar {(A, -5); (B, 2) ;(C, 1)}.

e  Alignement des points
On dit que trois points sont alignés si I'on peut écrire un comme barycentre des deux autres.

Exemple : soit ABC un triangles et | milieu de [AC].

a. Construire les points J et K tel que A_)] = %ﬁ et CK = %C_])
b. Démontrer que les points B, K, | sont alignés
° Probléme de concours des droites

Les droites sont dites concourantes si elles se coupent en un seul point. Démontrer que les droites
sont concourantes revient a vérifier qu’il existe un seul point appartenant a ces droites.

Exemples : ABC un triangle ; M,N,P sont trois points tels que AM = %A_B) ; AN = gﬁ et
5 BP — 3BC=0. Démontrer que les droites (AP), (BN) et (CM) sont concourantes.

» Réduction de I'expression Y;/-; aiM At

Y, aiMAL = alMA1+ a2MA2 + - + anMAn

(a1+a2+---+an)m5ia1+a2+---+anqtO

Exercices d’application : ABC est un triangle. G le barycentre des points pondérés (A, 4); (B, -1) ;
(C,1) réduire I'expression 2MA+3MB — MC
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LECON 3 : lignes des niveaux
OBJECTIFS :

» Conjecturer et rechercher un ensemble de points;
> Déstabiliser les idées fausses sur les vecteurs;

» Déterminer et construire a partir de la notion des angles inscrits dans un cercles dont un coté

est une demi tangente.

motivation

Soit deux points distincts du plan il est question de déterminer I’ensemble des points M du plan tel

que f(M)=k (K est un réel ou K est un angle)

I Théoréme de la médiane

Soient A et B deux points du plan et | milieu de [AB] ; pour tout point M du planon a:

N 2
1. MA.MB = MI? —%

2
2. MA? + MB? = 2MI? + %
3. MA? — MB? =2IM.AB
Démonstration soit | milieu de [AB]

1. MA.MB = (MI +14).(Mi + IB)
& MI*+ MI(IA + IB)+ (IA.1B)

&MI? — [A?%Car | milieu [AB] ie IA = IB

2
O M2 —%Carm = %

2. MA?+ MB? = (MI +14)" + (M + IB)"

&MA? + MB? =2M1?+2MI.(IA + IB)+IA? + IB?
SMA? + MB? =2MI1?+2AB?

SOMA? + MB? = 2MI? + -

3. MA? — MB? =(MA + MB)( MA — MB)

AB?

(MA + MB)=2 MI CAR | milieu de [AB] DONC MA? — MB? = 2 Mi( MA — MB)

MA — MB = BM + MA = BA D'ou MA? — MB? = 2 MI.BA

Il.  Lignes de niveaux

On appelle ligne de niveau K de I'application f, I'ensemble des points M du plan tels que f(M)=K

a. Lignes de niveau MA? + MB?=K
2
I milieu [AB]; MA? + MB?=K &2MI% + - = K

2
S2MI2 = K —%

_ap2
M2 =20 2

- Sia<0impossible
- Sia=0 M=l

APC MATHEMATIQUES ATELIER PREMIERE C
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- Si a>0 M appartient au cercle de centre | et de rayon a
b. Lignes de niveau MA* — MB?=K

Soient A et B deux points distincts, | milieu [AB]. Soit M un point du plan et H le projeté
orthogonal de M sur (AB).

MA? — MB?=K&2IH.AB = K
2IM.AB = K

L’ensemble des points M du plan tel que MA? — MB?=K est la droite perpendiculaire a la droite(AB)
au point H.

Exemple : soit AB=6cm ; déterminer et construire MA? — MB?=48

c. Lignes de niveau MA. MB=K

- 2
| milieu [AB] ; MA. MB=K&MI? — % =K

2
M2 =K+%

4K+AB?
@MI? = ——=a?

- Sia<0impossible
- Sia=0 M=l
- Sia>0 M appartient au cercle de centre | et de rayon a

. . MA _
d. Lignes de niveau WE = K

Exemple :Z—;‘ = § &3MA=2MB<3MA2 — 2MB? = 0 <>(3MA-2MB). (3MA+2MB)=0

Soit I=bar{(A,3) ;(B,-2)} et J= bar{(A,3) ;(B,2)}.

M. SW =0 @WW = 0 M appartient au cercle de diametre [lJ].
e. Lignes de niveau aMA? + BMB?=K

aMA? + BMB?=K

- Sia+P=0 cf section b
- Sio+B#0alors aMA? + BMB? = (a + B)MI? + aGA* + fGB* = K
SMI? = @(k — aGA? — BGB?) = a?
e  Sia<o impossible
o Si a=0 M=I
e Sia>0MeC(I;a)

BAS : ceci est vrai avec plus de deux points. Exemple :

lll.  Arc capable
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Soient A et B deux points distincts, 8 un nombre réel 0< 8 < 180 . Le lieu géométrique des points M
tel que AMB = 6° est la réunion de deux arcs de cercles symétriques par rapport a (AB).

a. Ensemble des points tels que AMB = 6°
1°"cas: 0 = 0 alors (W,W)=O®W,Wf sont colinéaires de méme sens <>M€ (AB)-[AB]
2¢cas: 0 =m; (W, W)= H®W,Wf sont colinéaires de sens opposés M€ [AB]-{A,B}
3¢cas: 6 €] — m; m[—{0} M est sur I'un des axes de cercles de cercles d’extrémités A et B.
b. Ensemble des points tels que AMB = +2k
(W, W)= 0[2m] <M est un arc de cercle privé de A et B.
c. Ensemble des points tels que AMB = 6+k
(W, W)= O[] &M est sur le cercle privé de A et B.
Exercice d’application :
Déterminer et construire I'ensemble des points suivants :

. (M4, MB)=0
b. (MA MB)=n
c. (W,Wi):%
d. (W’,W):%”

Travaux diriges
EXERCICE :

ABC est un triangle isocele de sommet principale A tel que AB = 2,5cm et BC = 4cm. Soient : | le milieu
de [BC] et G le barycentre de{ (A; —1),(B;1),(C; 1)}
1- a) Démontrer que les points A, | et G sont alignés.

b)- Vérifier que AG = 24T

2 a)- Démontrer que —MA + MB + MC = MG et que —2MA + MB + MC = AG

b)- Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que :

|-MA + MB + MC|| = ||-2MA + MB + MC||
EXERCICE :

ABC est un triangle quelconque
1- Construire les points P, Q, R tel que CP = %ﬁ, m = %ﬁ, BR = gﬁ
2- Démontrer que les droites (AR), (BP), (CQ) sont concourantes
3- On a CD=2BA et | symétrique de D par rapport a A. Montrer que les points B, C et | sont
alignés
4- a) Démontrer que 2MA + MB — 4CM = 7MG ou G est barycentre de A, B, C affectés des
coefficients que I'on déterminera.
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b) Déterminer et construire I'ensemble des points M du plan tel que
(2MA + MB — 4CM).MA = 0

EXERCICE :
- Soit ABC un triangle.

1- simplifier le vecteur—3 MA+ 2 MB+ MC .

- - - -
2- Soit le point G du plan tel que 4 AG = -3MA+ 2 MB+ MC
Démontrer que le point G est le barycentre des points A, B et C affectés des coefficients que I'on
déterminera.

- - -

3- soient les points D, E et K tels que D est le milieu de [AC], AE = %AB et BK = % BC

Démontrer que les droites (AK), (BD) et (CE) sont concourantes.

- Soient A et B deux points du plan tels que AB = 8cm.
1-
a- Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés (A ; 3) et (B ; -1).
b- Calculer AG? et BG2.
c- Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que
3MA? - MB? =72.
2- Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M du plan tels que
MA® — MB? = —40
Exercice

1) ABC est un triangle isocéle tel que : AB=AC=5 et BC=6 .L'unité de mesure est le cm.
Soit G= bar {(A2);(B,3);(C,3)}

a) Soit I le milieu du segment [BC]. Justifier que G= bar{(A,2) ;(1,6)}
b) En déduire la construction du point G.

c) Montrer que Al =4.

d) Exprimerﬁ et IG en fonction de ﬁ, puis montrerque AG=3 et IG =1
e) Déterminer et représenter I'ensemble des points M du plan tels que 2MA? + 6MI?=36

2) Soit I'application g, qui a tout point M du plan, associe le vecteur g(M) =2MA+3MB +3MC
a) Montrer que g(M)=8 MG
b) Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que g(M) = 0

Exercice

Le plan est muni d'un repére orthonormé (O, I, J). A, B et C sont trois points tels que
5 -1 0
A(Bj, B{s ] et C[lj. Soit | le milieu de [AB] et G, le barycentre du systéme {(A,m) ;(B,2) ;(C,4)}.

1) Déterminer les valeurs de m pour lesquelles G, existe.
2) Déterminer la valeur de m pour que G, soit le milieu du segment [IC].

3) On pose U=mMA+2MB +4MC et m=2
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a) Montrer que U=8MG, et en déduire la nature et les éléments caractéristiques de I'ensemble

(E) des points M tels queHaH =24.
X .-
b) Soit (F) I'ensemble des points M (yj du plan tels que u.MC =0

1
i) Montrer que Gz a pour coordonnées(z)

ii) Déterminer une équation cartésienne de (F).
iii) En déduire la nature et les éléments caractéristiques de (F).
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MODULE 23 (C-E) : CONFIGURATIONS ET TRANSFORMATIONS
ELEMENTAIRES DU PLAN

Introduction

Nous avons vu en 2"® ce que c’est qu’un groupe abélien. L’écriture d’un groupe (E ; * ) c¢’est une structure
algébrique (ensemble non vide E muni d’une loi de composition interne * associative, admettant un élément
neutre dans lequel tout élément admet un symétrique). Dans ce chapitre, nous parlerons d’une structure
algébrique particuliére appelée espace vectoriel réel. Mais comment s’écrit-elle ? quels en sont des

exemples ? quelles sont ses propriétés ?
Intérét :

Les espaces vectoriels permettent de caractériser tous les éléments de certains ensembles (méme infinis) a

partir d’un petit échantillon (fini) dudit ensemble.

Ils trouvent leur utilisation dans les démonstrations d’autres propriétés mathématiques, notamment les
solutions d’une équation différentielle permettant de donner 1’équation horaire d’un mobile en physique, la
résolution des systémes linéaires ayant plusieurs inconnues, 1’expression analytique de certaines suites

récurrentes
Motivation :

> Formaliser et généraliser certains aspects de la géométrie classique.

> S’outiller des prérequis nécessaires a la compréhension des signaux et la cryptographie

1 Lecon 1: NOTION D’ESPACES VECTORIELS REELS
Objectifs :

» Montrer qu’un ensemble est stable pour une loi.

» Montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel sur IR.

Pré-requis: groupes

1.1 Loi de composition externe
1.1.1 Définition
Soient (E; +) un groupe abélien. On dira qu’une opération ¢’ @ > est une loi de composition externe (ou

opération externe) dans E lorsque Va € E, VAER, Aca€E.
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1.1.2 Exemple

"

Dans le groupe (R; +), la multiplication ”."" est une loi de composition externe. En effet :
VaeR vieR 1a €R

1.2 Espaces vectoriels

1.2.1 Activité d’apprentissage
Soient (E; +) est un groupe abélien et .” une loi de composition externe dans E. Va,8 € R;Vx,y € Eeta
partir des propriétés connues de R, faites une conjecture pour donner d’autres expressions de

a.(B.x); (@+B).x; a.(x +y)etlg.x.
Solution :
a.(B.x)=(axB)x; (a+B)x=ax+p.x; a(x+y)=ax+ayet lg.x =x.

1.2.2 Definition
On dit qu’un ensemble E muni d’une loi de composition interne " + " et d’une loi de composition

externe "." [qu’on note (E; +;.)] est un espace vectoriel réel ou espace vectoriel sur R ou R- espace

vectoriel lorsque :

i.  (E;+) est un groupe commutatif. Son elément neutre est noté 07 ou O et est aussi appelé
vecteur nul de E.
ii. Va,BERVXx€EE, a.(B.x)=(axp).x (associativité mixte)
iii. Va,BERVXEE, (a+pB).x=ax+p.x.
(distributivité de la multiplication externe . sur I’addition + dans R)
ivv.. VaeRVx,y€EE, a(x+y)=a.x+a.y
(distributivité de la multiplication externe . sur I’addition + dans E)

V. Vx€E, 1lg.x=x (1 étant I’élément neutre pour X dans R)

1.2.3 Vocabulaire et notation
> Les ¢éléments d’un espace vectoriel E sont appelés vecteurs et sont parfois écrits sans fleche, tandis
que les éléments de R sont appelés des scalaires.

> .1 est souvent noté tout simplement Au ou A. u ou Au

1.2.4 _Exercice d’application: vérifier clairement que (R ; +;.) est un espace vectoriel reel

Exercice 1 :
on définit dans R une opération " * "parVa,b € R,axb =a+ b + 2.
Justifier que (IR; =) est un groupe abélien.
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Exercice 2 : on définit dans R? une opération " + " par V( a; b), (c;d) € R?,

(a;b) + (¢;d) = (a+c; b+ d). Soit opération "." définiepar VA € R, A.(a;b) = (A.a; 1. b).
Justifier que (R?; + ;.) est un espace vectoriel sur R .

Exercice 3 : faire de méme pour (R3; +;.)

1.3 Propriétés d’un espace vectoriel réel

Si (E; +;.) est un espace vectoriel réel, alorsonaV u,v,w € E, VA, a € R

2.0, =0, et0.7=0g
(ALUu=0, © @A=00uii=0,)
A(=1) = ()i = — (M)

AT —P) = —

A—a)u=M—au

YV V V V V

ALi=al) ©@A=aoui=0z)

(breuve en exercice)

2 Lecon 2: FAMILLE LIBRE, FAMILLE GENERATRICE, BASE

Objectifs :

» Montrer qu’une famille finie est une famille génératrice ; libre ; liée d’un espace vectoriel.
» Montrer qu’une famille finie est une base d’un espace vectoriel.

» Déterminer la dimension d’un espace vectoriel.

Pré-requis:
» Coordonnées des vecteurs du plan.

> Systemes linaires dans R? et R3.

2.1 Définitions

Soient E un espace vectoriel et €;.€,; €; ...; €, des vecteurs de E.

» Toute écriture de la forme Y, a;€; (ou encore a,€; + a,€, + a5 €; + --- + a, €,) est appelée
combinaison linéaire des vecteurs €,.€,; €s; ...; €, affectés respectivement des coefficients

aqy; Ay; Az} Ay
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> Ondit que la famille (€..¢,; €; ...; €,) est libre ou linéairement indépendante si toute
combinaison linéaire nulle de tous ces vecteurs est celle dont les coefficients sont tous nuls. En
d’autres termes, la famille (€1,6,; €3; ...; €,) est libre lorsque Vay; a,; as;...; a, € R,
@181+ y8y + A3 B3+ afy=0>0a, = a,= a3 == a, = 0.

> Ondit que la famille (€.,6,; €5; ...; €,) est liée ou linéairement dépendante si elle n’est pas libre
c’est-a-dire s’il existe une combinaison linéaire nulle de tous ces vecteurs avec des coefficients non
tous nuls (sans que tous les coefficients ne soient nuls).

> On dit que la famille (€.,6,; €5; ...; €,) est une famille génératrice de E ou encore que la famille
(€1,6,; €3;...; €,) engendre E et on note E =< €,6,; €3;...; €, > Si tout vecteur 7 de E peut
s’écrire comme combinaison linéaire de ces vecteurs €,6,; €s;...; €, avec des coefficients a

déterminer (en fonction de ). En d’autres termes, la famille (€;.€,; €s; ...; €,) engendre E lorsque
Vl_f € E, 3 aq;, Ay, A3; ..., Ap ER : 17 = a1é>1 + a2é>2 + as é>3 + -+ anén.

> Ondit que la famille (€..6,; €;; ...; €,) est une base de E si cette famille est a la fois libre et
génératrice. Dans ce cas, tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de labase. (Vii € E, 3! ay; ay; az;...; @, ER : U =a,8; +a,8, +az &5+ -+
angn)'
2.2 Exemples
Dans R?,onpose &, = (—1;2);é, = (1;1) et &; = (3;—6)

» Montrons que la famille (é,: €,) est libre

Soient @, eta, € R: a,€; + a,€, = Ogz. Montrons que a; = a, = 0.

ae; + a,é, = 6R2 = a,(—1;2) + a,(1;1) = (0;0) =>(-aq;2a;) + (ay; ay) = (0;0)
_al + az = 0
:>(‘a1 + az; 20!1 + az) = (0, 0) Zal + az —
az = a az = a a; = a a; =0

:>{2a1+a1:0 :>{3a1:0 :>{a1:0 :{O,’ZZO

Ainsi, la famille (é;; é,) est libre.
» Montrons que la famille (é,: €,) engendre R?

Soit @ = (x;y) € R2. Cherchons a;,a, ER : U = a;&; + a,é,.
U=a,6;+ a8, © (x;y) = a;(—1;2) + a,(1; 1) S (6 y) =(-ag; 2ay) + (ay; ay)
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_a1+a2=x a2=a1+x
oY) =tm +aizara) o e L0 el AN
y—x a :u
@{a2=a1+x o) M= o 1 3
3ay =y —x a, =a; +x a2=y3;x+x=y_x3+3x=y+3ﬂ

ainsi, la famille (&;; €,) engendre R?.

» Montrons que la famille (€4; €-) est liée

11 s’agit de chercher a; etaz € R : ;8 + a;8; = Ogz avec a; # 0 ou as # 0.

@181 + azé; = 6R2 & a;(—1;2) + a3(3; -6) = (0;0) ©(-aq;2a;) + (3az; —6az) = (0;0)

—a1 +3a.=0 a; = 3a
o(-ay +3a3; 2, — 6a3) = (0;0) < {20!11 - 6a§ =0 {26311 = 60?3
{611 = 3a, © a = 3a;.

En choisissant a; = 1,0na a; = 3. Ainsi, la famille (é;; &;) est liée car 3¢; + 1€; = O

2.3 Propriétés

Soit E un espace vectoriel et 1 un vecteur de E

» Une famille est liée si et seulement si I’un de ses vecteurs s’écrit comme combinaison linéaire des
autres vecteurs.
Toute famille de vecteurs contenant le vecteur nul est liée.
{11} est libre si et seulement si % # 0

» Toute sous-famille d’une famille libre de E est encore une famille libre de E et toute sur-famille

d’une famille génératrice de E est encore une famille génératrice de E.

2.4 Dimension d’un espace vectoriel
2.4.1 Propriété et définition
Si un espace vectoriel E a une base composee de n vecteurs, alors toutes les autres bases de E auront aussi

n vecteurs et dans ce cas, on dira que 1’espace vectoriel E est de dimension n et on note dim E = n.

Cas particuliers

e dim{0}=0

e SidimE =1, alors E est appelé une droite vectorielle. Dans le plan, elle a une équation de la forme
ax + by = 0, avec (a; b) # (0;0).
e SidimE = 2, alors E est appelé un plan vectoriel. Dans I’espace, elle a une équation de la forme

ax + by + cz = 0 avec (a; b; ¢) # (0;0;0).
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2.4.2 Exemples:
dim R =1;dim R? = 2,dim R3 = 3 et plus généralement, si n € N*, alors dim R" =n

La base canonique de R™ est (€y.€,; €s; ...; €,) telle que €; = (1;0;0;...;0); €, = (0;1;0;...;0); ...;
é; = (0;0;0;...;0;1;0;0;...;0) avec 1 alacolonne i; ..; é&,=1(0;0;0;..;1)

2.4.3 Propriétés

Soit E un espace vectoriel de dimension n et (€,.6,; €s; ...; €,) une famille de n vecteurs de E

> (61,65 €35 ...; €y) est libre si et seulement si (€,.€,; €3; ...; €,) est une base de E.
> (61,65 €3 ...; €y) engendre E si et seulement si (€1,6,; €3; ...; €,) est une base de E.

> dét(€1,€,; €3;...; €,) # 0 siet seulement si (€1,6,; €;...; €,) est une base de E.
En particulier, sin = 2, alors [ dét(€,,6,) # 0 si et seulement si (€,,€,) est une base de E].
sin = 3,alors [(€,,€,; €3) libre si et seulement si (€,€,; €3) est une base de E].

2.4.4 Exercice d’application

1) Dans R? muni de sa base canonique, on pose &; = (—1;2) ; &, = (1;1)
a- Justifier que (&;; &,) est une base de R?
b- On considére 1 = (3; —2). Déterminer les coordonnées de 1 dans la base (é;; €,)

2) Dans R3,onposeé; = (—1;2;1);é, = (1;-1;1) eté; = (2;—3;2)
a- Justifier que (é;; &,; ;) est une base de R3
b- On considére 1 = (2;3; —2). Déterminer les coordonnées de 1 dans la base (€;; €,; €53)

3) Dans R3,onpose & = (—1;2;1); 8, = (1;—1;1) et & = (2; —3; 0). Justifier que (&;; &,; &;)

n’est pas une base de R3
3 Lecon 3: SOUS-ESPACES VECTORIELS

Objectifs :

» Démontrer qu’une partie d’un espace vectoriel en est un sous espace vectoriel.
» Déterminer une base d’un sous-espace vectoriel.

> Justifier que deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires.

Pré-requis:

» Coordonnées d’une combinaison linéaire de vecteurs.
» Déterminant de deux vecteurs du plan.

» Coordonnées d’un vecteur directeur d’une droite.
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3.1 Définitions et propriétés
3.1.1 Activité d’apprentissage

Dans une base, %(x; y); ¥(x’;y") et A € R. Ecrire les coordonnées des vecteurs 1 + et Au

3.1.2 Définition
Soit (E; +;.) un espace vectoriel réel et F une partie de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de

(E; +;.) lorsque (F; +;.) [munides mémes loi + et . que E] est un espace vectoriel.

3.1.3 Propriéte

Soient (E; +;.) un espace vectoriel réel et F une partie de E.
F est un sous-espace vectoriel de (E; +;.) lorsque les conditions suivantes sont satisfaites :

> F+0Q
» F eststable pour + c’est-a-direVu,vE€F, u+vEF

» F est stable pour la multiplication externe c’est-a-direVu € F,VAER, Lu€F
Ces trois conditions sont équivalentes aux deux conditions suivantes :

> F+0

» F est stable par combinaison linéaire c’est-a-dire Vu,v € F,Va,L ER, au+ v EF

3.1.4 Remarques
» Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel et par consequent, les propriétes des espaces
vectoriels restent valables pour les sous-espaces vectoriels.
» Si(E;+;.) est un espace vectoriel réel, alors E et {0z} sont des sous-espaces vectoriels de E. (a
verifier)
> {0p} est appelé sous-espace vectoriel nul de E.
> E et {0} sont des sous-espaces vectoriels triviaux de E et les autres seront des sous-espaces

vectoriels propres de E.

3.1.5 Exemple
On sait que (R?; +;.) est un espace vectoriel sur R. On pose F = {(x;y) € R%: 2x — 3y = 0}.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de E = R?
Solution :
Les éléments de F sont par définition dans R?. Ainsi, F est une partie de R?

> Montronsque F # @

0 € R donc (0;0) € R2. De plus 2(0) — 3(0) = 0. Ainsi, (0; 0) € F et par conséquent, F # @.

> Montrons que F est stable pour +
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Soient (xq; y1); (x5; v2) € F. Montrons que (x;y,) + (x2;y,) € F.
(e 91) + (x5 52) = (1 + x5 1 + y2).

(x1;v1); (x2; v2) € F donc (xyg; v1); (x5 y2) € R2. Ainsi, x1;y1; x5; ¥, € R et puisque + est une loi de
composition interne dans R, alors x; + x,;y; + ¥, € Rd’ou (x; + x,;y; + y,) € R2,

En outre : 2(x1 + xZ) - 3(y1 + yz) = le + 2x2 - 33’1 - 3y2 = 2x1 - 3y1 + 2x2 - 3y2 Or
(xl; yl)' (xZ,yz) (S F DOI’IC 2x1 - 3:)71 = 0 = 2x2 - 33’2 D’Oﬁ 2(x1 + xz) - 3(y1 + yz) = 0 + 0 = 0
Ainsi, (x;y1) + (x5;y,) € F.Donc F est stable pour +.

> Montrons que F est stable pour la multiplication externe .

Soient (x;y) € Fet A € R. Montronsque A.(x;y) € F.
AL;y)=Qx; Ly).

(x;y) € F donc (x; y) € R2. Ainsi, x; y € R. De plus, 2 € R et puisque . est une loi de composition interne
dans R, alors 2.x; .y € Rd’ou (A.x;A.y) € R%. Enoutre : 2(4.x) —3(A1.y) = 21L.x — 31y =

A.(2x —3y).0r (x;y) € Fdonc 2x —3y = 0. D’ou 2(1.x) —3(L.y) =10 =0. Ainsi, .. (x;y) EF
donc F est stable pour la multiplication externe . et par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de

E =R?

Deuxiéme méthode :

Les éléments de F sont par définition dans R2. Ainsi, F est une partie de R?

> Montronsque F # @

0 € R donc (0;0) € R?. De plus 2(0) — 3(0) = 0. Ainsi, (0; 0) € F et par conséquent, F # .

» Montrons gue F est stable par combinaison linéaire

Soient (xq; y1); (x5;¥,) € F et a; B € R. Montrons que a. (xy;y;) + B.(x2;y,) € F.
a.(x;;y1) + B.(x2;¥2) = (@ x;a.y1) + (B.x2;8.52) = (a.x1 + B.x55a.y1 + B.Y2).

(x1;¥1); (x25¥2) € F donc (x1;y1); (x2;y2) € R?. Ainsi, x1; y1; X,; ¥, € R. De plus, a; 8 € R. Puisque .
est une loi de composition interne dans R, alors a.x,; B.x,; a.y;; B.y, € R. De méme, + est une loi de

composition interne dans R, donc a.x; + B.x,; a.y; + B.y, € Rd’ou (a.x; + B.xy; .y, + B.y,) € R?
Enoutre: 2(a.x; + B.x;) = 3(a.y1 + B.y,) = 2a.x1 + 2. x, — 3a.y; — 3.y,
= a.(2x1 — 3y1) + B.(2x5 — 3y;). Or (x1; y1); (x2;y,) € F donc 2x; — 3y; = 0 = 2x, — 3y,.

D’ou 2( . x; + B.x;) — 3(a.y; + B.y,) = a.(0) + B.(0) =0+ 0 = 0.
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Ainsi, a. (x1;y,) + B. (x5; y,) € F donc F est stable par combinaison linéaire et par conséquent, F est un

sous-espace vectoriel de E = R2.
Exercice

1- Montrer que F = {(x;y) € R?: —4x + 5y = 0} est un sous-espace vectoriel réel de R?
2- Montrer que G = {(x;y;z) € R3: x + 2y — 4z = 0} est un espace vectoriel réel

3- Montrerque H = {(x;y;z) E R3:x —y + 3z = 0 et y — 2z = 0} est un espace vectoriel réel.

3.2 Intersection et somme de deux sous espaces vectoriels

Soient F et G deux sous espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E. On pose
FNG={U€e€E:UuEFetueG}letF+G={WEE: IUEF,IVEG : WwW=U+7T}

3.2.1 Propriété et définition
» F N G est un sous espace vectoriel de E appelé intersection des sous espaces vectoriels F et G.
» F + G est un sous espace vectoriel de E appelée somme des sous espaces vectoriels F et G
» Ondit que E est la somme directe de F et G ou encore que F et G sont supplémentaires dans E et
onnote E=F @G, lorsque E=F+GetFnNnG = {6}. Dans ce cas, tout vecteur de E se

décompose de maniére unique comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.

3.2.2 Propriétés

Soient F et G deux sous espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E (E de dimension finie).

F; F+ G et F N G sont aussi de dimensions finies.

dimF < dimE. SideplusdimF =dimE, alorskE =F

dim(F + G) = dimF 4+ dimG — dim(F N G) (formule de Grassmann)
[E=F®G o [ FNG=1{0} et dim F+dim G=dim E ]

YV V. VYV V V

[E = F® G] si et seulement s’il existe une base de E formée des vecteurs de F et de G.

3.2.3 Exercice d’application
1) F={(x;y) €ER?: —x+y=0}etG ={(x;y) € R%:x + 2y = 0}
a- Justifier que F et G sont des sous espaces vectoriels de R? puis déterminer une base de chacune
d’elles.
b- Déterminer F N G
c- Déduire que R? est la somme directe de F et de G. (plusieurs méthodes)

2) F={(x;y;2) ER%:x+y—z=0}et G={(x;y;z) ER:2x—y=0etx+2z=0}

Vérifier si tout vecteur de R peut se décomposer de maniére unique comme somme d’un vecteur de F et

d’un vecteur de G.
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3.3 Réunion de deux sous espaces vectoriels

3.3.1 Remarque
Si F et G sont deux sous espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E, alors F U G n’est pas

forcément un sous espace vectoriel de E

3.3.2 Contre-exemple :
F={(;y)€ER?: —x+y=0}etG = {(x;y) € R%x + 2y = 0} sont des sous espaces vectoriels de
R?.

3 € Rdou (3;3) € R? etde plus, —3 + 3 = 0. Ainsi, (3;3) € Fdonc (3;3) € FUG.

—2;1€R d’ou(—2;1) € R? et de plus, —2 + 2(1) = 0. Ainsi, (—2;1) € G donc (—2;1) € FUG.
(3;3);(-2;1) e FuGet(3;3)+(-2;1) =(1;4) € R?.
—14+4=3+#0donc(3;3)+(-2;1)&F .1+2(4)=9+%0donc(3;3)+(-2;1) ¢G.

Ainsi, (3;3) +(—2;1) ¢ F U G donc F U G n’est pas un groupe et par conséquent, F U G n’est pas un

sous espace vectoriel.

3.3.3 Propriété
Plus genéralement, si F et G sont deux sous espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel E, alors les seuls

cas ou F U G est un sous espace vectoriel de E sont les deux cas suivants :

» F c Getdanscecas, FUG = G quiest déja un sous espace vectoriel de E.

» G c Fetdanscecas, FUG = F quiest déja un sous espace vectoriel de E.
En effet :
SiF¢GetG ¢ F,alorsaxeF:x¢ Get AyeG:y ¢ F.
x€EFdoncxe FUG. yeGdoncy € FUG.
Supposonsque x +y € FUG.Doncx+y€ Foux+y€QG.
Six +y € F, puisque —x € F alors (x + y) — x € F. Ainsi, y € F ce qui contredit le fait que y ¢ F.
Six +y € G, puisque —y € G alors (x + y) —y = x € G, ce qui contredit le fait que x ¢ G.
En conclusion, si F ¢ G et G ¢ F, alors F U G n’est pas un sous espace vectoriel de E.
Exercice

- o> —

Soient E un espace vectoriel et &, ¥, w € E. Montrer que F = {aui + bv + cw € E; a,b,c € R} est un sous-

—

espace vectoriel de E. 1l est appelé sous-espace vectoriel engendré par u ; U et w.

-

On note souvent F =< u ; v ;w >
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MODULE 23 : CONFIGURATIONS ET TRANSFORMATIONS  Année Scolaire : 2019-2020

ELEMENTAIRES DU PLAN Classe : 1°™ C
Cours de Mathématiques

Chapitre 6 : APPLICATIONS LINEAIRES ET MATRICES

LECON 1 : APPLICATIONS LINEAIRES
1. Applications linéaires entre deux espaces vectoriels
(a) Définition.

Soient E et F deux R -espaces vectoriels.

Une application f de E dans F est une application linéaire si elle satisfait aux deux

conditions suivantes :

() Yu,veE, f (G+\7): f (G)+ f (\7)

() Ve E,VAER, f(AU)=Af(U):

Autrement dit, T est une application linéaire si :

Yu,veE,Va,BeR, f (aﬁ+ﬂ\7)=af (ﬁ)+,8f (\7)
Notation : L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté Z( E, F).
Exemples :
e L’application identique |C|E est une application linéaire.
e Montrer que I'application f : Rsﬁ R? est linéaire.
(X,Y,2) > (-2x,y+32)
* Soient G(X, Y, z),\7(a, b,C) e R?; soient o, BeR
ona:au+pv=a(xy,z)+B(ab,c)=(axayaz)+(Ba, b, )
=(ax+ fa,ay+ fb,az+ fc)
Il s'en suit : f (aﬁ +,B\7) = f (ax+ Ba,ay+ Bb,az+ fc)

=(-2(ax+pa),ay+po+3(az+fc))
=(—2ax—2pa,ay+ pb+3az+3/c)
=(—2ax,ay+3az)+(—2pa, fb+3/c)
=a(-2x,y+3z)+ B(—2a,b+3c)

=af (U)+ B (V).

e Lapplication f ;R — R n’est pas linéaire. En effet: f (1) =1 etf (2) =4, mais
X > X°

F(2)%2-f (1)
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(b) Vocabulaire et exemples
Soient E et Fdeux IR - espaces vectoriels.
e Une application linéaire de E dans F est aussi appelée morphisme ou
homomorphisme.
e Une application linéaire de E dans E est appelé endomorphisme.
e Un morphisme bijectif est un isomorphisme
e Un endomorphisme bijectif est un automorphisme.
(c) Quelques propriétés sur les applications linéaires
Activite
Soient E et Fdeux R -espaces vectoriels. @ et @ les vecteurs nuls respectifs de E et
F. f une application linéaire de E dans F.
1. Montrer que YU € E, f (0:) =¢ et f (—_lj) =—f (G)
2. En déduire que YU,VeE, f (l]—\?) =f (l])— (\7)
Clé 1 Soit GEE,ona:l]+O =U et u+(—u) 0E
f étant une application linéaire, f (U ( ) (OE) ( )

donc, f (Ué):—f (G)+ f (l])=0
De méme, f (6)4— f (— )— f (O ) et comme f (O )=O—F> alors
f (lj)+ f (—G) =0—F> , par conséquent, f (—u) =—f (u)

Clé 2 Par linéarité, le résultat en découle !

—h

——

Moralité : Si f est une application linéaire de E dans F, alors f (@) =0; et

pour tous U,V e E, f (—l])=—f (l]) et f (l]—\?): f (G)— f (\7)

Propriétés (admises)

Par une application linéaire f de E dans F:
v L’image de toute base de E est une base de F Lorsque f est bijective.
v L’image d’'un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F.
v Limage réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un sev de E.

(d) Caractérisation d’une application linéaire entre espaces vectoriels

Soit E et F deux R —espaces vectoriels de dimensions finies.
Une application linéaire f de F vers F est entierement déterminée par 'image
des vecteur d’une base de E. Autrement dit, lorsqu’on connait les images par f

des éléments d’une base de E, on dit que I'application linéaire f existe et est

unique.
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Exemple : Soit E un espace vectoriel rapporté a une base & = (i, J)

On pose U= I— ] et V=21—4]. Existe-t-il une application linéaire J telle que

—

Q(G)=T etg(v>=—i?
Réponse : Oui, car g (T) = 27+%j et 0 (]) =T+%j.

Exercice résolu

Soit E un espace vectoriel muni d'une base & = (T, ])
On considére l'application f : E — E qui a tout vecteur U = Xi + yj associe le vecteur
i (G) =(2x—y)i+(—4x+2y)].
1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Déterminer f (T), f (]) et f <T+ 2])
3. Déterminer I'expression analytique de f.
4. Calculer les coordonnées du vecteur 5.(—1; 2) par f.
Une solution

1. Il suffit de montrer que f est linéaire.
2. Ona: T(l, O) et ](O, ) , donc f (T) =2i—4jetf (]) =—i+2].
On en déduit que f (T+ 2]) =0.
3. Soit U=Xi+Y]€E et u'=xi+ Yy’ unvecteur de E tel que u'=f (l])
u'=f (ﬁ) o X1+ y'j=(2x-y)i+(-4x+2y)]j @{x’_ZX—y
y=-4x+2y
4. Le vecteur f (é) a pour couple de coordonnées (—4;8).
2. Noyau et image d’une application linéaire
(a) Présentation
Activité
On considére 'application f : R2—>R?

(% Y)sd'(X) y’)/{

1. Déterminer et caractériser 'ensemble E, = {G(X, y)eR?*/ f (ﬁ) = %}

X=2X-Y
y'=—4X+2y

2. Déterminer et caractériser 'ensemble E, = { f (G)/G(X, y) € Rz}.
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Une solution
1. Soit U(X,y)eR%. f(ﬁ)=0 ) @{

E, estla droite vectorielle d’équation 2X—y =0.
2X—y =0 y=2X, ceci étant, (X, Y) = (X, ZX) = X(l, 2)
Une base de E, est & =i+2].
2. Soit V=X'i+ y'] un vecteur de R
f (G):V @{x:Zx—y = y=-2X
y'=—4X+2y
E2 est la droite vectorielle d’équation 2X + y= O une base de E2 est ej = —T+ 2].
(b) Définitions, détermination d’une base et équation caractéristique.
Soient E et F deux espaces vectoriels ; T une application linéaire de E dans F.
e On appelle noyau de f, noté ker f ou Nf , 'ensemble des vecteurs U de E dont
limage par f est 0.
ker f ={ae E/f (a)zm}.
e On appelle image de f, notée Im f le sous-ensemble f (E) de F, image de E
par f.
Imf = f(E):{ve F/3UeE, f (a):v}.
Exercice résolu
E est un espace vectoriel dont une base est (T, ]) Soit f I'endomorphisme de E tel que
f(i)=T-2jef (7+27)=0¢.
1. Déterminer Ker f. En donner une base.
2. Déterminer Im f. En donner une base.
(c) Propriétés
Soit f : E — F une application linéaire :
P1) ker fet Im f sont deux sous-espaces vectoriels respectifs de E et F.
P2) festinjective = kerf = {O_E}
P3) festsurjective & Imf =F,

P4) Si f est injective, alors 'image d’une famille libre de E est une famille libre de F.
P5) Si f est surjective, alors image d’une famille génératrice de E est une famille

génératrice de F.

Démonstration : (bon exercice)
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LECON 2 : MATRICES

2.1 Définition
Soit E un espace vectoriel de base &' = (T,]) Soit f un endomorphisme de E tel que
f (T) —ai+bj et f (j) =ci+d ] ot a,b,cet d sont quatre réels.
On appelle matrice de f dans labase & = (T, j) le tableau noté |\/|f tel que
M, = [a cj
b d
Remarque : Toute matrice est entierement déterminée par les images des vecteurs de

base disposées en colonnes.
2.2

A) Soit @ un endomorphisme de E rapporté a la base @:(T,j) qui, a tout vecteur u=xi+ yj

-

associe le vecteur G’:(x—Zy)T+(—3x+2y) j. Onpose g =i—2] ete, =—3i+4].

1.
2.

Ecrire la matrice de @ dans la base &.

Soit g 'endomorphisme de E déterminé par g (61)) = é{ et J (@) = —g.
(a) Montrer que (61’,52’) est une base de E.

(b) Ecrire la matrice de § dans la base (éi,e?)

(c) Déterminer la matrice de ( dans la base (f,])

EXERCICE 4

E est un plan vectoriel de base & = (T, ]) On considére deux réels & et b et @ I'endomorphisme

de E défini par : (p(T) =ai+bj et (p(]) =(1-a)i+ (1-b) ]

1. Donner la matrice M de @ dans la base %.
2. A quelle condition sur les réels a et b a-t-on @ bijective ?
3. On suppose que a =b ==, Déterminer kel’(p et Imgo. En préciser les bases.
4. Calculer la matrice de @o @—2@+id.
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(b) Définitions, détermination d'une base et équation caractéristique.
Soient E et F deux espaces vectoriels ; / une application linéaire de E dans F.
+ On appelle noyau de f, noté ker f ou Nf, 'ensemble des vecteurs ; de E dont
'image par f est @
ker f = {?; cE/f(u)= E’} |
» On appelle image de f, notée Im /" le sous-ensemble f(E_} de F, image de F
par f.
Im f = -FEF;’HE cE. f(u) :1_'}.
Exercice résolu |

E est un espace vectoriel dont une base est (;}) Soit f 'endomorphisme de E tel que

- 4

f(:) :?—2} et f(}—E;) = O_,C:
1. Déterminer ker /. En donner une base.
2. Déterminer Tm f. En donner une base.
(c) Propriétés
Soit ' : £ — Fune application linéaire :
P1) ker f et Im f sont deux sous-espaces vectoriels respectifs de E et F.
P2) f estinjective & ker f = [@}
P3) f estsurjective & Im f = F.

Démonstration : (bon exercice)
Remarque : f est bijective © Ker f = {0z} et Imf = F

(e) Relation entre les dimensions de Kerfetde Im f

Si f est une application linéaire d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F tous de

dimensions finies, alors Ker f et Im f sont aussi de dimensions finies et on a
dimKer f +dim/m f = dimE
Application :

f est une application linéaire d’un espace vectoriel E vers un espace vectoriel F. On suppose que

E et F sont de méme dimension finie E.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Supposons que f est injective et montrons qu’elle est surjective.

f étant injective, alors Ker f = {0}. Puisque dim Ker f + dim Im f = dim E, alors
0 + dim Imf = dim E. Donc dim Im f = dim F et puisque Im f est un sous-espace vectoriel de F,

alors Im f = F et par suite, f est surjective.

Supposons que f est surjective et montrons qu’elle est injective.
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f étant surjective, alors Im f = F. Puisque dim Ker f + dim Im f = dim E, alors
dim Ker f + dim F = dim E Donc dim Ker f = 0. Ainsi, Ker f = {0} et par suite, fest
injective.

LECON 2 : MATRICES
1.1 Définition
Soit E un espace vectoriel de base B = (7;]). Soit f un endomorphisme de E tel que
f() =at+bjet f(j) =ci+djoua;b;cetd sontquatre réels. On appelle matrice de f dans la

z a ¢C
base B le tableau noté M.z, ou My tel que My = (b d)

(a c)estlapremiére ligne et (b d) estla deuxiéme

a . c ‘s
(b) est la premiere colonne et (d) est la deuxieme.

Le tableau (Z 2) comporte donc deux lignes et deux colonnes. Une matrice est dite carrée si

elle comporte autant de lignes que de colonnes. Dans ce cas, ce hombre de ligne est appelé

ordre de la matrice.
L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R est souvent noté M, (R).

Remarque : Toute matrice est entierement déterminée par les images des vecteurs de base

disposées en colonnes.

Exemple : f et g sont des endomorphismes d’'un espace vectoriel E de base B = (i;)).

e Sif(D)=2i+3]etf(j) = 50— 4 alors M, = (é _54)
3 8

"4 1), alors g(0) =3i—4jetg(j) =87+7
e id(Q)=T1etid(j) =J. Donc M;; = ((1) (1)
principale et les 0 ailleurs.

) Sngz(

): cette matrice comporte les 1 sur la diagonale

Exercice d’application : changement de base

Dans une base B = (7;]) de E, e;(—1;2), e;(1; —1) et M,z = (i _13)

1) Vérifier que B’ = (e; ;e,) est une base de E

2) Ecrire 7 puis j en fonction de e; et e,

3) Déterminer la matrice de f dans la base B’
Solution

1) Vérifions que B' = (e; ; e,) est une base de E
dét(e;;e;) = (—1)(—1) — 2(1) = —1 # 0. Donc B’ = (e; ; e,) est une base de E.
2) Ecrivons 7 puis j en fonction de e; et e;

— -> -

- _ — e, =—14+2
Dans une base B = (7;]) e;(—1;2)ete,(1;—1). Donc{ 1? _; f]'
S =1—
Donc j=e +e,eti=e,+]=¢e,+e;+e, =¢e; +2e,
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3) Déterminer la matrice de f dans la base B’
Il suffit de déterminer f(e;) et f(e;) en fonction de e; et e,

2 _3 - = - -
Mz = (4 1 ) Donc f(1) = 2T+ 4jetf(j) =—-3T+]

fle) = f(=1+2)) =—f(@) +2f() car f estlinéaire. f(e;) = fT—]) = f(D) — f() Ainsi,
fle)) =—Q1+4) +2(-3T+])=—-81—2]=—8(e; + 2e; ) — 2(e; + e; ) = —10e; — 18e,

f(e;) =214+ 4] — (-31+)) =50+ 3/ =5(e; + 2e; ) + 3(e; +e;) = 8e; + 13e; .

f(&) = —10e; — 18e; et f(e;) = 8¢; + 13¢;. Donc Mz, = (—10 8 )

-18 13
1.2 Opérations sur les matrices

! !
Soient A = ( C) etB = (a 2,) deux matrices, et k un nombre réel.

a
b d b
a) Somme de deux matrices

a+a c+c')

La somme des matrices A et B est la matrice notée A + B définie par A+ B = (b b d4d

La commutativité de + dans R implique la commutativité de + dans M, (R).

La somme de deux matrices est possible si elles ont le méme nombre de lignes et le méme

nombre de colonnes.

b) Produit d’'une matrice par un réel

ka kc)

Le produit de la matrice A par le nombre réel k est la matrice notée kA définie par kA = (kb kd

c) Produit de deux matrices

Le produit de la matrice B par la matrice A est la matrice notée A x B définie par

AXB = (Z C) X (a’ C') _ (aa' +cb' ac + cd')

d b d ba' +db" bc'+dd’
1 ligne 1°° colonne : aa’ + cb’ 1 ligne 2'¢™Me colonne : ac’ + cd’
2€me Jigne 1°© colonne : ba' + db’ 2iéme ligne 2*me colonne : bc' + dd’

Le produit de deux matrices est possible si le nombre de lignes de la premiére est égal au nombre

de colonnes de la deuxiéme.

d) Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre deux.
Le déterminant de la matrice carrée A = (Z ccl) est le nombre réel noté dét(A) défini par

dét(A)=|Z §|=ad—bc
Exemples :
N Gy B e BN CAA SO R iy

Cours de mathématiques 1°™ C NGPEftfe B®our Applications linéaires



_ 4(1) 4(=2) _
. 4@ 52) = (4(3) 4(5) ) = (142 23)
2 =3 6 —6 2X6—3X%X8 2(—6) —3 x5 —-12 =27
. (51 e, ) (28 —53) =1(2_-|1—X>6< 6f1§x—824 _1(X1g6 Jr—ixzx )= (a6 )
(8 5 )% (_1 4 )=(16 - —24 + 20) = (11 —4)
(_21 _43) X (g _56 + (g _56) X (_21 _43): le produit des matrices n’est pas commutatif.
] . dét (_21 _43) - |_21 _43| —2(4)— (=1)(=3)=8-3 =75
emarques :

b d

0 0 0 0

(Z CCZ) + (0 0) = (Z 2) = (0 0) + (a C): la matrice (g 8) est I'élément neutre pour

I'addition des matrices dans M, (R) : elle est appelée matrice nulle de M, (R).

c ()= a)

a ¢ 1 0y _(a ¢y _ (1 0 a cy. : 1 0 ' )
o (b d) X (0 1) = (b d) = (0 1) X (b d)' la matrice (0 1) est I'élément neutre pour
la multiplication des matrices dans M, (R): elle est appelée matrice identité de M, (R) et est

souvent notée I,.
e (M,(R);+;x) est un espace vectoriel réel.

1.3 Inverse d’'une matrice carrée d’ordre deux
a) Activité d’apprentissage

2 -6

1) Soit A la matrice définie par A = (_1 4

3(4 6

2\ 2). Que constatez-vous ?

avec B =

). Calculer les produits A X BetB x A

2) maintenant, on pose A = (Z 2) et on suppose que dét(A) # 0. Calculer les

. 1 d
produits A x B et B X A avec B = PR (—b

Solution
1) CalculonsetAxBetBxA

e 1 _ 2 3 _
AXB:(—21 46>XE(L1L 9:(—21 46)X<% 1)2(—42+32

2 3
_1/4 6 2 =6\ _ 2 —6\_(4-3
pxa=i(t Ox(4 - )xG H-(
On constate que AX B =B X A = [,.
2) CalculonsetAxBetBxA
d
B _|la c|_ _ 1 d —c\ _ [ ad-bc
det(A)—|b d|—ad bC'DonCB_ad—bc(_b a)_ b
ad—bc
d —-c ad—bc —ac+ac
C _(a ¢ d-b d-bc | _ [ ad-b d-b
A'ns"AXB_(b d)x a—bc aac - Zd—b; —abc+dca
ad—bc ad-bc ad—bc ad—bc

Cours de mathématiques 1% C
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_ac)' Que constatez-vous ?

—63_+64) - ((1) (1))

-G Y

ad—bc

ad—bc

=( 1)
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d —C da —cb dc —cd

BxA= —-b a b d —ba+ba —bc+ ad

ad —bc ad — bc ad — bc ad — bc
Onconstateque AXB=BXA=1,

b) Définition

on dit qu’'une matrice A carrée d’ordre deux est inversible lorsqu’il existe une autre

ad — bc ad — bc x(a C)_ ad — bc ad — bc _(1 0
0 1

)

matrice B telle que A X B et B X A = I,. Dans ce cas, la matrice B est appelée inverse

de A est est notée 471

c) Propriétés
c

e Une matrice carrée 4 = (Z d) d’ordre deux est inversible si et seulement si

dét(A) # 0 et dans ce cas, 'inverse A~! de A est définie par

A= détl(A) (_db —ac)

Exemples

(2 -6 a2 =6 _ : o
A—(_1 3)Ona.det(A)—|_1 3|—6 6 = 0. Donc A n’est pas inversible.

A= ( 3 _5) Ona:dét(A) = |_32 _45| =12 —-10 = 2. dét(A) # 0 donc A est inversible et

-2 4
1 d -—c 1(4 5 2 2
A_1=dét(A)(—b a)=5(2 3)= 1 ;
2
5
Vérification:(_32 _45) i g =<_64_+54 1755__:72):((1) (1)) et
2
) 2
R e
2

1.4 Matrices et systémes d’équations linéaires dans R”

ax+ by =e

Considérons le systeme linéaire suivant : (S):{Cx +dy=f

X . . .
(y) est vu comme une matrice ayant deux lignes et une colonne (matrice colonne).

X
En utilisant le procédé de la multiplication de deux matrices, on a (‘; b) ( ) = (ax + by)_

d/ \Y cx +dy

Ainsi, (S) (Ccl Z) (;) = (]ec) ou encore AX = B avec A = (Ccl Z) (X = (;) etB = (]ec)

Si A est inversible, alors (S) & AX = B

o A1AX =A71B
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o LX=A"'BcarA"1A=1,
©X=A1BcarLX=X

Exercice d’application 1

3x -5y =11

—2x +4y = -8
2) Retrouver les solutions précédentes en utilisant les matrices.

1) Résoudre par combinaison linéaire le systéme suivant (S):{

Solution :

6x — 10y = 22
e {—6x +12y = —24

12x — 20y = 44
) < {—10x +20y = —40°

2) (S):{_32xx__|_5%]:=1_18. Posons A = ( 3 _5);X = (x) etB = (11).

Ainsi, 2y = -2 ety = -1

Ainsi, 2x = 4 et x = 2. L’ensemble solution est {(2; —1)}

-2 4 y -8
5
L (3 =5 . . 1 2
On a vu précédemment que A = ( > 4 ) est inversible et A" = 3
— 13
2
) X=A"'B
2 5
x\ 2\ /11
< (y) - 1 3 (—8)
X 2(11) + 2(-8)
=(y)= ;
y 1(11) +5(-8)
X\ _ (2
< (y) N (_1)
& x = 2 ety = —1. On retrouve I'ensemble solution {(2; —1)}
Exercice d’application 2
. . . R . 2 3x-5y=a
1) Résoudre par combinaison linéaire le systéme suivant dans R* (S): 2x+4dy =g
i , 3 =5
2) Déduire l'inverse de la matrice (_2 4 )
solution
1) Reésolution du systéme :
6x — 10y = 2a . . 3
® e {—6x+ 12y = 3" Ainsi, 2y = 2a + 3p ety = a +-p
12x — 20y = 4a . . 5
®) e {—10x +20y = 56° Ainsi, 2x = 4a + 50 et x = 2« +Eﬁ'
L’ensemble solution est {(Za + ;,8; a+ 2,8)}
2) Déduction de l'inverse.
(3x—5y=a (3 =5\, (X _(a
(S).{_Zx tAy =g Posons A4 = (_2 4 ),X = (y) etB = (ﬁ)
5 5 5
2a + = 2 2\ .« 2 2
() X =A"1B.Or 2= 2 (/3) Donc A™! = 2
la+=f 1 2 1 =
2 2 2
Exercice
1) En utilisant les matrices, résoudre dans R? le systeme { Sx—8y =4
u » resou y —2x+3y =3
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1)

2)

2) En utilisant une résolution d’'un systeme, déterminer l'inverse de A = (_53 _42)

1.5 Opérations sur les applications linéaires et matrices
a) Activité d’apprentissage

Soient f et g deux applications linéaires d’'un méme espace vectoriel E vers un méme
espace vectoriel F et k un nombre réel.

Onpose (f + g)(W) = f(W) + g(u) et (k. f)(w) = k. f(u) pour i dans E

Justifier que f + g et k. f sont des applications linéaires.

On suppose maintenant que g est définie de F vers un espace vectoriel G.

On pose [g ° f](@) = g[f ()] pour u dans E. Justifier que g o f une application linéaire.

Solution
Soientu, v €E; a,b € R
e (f+g)(au+bv) = f(au+ bv) + g(lai + bv) = af (W) + bf(¥) + ag(¥) + bg((V)
= a[f(@) + g@] + b[f(¥) + gD)] = a[f + gl@) + b[f + g](¥)

o (k.f)(au+ bv) =k.f(ati + bV) = k.[af (W) + bf (V)] = (ka).f (@) + (kb).f(¥) =
alk. f(@)] + b[k. f (V)]
e [gofl(au + bv) = g[f(a + bv)] = glaf () + bf (¥)] car f est linéaire
= ag[f ()] + bg[f (¥)] car g est linéaire
=alg  f1) + blg ° f1(¥)

b) Définition

Soient f et g deux applications linéaires d’'un méme espace vectoriel E vers un méme espace

vectoriel F et k un nombre réel.

e On appelle somme de f et g 'application linéaire notée f + g définie pour u dans E
par (f + )W) = f(W) + g(W).
e On appelle produit de f par k I'application linéaire notée k. f définie pour 1 dans E

Par (k.f)(w) = k.f(@).

e Si g est définie de F vers un espace vectoriel G, alors on appelle composée de f par
g l'application linéaire notée g o f définie pour 1 dans E par [g o f](1) = g[f @)].

c) Matrice de la somme de deux applications linéaires, du produit d’une
application linéaire par un réel et de la composée de deux applications
linéaires

Activité d’apprentissage

Soit E un espace vectoriel de base B = (7;]). Soient fet g deux endomorphismes de E et k un

réel tels que My = (Z cci) etM, = (Z,, ccl,’)

1) Déterminer [f + g](@) et [f + g](7) puis écrire une relation entre My, ;; My et M,
2) Chercher M s
3) Calculer M, X M, et déterminer M, ¢

Propriétés

Soient E un espace vectoriel de base B = (7;)) ; fet g deux endomorphismes de E et k un réel.
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Mf+g = Mf + Mg; M(kf) = k. Mf et Mgcf = Mg X Mf
Exemples :

Si My = (g _11) etM, = ( 11 2) dans une base B = (1;)), alors :

* Mf+g=Mf+M9=(§ 11) (_11 2) (; g)

. M(S_f)=5.Mf=5(2 11 ( )

o Mys=M, ><Mf( )(2 _1) (141 g)

d) Matrice de la remproque d’un automorphisme
Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension 2.

f est un automorphisme si et seulement si elle est bijective, ce qui équivaut a dire qu’il existe une

application g telleque go f = f o g = idg. Dans ce cas, g = f 1.
geof=idg & Mgy = Mg,

& My x My =1,

< M, estinversible et (M; )™ = M, = M;-
Propriété

Soient E un espace vectoriel de base B = (7;)) et My = (Z ;) la matrice d’'une application

linéaire f.

f est un automorphisme si et seulement si dét(My ) # 0 et dans ce cas, M;-1 = dét(le) (—db —aC)
Exemple :

Un endomorphisme f a pour matrice (_12 _32) Ona: dét (_12 _32) =3—-4=-1+0.
Donc f est bijective et M1 = m(—db —ac) _ (3 i) _ (:3 :i)

Exercice 1

B = (7;)) est une base d’'un espace vectoriel E, e;(1;-2) ;e;(=2;1) et Mg = (_4 _2) la
matrice d’'un endomorphisme f.

1) Déterminer Ker f et Im f puis une base de chacune d’elles.

2) f est-elle un isomorphisme ?

3) Vérifier que B' = (e ; e,) est une base de E

4) Justifier que tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme somme d’un vecteur de
Ker f et d’'un vecteur de Im f.

5) Déterminer M s,z

Exercice 2
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Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On pose pour 1 € R, E; = {u € E: f(u) = Au}

1) Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de E.

2) Déduire que Ker f, Inv f et Opp f sont des sous espaces-vectoriels de E avec
Invf={€eE: f(U)=u}etOpp f={Uu€E:f(U) = —u}

3) Maintenant, B = (7;) est une base de E et M,z = (:g Z)

4) Démontrer qu'il existe deux valeurs 1, et 1, de A pour lesquelles E, # {0}

5) Chercher deux vecteurs tous non nuls e; de E;_ et e, de E,,ayant pour abscisse 1.

6) Vérifier que B’ = (e;; e;) est une base de E

7) Déterminer la matrice de f dans la base B’

8) Comparer dét M s,z et dét M s,z
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MODULF 2i: RELATION ET OFERATIONS FONDAMENTALES DANS
LPENSEMDLE DES NOMBRES REELS.

CHAFPITRE 4: GENERALITES SUR LES FONCTIONS NUMERIQUES.

Motivation :

Frércguis :

Leconi:  ENSEMBLE DE DEFINITION,  RESTRICTION CT

FROLONGEMENT DUNE FONCTION.
Obiccti{:s : A la fin de cette lcgon, ]’aPPrenant devra étre capable de :

v Déterminer Pensemble de définition d’une fonction ;
v Déterminer la restriction d’une fonction numérique sur un intervalle ;
v Déterminer le Prolongement d’une fonction numérique.

|.  Situation de vie :

. Activité d’apprcntissagc :
Soit (€) un cercle de centre 0 et (D) une droite ne passant pas par 0. A tout point M de (C), on
associe, lorsqu’il existe, le point M’de (D) tel que O, M et M’ soient a]ignés.
On désignc ParA et B les points d’intersection de (C) avec la droite Para”éle a (D) passant par 0.
f:(C)>(0)  _,  g:(C)MAB}>(D)
MM’ MM

Déterminer pour chacune des corrcspondanccs ci—dcssus, Pensemble des Points qui ont une image par

Soit les corrcspondanccs

f,Parg.

”] Résumé
I~ Enscmblc de définition
Soit I et f: deux ensembles non vides de R.
Deéfinition 1 :

v Unc fonction de E_vcrs f: est une corrcspondance de E_ dans f: telle qu’é chaque ¢lément de

[~ , onassocie au Plus un élément de I

v Unc application de E vers F est une corresPonclance de I dans f: telle qu’é Clﬁaque élément

de E_, on associe exactement un élément de I:

E_xcmglc: De Pactivité ci-dessus Présentée, identifier laque”e des corresponc;anccs est une
fonction, une application.

NI 2 : | oute aPPIication est une ?onction, mais la réciProque est fausse.

Démcinition 2;

L’cnscmblc de définition d’une fonction f de F vers }: est Pensemble des ¢léments de |© qui

ont une image par f dans F On le note Df . Df = {X eE/f (x)existe}.
Méthodc:
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Soit f une fonction définie de R vers R. Pour déterminer Pensemble de définition D, de la

fonction f , on peut suivre le Procéclé suivant :

+ 5i f estune fonction Polgnéme, alors D,=R;

+ 5i f est une fonction contenant un quotient, on doit exclure de R Pensemble des valeurs qui
annulent le dénominateur de ce quotient;

+ Si f est une fonction contenant un radical racine carrée, alors Df est Pensemble des valeurs
pour ]esque”es la quantité sous la racine carrée est Positive ou nulle ;

E_xcmgles : Déterminer Pensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

f:R>R g:R—>R h:R—>R
(a) (b) © :
X5 A/X—2 x> \J[X -2 X > V4x2 +x+1
ItR—>R J'R>R
k:R>R
O @ x-1 CRNUVIE
x2 -1 7x*+1 X ax+x=

2~ Restriction, Prolongcmcnt d’une fonction

Soitla fonction f définie de Rvers R par: f (X) =vx*-1. Alors, D, = ]—oo;l]u[l; +oo[ .
g:1 >R

On pose | =]—OO;1] et on consideére la fonction s f (X) _ \/m

gest larestrictionde fal et festle Prolongcmcnt dcgé D;.
Définition :

Soit f une fonction définie de E vers F et E' une partie de E (E'C E).
g:E'>F

v On appe”ercstriction de fa E’ la fonction ;

)

x> f(x)

v f estalors appclé prolongementde g E.

3~ (Composition de fonctions.

f et gsont définies de R vers R respectivement par: f(X)=X2 +1 et g(x):%. On a

D, =R\{3}.
g[ f(x)] existe ssi f(x)eD,
ssi x*+1 % 3
ssi x2 % 2
ssi x? 4 +/2
Donc D, :R\{—\/E;\/E}. g[f (X)]cst limage de f (X)Parg.
1

vxeD,, gof(x)=g[ f(x)]= f(x)—3=x2—2'

E—>F—5G
x> f(x) g f(x)]

On note

gof
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hugzingénéral, gof:l: fog.

4~ [ xercices cl’aPPlication

Application 1 : Parmiles fonctions ci-dessous, Préciser celles qui sont des aPPlications.

f:R->R (b)g:R_)R <>h:[2;+oo[—>R (d)k:[0;+oo[—>R
X[ X X=X xex=2 Xis

x-1
Application 2 :5oit flafonctionde R vers Rdéfinie par: f (X) =|X—l|+2|3—X|. Déterminer

a

]’app]ication affine qui a méme restriction que f sur [1; 3].

Jx+1

Application 3 :On considére les fonctions f et g de R vers R définies par: f (X) = 1 et
3 —
X+1
X)=,]——.
9(x) =\

(a) Déterminer Df et Dg.
(b) Déterminerla P!us grandc Par’cic E de Rsurlaque“c f et g ont la méme restriction.

Application 4:Soit @ et b deux nombres réels. On considere les fonctions f et g de R vers
Rdéfinies par: f (X) =-2X+3 et g (X) =ax+b.

(a) Four tout nombre reel X, calculer gof (X) et fog (X)

(b) Déterminer un couple (a;b) de nombres réels tels que gef="Ffeog.

5- Jeu bilinguc:
Homework : At home, you will do the eXercises v, pages ... to ...

Lecon2:  OFERATIONS SURLESTONCTIONS
Ob‘lccti{:s: A la fin de cette lcgon) ]’aPPrenant devra étre capablc a Par’cir de deux fonctions f et g

clommécs, de:

v Dé]cinir chacune des fonctions f +0, f xg;i;%;\/?; fo.
g

J- Situation de vie :
”~ Activité d’apprcntissagc :
§ 1 x—1
it f et g deuxfonctionsde R R défini : f(x)= t g(x)=—=
501 et § deuxronctions de Ik vers erinies Par ( ) it D e g( ) 3

v Déterminer D; et D, .
4 Four tout &lément x e R, on considere la fonction s définie par S(X) =f (X)+ g (X) dels sont

les réels x aPPartenanté la fois a Df eta Dg ?

Il Reésumé
i- Soit f et g deux fonctions numériques déefinies resPectivement sur D; et sur Dg. On

retiendra les résultats consignés dans le tableau suivant :

[Fonction Enscmblc de définition Exgrcssion
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f+g D, ND, (f+9)(x)=f(x)+9(x)
fxg D; nD, (fxg)(x)=f(x)xg(x)
é D, ND, \{xeR,g(x)=0} G (x):;EX

Kcmargucs : Soit f une fonction numérique et K un nombre réel. Ona:
Y Dy =Dy et (K )(x)=kx f(x);
v D, =D et (f")(x)=]f (x)]', vneN";

v D% =D, \{xeR/f(x)=0} et (%](x)

Y D =D, \{xeR/(x)<0} et (JT)(x)=/f(x).

2~ F xercice d’aPPIication ctjcu bilinguc:
[ither the numerical functions f and g defined on Rby: f(x)=x++/x and g(x)=x—/x|.
(@) Determine D; and D, .
(b) Determine D

3~ Homcwork T aire les exercices ... des Pages ... = R

and give a simple expression of ( f+ g)(x).

f+g

Lecon3: FONCTIONS ASSOCIEES A UNE FONCTION DONNELE
Obiccthcs : Ala fin de cette lecon, l’aPPrenant devra étre capab]c a Partir de la courbe d’une fonction f de

rePrésenter les fonctions: X+ f(x—a)) X f(X)+b, X f(x—a)+b, X f(—X), XH—f(X),

XI—>‘f (x)‘ et x> f([x])
l\/~ Situation de vie :
V- Activité d’aPPrcntissagc :

Vl— Résumé
1- Fonctions x> f (—X) et X —f (X)
Soit x un élément de Df et M le point de (C)d’abscisse x.

vile point M’ (—fx(x)) est le symétrique de M(fgcx)) par rapport a (0. Donc, la courbe
représentative (C') de la fonction X —f (X) se deduit de (€) par la symétrie orthogonale
d’axe (0I).

v e point M"" ( f—(j;)) est le symétrique de M ( fg‘x)) par rapport a (). Or f(=(=x)) = f(x) ;
donc M" appartient a la courbe représentative (C'") de la fonction. Donc, (€'"")se de¢duit de
(C) parla symétric orthogonale d’axe (0]).
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(<€) J +

s

--eeeweseea=-
L

N U U DU R P —

(<€) I i

FroEriétés:
| e Plan est muni du repére orthogonal o,L)).
4 La courbe rePrésentative de la fonction x> —f (X) se déduit de celle de la fonction f par la

symétrie orthogonale d’axe (0I).
v | a courbe représentative de la fonction X f(—X) se deduit de celle de la fonction f par la

symétrie ortl'xogona!c d’axe (0)).

Excmglcs :
2

* Soitatracerla courbe représentative (Cg) de la fonction g définie Parg(x) = —x-.
On trace d’abord la courbe représentative (Cf) de la fonction fdéfinie par f(x) = x2.
(Cg) se deduit de (Cf)Par la symétrie or’chogonalc d’axe (OI).

(G

%‘%
£

=
=

4 Soitatracerla courbe rePrésentativc (Cg) de la fonction g définie Parg(x) =+/—x.
On trace d’abord la courbe représentative (Cf) de la fonction f definie Parf(x) = /x.
(Cg) se deduit de (Cf)Par la symétrie orthogonale d’axe (0)).
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(€q) (6p

Kcmarﬂuc:
5i (C,) est la courbe représentative de g(X Z;alors C,)=So((Cr)), ou Sy est la
g P g f

(x-1)(x+3)
symétrie de centre O.

2~ Fonction X ‘ f (X)‘

f(x),sif(x)=0
—f0), f(x) <0

Done, la courbe rePrésentative de la fonction x> ‘f (X)‘ est la réunion des Par‘ties des courbes

Four tout x un ¢lément de Df, ona If(x)l = {

cl’équation resPectives y=f(x)ety =—f(x),situées « au-dessus » de (01).

I a0
/ T y = ||
\, TN\ FN\;/

(€)/ y = — flx)

E_XCmEIC:
Soit flafonction définie Parf(x) = |2x — 3|.

O trace les droites (D) et (D) d’¢quations respectives y = 2x — 3 ety = —2x + 3.
9 P

La rePrésentation graphique (Cf) de la fonction f est la réuniondes deux demi-droites situées

au-dessus de (0I).
3t N\
i

o

(@1) (@2)
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3- [onctions X f(x-a) et x> f(x)+b
V' Soit x un nombre réel, tel que X — a appartient a DfetM le point de (C) dabscisse x — a.

[ e point M’ (f(xx—a)) est l’image de M (fzcx_—aa)) par la translation de vecteur aOl.
Donc, la courbe représentative (C") de la fonction x> f(x—a) se deduit de (C) par la

translation de vecteur aOl.

v’ Soit x unélément de Dy etM le point de (C) dabscisse x.

[ e point M" (f(x’;+b) est l’image de M (fécx)) par la translation de vecteur bU]’.
Donc, la courbe représentative (C") de la fonction x> f (x—a)+b se déduit de (€) par la

translation de vecteur bOI.

=

J-.
fle-)

[t)—

FroEriétés:
| a courbe de la fonction x> f (x—a)+b se deduit de celle de f par la translation de vecteur

i = a0l + bOj.

Excmglcs :
+ Soit g lafonction définie par: g(x) = —%xz + 4x — 4.
Orna:VxeR,g(x) = —;(x— 3)2 + 2.
C%cmmaaeb&mamnfd&mmpmf@)=—§x?
On désignc par (Cf) et (Cg) les courbes représentatives respectives des fonctions f et g.

(Cg) =ty ((Cf)) , ouﬁ(z). (Cg) estla Parabo]e de sommet S(g) et d’axe la droite c]’éciuation x = 2.

Sl e S
m ((/ \
i,
() r 3
//‘4
// —> ~,
C 301 + 207
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2x+1
—x+1

+ Soitg la fonction definie par: glx) =
Orna:VxeR\{1},g(x) = -2 +x_—_31.
On considére la fonction f définie Parf(x) = - %

On désigne par (Cf) et (Cg) les courbes representatives respectives des fonctions f et g.
(Cg) =tz ((Cf)) ,ou 1_7)(_12) (Cg) est une therbole de centrcﬂ(_lz).

(B I LT | — il
R /M‘:_Esi — 20)]
-

Lecon4: FPARITE FERIODICITE ET ELEMENTS DE SYMETRIE
Obicct?{s : A la fin de cette legon, l’aPPrenant devra étre caPable de -

v Justifier qu’un Point est centre de symétrie d’une courbe ;
v Justifier qu’une droite d’équation X =a estunaxe de symétrie d’'une courbe ;

v Justifier qu’une fonction est Paire, imPaire ou Périoclique
V”~ Situation de vie :
VIll-  Activité cl’apprcntissagc :

lX- Résumé
1- Parité et Périodicité
(a) Fonctions Paircs
Définition :
Soit f une fonction d’ensemble de définition Df.

On dit que la fonction f est Paire si Df est sgmétrique par rapport a zéro et pour tout x
¢lément de Df,ona f(=x) = f(x).

O
-;4 }  .
.

ExcmEIcs :
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+ | esfonctions x>k (k € R), x> X*, X |X| et X+>COSX sont des fonctions paires.
+ | afonction f, définie par f(X)=3x*—2x*+1, est une fonction paire.
[T n effet, son ensemble de definition R est symétrique par rapport & zéro et pour tout xélément de
f(—x)= 3(—x)4 —~ 2(—x)2 +1
R, ona: =3x"-2x*+1
= ()

+ | a fonction g, deéfinie par g (X) =

, West pas une fonction Paire.

(x—-1)(x+3)
[ n effet son ensemble de définition R\{—3; 1} mest pas symetrique a zéro.

!§ cmarguc 1

Lorsqu’une fonction f, Sensemble de définition D s est /oairc, i suttit de Fétudier sur Pensemble

DsNR,. [ a courbe obtenue est ensuite com/:/étc’c par symétrie par rapport a faxe des ordonnées.

(b) Fonctions imPaircs
Définition :
Soit fune fonction d’ensemble de définition Df.
On dit que la fonction f est Paire si Df est sgmétriciue par rapport a zéro et pour tout x
¢lement de Df,ona f(=x) = —f(x).

nﬂx) |

E_xcmglcs :

1 .
+ | esfonctions X3 X, X x® , X — X SINX et X tan Xsont des fonctions imPaires.
X

(x—=3)(x+3)

[T n effet, son ensemble de définition R est sgmétriciue par rapport a zéro et pour tout xélément de

+ | afonction f, définie par f (x) =

, est une fonction Paire.

—X

f(_X):(—x—3)(—x+3)
Kona = 9 (x+3)

+ | a fonction <, definie par g (x) =

, West pas une fonction imPaire.

1
(x—-1)(x+3)
[ n effet son ensemble de définition R\{—3; 1} mest pas symétrique a zéro.

!gcmarguc :
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Lorsqu’unc fonction f, F'ensemble de définition D f, est /'mpairc, i suttit de Fétudier sur Fensemble
DsNR,. [ a courbe obtenue est ensuite comp/étéc Parsymétnb parrapporta /’or[gu’nc du repére.

(c) Fonction Pc’riodiqucs
Deéfinition :
Soit f une fonction d’ensemble de définition Df etpun nombre réel non nul.
On dit que f est Périodique, de Périoclc D, si pour tout x element de Df, X+petx—p
appartiennent a Dy et flx+p)=f(x).
Excmeles:

+ | esfonctions cosinus et sinus sont Périodiqucs, de Périodc 21.

+ | a fonction tangente est Périoc{ique, de Périocle TT. Car pour tout X appartenant a Pensemble de
définition D = R\{(2k + 1)%, k € Z} de la fonction tangente, X — T et X + T appartiennent & D et
ona:tan(x + m) = tanx.

+ | a fonction f définie par f(x) = sin (3x —g) est Périoclique) de Période Z?R Car pour tout x
élément de R, x— 2?1'[ et x+ 2?71 appartiennet & R et f (x + 2?”) = sin (3 (x + 2?71) — g) =
sin (3x — g) = f(x).

Kcmarﬂuc:

v Sip estune Pc’rfodc de f, alors kp (k € Z*) est aussi une péric/c def.

v Lorsqu’unc fonction f; d'ensemble de définition D f est Pérodfquc de Pénbc‘/c P il suttit de
Pétudier sur un enseble de la forme D FN l[a;a+pl.[a courbe obtenue est ensuite comP/étéc en

utilisant les transfations de vecteurs pm et —pm.

2- Fléments de symétrie
(@) Axe de symétrie

Meéthode :

Soit f une fonction et (C) sa courbe rePréscntative dans le P]an muni du repére ortlﬁogonal
(0,1,)). Pour de montrer que la droite (4) : x = a est un axe de symétrie de (C), on peut
utiliser Pun des Procédés suivants :

v Démontrer que dans le repere (o', O—I), 0—])) avec 0'(3), (C) estla représentation graphique

d’une fonction Pairc.

v Démontrer que pour tout nombre réel x tel que a+x€ Dp,ona:a—x€ Dy et f(a—

x) = f(a+x).
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| £
Ol i
(b) Centre de symétrie
Méthoclc:
Soit f une fonction et (C) sa courbe rePréscntative dans le P]an muni du repere ort]'mogona!
o,L)). Four de montrer que la droite 0’(;) est un centre de symétrie de (C), on peut utiliser
Pun des Procédés suivants :
v’ Démontrer que dans le repere (o', O—I), 0—])), (C) est la représentation graphique d'une
fonction imPaire.

v Démontrer que pour tout nombre réel x tel que a+xe Df, ona:a—XxE€ Df et f(a -
x)+ f(a+x) =2b.

by

. J— | ,
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MODULE 21 : RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMEN-
TALES DANS L’ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

Chapitre 8 : APPLICATIONS

Motivation : Une bonne partie des mathématiques concerne 1’'étude des rela-
tions. Celles-ci peuvent exister au sein d’'un méme ensemble mais plus souvent entre deux
ensembles q’ils soient numériques ou non. sous condition, ces dernieres peuvent étre des

applications. Elles servent dans une quantité innombrable de domaines et de circonstances.

Objectifs + A la fin de ce chapitre 1’éleve doit étre capable de :
¢ Reconnaitre une application.
& Justifier qu’'une application est injective, surjective, bijective.

& Déterminer la composée de deux applications.

0.1 Définition

Activité 1 : Une classe de premicre C compte 8 éléves (E, Es, ..., Eg) dont les dges
varient entre 17 et 20. Au derniers contrile les éléves Fo, E5 n'ont pas été évalués et on a
obtenu les notes suivantes 2 4,8,9, 12 et 14. on note F l’ensemble des éleves de cette classes,

F l’ensemble de leurs ages et G l’ensemble des notes obtenues par les éléves évalués.
1. Etablir d Uaide des fléches une répartition possible f des ages de ces éléves.

2. Etablir & Uaide des fléches une répartition possible g des notes de ces éléves

F F ) G

E; Eq

Es Es 2
Fs 17 B 4
Ey 18 Ey 8
Ex 19 Ex 9
Es 20 Es 12
Er E7 14
Eg Ex
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0.2. Composition d’applications

Résumé 2 : Soit F et F deux ensembles. On appelle application de E vers F toute
correspondance f définie de E vers F et notée f : E — F qui a tout élément x de
l’ensemble de départ E associe un seul élément y de l’ensemble d’arrivé F. y est appelé

l'image de x par f et se note f(x) et z est un antécédent y par f.

Exemple 3 : la correspondance f ci-dessus obtenue est une application tandis que g ne

[’est pas.

Exercice d’application 4 : Parmi les relations suivantes, identifier celles qui sont des

applications.

p_f .F

T2 —

4
fiiR— R zr—22-4, g:R— R, x»—>—1, hi:R— R,z +—— /322-9.
22 _

Définition 5 (Prolongement et restriction) : Soit E et E’ deux parties de R telles
que E'c E. Soit f: E— F et g: E' — F. deux applications St pour tout x € E', on a
f(z) =g(x), on dit que f prolonge (ou f est un prolongement de) g 4 E ou que g restreint (

ou g est la restriction de) f a E'.

Exemple 6 : Uapplication f définie de R, vers R par f(x)=2z est la restriction de l'appli-
cation g définie de R vers R par g(x)=/2z/.

Exercice d’application 7 : On considére lapplication f définie de R vers R par f(z) =
|z — 2| - 4|z + 3|

1. Ecrire F sans le symbole valeur absolue.

2. Déterminer les applications g, h et u restriction de f sur | - oo0;—=3], [-3,2] et sur
12; +00].
0.2 Composition d’applications

Activité 8 : on considére les applications f et g définies de R vers R par f(x) = 35L et

x2+2
g(z) =223 +1

Par Valentin POUGNONG m Lycée de Koundoumbain
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0.3. Applications injectives, surjectives, bijectives

1. caleuler f(1), f(2), 9(1),9(2), 9(f(1)), (1(2)), f(9(1)), [(9(2)).

2. Exprimer f(g(x)) et g(f(x)) en fonction de x. Que remarque tu ?
Résumé 9 :

Définition 10 : Soient f: E — F et g: G — H deux applications. On appelle compo-
sition de f par g Uapplication notée go f définie de E vers H pour tout xF tel que f(x) € G

par go f(z) =g(f(x)).

Exemple 11 : On considére les applications f, g et h définies par : f(x) = -3, g(x) = 222
et h(z) = =

r2+1°

1. Déterminer go f et fog puis les comparer.

2. Déterminer go (foh) et (fog)oh puis les comparer.

Remarque 12 : 1. La composition d’applications n’est pas commutative. (voir activité)

2.85f:F—F g:F— Geth:G— H sont trois applications. Alors on a

fo(goh)=(fog)oh. On dit que la composée des applications est associative et on

note fo(goh)=(fog)oh=fogoh.

Exercice d’application 13 : On considére les applications f et g définies de R~ {-2,2}

() 2 -2
e ) = .
24 Y 22— 4

1. Déterminer trois applications u, v et w telles que f(x) =wuowvow(x).

vers R par f(z) =

2. Déterminer trois applications h, t et s telles que g(x) =hotos(x).

0.3 Applications injectives, surjectives, bijectives

Activité 14 : On considére les applications f et h définies par f:R — [-4;+oo[, 2 +—>
124, g:[2;+00[— R,z +—>210-4, h:R— R,z 22— 1.
1. caleuler f(2), f(-2), g(2), h(1). existe-t-il deux éléments distincts ayant méme image
par [ ¢ par g ? par h ¢
2. Déterminer des nombres réels ayant pour image \/3 par f. Soit un nombre réel
y € [—4; +oo[. Existe-t-il des réels ayant pour image y par f? Méme question pour g

ethetyeR
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0.3. Applications injectives, surjectives, bijectives

Résumé 15 :

Définition 16 : Soit f: E — F une application.
1. On dit que f est injective si et seulement tout élément de F a au plus un antécédent
par f; c’est-a-dire pour tous x1,x9 € E si f(x1) = f(z2) alors x1 = x9. (voit (1) )
2. On dit que f est surjective si et seulement tout élément de F a au moins un antécédent
par f c’est-a-dire pour touty € F il existe x € F' tel que y= f(x).(voir (2) )

3. On dit que f est bijective (ou que f est une bijection) tout élément de F admet

exactement un antécédent par f. pour tout y € I il existe un unique v € F tel
que y = f(z). (voir (3) )

[ INJECTION | [ SURJECTION | ; [ BLUECTION |

E—L»F E_,L,_F

E (ZJE EG] i

2x-1
-1 "

Exemple 17 : On considére Uapplication f : R~ {1} — R définie par f(x) = 2 n'a
pas d’antécédent par f donc f n'est pas surjective. Par contre pour tout y € R\ {2} son

antécédent est x = %, donc f est injective. f n’est donc pas bijective mais l’application

g: RN {1} — R~ {2} définie par g(x) = 2L est une bijection.

T ox-1

Remarque 18 : Soit f: E — F une application.
i) f est injective si et seulement si V1,29 € E, x1 # 19 = f(x1) # f(22).

it) f est injective si et seulement si pour tout y € F, l'équation f(x) =1y admet au plus

une solution dans E. (voir courbe 1 et 2)

iti) f est surjective si et seulement si pour tout y € F, l’équation f(x) =y admet au

moins une solution dans E. (voir courbe 2 et courbe 3)
i) f est bijective si et seulement si elle est injective et surjective.

v) f est bijective si et seulement si pour tout y € F, I’équation f(x) =y admet une

solution unique dans E. ( voir courbe 3)
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0.3. Applications injectives, surjectives, bijectives

._".

courbe 1 courbe 2 courbe 3
Proposition 19 : Soit f : E — F et g : F — G deux applications. Si f et g sont

bijective, alors go f est aussi bijective.

Démonstration :

Injection : Soit x1,x9 € E tels que go f(x1) = go f(x3), montrons que x1 = xo. g étant
injective on a go f(x1) = go f(x2)t < g(f(z1)) = g(f(22)) > f(21) = f(22), et comme f
est injective f(x1) = f(x2) = o1 = x2.

Surjection : Soit y € G. Cherchons x € E tel que y = go f(x). g étant est surjective
alors 3t € F tel que y = g(t) et comme f surjective alors Iz € E tel que t = f(x); d’ou

y=9(t) =g(f(x)) =go f(z).

Remarque 20 : Soit f: E — F une bijection. Soit y € F, alors il existe un unique v € K

tel que y = f(x). Ceci permet de définir une nouvelle application, cette fois de F dans E.

Définition 21 : Soit E un ensemble. On définit lapplication identique Idg : E — FE

définie pour x € E par Idg(x) = x encore appelée identité de E.

Définition 22 (Bijection réciproque) : Soit f : E — F une bijection. On appelle
bijection réciproque de f et on note [~ Uapplication de F dans E qui a tout élément y € F,

associe ['unique antécédent de y par f.

2x-1

est une
x—1

Exemple 23 : L’application g : R~ {1} — R\ {2} définie par g(x) =

bijection et admet pour bijection réciproque l'application g~' : R~ {2} — R~ {1} définie

Tr—

par g~ (x) = 35 -

Proposition 24 : Soient f: E — F et g: F'— G deux bijections, alors
1. fYo f=1dg; c’est-a-dire f~' o f(x) =z pour tout x € E.(f~1)"! = f.

2. foft=1Idp; c’est-a-dire fo f~1(x) =z pour tout x € F.
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0.3. Applications injectives, surjectives, bijectives

5. (f1)" = f.
4. go [ est une bijection de bijection réciproque (go f)™t =g 1to fL

5. ST il existe une application h: FF— FE telle que foh=1dr et ho f=1dg alors h

est bijective de bijection réciproque f.

Exercice d’application 25 : on considére l'application f:[-1;+oc0[— R, définie par

f(x) =z +1 et Uapplication g : R, — [-1;+o00[ définie par f(z) =2x%-1.

1. Montrer que f et g sont des bijections.

2. Calculer fog et go f puis conclure.

Remarque 26 : Si E et F sont des partie de R. Alors les graphes des applications f et

f~1 sont symétriques 'un de l'autre par rapport d la premiére bissectrice.
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Classe : Pc \ Date : \ Durée : 50 min

Module 21 : RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS
L'ENSEMBLE DES NOMBRES REELS ET OPERATIONS

Chapitre 09 Legon 1
LIMITES ET CONTINUITE D'UNE APPROCHE INTUITIVE DE LA
FONCTION NOTION DE LIMITE

Compétences exigées :

e Conjecturer graphiquement la limite d'une fonction en l'infini,
e Déterminer la limite d'une fonction en l'infini.
e Déterminer la limite d'une fonction en un réel x,.

Motivation : certains phénomeénes qui impactent directement sur la vie de
I'Homme tels que : I'évolution d'une population donnée, les épidémies, I'évolution de
I'économie d'un pays..etc peuvent &tre modélisés ou interprétés par des fonctions ; il est
donc important la plupart du temps de faire des projections dans le futur pour avoir une
idée du comportement du phénomene étudié lorsqu'on s'approche d'une date précise, d'ou
I'importance de la notion de limites d'une fonction.

Prérequis :

> La lecture du graphe d'une fonction,
> Représentation de fonctions a partir de fonctions élémentaires,
> Effectuer des calculs élémentaires d'addition, division et multiplication.

Situation probléme : Kevin un éleve de Pc s'adressant a son ami Joél absent pour
raison de maladie au dernier cours de mathématiques lui dit : « Le prof a dit que nous
verrons demain la notion de limites d'une fonction ! ». Christian le grand frére de Joél
qui écoutait la conversation dit : « Aprés votre cours de demain je verrais si vous €tes

11 six+0
capables de me montrer que la fonction f définie par: f(x) ={ x—x2
f@ =0

n'‘admet pas de limites infinies en l'infiniment grand et en l'infiniment petit et qu'elle
admet une unique asymptote verticale »

Apreés avoir donné en langage mathématiques la signification du défi lancé par
Christian, aider Kevin et Joél & relever ce défi |

Activité d'Apprentissage :

Siryle GEUFO GPM 2019
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1

I.  On considére la fonction f définie sur R — {1} par f(x) = 3 + —, sa courbe

représentative est donnée ci-dessous :

-4 -3

1. Reproduire et compléter le tableau suivant :
x 2 4 100 1000 10000 | 100 000 | 150 000 | 500 000
f)
2. Quel constat fait-on ? Et comment peut-on le justifier en observant le
graphe de la fonction ?
3. Reproduire et compléter le tableau suivant :
X 1,01 | 1,001 | 1,0001 | 1,00001 | 1,000001 | 1,0000001 | 1,00000001 | 1,000000001
f)

4. Quel constat fait-on ? Et comment peut-on le justifier en observant le
graphe de la fonction ?
II. On considére cette fois la fonction g définie sur R par g(x) = (x — 1)? sa courbe

représentative est donnée sou dessous :

Siryle GEUFO
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Reproduire et compléter le tableau suivant :

2 4 10 50 100 200 500 1000

Quel constat fait-on ? Et comment peut-on le justifier en observant le
graphe de la fonction ?

Résumé :

On dit que la fonction f admet une limite finie [ en +oo, si tout intervalle
contenant [ contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment
grand. On note xlirPoo f(x) =1, onlit « limite de f(x) lorsque x tend vers

plus l'infini est égal a I. » . Dans ce cas la droite (D) d'équationy =l est
appelée asymptote horizontale a la courbe représentative de la fonction f.
On dit que la fonction f, définie sur l'intervalle Ja,b] tend vers +o quand
x tend vers a a droite, et on note xlirglJrf(x) = 400 ou J}Lrgl>f(x) = 4o si

f(x) peut &tre aussi grand que I'on veut pour x suffisamment proche de a.
On dit dans ce cas que la droite A, d'équation x = a est asymptote
verticale.

On dit que la fonction f, définie sur un intervalle [A,+o [ tend vers +oo
quand x tend vers +oo, si f(x) peut tre aussi grand que |'on veut, pour x
suffisamment grand ; et on note Jim f(x) = +c0. On dit dans ce cas que la

courbe représentative de la fonction f admet une branche infinie en +co.

Propriétés : (Limites en l'infini de fonctions élémentaires)

Siryle GEUFO GPM 2019
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Les résultats suivants sont admis :

lim k=k lim vx = +o lim x" = +oo . on _ [ toosinestpair
x>+ /=00 x—+00 xotoo xl_l,IPOO X T l-cosinest impair
. _(+oosia>0 ) 1 lim [x| = 4+ . _ 4+oosia <0
Jm_ax = {—oo sia<0 x—}}FI}wa_n =0 [ a/e oim_ax {—oo sia>0
Remarque :
> Les fonctions sinus et cosinus n'admettent pas de limite en l'infini
> Sif est une fonction et A une droite d'équation y = ax + b si
1}3}1 f(x) —y =0 alors la droite A est asymptote oblique a la courbe
xX—+/—00
représentative de la fonction f.
Exercice d'application :
1. En utilisant les courbes représentatives des fonctions f et g ci-dessus et
des tables de valeurs convenablement choisis calculer les limites suivantes :
a. lim f(x),
X——00
b. lim f(x),
x->1"
c. lim g(x).
X—+00
2. En utilisant la courbe représentative et si possible une calculatrice donner
les limites aux bornes du domaine de définition de la fonction h définie par
x+1
h(x) = ;
3. Revenir sur la situation probleme.
4. Donner des exercices a faire a la maison
Siryle GEUFO GPM 2019
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Classe : Pc ’ Date : ‘ Durée : 50 min

Module 21 : RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS
L'ENSEMBLE DES NOMBRES REELS ET OPERATIONS

Chapitre 09 Legon 2
LIMITES ET CONTINUITE D'UNE OPERATIONS SUR LES LIMITES
FONCTION

Compétences exigées :

> Déterminer la limite de la somme, du produit, du quotient et de la composée
de deux fonctions,

> Utiliser des techniques appropriées pour lever I'indétermination

> Utiliser les techniques de comparaison pour calculer les limites

Motivation : certains phénomenes qui impactent directement sur la vie de
I'Homme tels que : I'évolution d'une population donnée, les épidémies, I'évolution de
I'économie d'un pays..etc peuvent €tre modélisés ou interprétés par des fonctions ; il est
donc important la plupart du temps de faire des projections dans le futur pour avoir une
idée du comportement du phénomene étudié lorsqu'on s'approche d'une date précise, d'ol
I'importance de la notion de limites d'une fonction.

Prérequis :

> Déterminer le domaine de définition d'une fonction,
> Calculer de maniére intuitive la limite d'une fonction,

Situation probléme : Apres le cours de mathématiques Kevin et Joél s'empressent
d'expliquer a Christian comment résoudre la question qu'il leur a posée. Celui-ci écoute
attentivement et leur dit : « Trouver moi donc le domaine de définition et les limites aux
bornes du domaine de définition de la fonction f définie par :

Flx) = |xi:i|2—1 six #0 .
f(0)=0

Aider Kevin et Joél arelever ce deuxieme défi lancé par Christian |

Activité d'Apprentissage :

Siryle GEUFO GPM 2019
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|x2-1]-1 .
FOO) =1 2z six+0 :

f(0)=0

On considere la fonction f définie par :

1. Déterminer le domaine de définition.

2. Ecrire f(x) sans barre de valeur absolue, et lister foutes les limites qui
existent aux bords du domaine de définition.

3. Les techniques de la legon précédente sont elles suffisantes pour calculer
toutes les limites aux bornes du domaine de définition ? Si non que
manquent-ils ?

Résumé :

1. OPERATIONS SUR LES LIMITES
a. Sommes de deux fonctions
l et I’ sont deux réels, on admet le tableau suivant :

f a pour limite : l l l +0o0 —0 +o0
g a pour limite : I +00 —0o0 +0o0 —o0 —oo
f + g apour limite : I+ +00 —o0 +oo — oo FI
. Produit de deux fonctions
l et !’ sont deux réels, on admet le tableau suivant :
f a pour limite : l [>0 1<0 +00 —0o0 +00 0
g a pour limite : U 400 +00 —o0 —00 400 +o0
fg apour limite : i +00 — —o0 +o0 +o0 FT
. Quotients de deux fonctions
l et !’ sont deux réels, on admet le tableau suivant :
f apour limite : l l +00 —o0 oo foo 0
g apour limite : I'#0| +oo ! ! —o0 +oo 0
La pour limite : L 0 {+oo sil' >0 {—oo sil' >0| 4o |FT FI
g I —oosil' <0 | L4oosil’ <0

Exemple d'application :

On donne la fonction f définie par f(x) = 222

—-x+1
> Dresser le tableau de signe de —x + 1, puis en déduire
Jim —x+1, puis xll)r% —x + 1.
> Endéduire lim f(x) et lim f(x)
x—1 x-1t
e. Composée de deux fonctions
Propriété : Soit I et ] deux intervalles, f une fonction définie sur I telle
queVxel f(x)e]; soit g une fonction définie sur J :
Si !Cilgf(x) =b et }ri_l)ll} g(x) =c alors }ri_)ngg[f(x)] =c.

f. Théoréme :
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> La limite d'un polyndme en 4+ ou en —o est la limite de son terme le plus
haut degré

> La limite d'une fraction rationnelle en +o ou en —oo est la limite du
quotient des termes de plus haut degré

Exemple d'application : Calculer les limites suivantes :

> lim —x3+2x%2+x+2:

X—+00

2
. x“—=2
» lim >
X—>—00 X—X

> lim V2x2+x +2

X—+00
Remarque : Les formes indéterminées indiquées dans les différents tableaux ci-
dessus se contournent facilement par des techniques de conjugaison de factorisation :
Calculons les limites suivantes :

> lim Vx +2—+x

X—+00
> lim X2
x—-2Vx+2-2
. x2—x-2
>> hnl________

x—2 X2+3x-10

2. Limites et inéqgalités

Les résultats suivants sont admis :

> Propriété 1 : Soient f et g définies sur un intervalle I, soit a un réel ou un
infini que a € I ou tel que a est une borne de I, l et I’ deux réels.
Sivx eLf(x) <g(),limf(x) =l etlimgx)=0'" Alorsl< I
xX—a xX—a
> Propriété 2 : Soient f et g définies sur un intervalle I, soit a un réel ou un
infini que a € I ou tel que a est une borne de I, [ et ' deux réels.

i. Sivx €L f(x) < g(x) et Jlcirrétf(x) = 400 Alors jlcirrég(x) = +o0
ii. Sivx €Lf(x) <g(x)et lim g(x) = —co Alors lim f(x) = —co

» Propriété 3 : Théoréme de gendarmes
Soient f, g et h définies sur un intervalle I, soit a un réel ou un infini que
a € I ou tel que a est une borne de I, [ un réel.
Sivx €,f(x) < gx) <h(x), )lci_r)rlllf(x) =1 et chl_r}“ll h(x) =1Alors
lim g(x) =1

x—-a

Exercice d'application :

1. Revenir sur la situation probléme.
2. Calculer les limites suivantes :  lim 2% lim x +sinx

x—+400 X—Sinx *~ x——oo

3. Donner des exercices a faire a la maison
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Classe : Pc ’ Date : ‘ Durée : 50 min

Module 21 : RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS
L'ENSEMBLE DES NOMBRES REELS ET OPERATIONS

Chapitre 09 Legon 3
LIMITES ET CONTINUITE D'UNE CONTINVITE
FONCTION

Compétences exigées :

» Etudier la continuité d'une fonction en un point et sur un intervalle,
> Monter qu'une fonction admet un prolongement par continuité et le définir

Motivation:

Prérequis :

> Calculer les limites d'une fonction,
> Représenter le graphe d'une fonction a partir de celle d'une fonction
¢lémentaire convenablement choisie

Situation probléme : Etonné par la brillante réponse de Kevin et Joél, Christian
leur félicite pour avoir bien suivi le cours puis leur demande : « Dites-moi cette fonction
admet-elle des trous aux points d'abscisse x; = 0 et x, = 1?» . A cette derniére
question Kevin et Joél s'interrogent si la notion de limite d'une fonction peut leur &tre
utile et si c'est le cas comment ?

Aider Kevin et Joél a relever ce troisieme et dernier défi lancé par Christian !

Activité d'Apprentissage :

| =

On considére les fonctions f et g définies respectivement par : f(x) = i:z et
X% +x-2
g(x) T x2-4
1. Déterminer le domaine de définition des fonctions f et g.
2. Calculer les limites des fonctions f et g aux bornes de leurs domaines de
définition.
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3. En vous servant de la courbe d'une fonction élémentaire convenablement
choisie tracer la courbe représentative de la fonction f.
4. Quelle différence y-a-t-il a votre avis entre la fonction g et la fonction f?
Et comment peut-on faire ressortir cette différence entre leurs courbes
représentatives ?
Résumé :
Définitions :

i.  Ondit que la fonction f est continue en x; si :

> Xo € Df
> lim f() = lim_f(x) = f(x)

ii.  Ondit que la fonction f est continue sur un intervalle I, si elle est continue
en tout point de I.

Opérations sur les continuités :

> Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I alors f + g est
continue sur I.

> Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I alors fg est
continue sur 1.

> Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I etvx €1 g(x) #0

alors f—] est continue sur I.

> Si f une fonction continue en a et g continues en f(a) alors g o f est continue
ena.

Remarque :

Si f n'est pas définie en a et ,lci”,}f(x) =1 avec | € R, alors le prolongement par

continuité de la fonction f en a est la fonction g définie par : g(x) = {f (;‘gis;; * q;a
Exercice d'application :
1. Revenir sur la situation problemelx@@
2. Donner des exercices a faire d la maison
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MODULE 21

RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS L'ENSEMBLE DES NOMBRES
REELS

Chapitre 10 : DERIVATION

Intérét : Découvrir les propriétés du nombre dérivé, de la fonction dérivée...

Motivation : De nombreux objets dans la vie sont trés souvent en mouvement rectiligne,
circulaire... La détermination de la pente d'une courbe en un point, de la vitesse instantanée,
I'accélération d'un objet, les variations d'une fonction, I'esquisse de la courbe représentative
d'une fonction,... sont quelques fois préoccupant. En classe de seconde C hous avons utilisé le
taux de variation pour déterminer le sens de variation, puis le tableau de variation d'une
fonction. Ce chapitre donne des outils pour pouvoir le faire aisément.

Prérequis

e Rappelé le calcul de la limite d'une fonction au voisinage d'un nombre réel.
e Rappelé la notion de calcul de la limite d'un taux de variation au voisinage du réel annulant
le dénominateur du taux de variation.

LECON 1 : FONCTION DERIVABLE EN UN POINT.

1. Nombre dérivé d'une fonction en un point.

Activité 1 :
On a photographié a intervalles réguliers la chute d'une balle de tennis de
table. La durée entre deux prises de vue consécutives est 0,002 s. On a obtenu
le document ci-contre dont I'échelle est 1/10. On aimerait connaitre la vitesse
instantanée de la balle a l'instant t = 0,5s.
1. Pour cela le physicien calcul la vitesse moyenne entre deux instants tres
proches encadrant 0,5s. Calculer ainsi la vitesse instantanée a l'instant
t = 0,5s en utilisant la photographie.
2. Les mathématiciens cherchent a exprimer la distance f(t) parcourue par la
balle en fonction du temps écoulé depuis le lacher. On admet que f(t) = 5t> ;=048
(t en seconde et f(t) en metre).
a) Calculer la vitesse moyenne de la balle entre l'instant t = 0;5 et t = 0,5 + At,
c'est-a-dire v, = f—(O‘SMAtZ_f ©3)
b) Recopie et compléte le tableau suivant :
At |0,11]0,01] 0,001/ 00001 | 0,00001
vm

t =052 ..

Nous constatons que la vitesse moyenne s'approche de plus en plus de 5, lorsque
At s'approche de 0. C'est cette valeur limite qui est la vitesse instantanée de la
balle, a lI'instant t = 0,5.
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Résumé 1 : A
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, C; sa courbe (g 4 p)
représentative dans un repere (0; T; J). Soit a un hombre

réel de l'intervalle I et A le point de (Cf) d'abscisse a.

Soit h unréel tel que a+h €1, le taux d'accroissement de Ay

fentreaeta+hestle rapport : r(h) = M ,avec a

et a + h appartenant a I. Sur le graphique r(h) est le
coefficient directeur d'une sécante (AM) a (Cy). fla)
Définition 1: Dérivabilité en un point.

Si r(h) tend vers un nombre réel quand h tend vers 0, on
dit que f est dérivable en a et on appelle ce nombre le
nombre dérivé de fen a. Ce hombre est noté f'(a).

Notation : f(a) =lim f(h“ﬂ_ fa)

Remarque 1: En posant x = h + a, x tfend vers a lorsque h tend vers 0 et alors

f(h+a)— f(a) _ f(x)—f(a)e,r lim 0~ (@) f(x) f(a)
h X—a x—a

L T0-f(@)
X—a

= f'(@). Ainsi f est dérivable en a si la fonction

admet une limite finie lorsque x tend vers a.

Exemple 1 : Déterminons le nombre dérivé de chacune des fonctions f, g et h pour la valeur de
2x+1

aindiqué: f(x) =x>+xena= -1, g(x) =Vx ena=1leth(x)="—ena=3.
e Soit f(x) = x* + x une fonction polyndme, définie sur D; = R =] — o0; +oo[ déterminons le
nombre dérivé de f en —1.
2
fO)-f(=D) _ (x +X)_(O)=X(X+1)=xef lim f(x)—f(- 1)—I|mx— 1
X+1 X+1 X+1 x—>-1 X+1 x—>-1
Ainsi, f est dérivable en —1 et le nombre dérivé de f en —1 est f'(—-1) = —

Soit x €] — 0; 400[ ;

e Soit g(x) = x la fonction définie sur D, = [0; +oo[, déterminons le nombre dér'ivé de genl.

g(0)-g@) Vx-+1 Ix-1 1 . g(0-9@ 1

Soit x € [0; +oo[, = = = et lim

x-1 x=1 (Vx-1)(Vx+1) Vx+loob o x-l Tl Jx+1

Ainsi, g est dérivable en 1 et le nombre dérivé de g en 1 est g'(1) = %

2x+1

e Soit h(x) = Ia fonction définie sur R\{2} =] — o; 2[U]2; +[, déterminons le nombre
dérivé de hen 3. Soit x € R\{2} =] — o; 2[U]2; +oo[
2x+1_7 —5x+15
h(x)-hd)  x-2 =~ x-2 _ -5x+15 = -5(x-3) -5 et lim h(x)-h(3) _ g
Xx-3 x—3 x-3  (x=2)(x-3) (x-2)(x-3) x-2 >3 X—3 '
Ainsi, hest dérivable en 3 et le nombre dérivé de h en 3 est h'(3) = -5
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Définition 2 : Tangente en un point a une courbe.

Si f est dérivable en a, alors la courbe (C;) admet, au point
A de coordonnées (a; f(a)) une tangente : c'est la droite
passant par A et de coefficient directeur f'(a).

Une équation de cette tangente s'écrit :
y=f'(@kx—-a)+f(a).

En effet, pour tout point M(x;y) de la tangente a la courbe
(¢r) au point M, (xo; f(x0)) , on peut écrire :

LLED = (), soit y = £ (o) = £ (o) (x = x0).

Remar'que 2:

- Sif'(a) =0, dlors la courbe (¢;) admet une tangente

horizontale d'équation y = f(a).

- La tangente & (C;) lorsqu'elle existe est unique.
Exemple 2:
Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = —%xz +x+ %
Déterminons I'équation de la tangente a (C;) au point
d'abscisse 2.

(—1x2+x+1j—1
f(X) f(2) _lim 2 2) 2

fdl= = AR

Ona: ——let f(2)=
xaz X—2 X—2 X—2

Ainsi une équation de la tangente (T) a (G;) en A (2; %) est

doncy=—1(x—2)+%, (T):y:—x+;, _________

Exercice d'application 1:

1) Dans chacun des cas suivants, calculer, en utilisant la définition
e Le nombre dérivé de la fonction f en x,.
e L' équation de la tangente en x,.
a) f(x)= —3x*+x +§, pour x, = —2
b) f(x) = 22
c) f(x) =+v3x+5 pour xy = _?2
2) Soit f la fonction définie par : f(x) = (x + l) sin(mx).

f(x) f Q) _ﬂ(XJrlein;r(x—l)
-1 x) z(x-1)

b) En déduire que la fonction f est dérivable en 1 et calculer son hombre dérivé.

1
pOUI" xo = _E

a) Démontrer que : pour tout x € R*{1},

2. Dérivabilité et continuité en un point.

Activité 2:
Soit une fonction définie sur un intervalle ouvert K. Soit a € K.
1) Pour tout x € K\{a}, vérifier que h(x) = h(a) + (x — a) hx)-h(@)

Xx—a
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2) On suppose que h est dérivable en a. Montrer que Ixirg h(x)=h(a).
3) h est-elle continue ena?

Résumé 2 :

Propriété :

P1 : Si une fonction est dérivable en x, alors elle est continue en x,.
P2 : une fonction continue en x, n'est pas toujours dérivable en x,

Exemple 2:
La fonction f :xi—>|x—1x*est continue en 1 et n'est pas dérivable en 1.

fxX)=(x—1x?* six€[l; +oof . B .
En effet, {f( Y= (-2 sixe€]— oo comme lem f(x)=0alors f est continue en 1.
Comme lim————= F0-fM _ —let lim——————~* f(x) f(l) =1lalors f est n'est pas dérivable en 1.

x—>1" X — x—1"

Ainsi la fonction est continue en 1 e’r n esT pas dérivable en 1.

Exercice d'application 2 :

Soit f la fonction définie sur R, par f(x) = |x* — 1].
1) Ecrire f sans symbole de valeur absolue.

2) Montrer que f est continue en 1.

3) Soit g la fonction définie sur | — o0; 1[U]1; +oof par : g(x) = M Calculer les limites
suivantes : Iirp g(x) et Iirp g(x)

4) La fonction f est dérivable en 1 ?

3. Demi-tangente a droite et a gauche en un point x, d'une courbe.

Activité 3 :
Soit f la fonction définie sur | — co; —3[U] — 3; +oo[ , par f(x) =
1. Ecrire f sans symbole de valeur absolue.

[x+1]
x+3 "

2. Calculer la limite a gauche et a droite en —1, de la fonction g: XI—)W. La fonction
+

g admet-elle une limite en —1 ? justifier.
3. La fonction f est-elle dérivable en —1 ? justifier.
4. La courbe (C;) admet-elle une tangente en —1 ?

Résumé 3 :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, C; sa courbe représentative dans un repére
(0; T; J). Soit x, un élément de I.

Définition : dérivabilité a gauche.

On dit que f est dérivable a gauche en x, si f est définie sur un intervalle de la forme ]a; x,], et

f(x)— (%)
X

X a une limite finie a gauche en x,. Cette limite est appelée nombre

si la fonction : x—
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dérivé de f a gauche en x, et noté f',(x0). La courbe de f admet alors une demi-tangente a
gauche au point d'abscisse x, qu'équation : y = f’g (x0)(x — x¢) + f(x0), pour tout x de ]a; xo].

Définition : dérivabilité a droite.

On dit que f est dérivable a droite en x, si f est définie sur un intervalle de la forme [xy; a[, et
FO)—1(%)
X=X
dérivé de f a droite en x, et noté f’ (x,). La courbe de f admet alors une demi-tangente a
droite au point d'abscisse x, qu'équation : y = f' (xo)(x — xo) + f(xo), pour fout x de ]a; x,].

Remarque 3:

si la fonction : x> a une limite finie a droite en x,. Cette limite est appelée nombre

R1 : Sila fonction XHM 5

a une limite nulle a gauche ou a droite de x, alors la fonction

f admet une tangente horizontale.

FO)—f (%)
X_

R2: Sila fonction x> a une limite infinie a gauche ou a droite de x, alors la

fonction f admet une tangente verticale.

R3 : Une fonction est dérivable en x, si le nombre dérivé a gauche est égal au hombre dérivé a
droite : f' (xo) = f';(x0) = f'(x0).
R4 : Sien My(xo; f(xo)) le nombre dérivé & gauche est différent du nombre & droite
(f',(x0) # f ,(x0) ) alors le point M, (x,; f (x0))la courbe (C;) appelé point anguleux.
Exemple 3 :
1) Soit g la fonction définie
gix)=x?>—-1 si x<1
par :{ _x-1 . . Etudions la 5
glx) = — six=>1
dérivabilité de f en 1.
o Dérivabilité de f a gauche de B(1;0).

FO=FO _ iy X1 5 pinsi

Ona: lim

x—1" X—=1 x—=1 Xx—=1 7
IiTLI(O) =2 et f est dérivable & gauche de (Cy)
x—1" X—

1. La demi-tangente (T,) & (C;) & gauche au point
B(1;0) & pour équation : (T,):y = 2x — 2
e Dérivabilité de f a droite de B(1;0).

X_l—(O)
ona timtX=FO) _yyx+1 ™1 g
X1 x—-1 - x-=1 2
i F00=F@) _1

i > et f est dérivable a droite de
x—1" X —

1. La demi-tangente (T,) a (C;) a droite au point
B(1;0) a pour équation :

1 1
(Ta):y =5x—3

Point Anguleux
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f(x)=x>—-1 six<1

2) Soit f la fonction numérique définie par : { F) =2 _i six>1 Etudions la dérivabilité

de fenl.
e Dérivabilité de f a gauche A(1;0).

2
Ona: IimM = IimL_(O):Z. Ainsi IimM =2 et f est dérivable a gauche de

X1 X—=1 x—1" Xx—=1 X1 X —
1.
e Dérivabilité de f a droite A(1;0).
_f0-fO) . 2-2-() £ -f(0) , :
Ona: I'q]?: lim xX n =2. Ainsi Ilrgx—zze‘rf est dérivable a droite de 1.

Donc : Iimw =2, la fonction f est dérivable en1, et f'(1) = 2. (C;) admet au point A(1;0)

x—1

une tangente d'équation : (T): y = 2x — 2.

Exercice d'application 2:

f(x) =3—-2x six <0

f(x)=2x+3+Vx six=0"

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Démontrer que la courbe représentative de f admet une demi-tangente a droite et une
demi-tangente a droite au point d'abscisse 0.

3) Déterminer une équation de chacune de ces demi-tangentes.

Soit f la fonction définie par : {

LECON 2 : FONCTION DERIVEE D'UNE FONCTION, CALCUL DES
DERIVEES.

1. Fonction dérivée d'une fonction sur un intervalle.

Activité 1:
On considere les fonctions f et g définies par : f(x) = —3x? + 5x —% et g(x) =Vx —2.

1) Soit x, un hombre réel.
. f(x)—f(xo) —

X—Xo

a) Montrer que pour tout x # xy, ona —3(x + xo) + 5.

b) En déduire la limite de lim )= ()
X—>Xg X_XO

en fonction de x,.

2) Soit x, un hombre réel choisie dans le domaine de définition de g.

L 9)—g(xo) _ 1
a) Montrer que pour tout x # xy,0ona: P TN s

b) En déduire la limite de lim 9()-9(%)

X% X=X,

en fonction de x,.

Résumé 1:
Soit une fonction définie sur un intervalle 1.
e L'ensemble de dérivabilité de f est I'ensemble des nombres réels x, de D; en lesquels f
est dérivable.
e La fonction x> f'(x)est appelé fonction dérivée ou dérive de f.
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Exemple 1:

On considére la fonction f définie sur ] — o0; —2[U] — 2; 4+oo[ par: f(x) =

nombre dérivée en réel x, de | — oo; —2[U] — 2; +oo[, puis déduire la fonchon dérivée de f.
Pour tout x et x, de | — o0; —2[U] — 2; +[ona:

2x-3 2%,-3
lim 1‘(x)—f(x0):Iim X+2 X, +2 :Im(2x—3)(x0+2)—(x+2)(2x0—3) _lim 1 _ 1 :
=% X=X, X% X=X, X% (X=X )(X+2)(X, +2) % (X+2)(% +2) (%, +2)

Le nombre dérivée de f en x, est ~. Pour tout réel x de]— co; —2[U] —2; +oo,

Xo +2)

f':x—

(x+2)2

Exercice d'application 1:
Déterminer la fonction dérivée de la fonction suivante : f(x) = 5x% + 4x — 3

2. Fonctions dérivée usuelles.

Activité 5:
1) Déterminer la fonction dérivée des fonctions suivantes.
a) Pour toutréel x f(x) =k, k€eR. g(x)=x. h(x)=x2
b) Pour tout réel x € [0; +oof, p(x) = Vx.
c) Pour tout réel x €] — o0; 0[U]0; +o[, g(x) = i
2) Soit x, un élément de R. Pour tout nombre réel x différent de x,.

a) Montrer que sinx — sinxy = 2 cos( > )sm( Zx ) et cosx —cosxy = —2 sm( > )sm (x Zxo)

sinx—sinxy __ x+x¢ Sin(x_zxo) COSX—COSXg __ . [x+xg Sin(x zxo)
b) En déduire que - cos( . )x = et — . = —sm( . )x =5
c) Montrer que : lim CoS(x) ~C0S(%,) =-sin(x,) et lim sin() =sin(%,) _ cos(X,)

X—>¥ X—X, X—>¥% X—X,

d) En déduire la fonction dérivée des fonctions suivantes : x> sin(x) et x> cos(x).

Résumé 5:
Le tableau ci-dessous donne un récapitulatif des fonctions dérivées élémentaires et leur
domaine de dérivabilité.

Fonctions Fonction dérivée Ensemble de dérivabilité.
Xk X0 R
X > X X1 R
X > X X > 2X R
1 1 | — 00; 0[U]0; +oo]
X— — X -
X X
1 0; +
X \/; X = [ o[
2Jx
X > sin(x) X > C0S(X) R
X > €0S(X) X > —sin(x) R
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Remarque 5 :
R1 : La fonction x> sin(x) est dérivable pour tout réel de R. Ainsi
lim SN =SINO) _ i SN _ (i) (0) =1. Done 1im SN
x—0 X—0 x>0 X x>0 X
R2 : La fonction x> cos(x) est dérivable pour tout réel de R. Ainsi
lim 9080 =€08(0) _ iy €SI _ 551 1(0) =0.. Donc  1im S ~L 2
x—0 x—0 x—0 x>0 X

3. Fonctions dérivées d'une somme, d'un produit, d'un quotient. Fonction dérivée de la

composée d'une fonction affine par une fonction donnée.

1.

0.

Activité 6:

Soient u et v deux fonction dérivables sur un intervalle K. On note v’ la dérivée de u surk et
v’ la dérivée de v sur K.

1. Soit x, un nombre réel n'appartenant pas a K.

(ku)(x) = (ku)(%,) _ u(x)—u(x,)
X=X X=X
b) En déduire que (ku)'(x,) =ku'(x,)
2. Soit x, un nombre réel n'appartenant pas a K.
(U+v)(X) —(U+V)(x) _u(x)—ulx)  v(x)-V(x)
X=X X=X X=X
b) En déduire que (U+V)'(X,) =u'(X,)+V'(X%,)

a) Monter que

a) Monter que

3. Soit x, un nombre réel n'appartenant pas a K.
@09 ~(@)(0k) _U()—U0K) o V) V()
X=X X=X X=X
b) En déduire que (uv)'(x,) =u'(%)V(X,) +U(X)v'(x;)
4. Soit x, un nombre réel n‘appartenant pas a K et tel que v'(x,) #0

1 1
)90 y-uce) 1
X=% X=X VOOV(X)

a) Monter que u(x,)

a) Monter que

. 1) o\ V(%)
b) En déduire que (;j (%)= Vo]

5. Soit xy un nombre réel n'appartenant pas a K et tel que v(x,) >0

W0 Jul) _u(-u(x) 1

a) Monter que

=% X=X Ju(x) +Julx)
b) En déduire que (JU) (%)= 2u 5)((0)(2)

6. Soient a et b deux nombre réels tels que a # 0 et ax, + b € K. Onpose X = ax + b et
f(x) = u(ax + b).

F0)—106) _ o U0 -U(X,)

a=axu' +b
xR T xox, casaxu@o+h)

a) Montrer que lim
X—>Xg

b) En déduire que f'(x,) =axu'(ax, +b)

PC_ cours dérivations Chapitre _10 @R.D.N Page 8
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Résumé 6:

Soient u et v deux fonction dérivables sur un intervalle K. On note v’ la dérivée de u surk et
v’ la dérivée de v sur K.

Propriéteé :

P1 : Dérivée du produit d'une fonction de par un réel.

Pour tout k € R, la fonction x+— kxu(x)est dérivable sur K, et a pour dérivée sur K, la fonction
X kxu'(x).

P2 : Dérivée de la somme de deux fonctions.

La fonction xi— (u+Vv)(x) est dérivable sur K, et a pour dérivée sur K, la fonction
X > u'(X)+Vv'(x)

P3 : Dérivée du produit de deux fonctions.

La fonction x> (uxVv)(x) est dérivable sur K, et a pour dérivée sur K, la fonction
X > U'(X) xV(X) +u(x)xVv'(x)

P4 : Dérivée de l'inverse et du quotient de deux fonctions.

On suppose que pour tout x de K, v(x) # 0,

e La fonction inverse XI—)(EJ(X) =% est dérivable sur K, et a pour dérivée sur K, la
v V(X

fonction Xi-s—— (X)2 :
V()]
e La fonction quotient x I—)(%j (x) =% est dérivable sur K, et a pour dérivée sur K, la

u'(x) xv(x) —u(x)xv'(x)
2
[v(9)]
P5 : Dérivée d'une fonction racine.
Pour tout x € K, on a u(x) > 0, la fonction Xr>./u(x) est dérivable sur K, et a pour dérivée sur
u'(x)
2,Ju(x)

P6 : Dérivée de la fonction xi—u(ax+b)avec a + 0

fonction x—

K, la fonction X

La fonction x> u(ax+b) est dérivable sur K, et a pour dérivée sur K, la fonction
X axu'(ax+hb)
Remarque 6:
Pour tout réel x, dérivons les fonctions suivantes : f(x) = x3 et g(x) = x*.

e ff)=03) =(xx?) =@ X (@) +xx(x?) =1%xx%+xx2x =x%+2x% =3x? .
Donc : f'(x) = (x3)" =3x% =3x371,

e g =0 =0xx3) =) xE)+axx(x3) =1xx3+xx3x3=x3+3x3 =4x3
Donc : g'(x) = (x*)' = 4x3 = 4x* 1.
R1 : Pour tout réel x et tout entier naturel n tel que n > 1. La dérivée sur R de la fonction
X+ X"est la fonction x> nxx"*.
R2 : Soit u une fonction dérivable sur un intervalle K, pour tout entier naturel n. La dérivée de
la fonction x—»u"(x)est la fonction X nxu'(x)xu"*(x).
Exemple 6 : Déterminons la dérivée de chacune des fonctions suivantes ci-dessous définies,
sur les ensembles indiqués :

e f(x) = Ivx.Pour fout x € [0; +oof, f'(x) =2 x (Vx) =<

|-

2

B
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(x) = L x L
Donc pour tout x € [0; +oo, f'(x) = 3 X3
e g(x)=-5x3+3x%—45x + %. Pour tout nombre réel x.
g'(x) = (=5x%) + (3x?)' — (452)' + (3) = =5 x () + 3 x (x?)' = 45()' +0
= —5x3x%+3X2x—45

= —15x% 4+ 6x — 45
Donc pour tout nombre réel x g'(x) = —15x% + 6x — 45
e p(x)= ﬁ pour tout x de l'intervalle | — oo; —%[U] — ;; +oof ;
, (1 ex+3) 2
p'(x) = (2x+3) T (2x+3)2  (2x+3)?°
i . _E _ E ’ _ 2
Donc pour tout x de l'intervalle ] —oo; —>[U] —2; +oo p'(x) = Erreyt
2— .
e h(x)=—22 xg_x;“, pour tout x de l'intervalle | — oo; 5[U]5; +oo].
h'(x) = (x2—9x+24)’ _ (x2-9x+24) x(x=5)~(x2-9x+24)x(x=5)' _ (2x=9)(x=5)—(x?-9x+24)x1 _ x?-10x+21
*) = x5 - (x-5)2 B (x—5)2 T (x-5)2
' ' x%—10x+21
Donc pour tout x de l'intervalle ] — oo; 5[U]5; +oo] h'(x) = e

e q(x) =+3—2x, pour tout x €] — oo; %]
q'(x) = (\/ﬁ), Sy ) A

T 2V3-2x  2V3-2x 3-2x
" 3
Donc pour tout x de l'intervalle ] — oo; 51 4=

-1
Vv3-2x

o t(x) = cos (3x — 4), pour tout réel.
t'(x) = (cos (3x — 4))’ = (3x —4)' X —sin(3x —4) = —3 X sin(3x — 4)
Donc pour tout réel t'(x) =—-3sin(3x—4).

31T

e s(x) =sin (Sx - 7), pour tout réel.
s'(x) = (sin (Sx — 3;”))’ = (5x — 37”)’ X cos (5x — 3771) =5 X cos (5x — 3;”)
Donc pour tout réel s'(x) =5cos (Sx - 37")
Remarque 6:

Voici ci-dessous les tableaux récapitulatifs de la dérivée des fonctions auxiliaires et les
opérations sur les fonctions.

Fonctions Fonction Ensemble de Fonction Dérivée
dérivée dérivabilité.
X = k X 0 R u+v u +v
X = X X1 R ku (k € R) kxu'
X > X° X > 2X R UX UV uXv+uxv
1 1 ] — 00; 0[U]0; +oof 1 v
X = X —— — ——
X X v v?
X X" X nx X" R E uxXv—uxv
(n€ N\{1}) v v?
0; n € 1 xu xut?t
xis> VX o L [0; o] Wt (neN\{L) | nxuxu
2J/x
X > sin(x) X > €0S(X) R Vu u
2vu
X > C0S(X) X > —sin(x) R
X > tan x Xi>1+tan’x | R\(Z 4 km,k € 2} X > u(ax+Db) X > axu'(ax+b)
,ﬁ
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Exercice d'application 3 :
1. Dans chacun des cas suivants, préciser I'ensemble de dérivabilité de la fonction f, puis
déterminer sa fonction dérivée.

fx)=- gz: gx) = /ﬁ h(x) = XZxx_zl q(x) = Gx - 1) cos (Zx + g)
2. Déterminer la fonction polyndme du second degré f telle que : f(0) =4, f'(0) = 3 et f(1) = 3.
3. Soit a et b deux nombres réels. On considére la fonction f définie par: f(x) = ax +b + ﬁ

a) Calculer les valeurs de a et b sachant que : f(2) =2 et f'(2) = 0.
b) Donner une équation cartésienne de la tangente au point d'abscisse 2 de la courbe
représentative de f.

LECON 3 : APPLICATIONS DE LA DERIVATION.

1. Sens de variation d'une fonction.
Activité 1:

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle K, x, élément de K. Pour tout
_ FO)-FCx)

X—Xo

x € K{x,} on pose g(x)

1. On suppose que la fonction f est croissante sur K. Justifier que x € K\{x,} g(x) =0.
2. On suppose que la fonction f est décroissante sur K. Justifier que x € K\{x,} g(x) <0.

Résumé 1:
Sens de variation.
Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle ouvert K.
e f est croissante sur K si et seulement si f’ est positive sur K (x €K, f'(x) =0
e [ est décroissante sur K si et seulement si f’ est négative sur K. (x e K, f'(x) <0
e [ est constante sur K si et seulement si f' est nulle sur K. (x e K,f'(x) =0
Monotonie d'une fonction.
e Ondit qu'une fonction f est monotone sur K, si f’ garde un signe constant sur K, donc f est
monotone si f est soit croissante soit décroissante sur K.
e Si f’ aunsigne constant sur I et ne s'annule qu'en un nombre fini d'élément de K, alors on dit
que f est strictement monotone.
Exemple 1 :
Etudions les variations de la fonction f définie sur R par : f(x) = x*> —3x — 1.
F est continue et dérivable sur R, et sa dérivée est la fonction définie sur par :
f'(x) =3x%—3.

Ainsi le tableau de signe de f’(x) est la r | —co —1 1 oo
suivant. '

[z + - +
Ona: (=) lJI] ¢

e f est croissante sur | — oo; —1J.
e [ est décroissante sur ] — 1;1].
e f est croissante sur |1; +ool.

Exercice d'application 1 :
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3. Extrema d'une fonction sur un intervalle. Tableau de variations d'une
fonction numérique sur un ensemble donné.

Activite 2 :

La courbe ci-contre est la représentation graphique de la

fonction f définie par: f(x) = x> —3x + 1.

1. Donner les variations de f et déduire le signe de
f’ (dérivée de f).

2. Quelle est l'abscisse du point de (¢;), de l'intervalle
[0; 2] d'ordonnée minimale ?

3. Dresser le tableau de variation de f.

Résumé 2:
Soit f une fonction dérivable dans l'intervalle K. Soit x, appartenant a K.
1) Extremum relatif en x,.
e Ondit que f admet un maximum relatif en x, s'il existe un intervalle ouvert I, inclus dans
K et contenant x, tel que pour tout x de I, ona: f(x) < f(x).
e Ondit que f admet un minimum relatif en x, s'il existe un intervalle ouvert I, inclus dans
K et contenant x, tel que pour tout x de I, ona: f(x) = f(xo).
e Ondit que f admet un extremum relatif en x, si f admet un maximum ou un minimum
relatif en x,.
2) Extremum relatif en x, et dérivation.
Si f’ s'annule et change de signe en x,, alors f admet un extremum relatif en x,.

r |a Iy b T |a T b
I E o] — )+
nd
ORI AN HON Y
m
f admet un maximum relatif M en x, f admet un minimum relatif m en x,
Exemple 2 :
Dressons le tableau de variation de la fonction f définie dans le repére orthonormé (0; 7; j)
. _ x%—x+2
par: f(x) = ——

o Dy =] —;2[U]2; +oo[=R\{2}.
e Pour tout réel x €] — ;2[U]2; +o[, f est continue et dérivable comme quotient de
deux fonctions dérivables sur | — ; 2[U]2; +oo[.

Y _(x%-x+2 ! _ (x2—x+2),><(x—2)—(x2—x+2)><(x—2)’ _ @x-D(x-2)—(x%-x+2)x1 _ x%-4x
Ona: f'(x) = ( ) - (x—2)2 - (x—2)2 T (x-2)2
x%—4x _ x(x—4)

(x-2)2  (x-2)?

xX—2

Pour tout x €] — o0; 2[U]2; +oo[, f'(x) =
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e Variations de f sur | — o0;2[U]2; +oof.
- Pour tout €] — x;0[, f'(x) > 0, donc f est
strictement croissante.
- Pour tout x €]0;2[, f'(x) <0, donc f est
strictement décroissante. T | —co 0 2 4 +oo
- Pour fout €]2; 4], f'(x) < 0, donc f est strictement |7z + § — | — 0 +
décroissante.
- Pour tout €]4; +oof, f'(x) > 0, donc f est
strictement croissante.

e Tableau de variation de f sur ] — o;2[U]2; +oof

I —co I 2 4 Foo
fE) + - e
flz) 7 1 T e T T e
— oo —00 7
Exercice d'application 2 :
1) Soit a et b deux nombres réels. On consideére la fonction f définie par : f(x) = 3xi§i’i+b

Déterminer a et b pour que la représentation graphique de f :
- Passe par A(0;3).
- admette en A une tangente d'équation y = 4x + 3
2) Soit a un nombre réel. On considere la fonction f définie par : f(x) = 2x® + ax?® + 3.
a) Déterminer a pour que la représentation graphique de f admette au point d'abscisse 1
une tangente paralléle a I'axe des abscisses.
b) Etudier les variations de la fonction ainsi obtenue et préciser ses extremums.
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CHAPITRE 11
ETUDE ET REPRESENTATION
GRAPHIQUE D'UNE FONCTION

Plan du Chapitre :

Introduction ...... ... 1
Motivations ... ... ... e e 2
Objectifs pédagogiques .......... ... ... 2

1- Plan d’étude d'une fonction ............ ... ... . 2

@ Pré-reqUis ...... ... o i e e 2

A- ACHIVIEE L 2

b- Méthode : Plan d’étude d'une fonction ...........co..oii i, 3

c- Exercice d’application ....... ... ... i 3

2- Etude d'une fonction polynéme ........... ... ... .. 4

O Pré-TeqUis ... ... 4

a- ACHIVIEE . 4

b- RESOIULION ... ..l et e 5

A E 5

3- Etude d'une fonction homographique ................. ... ... ... 5

O PIré-TeqUIS ...\ttt i e 5

a- ACHIVITE ... i 5

b- RESOIULION .. ... i 5

A E 6

4- Etude d'une fonction rationnelle ........... ... . .. . .. 7

O Pré-TEQUIS .. .ot 7

a- ACtiVIT Lo 7

b- REsOIUtiON . ... oo 7

A 8

5- Exploitation d’un tableau de variation : Travaux dirigés .............................. 8

6- Exploitation d’une courbe représentative : Travaux dirigés ........................... 9

7- Exploitation de la courbe de la dérivée d"une fonction : Travaux dirigés ............ 10

8- Etude d'une fonction paramétrique : Travaux dirigés ................................ 10

9-Etude d’une fonction trigonométrique (facultatif) : Travaux dirigés ................. 11

Dans les chapitres qui ont précédé celui-ci, nous avons mis en place les outils essentiels nous
permettant d’y arriver : limites, asymptotes, continuités, dérivées. Aussi, proposons-nous de
compléter ces outils en étudiant et en représentant quelques fonctions.
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e Motivations :

— Mettre en évidence la dépendance entre des quantités ;
— Décrire la dépendance entre des quantités;

— Déterminer une quantité a partir d"une autre;

— Comparer plusieurs quantités ;

— Modéliser afin d’interpoler et d’extrapoler.

e Objectifs pédagogiques :

Etudier et tracer la courbe représentative d"une fonction :
O Polyndmiale ; Homographique ; Rationnelle.
Exploiter la courbe représentative d'une fonction pour déterminer :
0 L’ensemble de définition ; le sens de variation et le tableau de variation ;

® Les asymptotes éventuelles et les éléments de symétrie.

1.1 Plan d’étude d’une fonction.

e Pré-requis

1. Calculer les limites des fonctions suivantes :

) 1 , 1 Cox—1
3}:1’]21 x -2 x1—1>rflo[_x+2+ ; —(—X+2)], xl—l>r-1]-r<202x+3‘
2. Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
x> —x-8 4
fO=T5g o s =t

a- Activité

- =
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, i, j). g estlafonction numérique de la variable
2 _

réelle x définie par : g(x) = et (C) sa courbe représentative.

x
+3
1. Déterminer 'ensemble de définition D, de g. Calculer les limites de g aux bornes de D,.

4
2. Montrer que Vx € D;, g(x) =x—4+ T3 En déduire y = x — 4 est asymptote oblique a (C).

3. Etudier suivant les valeurs de x le signe de h(x) = g(x) — y. En déduire la position relative de
g par rapport a I’asymptote oblique.

4. Calculer g’, dérivé de la fonction g puis étudier suivant les valeurs de x le signe de g’(x).

5. Compléter le tableau de variation suivant :

X —00 -5 -3 -1 +00
g’ (x) + 0 - 0
+00
@ N\ /!
—00 -3
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6.
7.

8.

Donner une équation cartésienne de la tangente (T) au point d’abscisse 1.

Soit I le point d’intersection des asymptotes. Déterminer les coordonnées de I et montrer
que I est centre de symétrie a la courbe de f.

Représenter (C) et (T).

b- Méthode : Plan d’étude d’une fonction

De maniere générale, étudier une fonction consiste a :

Préciser 'ensemble de définition de la fonction lorsqu’il n’est pas précisé dans 1'énoncé ;
Etudier éventuellement la parité ou la périodicité de la fonction surtout lorsque la réponse
a cette question parait étre positive et évidente a obtenir; dans ce cas :

— Réduire l'intervalle d’étude,

— Préciser les éléments de symétrie a la courbe de la fonction.

Calculer la dérivée de la fonction et en déduire le sens de variation de la fonction ; préciser
éventuellement les asymptotes a la courbe.

Consigner tous les résultats précédents dans le tableau de variation de la fonction.
Rechercher éventuellement les points remarquables a la courbe de la fonction (points d’in-
tersection avec les axes de coordonnées, points anguleux, . . .).

Compléter ces points avec d’autres points judicieusement choisis suivant I’ensemble de
définition ou le domaine d’étude pour bien tracerla courbe.

Tracer les tangentes et asymptotes éventuelles, puis construire la courbe de la fonction en
mettant éventuellement en évidence les éléments de symétrie.

c- Exercice d’application

; 5 ; d : . . 2 . 1
Etudier et représenter graphiquement les fonctions suivantes: a) f : x > —x* b) g: x> —.

1.2

Etude d"une fonction polynome

e Pré-requis

1.

2.

Dans chacun des cas suivants, calculer les limites de la fonction f en —co et en +o0 :

a. fix>3x>=2x+5 b. f:x —2x*+4x -1
c. fraxma®-3x%+2x+1 d. f:x> —x*+2x+4
Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de la fonction f :

a. fix 32 —2x+5 b. f:x 22 +4x-1
¢ fixx®—=3x2+2x+1 d. fix —x*+2x+4

a-Activité

1.
2.

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par: f(x) = x° —3x + 2 et (C) s sa

courbe représentative.
Déterminer I'ensemble de définition D de f. Calculer les limites de f aux bornes de Dy.

Calculer f’, dérivée de la fonction f puis étudier suivant les valeurs de x le signe de f'(x).
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3. En déduire le sens de variation et le tableau de variation de f.

4. Construire (C);.

Résolution

— Ensemble de définition.
La fonction f est une fonction polyndme; elle est définie et continue en tout point de RR.
Donc Dy = R =] — o0; +o0].

— Dérivée et sens de variation.
f est une fonction polyndme, donc f est dérivable sur R. Pour tout réel x, f’(x) = 3x* — 3x.
Ona: f'(x) =0& 3x* =3 & x = -1 oux = 1. Le signe de f’(x) est donné par le tableau
ci-apres.

X —00 -1 1 +00
1'(x) + 0 — 0 +

Ainsi, d’apres le théoreme sur le sens de variation et la dérivée, on en déduit :

f est strictement croissante sur | —co; 1[ et ]1; +o0o[ et f est strictement décroissante sur | —1; 1].
— Limites aux bornes de I’ensemble de définition.

Ona: xl—i>IPoo f(x) = xl_i}r_rlo(x3) = —coet xl_i}l}l()o f(x)= xl_i}r_r(l)o(x3) = 400
— Tableau de variation.

X —00 -1 1 +00
f(x) + 0 - 0 +
4 +00
@SN S
—00 0

— Table des valeurs

folol4l2l0]3

— Courbe représentative
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T.A.F

1. Etudier et représenter graphiquement chacune des fonctions suivantes :
a. f:ixx*-2x-3 b. g:x> 23 —x+2
e h:ixx>=3x%+2x+1 d.i:x— —x*+2x+4

2. En déduire la construction de la courbe (C’) représentative de la fonction :
a. [f(x)l b. g(x-1)+2
c. h(-x) d. —i(x)

1.3 Etude d’une fonction homographique

e Pré-requis

2 2 4
1. Calculer lim u; im ¥ -x-8
-3 x+3 =3t Xx+3
a-Activité

2x +1
x—1

f estla fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = et (C); sa courbe

représentative.

Déterminer I'ensemble de définition D de f. Calculer les limites de f aux bornes de Dy.
Préciser éventuellement les asymptotes a (C)y.

Calculer f’, dérivée de la fonction f puis étudier suivant les valeurs de x le signe de f'(x).

En déduire le sens de variation et le tableau de variation de f.

L N e

Construire (C);.

Résolution

— Ensemble de définition.
Le calcul du réel f(x) n’est pas possible quand x — 1 = 0, c’est-a-dire quand x = 1.
L’ensemble de définition de f est donc R — {1}, c’est-a-dire | — oo0; 1[U]1; +00.[
La fonction f est une fonction rationnelle, donc elle est continue sur | — co; 1[ et sur ]1; +oo[.
— Dérivée et sens de variation.
La fonction f est une fonction rationnelle, donc elle est dérivable sur | — oo; 1] et sur ]1; +oo[
et sa dérivée est la fonction définie par :

, -3
f'(x) = m < 0.
Ainsi, la fonction f est strictement décroissante sur ] — oo; 1[ et sur ]1; +ool.
Limites aux bornes du Dy.
Ona: xl_lf_rio flx) = xl_lglo f(x) = 2. Donc la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale
a la courbe représentative de f.
On a: }E{l— f(x) = —oc0 et ;}gﬂ f(x) = +oo. Dong, la droite d’équation x = 1 est asymptote

verticale a la courbe représentative de f.
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— Tableau de variation.

X | —oo 1 +00
f'() - -
2 +00
o] N\ N
—00 2

— Table des valeurs

fol5]0|-3/-4]-3]0

— Courbe représentative

T.A.F

1. Etudier et représenter graphiquement chacune des fonctions suivantes :

x—3 b o xis X +3

x—2 $ 8 x—1

2. En déduire la construction de la courbe (C’) représentative de la fonction :
a. |f(x)l b. g(x-1)+2

a. f:xm

1.4 Etude d’une fonction rationnelle
e Pré-requis

a-Activité

2x2 +2x —1

f est la fonction numérique de la variable réelle x définie par : f(x) = o

courbe représentative.

et (C)s sa

1. Déterminer ’ensemble de définition D de f. Calculer les limites de f aux bornes de Dy.

2. Préciser éventuellement les asymptotes a (C)y.
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3. Calculer f’, dérivée de la fonction f puis étudier suivant les valeurs de x le signe de f’(x).
4. En déduire le sens de variation et le tableau de variation de f.

5. Construire (C);.

Résolution

— Ensemble de définition.
Le calcul du rée f(x) n’est pas possible quand 2x — 1 = 0, c’est-a-dire quand x = 5
L'ensemble de définition de f est donc R — {%}, c’est-a-dire | — oo; %[U]% ; +oo.[
La fonction f est une fonction rationnelle, donc elle est continue sur | — co; %[ et sur ]% ; +ool.
— Dérivée et sens de variation.
La fonction f est une fonction rationnelle, donc elle est dérivable sur | — co; 1[ et sur ]3; +oo[
et sa dérivée est la fonction définie par :

o Ax(x—1)
FO=a

Ona:f'(x)=0ex=0o0ux=1.
Le signe de f’(x) est donné par le tableau ci-apres

X | —o0 0 : 1 +00
f'(x) + 0 = - 0 +

Ainsi, d’apres le théoreme surle sens de variation etla dérivée, on en déduit : f est strictement
décroissante sur ]0; %[ et sur ]% ; 1[ et f est strictement croissante sur | — oo; 0 et sur ]1; +oo[.

Limites aux bornes du D I2
Ona: lim f(x) = —coet lim f(x) =

De plus, lim [f(x)—(x )] hm [2 o _1

3
et [f(x o 3)] = dim, [E (25 1]
Donc la droite d’équation y = x + 5 est asymptote oblique a la courbe représentative de f.
Ona: lim f(x)=-coet lim f(x)=
- e
X—)[E X— E
Dongc, ladroite d’équation x = § est asymptote verticale & la courbe représentative de f.

— Tableau de variation.

x | —o 0 ] 1 400
f'(x) + 0 - - 0 +
1 +00 +00
@SN NS
—00 —00 3

— Table des valeurs

f) | -

ST

Y.

—_

(€8]

Wz N
S
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— Courbe représentative

T.A.F
Etudier et représenter graphiquement chacune des fonctions suivantes :
frxmx—-2+ L DX x+2+1
: T g: 2

1.5 Exploitation d’un tableau de variation : Travaux dirigés

Soit f la fonction numérique dont le tableau de variation est donné ci-dessous :

X —00 1 % 2 400
1'(x) + 0 - - 0 +

1 +00 +00
ol N NS
00 —00 6

On appelle (C) la courbe de f dans le plan rapporté a un repeére orthonormé (O,_i),7).
1. Déterminer 1’ensemble de définition D¢ de f et donner les limites aux bornes de Dy.
2. Donner l'équation cartésienne d"une asymptote (d) a (C).

3. Déterminer les réels f(1), f(2), f'(1) et f(2) ou f” est la dérivée de f.

4

. En déduire les réels a, b et c tels que

ax® +bx +c
foo=—F—>5—
pour tout x € Dy.
On admet par la suite que
4x* — 4x -2
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5. Montrer que la droite (d’) d’équation y = 2x + 1 est asymptote a (C) et étudier la position de
(C) et (d').

6. Tracer (d), (d’) et (C).

3
7. Montrer que le point I (5 ; 4) est centre de symétrie de (C).

1.6 Exploitation d’une courbe représentativé : Travaux dirigés

La courbe (Cy) ci-dessous représente une fonction numérique f dans le repere orthonormé
(O,L]).

A
ra
o
&
w
s

Déterminer par conjecture, 'ensemble Dy de définition de f.
Déterminer par conjecture les limites de f aux bornes de Dy.
Dresser le tableau de variation de f.

Déterminer une équation cartésienne de chacune des asymptotes a (Cy).

S N

Récopier et compléter le tableau ci-dessous :

Equation ou inéquation | f(x) <1 | f(x) =0 f(x) >0
— S3 —

Ensemble des solutions S| = S, =
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1.7 Etude de la représentation graphique de la fonction dérivée

1.8

d’une fonction : Travaux dirigés

54

N

La courbe (I) ci-dessous est la représentation graphique est la représentation graphique de
la fonction dérivée d'une fonction f définie sur R* telle que f(1) =1 et f'(1) = 1.

. Donner le sens de variation de f.

Donner une équation de la tangente a la courbe de f au point d"abscisse 1.
ax +b

. Déterminer les réels a et b pour que la fonction f soit définie par f(x) = :

X

Etude d’une fonction paramétrique : Travaux dirigés

Soit f,, la famille de fonctions de la variable réelle x définies par :

dmx? —10x — 1

Jur() = 2mx — 5

On note par (C,,) la courbe représentative de f,, dans un repere orthonormé (O, I, ).
(a) Déterminer 1’ensemble de définition de f,, suivant les valeurs de m.

(b) Calculer les limites de f,, aux bornes de son ensemble de définition.

(a) Montrer que toutes les courbes (C,,) passent par le point A (O; %) .

(b) Déterminer les valeurs de m pour laquelle (C,,) est une droite.
Montrer que la droite d’équation y = 2x est asymptote a (C,).
Calculer f,(x).
Etudier les variations de f,, suivant les valeurs de m.

(a) resser les tableaux de variation de f; et f_;.

(b) Tracer (Cy) et (C-1).
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1.9 Etude d’une fonction trigonométrique (facultatif) : Travaux
dirigés
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, I, ]). Soit f la fonction définie par : f(x) =
1 — cosx + cos 2x.
1. Justifier qu'il est suffisant d’étudier f sur [0; 7].

2. Calculer f’(x) et en déduire la résolution dans [0; r] de 'équation f’(x) = 0, puis de l'inéqua-
tion f’(x) > 0.

3. Dresser le tableau de variation de f sur [0; rt].

4. Résoudre dans [0; rr] I'équation f(x) = 0. En déduire les coefficients directeurs des tangentes
a la courbe représentative (C) de f aux points d’intersection de C avec 1’axe des abscisses.

5. Tracer (C) sur [-37; 37].

Préparée par: NGNAZOKE WASSAIN Armand, PLEG Maths Pa gi@l 15 ©1° septembre 2019



COURS SUR LE DENOMBREMENT

EFOUBA EKASSI Rucéne, PLEG MATHS

Aout 2019

Pagell6



Chapter 1

DENOMBREMENT

e Intérét: utiliser les outils mathématiques conventionnels pour mieux déterminer le nombre de possibilités dans une
expérience de dénombrement.

e Motivation: étre bien préparer pour des expériences de jeu de hasard pour éviter de se faire tromper ou escroquer
par des promoteurs de ces jeux.

On considére les ensembles suivants: A =R, B=Net C = {0,1,6,67,54}. A est un ensemble infini non dénombrable, B
est un ensemble infini et dénombrable et C' est un ensemble fini. Un ensemble fini est donc un ensemble dont on connait
le nombre d’éléments et le nombre d’éléments d’'un ensemble est encore appelé cardinal de cet ensemble. Par exemple
card(C) = 5. 1l est question dans ce chapitre de déterminer les cardinaux d’ensemble finis (dénombrer) en utilisant des outils
adéquats.

Dénombrer c’est donc énoncer pour en avoir un compte exact les personnes ou les choses qui forment un ensemble fini.

1.1 Lecon 1: Premiers outils de dénombrement

Objectifs: A la fin de cette lecon I’éleve doit étre capable de dénombrer avec
e relation entre les parties d’un ensemble fini
e les arbres de choix, les tableaux a double entrée

e les produits cartésiens

Situation probléme 1.1.1 :

L’enseignant de Njoya lui propose le probléme suivant: “dans un camp de vacances hébergeant 80 personnes, 55 personnes
pratiquent la natation, 33 le tennis et 16 ne pratiquent aucun des deuz sports. Combien de personnes pratiquent-elles a la
fois le tennis et la natation?”. En cas de solution juste, l’enseignant promet a Njoya un menu dans un restaurant ot on
propose les plats suivants:

o Entrées: une salade (S), une purée d’avocats (P) comme entrées
e Résistance: koki (K), pilé (Pi) et Njapche (N)

e Desserts: Ananas (A), Orange (O) et Mangue (M).

1. Quelle solution doit proposer Njoya pour avoir cette récompense?

2. Quel est le nombre de menus possibles en cas de solution juste pour Njoya?

1.1.1 Relation entre les parties d’un ensemble fini

Activité 1.1.1 :
On donne les ensembles E = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}, A =1{1,5,9,8} et B={2,5,8,0,4}.

1. Quels sont les cardinauzx de chacun de ces ensembles? Que représentent les ensembles A et B pour l’ensemble F.
2. Déterminer I’ensemble AU B des éléments qui sont dans A ou dans B.

3. Déterminer l’ensemble AN B des éléments qui sont dans A et dans B.

4. Comparer card(A U B) avec card(A) + card(B) — card(AN B).

1
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5. Déterminer lensemble A des éléments qui ne sont pas dans A et Uensemble A — B des éléments de A qui ne sont pas
dans B.

6. Comparer card(A) et card(E) — card(A), puis card(A — B) et card(A) — card(AN B).

Résumé 1.1.1 :
Soit E un ensemble fini et soient A et B deux parties de E.

o A est une partie de E si tous les éléments de A sont aussi des éléments de E et dans ce cas card(A) < card(E).
e AU B est l’ensemble des éléments qui sont dans A ou dans B.

e AN B est l’ensemble des éléments qui sont dans A et dans B.

o A ou complémentaire de A dans E est Uensemble des éléments de E qui ne sont pas dans A.

e A — B est l’ensemble des éléments de A qui ne sont pas dans B.

Propriété 1.1.1 :
On a les propriétés suivantes sur les parties d’un ensemble fini:

e card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B)
e car(A) = card(E) — card(A)
o card(A — B) = card(A) — card(AN B).

Ces propriétés peuvent se représenter par le diagramme suivant appelé: diagramme de Venn

Application 1.1.1 :

1. Dans une classe de 3e, Tous les éléves étudient au moins l’espagnol et l'allemand. 30 étudient [’espagnol, 20 étudient
Pallemand et 15 étudient l’espagnol et lallemand. Quel est le nombre d’éléves de cette classe?

2. dans une classe 3 langues sont pratiquées, On sait que 20 éléves font l’anglais, 15 lallemand, 18 l’espagnol, 7 l'anglais
et lallemand, 9 lallemand et Uespagnol, 8 l'anglais et l’espagnol et enfin 5 pratiquent les trois langues. Quel est le
nombre d’éléves de la classe sachant que chacun fait au moins une langue?

1.1.2 Produit cartésien

Activité 1.1.2 :
On donne les ensembles A et B suivants: A = {a,b,c} et B ={1,2}.

2
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1. Compléte en colonnes (sur chaque croisement de segment) l'arbre de choizx suivant:

éléments de B couples obtenus

gléments de A

2. Déterminer l'ensemble A x B de tous les couples (z;y) tels que x € A ety € B.
3. Comparer card(A x B) et card(A) x card(B).

Résumé 1.1.2 :

Definition 1.1.1 :
Soient Ey et Ey deux ensembles finis. On appelle By x Ey (produit cartésien de Ey et Es) l’ensemble des couples (x1;x2)
tels que x1 € E1 et xo9 € Fs.
Le nombre d’éléments de FEy x Eg est card(FEy X Eg) = card(F1) X card(Es).

De maniére générale, soient Fy, Es,...,E, n ensembles finis. On appelle produit cartésien E1 X Eg X .... X E, l’ensemble
des éléments sous la forme (x1,xa,...,x,) tels que 1 € By, 29 € Es,..., x, € E,. Et on a:
card(Ey X Ea X ... x E,) = card(Ey) x card(E2) X ... X card(E,,).

Remarque 1.1.1 :
Les éléments d’un produit cartésien peuvent s’obtenir, lorsque les cardinaux sont faibles, en établissant un arbre de choiz.

Application 1.1.2 :

1. Une femme a dans sa garde robe: 4 jupes, 5 chemisiers et 8 vestes. FElle choisit au hasard une jupe, un chemisier et
une veste. De combien de facons différentes peut-elle ainsi s’habiller?

2. Deux groupes de 12 et de 15 décide de faire la paiz en échangeant des poignées de mains. Chaque membre d’un groupe
serre la main de tous les membres de l'autre groupe. Combien de poignées de mains seront-elles échangées?

1.1.3 Tableau a double entrée

Activité 1.1.3 :

dans une classe de 50 éleves: 24 ont 16 ans, 14 ont 17 ans et les autres ont plus de 17 ans. 23 éléves ont opté pour [’espagnol
comme deuziéme langue et les autres ont opté pour l'allemand. 13 éléves de 16 ans font l’espagnol, 10% des éléves de plus
de 17 ans font Uallemand.

Ages/2e langue Total

1. Compléte le tableau suivant:

Total 50

2. Comment appelle t-on ce type de tableau?
3. Combien d’éléves n'ont pas 16 ans et ne font pas l'espagnol?

Résumé 1.1.3 :
Dans certains cas pour facilement dénombrer, on peut utiliser un tableau d double entrée.
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Application 1.1.3 :

une tentative d’homicide a eu liew au cours d’un bal. La police a arrété 18 suspects et leur a demandé de répondre par oui
ou par mon d chacune des questions suivantes:

”Avez vous entendu une détonation?” et "Avez vous vu quelqu’un s’enfuir?”.

10 personnes ont répondu “oui” d la premiere question, 5 personnes ont répondu non a la deuziéme question et 6 personnes
ont répondu "non” auxr deux questions. Quel est le nombre de personnes ayant répondu “oui” aux deux questions?

1.2 Lecon 2: P-uplets avec ou sans répétition

Objectifs: A la fin de cette lecon 1’éleve doit étre capable de:
e reconnaitre un p-uplet ou un p-arrangement
e dénombrer avec les p-uplets et les p-arrangements
e reconnaitre une permutation et dénombrer avec les permutations

Situation probléme 1.2.1 :

Pour ouvrir un coffre fort urgemment, Pemboura doit utiliser un code de 4 chiffres en se servant de 3 indices qui lui arrivent
avant chaque tentative ratée:

e indice 1: les chiffres peuvent se répéter dans le code

e indice 2: les chiffres ne peuvent pas se répéter dans le code
e indice 3: les chiffres qui composent le code sont 1;4; 7 et 9.
1. Quel est le nombre de codes possibles apres indice 17

2. Quel est le nombre de codes possibles apreés 'indice 27

8. Quel est le nombre de codes possibles apres l'indice 37

1.2.1 P-uplets avec répétition

Activité 1.2.1 :
Soit E = {1,2,3,4}.

1. Détermine tous les couples (x;y) tels que x,y € E. Quel est le nombre total de couples obtenu?
2. Dans ces couples: l'ordre importe t-il? Peut-il avoir répétition?

3. (a) Combien de possibilités y a t-il pour le choix de x?
(b) Combien de possibilités y a t-il pour le choix de y?
(¢) En déduire une astuce pour déterminer le nombre de couples (z;y).

Résumé 1.2.1 :

Definition 1.2.1 :

Soit E un ensemble a n éléments et soit p € N* — {1}. On appelle p-uplet de E tout élément sous la forme (z1, 2, ..., xp)
tels que x1,22,...,2p, € E. Le nombre de p-uplets de E est donc nP.

Remarque 1.2.1 :

o Un p-uplet de E est aussi un élément du produit cartésien E X E X X... x E p fois qui se note encore EP.
e Dans ce type de p-uplet:

— lordre importe

— il peut avoir répétition

Application 1.2.1 :

1. Soit E un ensemble a n éléments. Quel est le nombre possible d’applications de E vers E?

2. Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10 indiscernables au toucher. on tire successivement et avec remise 3
boules de cette urne. Quel est le nombre de tirages possibles?

3. les numéros d’immatriculation d’une compagnie sont composés de deuz lettres suivies de 4 chiffres non nuls. les lettres
sont prises dans ’ensemble des lettres A, B, C et D. Quel est le nombre de numéros d’immatriculations possibles?
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1.2.2 P-arrangement ou p-uplets sans répétition

Activité 1.2.2 :
Soit E = {1,2,3,4}.

1. Détermine tous les couples (x;y) tels que x,y € E et x # y. Quel est le nombre total de couples obtenu?
2. Dans ces couples: l'ordre importe t-il? Peut-il avoir répétition?

3. (a) Combien de possibilités y a t-il pour le choix de x?
(b) Combien de possibilités y a t-il pour le choiz de y?

(¢) En déduire une astuce pour déterminer le nombre de couples (xz;y).

Résumé 1.2.2 :

Definition 1.2.2 :
Soit E un ensemble a n éléments et soit p < n. On appelle p-arrangement de E ou p — uplet sans répétition, tout p — uplet
de E a éléments deux @ deux distincts c’est a dire les éléments sous la forme (x1,%2,...,xp) tels que x; € E et x; # x; pour
i#£jetl<ij<p.
Le nombre de p — arrangements de E est noté AP et on a: AL =n(n—1)(n—2)...(n —p+1). (On retranche 1 jusqu’d
atteindre p facteurs).

Exemple 1.2.1 :

o A2=4x3=12
o A4, =12x11x10x9

Remarque 1.2.2 :
Dans le cas des arrangements:

e ['ordre importe
e [l n’y a pas de répétition possible

Application 1.2.2 :

1. Soit E un ensemble a n éléments. Quel est le nombre d’applications injectives de E vers E?

2. Une urne contient 10 boules numérotées de 1 a 10. On tire au hasard, successivement et sans remise 3 boules de cette
urne. Quel est le nombre de tirages possibles?

3. Christian et Claude font partie d’un club de 18 personnes. On veut constituer un bureau de 5 personnes d 5 fonctions
(président, vice président, secrétaire, trésorier et censeur) différentes dans cumul de fonctions.
(a) Quel est le nombre de bureauz possibles a former?
(b) Quel est le nombre de bureaux possibles:

i. Ou Christian est présent?
7. Ou Christian est Trésorier?
1i3. Ou Christian et Claude ne sont pas présents?
1. Ou Claude et Claude ne se retrouvent pas ensemble?

1.2.3 Permutations

Activité 1.2.3 :
Soit E = {1,2,3}.

1. Détermine toutes les permutations des éléments de E. Quel est le nombre de permutations obtenu?

2. (a) Combien de possibilités y a t-il pour le choix du premier élément d’une permutation?
(b) combien de possibilités y a t-il pour le choiz du deuziéme élément d’une permutation?
(¢) combien de possibilités y a t-il pour le choix du troisiéme élément d’une permutation?

(d) En déduire une astuce pour avoir le nombre de permutations de E.

)
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Résumé 1.2.3 :

Definition 1.2.3 :
Soit E un ensemble a n éléments. On appelle permutation de E tout n — arrangement de E.
Le nombre de permutations de E est noté n! = n(n —1)(n —2)...2 x 1.

Propriété 1.2.1 :

e Par convention: 0! =1 et 1! =1
e nl=n(n—1)

n!
o AP = ——
(n —p)!

Exemple 1.2.2 :

e A1 =4x3x2x1=4x%x3louT7 =7x6 x5! selon qu’on veut simplifier.

7! _TxX6x5!

2 _
M T

7 x 6 =42.

Application 1.2.3 :

1. Résoudre les équations suivantes dans N: A3 = 72n; A} = 42A2.
2. Soit E un ensemble a n éléments. Quel est le nombres d’applications bijectives de E vers E?

3. Quel est le nombres d’anagrammes du mot: PRISEE? (On distinguera les cas ot on tient compte de l’accent et le cas
ot on n'en tient pas compte).

4. 12 présidents doivent s’assoir sur 12 chaises dans un restaurant.

(a) Quel est le nombre de dispositions possibles?

(b) Quel est le nombre de dispositions si l'un des présidents a sa chaise réservée?

1.3 Lecon 3: p-combinaison et bindbme de Newton

Objectifs: A la fin de cette lecon 1’éleve doit étre capable de:
e reconnaitre une combinaison d’un ensemble
e dénombrer avec des combinaisons

e utiliser le triangle de Pascal pour développer et réduire

Situation probléme 1.3.1 :
Dans une soirée rassemblant 10 personnes, chaque invité échange une poignée de mains avec chacun de ses convives. Aprés
ces échanges, ils décident de faire un jeu de cache-cache en se séparant en plusieurs groupes.

1. Combien cela fait-il de poignées de mains?

2. Combien cela fait-il de groupes possibles?

1.3.1 p-combinaison

Activité 1.3.1 :
Soit E = {1,2,3,4}.

1. Détermine toutes les parties de E a 2 éléments. Combien y en a t-il au total?

2. Dans ces parties l’ordre importe-il? y a t-il répétition d’éléments?

2

A
3. Calcule 2—;1 en utilisant les simplifications factorielles vues aux arrangements.

4. Quelle remarque faites vous?

6
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Résumé 1.3.1 :
Soit E un ensemble d n éléments et soit p < n. On appelle p-combinaison de E toute partie de E ayant p élément(s). Le
AP !
nombre de p-combinaisons de E est noté CE et on a: CE = —? = %
pt - pl(n—p)!
Propriété 1.3.1 :
Soit n,p € N* avec p < n.
e C0=1etCl=n
o CL=C]7P.

Exemple 1.3.1 :

7! _7><6><5><4!_7><6><5_

3—7_ =
* =30 6 x 41 6 35.
12!
* O = i

Remarque 1.3.1 :
Dans le cas des combinaisons:

e [L’ordre n’importe pas
o Les éléments sont deuz a deux distincts (pas de répétition)

Application 1.3.1 :

1. Résoudre les équations suivantes: C2 = 190; 202 + 6C3 = 9n
2. On tire simultanément 5 cartes d’un jeu de 32 cartes. On obtient ainsi une main de 5 cartes.

(a) Dénombrer les mains possibles
(b) Dénombrer les mains contenant:
i. exactement deux as
1. au Mmoins un as
155. ’as de pique et au moins deuz trefles
w. 3 cartes d’une couleur et deux autres d’une autre.

1.3.2 Binome de Newton
Activité 1.3.2 :

1. Développer (a+ b)? et (a + b)?
2. Calculer Y C3aPb?™P et 30 CLaPb> P,
3. Quelles remarques faites vous?

Résumé 1.3.2 :

Pour développer (a + b)", n € N,on peut utiliser le binéome de Newton qui stipule que: (a + b)"* = ZZ:O CPaPb" P les
coefficients du développement étant les CF.

On peut résumer ces coefficients a laide du triangle de Pascal swivant:

01

111

2121

31331

414641

Remarque 1.3.2 :

Soit E un ensemble d n éléments.

Le nombre de partie de E a 0 élément est: CO

Le nombre de parties de E a 1 élément est: C}

Le nombre de parties de E a 2 éléments est: C2

Le nombre de parties de E a n — 1 éléments est: CI—1

Le nombre de parties de E a n éléments est: CJ}.

Ainsi, le nombre de parties de E est: Cf) +Cp +Cp 4 ..+ Cp =+ O =370 (Ck =370 (CR()P(1)" P = (1 41)" =2".

7
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Application 1.3.2 :

1. Quel est le nombre de parties de l'ensemble A ={0,1,6,8,89,45}7
2. Développer et réduire (a — 1)° et (1 —+/3)8.

8
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Module 23 : Configuration et transformations élémentaires du plan

CHAPITRE 13 : TRI g ON O.WIETQ{I E

Motivation :

La trigopnométrie nous donne les outils nécessaires pour le calcul des longueurs dans les
triangles rectangles. Mais plus encore elle a des applications dans plusieurs domaines de la
vie tels que la cartographie, la construction, la topographie, la physique, etc...

Legon 1 :ﬂng[es orienteés

Objectifs :

A la fin de cette legon, I'éléve devra étre capable de :
» Déterminer une mesure d’'un angle orienté.
» Déterminer la mesure principale d’'un angle orienté.

» Utiliser les propriétés des angles orientés.
» Caractériser un cercle a I'aide des mesures d’angles orientés.

Situation de probléme :

Le délégué du gouvernement de I'Ouest décide de construire un grand pendule au cceur de
sa ville pour I'embellir un peu plus. Le balancier de ce pendule mesure 1,2m et oscille de
gauche a droite suivant un arc de 1m.

Calculer I'angle (en degrés) parcouru par le balancier durant une oscillation.

Activité d’apprentissage :

@]
Soit la figure ci-contre.
o]
1,2m
Calculer la valeur de «a
A S~ __-" B
m

Résumé :

Le plan est muni d’'un repére orthonormé direct (0,1,7).

A

On rappelle que : (>

- Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O

>/

et de rayon 1. 5
- Le sens positif de rotation est celui contraire au
sens de rotation des aiguilles d’'une montre.

e
o
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Définition :

Soient 1 et ¥ 2 vecteurs non nuls du plan. On appelle mesure principale de (ﬁ/,\ﬁ) l'unique
réel a € |—m; m] tel que mes(ﬁ,\ﬁ) =a + 2kn (k € 7).

On note encore mes(u, ¥) = a[2r] et on lit « mesure (%, ) congru & a modulo 27.

Exemple : Déterminons la mesure principale de chacun des angles suivants :

597 87m | _ loeim | _lio0m
3’ 5 ' g ' 9
, . L 591
Déterminons la mesure principale de =

1°¢ méthode : par encadrement
Soit @ la mesure principale de SgT” ,alors a = 597” + 2kn ; (k € Z).

Deplus,a€]|-mn]e —-n<a<mn
59
(:)—n<7n+2kn <m

591
@—n—7<2kn <mT——

621 561

62 56
©——<k <-——
6 6

o k=-10

T

Dol a = 597”+ 2(-10)m = -

2¢ méthode : par division

871 100m—3m 3w 3w
T_T_ 207'[—?— 2(10)7'[—?

3m

. . 87m
Donc la mesure principale de ——est—=

Attention : 87T” = 85”;2" =17 + 2?" Mais 17m ne peut se mettre sous la forme 2km

Propriétés des angles orientés

P1 / Deux angles orientés sont égaux si et seulement si ils ont la méme mesure principale.

P, / Relation de Chasles

Soient %, # et w 3 vecteurs non nuls. On a: (i, %) + (3, w) = (&, w).
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Ps/ Soient 4, v, u’ et v’ 4 vecteurs non nuls. On a: (17713) =

= = = = !
(ur’ ‘l]’) P (17’ u/) — (_,3, 17’). [ 1;, v
P4/ Soient 4 et v 2 vecteurs du plan ; k un nombre réel. On a : u

e (4v)=-(¥u) - - N b ) 7

o Sik>0,alors (ku,v) = (4 kv) = (i, v) ki u

o Sik<0,alors (ki,v) = (@ kv) = (i, 9) +

o (ki kv)= (i) X7 @
Exemple : Soient i et v 2 vecteurs non nuls du plan. On pose k<0 ku kv
(i 7) = a. =0
Exprimons en fonction de « les angles suivants :
1) (4, -v); 2) (=, 9) ; 3) (i, -v) ; 4) (2,3 7)
Ps / Angles orientés et cercle
Soient (€) un cercle de centre 0 ; A, B, C et D 4 points distincts du plan. g M

)

e Caractérisation d’un cercle
Soit A et B 2 points de (€). Soit M un point du plan distinct de 4 et B.
Me(@)@z(m,ﬁ)z(ﬂ,ﬁi) A 5

(o]
e Points cocycliques (¢

Soient A4, B, C et D 4 points distincts du plan dont 3 quelconque d’entre eux ne
soient pas alignés.

A, B, C et D sont cocycliques ssi 2 (CTI,/E_B') =2 (m)

e Caractérisation d’une tangente a un cercle

Soient A et B 2 points de (C). Soit (T) la tangente a (C) en A. Soit T un point
guelconque du plan.

Ter@ZCﬁiﬁ)=Gﬁ5§)

Preuve : a faire en exercice

Exercices d’application :

Lecon 2 : Trigonomé trie

Dans toute cette partie, le plan est muni d’un repére orthonormé (0,1,]), (C) est le cercle
trigonométrique.

Obijecitifs :

A la fin de cette legon, I'éléve devra étre capable de :

» Déterminer par lecture graphique le cosinus, le sinus et la tangente d’'un angle.
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» Maitriser les angles associés.

> Exprimer cos(a + b), cos(a — b), sin(a + b) et sin(a — b) en fonction de cosa, cosb,

sina et sinb.

» Ecrire acosx + bsinx sous la forme Acos(x + ¢) = Asin (% - X — (p)
» Exprimer tan(a + b) et tan(a — b) en fonction de tana et tanb

Situation de vie :

Un moniteur de sport pour tous emmene ses adhérents faire un jogging en pleine nature. Au
pied d’'une colline il leur dit : « si nous parcourons cette colline horizontalement sur 1km,
nous passerons de l'altitude actuelle qui est de 230m a une altitude de 340m. »

Calculer la distance réelle parcourue par ces joggeurs.

Activité d’apprentissage :

1- Dans un repere (0,1,7) du plan, placer les points A(100; 230), B(1100, 340) et
€(1100,230) (unité sur les axes 1cm pour 100 axe des abscisses et 1cm pour 50 axe

des ordonnées)

2- Calculer la distance AB.

Résumé :

Soit (i, ¥) un angle orienté de mesure « et M limage de «

sur (C).

> On appelle cosinus de ’angle (TZ\?) ou de a noté

cos(i,¥) ou cosa I'abscisse du point M.
> On appelle sinus de I'angle (i, %) ou de « noté

sin(4,7) ou sina 'ordonnée du point M.
> Si (4 v) n'est pas un angle droit, on appelle

tangente de (i, ¥) ou a noté tan(i, ¥) ou tana le

sina

réel défini par tana =

Question : pourquoi a doit-il étre different de = + kx ?
pourg i

Remarque :

Pour tout nombre réel a et pour tout entier relatif k, on a :

(1) tan(a + km) = tana

cosa

(2) 1 + tana =

2 4

axe des sinus

/
axé des tangentes

/
/ tana

axe des cosinus

cos?a

Rappel : lignes trigonométriques de quelques angles remarquables

a 0

cosa 1

ol _

sina 0

tana 0

w|é] N | r—xw|é]c7\| Q

SSEEISEISE

®N|§| N R S

Pagel28

2




Lignes trigonométriques d’angles associés
Activité 1 :
Soit a € |—m; ] un réel, M son image sur (C). (On note M(a))

1- Donner en fonction de a les coordonnées de M.

2- Comparer: -cos(a+ 2km) et cosa
- sin(a + 2km) et sina
3- JustifierqueVvx e R,ona: -—-1<cosx<1

-—1<sinx<1
-cos’x +sinx =1

Activité 2 : soit a un réel et M son image sur (C).

» Construire les points M;, M, et M; images respectives de M par symétrie d’axes (0I),
(0]) et symétrie centrale de centre 0.

» Exprimer les coordonnées de chacun de ces points en fonction de a.

» Quel sont les angles associés a chacun de ses points ?

Propriétés :
Pour tout réel @, on a :
(1) cos(—a) = cosa sin(—a) = —sina
(2) cos(t — a) = —cosa sin(m — a) = sina
(3) cos(mr + a) = —cosa sin(r + a) = —sina
s . . (T _
(4) cos (E - a) = sina sin (E — a) = cosa

En remarquant que > + a = 7 — (g - a), ona:

(5) cos (g + a) = —sina sin G + a) = cosa

Formules trigonométriques

e Formules d’additions
Soient a et b deux nombres réels, on a:
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
sin(a + b) = sinacosb + cosasinb sin(a — b) = sinacosb — cosasinb
e Formules de duplications
Pour tout nombre réel a, on a:
cos2a = cos?a — sin®a sin2a = 2sinacosa

Et par suite, on obtient les formules de linéarisations suivantes :

1-cos2a

1+cos2a )
sin~a =

cos?a =
2 2

Exemple : Utilisons les formules de linéarisation pour calculer cos = et sin -~
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cos? — = = = =

T T V3
T 1+c052(ﬁ) 1+cos(g) 1+T:2+‘/§:4+2\/§_<1+\/§>2

12 2 2 2 4 8 22
y T 1+\/§ T T
D’ou cos ;=55 car— € [O’E]
De méme, sin? = = 1-eos2(5) _ 1meos(g) _ -7 e R e E (*ﬁ)z
! 12 2 2 2 4 8 22
S 1—/3 L T
D’ou sin— = eV car — € [0,2]
Propriété :

Soit a un nombre réel different de % + kn(k € Z). Posons t = tan% alorsona:

Side plus a # = + kn(k € Z) alors tana = 122

Exercices d’applications

Exercice 1 :

Soient a et b deux nombres réels.

Exprimer tan(a + b) et tan(a — b) en fonction de tana et tanb.
Exercice 2 :

Soient a et b deux nombres réels. Démontrer que :

1- 2cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b)
2- 2sinacosb = sin(a + b) + sin(a — b)
3- Onposea+b=xeta—b=y
a) Exprimer a et b en fonction de x et y.
b) Déduire que :
x+y xX=y

e cosx + cosy = 2cos (T) cos (T)

. 4 . x+ X+
e sinx + siny = 2sin (Ty) cos (Ty)

Lecon3: Equations et inéquations trigonométriques

Objectifs :

A la fin de cette legon, I'éléve devra étre capable de :

» Résoudre les équations du type cosx = a, sinx = b et tanx = c; oU a, b et c sont des
réels.

» Résoudre les équations du type acosx + bsinx = c¢; ou a, b et ¢ sont des réels

» Résoudre les inéquations dans lesquelles cosx, sinx ou tanx sont comparés a un
réel a.

Activité d’apprentissage :
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Soit a résoudre I'équation (e): cosx =

1- Démontrer que (e) admet une unique solution dans l'intervalle ]OE[. Dans la suite, on

notera t, cette solution.

2- Calculer cos(2ty) ; puis démontrer que cos(4t,) = — cos(ty).
En déduire t,.

3- Résoudre (e)

Résumé :
Equations trigonométriques
» Equations du type cosx =a;a € R
Soit a résoudre dans R I'équation cosx = a, (a € R)
Sia < —1oua > 1, alors cette équation n’a pas de solution. S = @
Sia € [-1,1], alors il existe un réel a tel que cosa = a

Onadonccosx =a & cosx = cosa

x=a+ 2kn x = af2mr]
S ou (k € Z). On note encore ou
x=—a+ 2kn x = —a[27]

S={a+2kn,—a+2kmn; kEL}

Exemple : Résolvons dans R les équations suivantes :
1
(1) cosx = >

1 b4
COSX = E & COSX = COSE

x=§+2kn © %
= ou (keZ)
X = —§+ 2km

5={§+2mn—§+2mnkez}

V2 /
(2)cos2x = —— ol
2 3

A 3T

coS2x = = 4 & cos2x = cos -~

(2x=%”+2kn
S S ou (kez)
2x=—%ﬂ+2kn

x=3§+kn

= ou (kez)
31

X =—--+tkn

\

s={%+km—%+kmkez}
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» Equations du type sinx =b;b ER

Soit a résoudre dans R I'équation sinx = b ;b € R.

Sib < —1o0ub > 1, alors cette équation n’a pas de solution. S = @

Si b € [—1,1], alors il existe un réel B tel que cosf = b

Onadoncsinx =b & sinx = sinf

x=p+2kn
ou
x=m—pf+2kn

=1

(k € Z). On note encore

x = a[2n]
ou
x =m— al2n]

S={B+2kn,m—pB+2km; keEZ}

Exemple : Résolvons dans [0, 2] I'équation sin (Zx + g) =

sin (Zx +g) = V2

. T . T
& sin (2x + —) = sin—
2 6 4

Vs T
2X+g—z+2k7‘[
ou
x4+ =n -4 2kn
6 4

=4

=2
2

(ke

(2x+Z=2+2kn
S S ou (k €7)
2x + 2 =24 2kn
\ 4
(2x=%+2kn
o ou (k € 7)
2x = Z 4+ 2kn
12
T
x—ﬂ-l-kﬂ'
=% ou (k € 7)
71T
x—z-l-k
XE[O,ZT[] c>OS%'{'I{T[SZTL' Deméme,OSz_Z+an2n@_z_ZS
71T
ﬁ—lﬁanZn—% kTTSZn—Z
7 41
o-—<k<Z e-Z<kss
24 24
Donc k = {0,1} Donc k = {0,1}
71
Pourk=0,x=% Pour k =0, x = =
31w
Pourk=1,x=225_4" Pourk =1,x ===

(T 7m 25m 31w
"{24'24' 24’ 24 }

» Equations du type tanx = c;c € R

Pour tout nombre réel c, il existe toujours un réel y tel que tany = c.
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tanx = ¢ < tanx = tany

x=y+2kn
= ou (kez)
x=n+y+2kn

ox=y+kn
S={y+kmkel}

Exemple : Résolvons dans |-, r] I'équation tan3x = /3

tan3x =V3 & tan3x = tang Pour k = -3, x = _8?”
@3x:§+kn keZ Pour k = -2, x =2
9
®x=z+k—n keZ Pourk = —1 x:_z_”
9 3 ’ 9
x € |-, 7] @—nsg+%”Sn Pour k = 0, x=z
T km s 41
@—TL'—ES?ST[—; Pourk =1, x—?
o-D<r<2 Pour k = 2, x=2
9 9 9
Donck ={-3,-2,—-1,0,1,2}
8m 51 2n W 4m 7w
s={-5-3-33557)
» Equations du type acosx + bsinx = ¢
Soit a résoudre dans R une équation du type (E): acosx + bsinx = c.
Sia =0o0ub =0, alors on se retrouve avec I'une des équations précédentes.
Sia+0etb # 0, alors a? + b? # 0.
v = a2z 2 B2 (—% _b
On adonc acosx + bsinx =vVa? + b (W cosx + msmx)
De pl @)’ > )" _ 1, donciil ex sel 0 tel o =2 ing =
e plus, (W) + (m) = 1, donc il existe un réel 6 tel que cosd = Wet sinf =
b
VaZ+b?
v — a2 2 B2 (—% _b
On adonc acosx + bsinx =vVa?+ b (W cosx + msmx)

=+Va? + b?(cosOcosx + sinbBsinx)
=+va? + b?cos(x — 0)

Ainsi, (E) devient Va2 + b2cos(x — 0) = ¢ © cos(x — 6) = \[ﬁ. Equation que nous savons

comment résoudre.

Exemple : Résolvons dans R I'équation suivante : (1): cosx + +/3sinx = v/2

Ona /12+(\/§)2:2
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. 1 V3 . A
Ainsi, (1) & 5 COSX + —-sinx = —
14 LT N
= cos;cosx + Slngsmx =

b4 b4
@COS(X——)=COS—
3 4

x—§=§+2k7r

= ou (kez)
x—g=—%+2kn
x=i—72T+2k7r

= ou (ke
x=%+2k7r

71T T
5_{E+zmuﬁ+zmukem

Inéquations trigonométriques

Cette partie se fera essentiellement sous forme d’exercice.

Résolvons dans R les inéquations suivantes :
. 1
(1): sinx > >

S=E+2hu%+2MLkeZ

(2):cos2x = —%
Posons X = 2x

(2) devient donc cosX > —%

Onadonc—z?”+2knsxs%n+ 2km
© =24 2k < 2x < 2+ 2kn
4:)—§+k7r3xsg+kn

= |-z r .
S=|-S+kni+kn|ikez
():tanx < 1

S=@—§+Mm§+mﬂhqg+%m¥+szkez
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Exercice d’application :

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

(1):cosx = sing, (2): cos2x = cos (% - x)
(3):sin G - Zx) = cos (x - %) (4): tan2x + tan (x - %) =0
(5):cos (g) < sin (33—5) (6): cos?x = cos2x

(7):2cos?x — 9cosx + 4 =0
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MODULE 23 : CONFIGURATIONS ET TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES DU PLAN

CHAPIIRE 14 : NOMBRES COMPLEXES

Intérét : Ce chapitre sur les nombres complexe prépare les éléves aux applications techniques des nombres complexes,
notamment en électronique et en électricité on les nombres complexes servent d exprimer les impédances complexes des
condensateurs et des bobines, en optique o ils permettent d’exprimer [indice de réfraction de la lumiére. Mais aussi

permettent [a résolution de certaines équations différentielles que vous ferez en classe de terminale.

Motivation : Tous les nombres positifs ont une racine carrée, par exemple, 9 a pour racine 3 et 4 a pour racine 2. Par contre,
aucun réel négatif n'a de racine (réelle). C'est pour pallier a cette discrimination que furent créer les nombres complexes (Dans
cet ensemble, [a racine carrée d’un nombre n'est pas unique comme dans R.). Par ailleurs, nous sommes souvent amenés d
résoudre des équations du second degré quand le discriminant 1 est positif, cependant lorsqu‘une équation du second degré a
un discriminant négatif, on a Chabitude de dire que « léquation n'admet pas de solution » . L 'ensemble des nombres complexes
nous permet de résoudre de telle équations et nous donne aussi la possibilité de représenter les solutions obtenues dans un

repére du plan ; en outre, a laide des nombres complexes, il est possible de calculer la valeur du cosinus et du sinus d’un angle

orienté quelconque. ..

Les prérequis conseillés sont :

v’ Fonction racine carrée, valeur absolue
v Equations du second degré

V' Trigonométrie

V' YVecteur, distance

Leconl : Ecriture algébrique, opérations sur les nombres complexes et Représentation graphique

Durée : 2 périodes

Objectifs pédagogiques opérationnels :

>

YV V V V

A la fin de cette legon, [éléve de premiére C sera capable de :

Donner la partie réelle et la partir imaginaire d’un nombre complexe a partir de son écriture

algébrique ou cartésienne ;

Reconnaitre un nombre complexe réel et un nombre complexe imaginaire pur ;

Déterminer Lécriture algébrique d’un quotient, d’une somme ou d’un produit de deux nombres complexes ;
Ecrire le quotient z/z' sous [a forme z"/c ol c est un réel.

Représenter le point et le vecteur image d"un nombre complexe dans le plan.

1-  Situation probléme

APC mathématiques atelier Premiére C. 2019/2020 © Leopouokam Page 1
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Cardan, é@ve en classe de premiére S se propose de résoudre [équation x* + x = 0. Son frére Bombelli lui dit que cette
équation a trois solution. Cardan semble ne pas le comprendre.
A votre avis comment Bombelli a-t-il fait pour obtenir les trois solutions ?
(Question que [éleve devrait se poser : Dans quel ensemble Bombelli s’est-il placé pour résoudre cette équation ? S : il
existe un ensemble de nombres noté C dans lequel cette équation admet des solutions)
Prérequis : soit X un nombre réel; pour quelle valeur de X \/X & un sens? Que vaut Vx2 ? ...Résourdre dans R
Céquation x* — 4 = 2. Construire dans un repére orthonormé du plan, le vecteur U = 21 + J...

2- Activité de d apprentissage (4 faire en groupe d au moins deux éléves)

@our cette activité, nous supposons que pour tout réel positif a, lorsqu’on écrit \/—a, ona~/—a = /-1 X +/a.

a) Ecrire plus simplement :

J-4=-;/-5=-;3-/-4=;-6+/-5=;7+/-9=";

6) L’écriture\/—1 étant impossible, on désigne par i, un nombre tel que i = \/—_1 aveci’ = —1.
-Quel nom peut-on donner au nombre «i» ? (S : nombre imaginaire)
(Verbalement [Facultative] : pourquoi la notation « i» ? S : car initial du mot imaginaire, A quel
mathématicien devons-nous cette notation ? S : Au mathématicien Suisse Leonhard Euler:1777)

¢) Exprimer les résultats obtenus en a) en fonction du nombre i.

S:2i; i\/g ;3—2i;—6+ i\/g ... Les nombres écrits sous cette forme sont appelés des nombres
complexes

-Sous quelle forme s'écrit un nombre complexe ?

S : Tout nombre écrit sous la forme a+ib est appelé nombre complexe, et appartient a Lensemble C des
nombres complexes.

~Peut-on les placer sur une droite graduée ? Peut-on les placer dans un repére du plan ? (Le faire
avec:2i; 3 — 2i;5,0... par exemple)

3- Résumé

3-1- Ecriture algébrique et opération sur les nombres complexes.

Définition

On appelle nombre complexe tout nombre qui peut s’écrire sous la forme a+ib, ou a et b sont des nombres réels et i un nombre
imaginaire tel que i = —1.

Exemple : 7+31, 2i, 12, 3-2i, -6+5i sont des nombres complexes.

Notation : On désigne par C [ensemble des nombres complexes.

Dans toute la suite du cours, a et b désignent des nombres réels sauf mention du contraire.

Propriétés

®1 : Soit Z un nombre complexe tel queZ = a + ib.

* a + ib est appelée écriture cartésienne ou forme algébrique de Z.

*  a est [a partie réelle de z. On note Re(z)
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* b est la partie imaginaire de Z. On note Im(Zz).
* Sib =0, alorsz = a; z est un nombre réel; tout nombre réel est un nombre complexe.

= Sia=0 etb + 0,alors z = ib; z est dit imaginaire pur , on désigne par iR [ensemble des nombres
imaginaires purs.

Exemple : -10 est un nombre complexe réel ; -6i est un nombre complexe imaginaire pur.

Attention ! Si z = 2 + 3i, [a partie réelle est 2, la partie imaginaire est 3, et non 3i !! Dans [a partie imaginaire iln’y a

pas le i, le i ne sert qu’d indiquer qui est [a partie imaginaire.
@2 :Soient a + ib eta’ + ib' deux nombres complexes on a :

e at+ib=0<a=0etbh=0.

e at+ib=a +ib'oa=aetb=>b'"
Attention | 0 est appelé nombre complexe nul.

®3: soitZ etz deux nombres complexestelsquez = a+ibetz' =a' +ib'.
vV z+zZ=(@a+a)+i(b+b)
v Opp(z) =—a-—ib

z—-zZ=(@—-a)+i(b-b)

zz' = (aa’ — bb") + i(ab' + a'b)

1 1 a—ib a b

AN

AN

= = - i
z a+ib a?+b? a2+b? a?+b?

AN

Siz' #0,2=zx-.

Attention | [expression de ['inverse d’un nombre complexe a + ib n'est pas a retenir par ceeur, on la retrouve facilement en
remarquant que (@ + ib)(a — ib) = a? + b>.

Exemple:

* (-1+7)) +B -2i)= -14+43 +(7-2)i=2+5i
+ (4-50)(3+2)=(12+10)+(8—-15)i=22-7i

+ 3+i (3 + l) x ﬁ — (3 + l) ( 5+4i ) _ (B+)(5+4i) _ (15-4)+(5+12)i _ 11+22i.

5—4i 25+16 41 - 41 T om
1+i V3 2.) V3 2. V3. 2 J3 2 (43 2
—_:(1+| — ==l ===+ —i+==—+=+I| ——=
V3 +2i 7 7 7 7 7 1 71 7 7 7
Remarque :

R] :la place de i n'est pas obligatoirement devant ou derriére une expression, mais nous plagons i devant le radical comme
nous le faisons pour des inconnues quelconques : 4 + i\/§ ;
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R2 :le plus souvent (uniquement parce que la prononciation est plus simple ) , nous plagons i aprés les nombres mais
avant les inconnues: X + iy ;

R3 :par convention, i n'est jamais écrit sous la racine carrée ; trés souvent, il est placé au numérateur d’une fraction

3-2-Représentation géométrique des nombres complexes : Représentation d Argand,
‘Un nombre complexe a+ib est en fait un point dans le plan. La partie réelle « a » correspond aux abscisses, [a partie
W . imaginaire « b » correspond aux ordonnées.

3
‘ Sionnotez, = 3 + 2i, cela signifie que les coordonnées de A sont 3 en abscisse et 2 en ordonnée.

1‘ Sionnotezg = —4 + 3i, cela signifie que les coordonnées de B sont -4 en abscisse et 3 en ordonnée :

Le plan ® muni du repére orthonormé direct R = (0, U, V) est appelé plan complexe.

Tout point sur Laxe des abscisses est image d’un nombre complexe de la forme X +ix0 = X. L'axe des abscisses (0,U)est Laxe

réel,

Tout point sur Laxe des ordonnées est Limage d’un nombre complexe de la forme O +ix y =iy . L axe des ordonnées (0, V)

est appelé axe des imaginaires purs.
= L'image d’un nombre complexe x + iy est le point du plan de cordonnées (x,y) dans le repére R ;
Exemple : L'image du nombre complexe —4 + 3 est le point B du plan de cordonnées (—4,3) ou B(—4, 3).

= Caffixe du point M(x,'y)dans le repére R est le nombre complexe z = x + iy que Con note Z et on écrit
M(zy);
- W(Z) est appelé vecteur image du nombre complexe z = au + bv ;

*  [affixe du vecteur W dans le plan complexg est le nombre complexe a + ib que Con note zy; = au + bv.

Exemple : le vecteur ﬁ(g) est appelé vecteur image du nombre complexe 3 + 2i, Laffixe du vecteurﬁ dans le

repére (0,u, V) estz5; = 3u + 2v.
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Remarque : A tout nombre complexe, on peut faire correspondre un unique point du plan et réciproquement a tout
point du plan, on peut faire correspondre un unique complexe. Cette représentation est due au mathématicien frangais

Jean Robert Argand (1766 — 1822).

Z,+12;
P2 : Si I est le milieu de [AB] alors L1 =—2 ;

AL+ g + V2

P3: Si G est le barycentre de { (A ), (B; £),(C;p) } alors 75 =

a+p+y
Exemple : On donne : zp = 2 + 3i; zr = —6 + 7i Calculons Caffixe Zy du milieu du segment [EF] .
_ (2+31)+2(—6+71) _ —4;101’ — —24+5i..

z;3 = (—6+7i) — (2 +3i) = —8 + 4i (! détailler en cours, faire les autres cas.)
4- Exercice L application
Application 1
Soit z=2+3i;z' =-5+1.
Calculer et écrire sous la forme algébrique: z + z' ;z—2z' ;2z—32' ;zz' ; z* et Z;’
Z+2=-3+4i;Z-2=7+2i;2Z-32=19 +3i;22= (2 +30)(i—-5) = -13-13i ;
z2 = (2+3i)%= -5 + 12i
Application 2
1
1. Calculer (3 + 2i) (3 -2i). En déduire la forme algébrique de T
2. Ecrire sous la forme algébrique les nombres complexes suivants :

1 5-4i 3+i/7 1 4 2-i i 2+i
3+i7 3-i’ i 2470 7 [3-i” 5+43i 7 1-3i ' i
lication 3
1. Placer dans le plan complexe, les points d affixes :
2, =2+43i ; z,=3+4+i;23=—1+42i;z,=2—1i;25=5 ; z2g=—i;2;=—4;23=—0i—3;

2
Zg = 222 — 321 ;s Z10 &= 23(24 _22) etZqq1 = Z6'
2. Représenter les vecteurs images des points Zg ; Zs; Zg ; Zy ...
3. ®armi les nombres cités ci- dessus, citer ceux qui sont réels et ceux qui sont imaginaires pures.

Homework :
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Lecon2 : Nombre complexe conjugué- module d"un nombre complexe

Durée : 2 périodes

Obyjectifs pédagogiques :

A la fin de cette lecon, [éléve sera capable de :

»  Utiliser Ceffet de la conjugaison sur une somme, un produit, un quotient de deux nombres
complexes.

»  Déterminer le module d’un nombre complexe de forme algébrique connue ;

»  Utiliser la relation AB = |Zg — Z 4| pour:

® Calculer des distances ;

® Montrer qu’un triangle est rectangle ;

® Montrer qu'un triangle est isocéle.

>
>

Déterminer la nature de Censemble des points M dafffixes Zy; tel que |Zy — a| < k;
Utiliser Ceffet du module sur un produit et un quotient de deux nombres complexes ;

Soit X un nombre réel, que vaut |x | ? Dans un repére orthonormé du plan, quel est le symétrique du
point A(3, —2) par rapport LCaxe des abscisses ? que vaut la distance de A & [origine de cde repére ?

1- Activité d apprentissage

Le Plan complexe est muni d’un repére orthonormé (0; W; V). Soient M un point d'affixez = a + ib et M’ le

symétrique de M par rapport & la droite de repére (0; U).

a) Montrer que Laffixe 2z’ du point M’ est le nombre complexe z' = a — ib. Dans la suite, z’ sera noté z.
Ainsi, Z = a — ib.

6) Calculerz +z etz — z.

¢) ComparerZ et z.

d) i- Montrer que Z = —Z si et seulement si z est imaginaire pur.

ii- Montrer que z est un réel si et seulement si Z = Z.

e) Comparerz +2z et z+2',zz'etzz , (1) et = (z' # 0).
VAl z!

f)  Calculer la distance OM puis OM? et comparez le résultat obtenu d z X Z.
g) Construis dans le repére (0; W; V) tous les points situés & 2 cm de Lorigine, donne une écriture algébrique

de cette représentation.
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2- Résumé

2-1- Conjugaison
Définition : Confugué d’un nombre complexe

Soit Z = a + ib un nombre complexe. On appelle complexe conjugué de z que Lon note Z le nombre complexe
définipar Z = a — ib.
Exemple : Le confugué de i est —i, celuide 2 + 2i est 2 — 2i,...
Remarque: Deux nombres complexes confugués ont leurs images respectives symétrique par rapport a Laxe des réels
(axe des abscisses )
Propriété :
Pour tout complexe Z , ona:
P,:zeiReoz=-2z; P;:zeRez=2 P,:z2=12z

Opération sur les nombres complexes conjugués.

Pour tous complexes z et z'.

_ _ — S Z z
z+2z =z+2z'; ii)zz'=2zz'; iii) (2)" = (z"),n€N; iv) (?) == avecz *0.
z
Exemple: ;) =32 = ..; (-1 + (530 = (—1+1) (5-31) = (-1 - )(5 + 30); .

2-2. Module d’un nombre complexe, inégalités triangulaires

Définition : Module d’un nombre complexe

Soit Z = a + ib un nombre complexe et M son image dans le plan complexe.

On appelle module de z le réel positif \ZZ. On note |z| = VzZ = \/a® + b?

Dans le plan complexe, le module du nombre complexe z est égale a la distance OM ; on écrit |z| = OM.

Exemple: |3 — 4i| = /3% + (—4)2 = /9 + 16 = /25 = 5.

Propriété :

Pour tout nombre complexe Z,on a :

P,:|1z|=02z=0; P,:|z| =|z|; P;:Siz=a,a€R,|Z|=|a|l; P,:Siz=ib,b€NR,|Z| = |b|

Opération sur le module

Pour tous nombres complexes z et z'

1 z 1
i)—=—= avecz #0; 2)|z| =1 —-=12; 3)|zz'| = |z||Z'|
z |z|? z
z |z|
4) || =— avecz' #0;|z"| = |z|" avecn EN.
z |z'|
Exemple :|4| = 4;|-3| = 3;|-7i| = |-7| =7;|i| = 11| = 1;|-7i x (3 — 4i)| = |-7i| x |3 —4i| =7 X5

7-i _ |7-il _ V7D J49+1 sz 1o
|—3—4i |_I3—4il T JE=3)2(2 J9+16 5 _‘/E'

2-3- Distance

(2-3D?|=(12-3i)? =22+ (-3)2 =13

Dans ce paragraphe, a et b sont des nombres complexes.
Définition :
Soit A et B deux points du plan d’affixes respectivesZz, et Zpg, La distance de A a B est donnée par

AB = |Z B —Zy | .
Remarque : Pour démontrer qu'un triangle est équilatéral] isocéle ou rectangle, on peut donc calculer les longueurs
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Des cotés du triangle et utiliser les définitions ou propriétés géométriques courantes pour conclure.

Propriété

Soient a € C et e R,. Soit A le point daffixe Q. L 'ensemble des points du plan & affixe z € C vénfiant :
» |z — al| = est le cercle de centre A et de rayonT.
> |z — al| < rest le disque fermé de centre A et de rayonT.
> |z — al| < rest le disque ouvert de centre A et de rayonT.

Exemples : Soit E le point daffixe - 3,

L'ensemble des points du plan d’affixe z € C vérifiant |z + 3i| = 2 est le cercle de centre E et de rayon 2.

La distance de € a F(N'7 — 6i) est EF = |V7 — 6i + 3i| = [V7 - 3i| = /7+9=/16 = 4.
3- Exercices d application

Application 1
1) Calculer le module de chacun des nombres complexes suivants: z, =3 +4i ; zZ,=1-1 ;
Z3 = —5i s Zy = -9

2) ans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (0 ;U ; V), on considere les points A et
B daffixes respectives a=2-3i et b=5-i.
Calculer les distances OA, OB et AB . En déduire la nature du triangle OAB.

Application 2
Le plan complexg est rapporté au repére orthonormal (0 ;U ; V).

7-35i (5+3i)(1+i)
3-2i ’ 4+i

a) Calculer le module des nombres complexes suivants: (7 +351) (3+2i) ,
6) Déterminer tous les points M daffixe z tels que zz = 4.
¢) On considére le point A daffixe 2 + 3i.
Déterminer [ensemble des points M daffixe z tels que: |z — (2 + 3i)| =5
|z—(2+3i)|=5;|z—(2+3i)| <5; ..

Homework:
1) Déterminer Lensemble des points M du plan & affixe z tels que le nombre complexe
Z = |z|* + 2z — 3 soit imaginaire pur.
2) Déterminons Lensemble (E) des points M du plan & affixe z tels que le nombre complexe % soit réel.
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Lecon3 : Ecriture trigonométrique d’un nombre complexe non nul
Durée : 2 périodes

Obyjectifs pédagogiques :
A la fin de cette lecon, [éléve sera capable de :

> Déterminer des arguments des nombres complexes a partir de leurs points images

» Utiliser les relations cOs (arg(z)) = RTZ(IZ) et sin (arg(z)) = Inllz(lz) (z # 0)

pour déterminer un argument et Largument principal d’un nombre complexe donné,

» Ecrire un nombre complexe sous la forme algébrique connaissant son module et un de ses
arguments ;

> Déterminer un argument d un produit et d’un quotient de deux nombres complexes
connaissant leurs arguments respectifs.

Prérequis : Définir cercle trigonométrique, construire le cercle
. - o T
trigonométrique et y placer le point A image du nombre réel —,...

1- Activité d apprentissage *
Le plan complexg est muni d’un repére orthonormé direct (0; U; V). bl M)
1 V4

Soit M(a; b) un point du plan d’affixe z non nul et. M' le N i

N |

point daffixez’ = l—; o1t |2| est e module de z. A ;

v .
Soit O une mesure en radian de Cangle (ﬁ, W) . 0 ﬁ; a g

a) Montrer que M’ est situé sur le cercle trigonométrique et est le

point image du réel 0.

. ,Z_Re(Z)Z_I_Im(Z)Z_l M .. . fo . .
(s:1z'|1* = Z] Z] =1, donc M’ est situé sur le cercle trigonométrique ; par conséquent, il

existe un réel o dont M’ est image. Or M, M’ et O sont alignés (voir écriture de z' ) donc M’ est le point image
de6.)

6) En déduire que I_zl =cos@0 +isinb.

Puis Z'| = 1, alorsd’aprésa) z' = cos 0 + isin 0 c’est-a- dire Z = cosO + isin@.
que prt |

|z

z . = ;. P . ",
7] = cos 0 +isin@ peut sécrire z = |z|(cosO +isin@) , cette expression est appelée forme

trigonométrique du nombre complexe z. 0 est appelé un argument de Z , | z| son module.
2- Résumé
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Définition 1:
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (0;U; V).
Soit M un point du plan & affixe non nul z.
On appelle argument du nombre complexe Z une mesure en radians de
Cangle orienté (iz, W), on le note ary(z)
On note Ary(z) pour designer la mesure principale de Cangle orienté (l_i, W)
Exemple : Mes (ﬂ, ﬁ) = g + 6m = % est un argument du nombre complexez, = 1 + i/ 3, on écnit

17n . n . .

arg(za) = —~; mais Arg(z,) = 3 est Largument principal de z 4.
Remarque : Si A et B sont deux points du plan complexe 4 affixes respectives Z 4 et Zg alors [argument du nombre complexe

Zp — Z, est éqale a [a mesure de Langle orienté (ﬁ, A—B))

Définition 2:
SoitZ = a + ib(ou a et b sont des réels non tous nuls) un nombre complexe non nul de module |z|.

On appelle argument du nombre complexe Z, le nombre réel @ défini par :

( a
| cos@ = —
|z|
| sin@ = —.
\ |z|

Exemple : Déterminons un argument de chacun des nombres complexes suivants. zy = —1 + i3 ,2z, = 2 + 2i

7] = {02+ (V3) = JTF3 =2

Soit 01 un argument de z .
-1

cos0, =

sin@, = —

De la définition 2,Z = a + ib = |z|(cos 0 + i sin 0) est appelée trigonométrique du nombre complexe Z.

z I _
5 @onc01=?n,d’ouarg(zl)= T”
=,

On note [r; 0] oir = |Zz|, Lécriture polaire de z.

Exemple : Détermine la forme trigonométrique des nombres complexes suivants. zy = —1 + /3,2, = 2 + 2i
D’aprés Lexemple précédent, z, = [2; _T”] , donc sa forme trigonométrique est Z, = 2[cos (_?") + isin (_T”)]
Remarque : Le nombre complexe nul n’a pas 4 argument !

St 0 désigne un argument d’un nombre complexe non nul z alors tout autre argument de z est de la forme @ + 2Kk, on

écrit: arg(z) = 6 + 2km , k € Z. (Un nombre complexe non nul admet plusieurs arguments.)

Z est un nombre réel non nul si et seulement si z = 0 ouarg(z) = kn ,k € Z.

Z est un nombre complexe imaginaire pure si et seulement si arg(z) = g + 2km ,k € 7.
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\y4 ’.
Propriété :

Soient Z et z' deux nombres complexes non nuls. Ona:

Pyi:arg(zz') = arg(z) + arg(z') + 2k ,k € Z

z
P,:arg (;) =arg(z) —arg(z') + 2km ,k € Z;

1
P;:arg(z) = arg (E) = —arg(z) + 2kn ,k € Z

P,:VneZVvzeC,arg(z") =narg(z) + 2km ,k € Z
Ps:arg(—z) =m+arg(z) + 2kn ,k € Z

Exemples : On considére les nombres complexes suivants :
A(-2i) : B(3) : C(2+2i).
2a=-2=2 ; [z5|==3 : [z|=|2+2=V22+22=\B=22.

arg(zAxzB)=arg(—2i)+arg3:—%+0=—%+2k7r; argz, =arg(2+2i) =%+2k7r;

, 3 k€L
: 4 T, m & 3w
arg—<=arg(2+2i)—arg(-2i) == —(-=) == +—==—+2kn,
ng o2+2)—arg(-2) =7~ (=)=, +5 =7,
3- Applications
Application1
1) Donne (écriture algébrique des nombres complexes suivants :
) z1 =53] )z, = [V2;3] 925 = [2/3;5] 9z, = [16; ]
2) Donner la forme trigonométrique de chacun des nombres complexes suivants :
zi=1+i z,=+3+i z;=1-1i/3 Z,=1i
3) soitzy=2+2i etz, =1+ i\/g . Ecrire Z1 et Z, sous forme trigonométrique, puis en déduire
2
les formules trigonométriques de: zy X z; ; ZZ—ZI; (21)3;Z1; -2, ; (zzi) .
3) Ecrire sous la forme trigonométrique les nombres complexes :
a—3+\/§i b—ﬁ c = d——Z(cosE+isin£)
- T 1-i T 1+if3 6 6’
Application2
I J6-iJ2
1) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres complexes: z, = —
et Z, = 1-1i.
2) Donner un argument et le module du nombre complexe z = z—l
2
3) Déduire les valeurs exactes de 1—”2 et sin %
4) Ondonnez = (1 + l\/g) (1 +1i).
a) Ecrire z sous la forme algébrique.
6) Ecrire1+i et 1 + iﬁ sous [a forme trigonométrique.
¢) Déterminer les valeurs exactes de COS Z—Z et sin Z—Z
Homework:
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Chapter 1

TRANSFORMATIONS DU PLAN

e Intérét: maitriser les différentes transformations du plan, raisonner logiquement avec ces transformations en les
composant ou en les décomposant.

e Motivation: Nous devons pouvoir expliquer les transformations qui lient deux objets semblables (de méme dimension,
Pun réduit ou agrandi par rapport & lautre) et ainsi mieux comprendre des phénomenes physiques qui se produisent
dans les miroirs, les loupes, les lunettes astronomiques....

1.1 Lecon 1: Présentation des isométries du plan

Objectifs: A la fin de cette lecon I’éleve doit étre capable de:
e reconnaitre une isométrie
e construire 'image d’une figure par une isométrie
e caractériser une isométrie
e déterminer les expressions analytiques des isométries

Pré-requis 1.1.1 :

1. Qu’est ce qu’un mouvement de rotation? Que faut t-il pour qu’il y ait rotation?
2. Qu’est ce qu’un mouvement de translation? Que faut-il pour qu’il y ait translation?

3. Comment construis tu l’'image d’un objet 4 travers un miroir plan?

Situation probléme 1.1.1 :
Sur la figure suivante, c1, co et cg sont des carrés de méme coté.

L Tl

1. Ou doit-on placer un miroir pour que c¢1 ait pour image c3 par ce miroir?
2. Comment doit faire glisser ¢y pour se retrouver d cz?

8. A partir de quel point et de quel angle doit-on tourner co pour avoir c1 ?

1
Pagel48



1.1.1 Symétrie orthogonale
Activité 1.1.1 :

1. Voici un point M et une droite (D).

(D)

(a) Construis un point M’ tel que (D) soit la médiatrice de [MM']
(b) Comment sont les points M et M’ par rapport d la droite (D)?
(c) Soit I le milieuw de [MM']. Caractérise le fait que (D) soit la médiatrice de [MM'] par deux propriétés.

2. Soit le triangle ABC' suivant:

(a) Construis les symétriques A', B’ et C' respectifs des points A, B et C par la symétrie par rapport d (A).

(b) Compare les propriétés géométriques des deuz figures (nature, distances, aires, sens des angles orientés).

Résumé 1.1.1 :

Definition 1.1.1 :

Soit (D) une droite du plan. On appelle symétrique orthogonale d’aze (D) (notée S(py lapplication du plan dans lui méme
qui d tout point M du plan associe le point M’ tel que (D) soit la médiatrice de [MM']. (D) est l'aze de symétrie, c’est
aussi l’ensemble des points invariants par la symétrie.

On a lécriture suivante:

2
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(MM') L (D)

avec I milieu de [MM'].
Ie(D)

Spy(M) = M" signifie {
Propriété 1.1.1 :
Les symétries orthogonales:
e conserve: les distances, la nature des figures, le barycentre, les aires et volumes.
e inverse: le sens des angles orientés.

Remarque 1.1.1 Soit M(x : y) et M'(2';y") deux points symétriques par rapport a une droite (D). 1l est possible de
déterminer x’ et y' en fonction de x ety (expression analytique) en utilisant la caractérisation d’une symétrie orthogonale

Application 1.1.1 :

1. Déterminer les expressions analytiques de la symétrie d’axze (D) avec:

(a) (D):—x+2y+3=0
(b) (D) passant par A(2: —1) et dirigée par @(4;7).

r=y—-1

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation qui a pour expression analytique: { ,
Yy =x+1

1.1.2 Translations
Activité 1.1.2 :

1. Voici un point M et un vecteur .

—
(a) Construis un point M’ tel que MM' =4

(b) Quelle application dépendant de U transforme M en M'?

2. Voici un triangle ABC.

(a) Construis les images A’, B’ et C’ respectivement des point A, B et C par la translation de vecteur 1@

(b) Compare les propriétés géométriques de ces deux figures (la nature, les distances, les aires, le sens des angles
orientés).
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Résumé 1.1.2 :

Definition 1.1.2 Soit @ un vecteur du plan. On appelle translation de vecteur @ (notée tz) tout application du plan dans

—

lui méme qui a tout point M associe le point M’ tel que MM’ = 4.

Propriété 1.1.2 e La translation de vecteur nul est Uapplication identité Id (qui transforme tout point en lui méme)

e les translations conservent: les distances, le sens des angles orientés, les aires, les barycentres...

—
Remarque 1.1.2 Soient W(a;b), M(x;y) et M'(2';y") tels que: tz(M) = M'. Alors MM' =4 et de ce fait:

r=x+a
, qui est ’expression analytique de tg.
y=y+b

Propriété 1.1.3 : Caractérisation d’une translation

e par un point et son image: Soient A et B deux points distincts du plan. Il existe une unique translation qui
transforme A en B. Son vecteur de translation est AB.

——
e Par deux points et leurs images: Soient A, B, A’ et B’ quatre points du plan. Si 1@ =A'B a_lo>rs il existe une
unique translation qui transforme A en A’ et B en B’ Le vecteur de cette translation est le vecteur AA’ ou BB’

Application 1.1.2 :

1. Soit @(—1;5) un vecteur du plan

(a) Ecrire | ‘expression analytique de la translation de vecteur i@

(b) Quelles sont les coordonnées de limage N’ du point N(v/2;4) par cette translation?

=x+6

/

2. Quelle est la nature et les éléments caractéristiques de la transformation qui a pour expression analytique: { 8
Yy =y—-

1.1.3 Rotations
Activité 1.1.3 :

1. Voici deux points M et Q.

(a) Construis un point M’ tel que QM = QM’ et mes(QmM’) =60= g
(b) Quelle application dépendant de 6 et  transforme M en M'?

2. Voici un triangle ABC.

4
Pagel51



(a) Construis le triangle image de ABC par la rotation de centre A et d’angle g

(b) Compare les propriétés géométriques des deux triangles (distances, sens des angles orientés, aires)

Résumé 1.1.3 :

Definition 1.1.3 Soit Q un point du plan et 6 € R. On appelle rotation de centre 2 et d’angle 6 (qu’on va noter r(Q2;0))

tout application du plan dans lui méme qui @ tout point M associe le point M’ tel que QM = QM' et mes(QM;QM’) = 6.

Q est ici le seul point invariant.

Propriété 1.1.4 e Une rotation d’angle nul est Uapplication identité.
e Une rotation d’angle m ou —m est encore une symétrie centrale ou un demi tour

e Les rotations conservent: les distances, le sens des angles orientés, le barycentre, la nature des figures, les aires...

Propriété 1.1.5 Soient r = r(Q;0), Qa;b), M(x;y) et M'(2;y") tels que r(M) = M’. Alors on a:

' —a=(x—a)cosh — (y — b)sinf , ) )
. c’est son expression analytique.
y' —b=(z—a)sinf + (y — b)cosh
Propriété 1.1.6 Caractérisation d’une rotation
Soient A, A’, B et B’ quatre points du plan tels que AB = A'B’ et (AB) et (A'B’) sécantes. Alors il existe une unique

=
rotation qui transforme A en A’ et B en B’ L’angle de cette rotation est l’angle 0 = mes(zﬁ; A'B") et son centre est le point
Q de rencontre des médiatrices de [AA] et [BB'].

Application 1.1.3 :

1. Soit v la rotation de centre A(—1;4) et d’angle g

(a) Déterminer son expression analytique
(b) Soit E =1r(F) avec E(\/3;2). Déterminer les coordonnées de F.

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations d’expressions analytiques suivantes:
o V2, V2
2 2
a
W V2 L V2
Y B) B) Yy
S V3 1+3V3
=4+ —y— ——
b 2 2
L PR I L3-8
VTRl Ty

2
T+

)
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1.1.4 Isométries du plan

Definition 1.1.4 :
On appelle isométrie du plan toute transformation du plan qui conserve les distances. Comme isométrie on peut citer: les
symétries orthogonales, les translations, les rotations, ’application identité.

Il existe deux types d’isométries:

e Les déplacements: qui sont des isométries qui conserve le sens des angles orientés. Il s’agit de Id, des translations et
des rotations.

e Les antidéplacements: qui sont des isométries qui inverse le sens des angles orientés. On peut citer les symétries
orthogonales.

1.2 Lecon 2: Composition d’isométries

Objectifs: A la fin de cette lecon 1’éleve doit étre capable de:
e composer deux symétries orthogonales
e composer des rotations, des translations...

e décomposer des rotations et des translations en symétries orthogonales

Pré-requis 1.2.1 :
Répondre par vrai ou fauz.
Etant données deux applications f et g.

1. fog estla composée de f par g.

2. fog estla composée de g par f.

3. fogetgof c’est la méme chose.

4. Pour calculer f o g(x) on commence par trouver g(x) ensuite on trouve f(g(x))

5. Pour calculer f o g(x) on commence par trouver f(x) ensuite on trouve g(f(x))

Situation probléme 1.2.1 :

Deux droites (D) et (D’) sont perpendiculaires en un point O. Nsangou, un éléve de premiére C, fait la symétrie d’un objet
M par rapport 6 (D), puis la symétrie de l'image M,y obtenue par rapport a (D'), il obtient une image finale M'. Un de ses
camarades lui dit qu’il aurait di juste faire la symétrie de M par rapport & O pour obtenir M'. A t-il raison? Si oui, aide
Nsangou d se convaincre de l'idée de son camarade.

1.2.1 Composée de symétries orthogonales

Cas des axes paralleles

Activité 1.2.1 :
Soient (D) et (D) deuz azes paralléles, O un point de (D) et O un point de (D’) tels que (OO’) L (D).
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1. Construis My = Spy(M) et M' = Spy(My).

2. Donne une relation entre S(py, S(pry, M et M'.

. % . *—>
3. Ezprime le vecteur MM’ en fonction de OO’
4. Quelle transformation (non composée) fait passer M & M’

5. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de S(pry © S(p)

Résumé 1.2.1 :

Soient (D) et (D') deuz axes paralléles et O € (D), O" € (D) tels que OO" L (D). Alors la composée Spry o Spy est la

. —
translation de vecteur 200’ .

Remarque 1.2.1 :

e [l faut tenir compte du sens de la composée. En effet, Sipryo Spy =t mais S(py o Spry =t .

s
200’ 200
e Le vecteur de translation obtenu est orthogonal aur deux axes de départ.

o Siles deux axes sont confondues alors S(pyo S(py = Id.
Propriété 1.2.1 :

Soient @ un vecteur normal d une droite (D). Il est possible de décomposer la translation de vecteur @ en la composée de
deux symétries d’axes paralléles.

1
e La droite (D') telle que S(pryo S(py = tg est la droite obtenue en faisant glisser (D) suivant le vecteur 512’.

1
e La droite (D') telle que S(py o S(pry = tg est la droite obtenue en faisant glisser (D) suivant le vecteur —512'.

Application 1.2.1 :
Soit ABCD un carré direct de centre O. I, J, K et L sont les milieuz respectifs des cotés [AB], [BC], [CD] et [AD].

1. Déterminer: S(AB) o S(CD):' S(]J) o S(AC)

2. Déterminer et construire les droites (A) et (A') telles que: S(ay o Spoy =tz Sy © San = tgg-

7
Pagel54



Cas de deux axes sécants
Activité 1.2.2 :
Soient (D) et (D') deuz azes sécants en O tels que l'angle aigu entre (D) et (D') est 6.

(D)

(o

1. Construis My = Spy(M) et M" = Sp (M)

2. Quelle est la relation entre M, M', S(py et S(pr)

—

.
. Exprime OM en fonction de OM' et mes(OM;OM’) en fonction de 0.

>~ Qo

. Quelle transformation fait passer M a M’'?
5. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de S pry o S(p)-

Résumé 1.2.2 : -
Soient (D) et (D') deuz azes sécants en O tels que (D, D") = 6. Alors la composée S(pry o S(py est la rotation de centre O
et d’angle 20.

Remarque 1.2.2 :

o [l faut tenir compte du sens de la composée. En effet S(pry o Spy = r(0,20) mais S(py o Sp = (0, —20).
e Le centre de la rotation est le point de rencontre des deux azes.

Propriété 1.2.2 :
Soit v la rotation de centre O et d’angle o et soit (D) une droite passant par O. On peut décomposer r en la composée de
deuz symétries orthogonales d’azes sécants en O.

e La droite (D') telle que S(pry o S(py = est obtenue en faisant tourner la droite par rapport au point O d’un angle de

«
mesure —.

e La droite (D') telle que S(py o S(p/y = r est obtenue en faisant tourner la droite (D) par rapport a O d'un angle de

«
mesure — 5 .

Application 1.2.2 :
Soit ABCD un carré de sens direct et de centre O.

1. Déterminer: S(AB) ] S(AC); S(OA) o S(OB)

2. Déterminer les droites (A) et (A") telles que: Sap o Sa) = r(4; fg) et Scary o Scocy = 1(C; g)
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1.2.2 Composée de translation
Cas de deux translations

Propriété 1.2.3 :
Soient tg et ty deux translations de vecteurs respectifs @ et U. Alors tz oty =tzoty = tgis.

Definition 1.2.1 :
Soit tz une translation de vecteur u. Il existe une translation et une seule notée t;l telle que tgz o t;l =1I1d. Ona t;l =t_g
et tgl est appelée réciproque de la translation tg.

Application 1.2.3 :
Soit ABCD un carré de sens direct. Déterminer:

1 tgp oty
~1
Cas d’une translation et d’une symeétrie orthogonale

Activité 1.2.3 :
Soient (D) une droite et @ un vecteur normal ¢ (D).

(0}

1. Construis une droite (D') telle que tz = S(py o Spr)
2. Montre que S(py otz = S(pr)
3. Déduis-en la nature et les éléments caractéristiques de S(py o tg.

Résumé 1.2.3 :

la composée d’une translation et d’une symétrie orthogonale, dans le cas ou le vecteur de translation est normal a l'aze de
la symétrie, est une symétrie orthogonale. L’axe de cette symétrie est obtenu en décomposant convenablement la translation
en symétries orthogonales.

Application 1.2.4 :
Soit ABCD un carré direct de centre O. déterminer la nature et les éléments caractéristiques de:

1. S(AB) Otﬁ
2. tﬁ OS(BD)
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1.2.3 Composée de rotations
Cas de deux rotations

Activité 1.2.4 :
Soient A, B, C et D quatre points du plan.

1. On considére les rotations r = r(A; g) et r' = r(B; —g)

(a) Calcule la somme des angles de r et v’ et dire si cette somme est sous la forme 2km.

(b) Construis les images C’ et D’ des points C et D respectivement par r or’.

—
(c) Comment sont les vecteurs CD et C'D'?

(d) Déduis-en la nature et les éléments caractéristiques de r o’

2. On suppose r = r(A4; %) et v’ =r(A; g)

(a) Calcule la somme des angles de v et r' et dis si cette somme est sous la forme 2k

(b) Construis l'image C' du point C' par ror’.
- —
(¢) Montre que AC = AC’ et calcule mes(@;AC')

(d) Donne la nature et les éléments caractéristiques de r o r’.

Résumé 1.2.4 :
Soient r et ' deux rotations d’angles respectifs 0 et 6.

—
o Si0+0 =2km, k€Z, alors ror’ est une translation de vecteur AA" tel que ror'(A) = A'.
o 5i 0+ 60 # 2km alors r o1’ est une rotation d’angle 0 + theta' et de centre Q tel que Q0 soit le point de rencontre des
médiatrices des segments [AA’] et [BB'] avec ror(A) = A" et ror’(B) = B’.
10
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Remarque 1.2.3 o Siror' est une translation et que r et v’ ont le méme centre alors r o1’ est encore 'application
identité.

e Siror’ est une rotation et que r et r’ ont le méme centre alors v or’ conserve ce centre.

Application 1.2.5 :
Soit ABCD un carré de sens indirect et de centre O. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de:

™

1. r(4; =) or(B; g)

Cas d’une translation et d’une rotation

Propriété 1.2.4 :
Soit r une rotation d’angle Q) et t une translation. La composée de r et t est une rotation d’angle 6.

Remarque 1.2.4 :
Le centre de cette rotation est obtenu:

e Soit en décomposant convenablement la Totation et la translation en symétries orthogonales

e Soit en déterminant deuz points et leurs images.

Application 1.2.6 :
Soit ABCD un carré de centre O et de sens direct. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de:

1. f:tmor(O;g)

2. g= r(O;g) ot

1.3 Lecon 3: Homothéties

Objectifs: A la fin de cette lecon 1’éleve doit étre capable de:
e caractériser une homothétie
e construire 'image d’une figure par une homothétie
e déterminer ’expression analytique d’une homothétie
e composer deux homothéties

e composer des homothéties et des translations

Pré-requis 1.3.1 :

1. Connais-tu des instruments qui agrandissent ou réduisent une image? Cite en certains.

2. Quelles transformations géométriques permettent de réduire ou d’agrandir des figures?

Situation probléme 1.3.1 :

Mimche et Pemboura disposent respectivement de loupes de grandissement 2 et 4. Ils accolent les deux loupes pour observer
un objet. Mimche dit alors que l'objet a grandi de 2+ 4 = 6 fois sa taille alors que Pemboura propose que l'objet a grandi
de 2 x 4 = 8 fois sa taille. L’un des deux éléves a raison. Dis lequel et explique géométriquement pourquoi pour convaincre
celui qui a tort.
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1.3.1 Définition et propriétés des homothéties
Activité 1.3.1 :

1. Voici u point M et un point O.

A
(a) Construis un point M’ tel que OM' = §OM
1
(b) Quelle application dépendant de O et 5 transforme M en M'?

2. Voici un triangle rectangle ABC' et un point O

1
(a) Construis les images A', B' et C' des points A, B et C par ’homothétie de centre O et de rapport 3

(b) Compare la nature des deux triangles et leurs angles

1 1\?
(¢) Compléte avec B ou (2> cA'B = ... AB; Aagicr = ...... Aasc

Résumé 1.3.1 :

Definition 1.3.1 :

Soient Q et k € R—{—=1;0;1}. On appelle homothétie de centre Q1 et de rapport k Uapplication du plan dans lui méme qui &
e

tout point M associe le point M' tel que QM' = kQM . Q est le seul point invariant et c’est le centre de I’homothétie.

Remarque 1.3.1 :

e Les points M, M’ et Q sont alignés lorsque M’ est "image de M par une homothétie de centre €.
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e Dans un plan muni d’un repére (O, 1,J). SiQ(a;b), M(x;y) et M'(2';y') alors Uhomothétie h de centre Q2 et de rapport
k telle que h(M) = M’ a pour expression analytique :

' =kx+a(l—k)
y =ky+0o(1-k)
¥ =kx+a

e De facon générale, lorsqu’on a une transformation f d’expression analytique sous la forme:{ avec k # 0,

Yy =ky+b
alors:

— Si k=1 f est une translation de vecteur i(a;b)
a b

— Si k= -1 f est une symétrie centrale de centre 9(2, 5)

b
— SikeR*—{—1;1}, f est une homothétie de rapport k et de centre <1ik; 1—k>
e Soit h une homothétie de rapport k.
— Si |k| <1 alors h réduit les figures
— Si|k| > 1 alors h agrandit les figures

Propriété 1.3.1 :
Soit h une homothétie de rapport k.

e 1 conserve: la nature des figures, le sens des angles orientés et leurs mesures, les barycentres.

o h multiplie: les distances par |k|, les aires par k? et les volumes par |k|>.

Propriété 1.3.2 (caractérisation d’une homothétie) :
Soient A, B, A’ et B’ quatre points du plan. Si (AB) || (A’B’) et A’B’ # AB alors il existe une existe une homothétie et une

I D/

—— et son centre est le point de rencontre
AB b

seule qui transforme A en A’ et B en B’ Le rapport de cette homothétie est k =
de (AA') et (BB').

Application 1.3.1 :

1. Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1,.J).

3
(a) Déterminer lexpression analytique de I’homothétie de centre G(—2;4) et de rapport —x

(b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations d’expressions analytiques suivantes:

4
' x’:§x+4
.
/!
—Zy-3
Y 3y
1
' =—-x -7
/
= ——y+3
Y 5y+

2. Soit ABC un triangle, (C) le cercle circonscrit et O le centre de (C). Soit H le milieu de [BC] et D le point
diamétralement opposé a A. B’ est le symétrique de A par rapport a B et C’ est le symétrique de A par rapport d
C. D se projette orthogonalement en K sur [B’C’J. Soit h I’homothétie qui transforme B en B’ et de centre A.

(a) Quel est le rapport de h?

(b) Déterminer les images de O, C par h, puis limage du segment [BC].

(c) Soit (C") Uimage de (C) par h. Quel est le centre de (C')? Montrer que (C") passe par B’ et C".

(d) Montrer que (DK) est la médiatrice de [B'C"] et déduire que K = h(H) puis que les points A,H et K sont alignés.
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1.3.2 Composées d’homothéties
Cas de deux homothéties

Activité 1.3.2 :
Soient h, I/ et b/ trois homothéties d’expressions analytiques respectives:

1
x'=2x+8 P=dr-1 x’z?w+5
, e
y =2z —4 y =4x —7 y/zix_4

1. Détermine les rapports respectifs k, k' et k" de h, h' et h”
2. (a) Calcule k x K

(b) Détermine l'expression analytique de h o h’

(c) Quelle est la nature et les éléments caractéristiques de ho h'?

3. (a) Calcule k x k"
(b) Détermine ’expression analytique de h o h”

(¢) Quelle est la nature et les éléments caractéristiques de h o h' ?

Résumé 1.3.2 :
Soient h et h' deux homothéties de rapports respectifs k et k'.

o Sikk' =1 alors hoh' est une translation

o Sikk' #1 alors hoh' est une homothétie de rapport kk'
Remarque 1.3.2 Si h et I/ ont le méme centre alors:

o Sikk! =1, hoh' est l'application identité.

o Sikk! #£1, hoh' est ’homothétie de méme centre et de rapport kk'.

Application 1.3.2 :

1
A et B sont deuz points distincts du plan. h est I’homothétie de centre A et de rapport 5; h' est l’homothétie de centre B et
de rapport k. On pose f = hol/'.

1. Pour quelles valeurs de k f est-elle une homothétie?

2. Pour quelle valeur de k f est-elle une translation? Déterminer dans ce cas son vecteur de translation.

Cas d’une homothétie et d’une translation

Propriété 1.3.3 :
Soit h une homothétie de rapport k et t une translation. hot est une homothétie de rapport k. Mais hot # toh; on dit que
h et t ne commutent pas.

Application 1.3.3 :

5
Soit @ un vecteur non nul du plan et soit A un point du plan. h est I’homothétie de centre A et de rapport —g; t est la

translation de vecteur .
1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f = hot

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de g =t o h.

1.4 Lecon 4: Similitudes planes

Objectifs: A la fin de cette lecon 1’éleve doit étre capable de:
e caractériser une similitude

e composer une homothétie et une rotation de méme centre

Situation probléme 1.4.1 :
On considére les deux carrés cq et co suivants:

14
Pagel6l



B

. |

Quelle est la nature et les éléments caractéristiques de la transformation qui fait passer ¢y a co?

Activité 1.4.1 :
ABCD est un carré direct de centre O.

1 us
On considére ’homothétie h de centre O et de rapport 5 et la rotation r de centre O et d’angle 5

1. Construis l'image A’B’'C'D’ de ce carré ABCD par hor.
2. Compare les propriétés géométriques des deux figures (distances, angles, aires...)
3. hor est-elle une rotation? Une homothétie?
4. Donne la nature et les éléments caractéristiques de hor.
Résumé 1.4.1 :
Definition 1.4.1 :

On appelle similitude du plan de rapport k > 0, toute transformation du plan dans lui méme qui a tous point M, N associe
les points M’ et N', respectivement, tels que M'N' = kM N

Exemple 1.4.1 e Toute homothétie est une similitude du plan
e Toute isométrie est une similitude de rapport 1

Propriété 1.4.1 :

o Toute similitude est la composée d’une homothétie et d’une isométrie

o Toute similitude de rapport k multiplie les distances par k, les aires par k? et les volumes par k3.

Definition 1.4.2 :
On appelle:

o similitude indirecte, la composée d’un antidéplacement et d’une homothétie

e similitude directe, la composée d’un déplacement et d’une homothétie. Ainsi la composée d’une rotation r de centre
O et d’angle 0 et d’une homothétie de rapport k et de centre O est:

— une similitude directe de centre O, d’angle 0 et de rapport k si k > 0

— une similitude directe de centre O, d’angle ™+ 0 ou 6 — 7 et de rapport |k|

Exemple 1.4.2 :

s 3
e La composée d’une rotation de centre A et d’angle 1 et d’une homothétie de rapport z et de centre A est la similitude

3
de centre A, d’angle Z et de rapport 5

s 2
e La composée d’une rotation de centre B et d’angle — et d’une homothétie de centre B et de rapport — est la stmilitude

2
directe de centre B, de rapport - et d’angle —g.
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Orthogonalité dans I'espace

Classe : PC

Titre du module : géométrie dans I'espace Chapitre : Orthogonalité dans I'espace

Lecon 1 : Droites orthogonales de I'espace.
Objectifs : sur des solides de I'espace bien connus,

- Montrer que deux droites sont coplanaires ou non
- Montrer que deux droites sont perpendiculaires ou orthogonales.

Motivation : L'espace est généralement mieux indiqué pour représenter les objets du monde
réel. La lecon suivante donne des outils nécessaires a la compréhension de I'orthogonalité dans
I'espace.

a) Définitions et exemples

Activité :
H G
Sur la figure suivante, les droites (AE) et (BF) sont paralleles. La droite (BC) i P
est perpendiculaire a (BF). Que peut-on dire des droites (AE) et (BC) ? £ !
,'_5 _______ - o
A B
Définitions

o Deux droites (D) et (D’) sont orthogonales si leurs paralléles respectives (L) et (L’)
passant par un méme point sont perpendiculaires. On note (D)L(D’).

e Soient i et # deux vecteurs ; A, B, C et D quatre points de I'espace tels que % = AB et

¥ = CD. Les vecteurs i et 7 sont orthogonaux si 'un au moins des deux est nul ou
si les droites (AB) et (CD) sont orthogonales.

Exemples :

Sur la figure 1, les droites suivantes sont orthogonales : (AE) et (BC) ; (BF) et (AD) ; (BF) et (EH) ; (AB)
et (AE) ;.......

Remarque :

e Deux droites orthogonales ne sont pas forcement sécantes.
e Deux droites perpendiculaires sont orthogonales et la réciproque n’est toujours
vraie.
b) Propriétés
e Sideux droites sont orthogonales, alors toute droite parallele a I'une est orthogonale a
I'autre. C’est-a-dire que si (D).L(D’) et (L) // (D) alors (L) L(D’).
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e Sideux droites sont paralléles, alors toute droite orthogonale a I'une est orthogonale a
I'autre. C’est-a-dire que si (D) // (D’) et (L) L (D) alors (L) L(D’).

Exercice d’application :

H G
Sur la figure ci-contre, ABCDEFGH est un cube. I est un point de I'aréte [GC]. ! F
Les points M et N sont les milieux respectifs des segments [ID] et [IB]. E I B
M
Montrer que les droites suivantes sont orthogonales : (MN) et (AC) ; (MN) ! "<
| T
et (EG). jr
oD '
Solution : 5 2

Les points M et N étant milieux respectifs des segments [ID] et [IB], la droite (MN) est parallele a
(BD). De plus les droites (BD) et (AC) sont perpendiculaires car ce sont les diagonales du carré ABCD.
Ainsi, les droites (MN) et (AC) sont orthogonales.

Comme les droites (MN) et (AC) sont orthogonales et (EG) // (AC) alors les droites (MN) et (EG) sont
également orthogonales.

Lecon 2 : Droites et plans orthogonaux.
Objectifs : sur des solides de I'espace bien connus,

- Montrer qu’une droite est orthogonale a un plan.
- Monter que deux plans sont orthogonaux.

1. Définition

Une droite (D) est orthogonale ou perpendiculaire a un plan (P) si elle est orthogonale a
toutes droites du plan (). On dit alors que la droite (D) et le plan (P)sont orthogonaux et on
note (D) L (P).

Nous admettons le théoréeme suivant :
Théoréeme :

Une droite (D) est orthogonale a un plan (P) si et seulement si elle est orthogonale a deux droites
sécantes de ce plan.

2. Propriétés
e Sideux droites sont orthogonales a un méme plan, alors elles sont paralléles. C'est-a-dire
que si (D)L (P) et (D’)L (P) alors (D) // (D’). ) ‘ €29

f! Iﬂ

P i :

e Sideux droites sont paralléles et I'une est orthogonale a un plan, | l
alors I'autre I'est aussi. C’'est-a-dire que si (D) // (D’) et (D)L (P) alors (D)L (P).
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e Sideux plans sont orthogonaux a une méme droite, alors ils sont paralléles. C'est-a-dire que
si (P)L (D) et (P')L (D) alors (P) // (P’). o

A :
A

1

e Sideux plans sont paralleles, alors toute droite orthogonale a I'un est orthogonale a I'autre.

e Siune droite est orthogonale a un plan, alors elle est orthogonale a toute droite de ce plan.
e Parun point A de I'espace, Il passe une unique droite orthogonale a un plan (P) donné.
e Parun point A de I'espace, Il passe un unique plan orthogonale a une droite (D) donnée .

e Si (D) est une droite orthogonale a un plan (), toute droite orthogonale a (D) est paralléle
a(P).

Remarque:
- Pour montrer que deux droites sont orthogonales dans I'espace, il suffit de montrer que 'une
d’elle est orthogonale a un plan contenant 'autre.

- Pour montrer que deux droites sont paralléles, il suffit de montrer qu’elles sont orthogonales a
un méme plan.

- Pour montrer que deux plans sont paralléles, il suffit de montrer que ces deux plans sont
orthogonaux a une méme droite.

Exercice d’application :

Sur la figure ci-contre, ABCDEFGH est un pave droit. ;‘_H —— G
i) Démontrer que la droite (CG) est orthogonale au plan (FGH). ,_D .
ii) En déduire que les droites (HF) et (CG) sont orthogonales. A 2 B
Solution :

i) Comme (CG) est orthogonale aux droites sécantes (FG) et (GH), alors (CG) est orthogonale au
plan (FGH).

ii) De ce qui précéde, (CG) est orthogonale a toute droite du plan (FGH). (FH) étant une droite de
(FGH), on en déduit donc que (CG) est orthogonale a (FH).

3. Plans perpendiculaires.
Définition :

Soient (P) et (P") deux plans. On dit que (P) et (P") sont perpendiculaires et on note (P) L (P
si l'un de ces plans contient une droite orthogonale a 'autre.

Propriété :

P1) Si deux plans sont paralléles, tout plan perpendiculaire a I'un est perpendiculaire a 'autre.
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P2) Siun plan (P) est orthogonal a une droite (D) et est perpendiculaire a un plan ("), alors (D) et
(P") sont paralléles.

P3) Si une droite (D) est orthogonale a un plan (P), alors tout plan paralléle a (D) est perpendiculaire
a(®P).

P4) Si deux plans sont perpendiculaires, alors toute droite orthogonale a I'un est paralléle a I'autre.
P5) Si deux plans sont perpendiculaires, alors tout plan paralléle a I'un est perpendiculaire a I'autre.

P6) Un plan est perpendiculaire a deux plans sécants si et seulement s’ il est perpendiculaire a leur
droite d’intersection.
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MODULE 24 : GEOMETRIE DE IESPACE I

Chapitre II : GEOMETRIE ANALYTIQUE DE L’ESPACE

Motivation :L’apprentissage de la géométrie en général et de la géométrie dans l’espace en particulier concourt a la
construction du raisonnement a la familiarisation avec des techniques calculatoires telles que les calculs d’aires et des
volumes. De plus la géométrie dans l’espace participe a la conception, a la représentation, et a la réalisation des chefs
d’ceuvres architecturaux et de tous les objets technologiques qui nous entourent

Lecon 1 : VECTEURS DE L’ESPACE

Pré-requis : Orthogonalité dans ’espace, vecteur du plan

Activité d’apprentissage :

Considérons un cube ABCDEFGH. I milieu de [AB], J milieu de [BC] et K milieu de [BF]. On pose : Bl = ?,
— = =
BJ=7F et BK = k.

- = =
1. Les vecteurs i, j et k sont-ils dans le méme plan?
e —
2. Exprime en fonction de i, j et k les vecteurs I A, f@, C@, et D—I-}
R
3. Considérons le point O tel que ]% = i 4+ j + k. Justifie que O est le centre du cube ABCDEFGH

I. Notion de vecteurs de 1’espace

& désigne 'ensemble des points de 'espace.

1. Opération sur les vecteurs.
Les notions sur les vecteurs vues dans le plan reste vraies dans I'espace . En particulier la relation de Chasles :
VA, B,C € &, AD + BC = AC

2. Vecteurs colinéaires

Définition I.1 Deux vecteurs i et ¥ sont dits colinéaires si et seulement si il existe un réel o tel que U =a?
ou ¥ =ad

Remarque I.1 Soient 7,7 et W trois vecteurs de I’espace. Tout vecteur de la forme ad + 67 + 7? ol
a, 3,7 € R est appelé combinaison linéaire des vecteurs 7, o et W.

Exemple 2.1 Le vecteur ¢ + j + k est une combinaison linéaire des vecteurs i ,j et k.

— —
Sik =ad+ 67 +7W alors on dit que le vecteur k s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs 7, Vet W.

- = > - = =
Exemple 2.2 B? =14+ j + k. Ainsi B? s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs ¢, j et k

3. Vecteurs coplanaires
Définition I.2 Trois vecteurs sont dits coplanaires lorsque I'un d’eux s’écrit comme combinaison linéaire des
deux autres. E, ﬁ et ﬁ sont coplanaires si et seulement si les point A, B, C et D sont coplanaires.
Exemple 2.3

(a) Dans Pactivité précédente, on a @ = E + B donc les vecteurs E , @ et B sont coplanaires.
(b) Les vecteurs B, AD et EC sont ils coplanaires ?

Théoréme 1.1 : Trois vecteurs de I'espace 7, o et W sont non coplanaires s’il existe un triplet de réels non
tous nuls (o, 8,7) tel que oW + BV +78 =0=a=8=~=0

I1. Bases et repéres

On appelle base de 'espace tout triplet (¢, j, k) de vecteur non coplanaires et cette base est orthogonale lorsqu’elle
est constitué de trois vecteurs deux & deux orthogonaux.
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Comme le plin e_s)t rmgl)i d’un repére orthonormé (O, 7 ?) on peut définir un repére dans l’espace_) (O, @ ] k ) (
les vecteurs i, j et k étant non coplanaires). Le point O est appelé le centre et les vecteurs i, j et k: vecteurs
de base. Cette base (i, j, k) est orthonormale lorsque les vecteurs i, j et k ont pour longueur 1 et sont deux a
deux orthogonaux.

Définition I1.1 Tout quadruplet (O, z j , k ) ou O est un point de I’espace et ( ] k ) est une base orthonormale
est appelé repére ortgonorme de l’espace. Tout point A de ’espace sera alors 1repere_> par un triplet (x,y, z) tel que
OA=2xi +yi +zi.(zy,z) sont les coordonnées du point A dans le repére (O, i, j, k). x est abscisse, y est
l’ordonnée et z la cote.

Exemple I1.1 Considérons le cube ABCDEFGH de lactivité precedente_> Montre que (

détermine les coordonnées des points A, C, G et H dans le repére (B, i, j, k ).

)
- = =
i,7,k) est une base et

Y

1. Représentation d’un point M dans un repére de l’espace

= = = —> — —
Soit £ muni d’un repére orthonormé (O, i, j, k), soit M € £. On a OM i +vyj + zk. Pour placer le

point M, on peut utiliser les constructions suivantes :
Place d’abord :

(2) Le point Py sur (0, 1)/ (OP, =2 1);
(b) Le point Py sur (0, 7)) (OPs =y );
(¢) Le point P sur (O, )/ (OP, = 2 k).
Ensmt_e)place le pomt P El que ﬁ = 675; + 5}?2 = x7 + y7 Enfin place le point M tel que 5?\7 =

OP+O0P, =ai +yJj +2K.

%
Exemple : Place le point M (=2, 3,1) dans le repére orthonormé (O, 7, 7, k).

2. Calcul dans un repére

T A B xrc -
Soient A | ya | B | yg} et C | yo | trois points de l'espace dans le repére (O, i, j, k).
ZA zZB zZC
Soient a, 5, A € R tel que a4+ B+ X # 0.
rp—TA
- = =
Le vecteur /TB> yp —ya | danslabase (i, 5, k).
ZB — RA
A+ B
2
Le milieu I du segment [AB] a pour coordonnées %
zZA + 2B
2

arp + Brp + Are
a+ B+

aya + Bys + Myc

Le b tre de {(4; ), (B;B), (C; A données G
e barycentre de {(A4; ), (B;f), (C;A)} a pour coordonnées Y

aza + Bz + Azo
a+ [+ A

La distance AB = /(zp —24)2+ (yp —ya)? + (25 — 24)?

Exemple 11.2 RN

Dans l'espace rapporté au repére orthonormé O, i, j, k, on considére les points A(1;2;3), B(0;1;2) et
C(—1;3;4).

Le barycentre G du systéme pondéré {(4;2), (B;—1),(C;3)} a pour coordonnées
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. _2x1-1x0+43x(-1) 1
¢ 2-1+3 T4

C2x2-1x143x3 12
Yo = 2-1+3 -

_2x3-1x2+43x4 16 _
N 2—-1+3 4

Détermine les coordonnées des vecteurs A§ et B(i ainsi que leurs distances.

4

e

Lecon 2 : EQUATION CARTESIENNE ET REPRESENTATION PARAMETRIQUE

; 5 N e
Dans toute cette lecon, nous travaillerons dans un repére orthonormé (O, i, j, k)

Pré-requis :Vecteur de I'espace, vecteur du plan et géométrie vectorielle.

Activité d’apprentissage

1 2 3
Considérons les points A |1 ],B | 0] et C |1
1 1 2
%
1. Place les points A, B et C dans le repére orthonormé (O, ?, 7), k).

2. Les vecteurs zﬁ et ﬁ sont-ils colinéaires?
3. Posons zﬁ = et ﬁ =.

x
(a) Soit M | y | un point de l'espace. Donne un systéme de trois equations traduisant 1’égalité vectorielle

z
e
AM = oW + B0 ; a, B € R.
n éliminant o e ans le systéme d’équation précédent, donne une équation en fonction de x, y et z.
b) En éliminant t 5 d 1 téme d’équati écédent, d équati fonction d t
Résumé

1. Equation cartésienne et paramétrique d’un plan dans ’espace

(a) Plan dans ’espace et équation paramétrique
Soit A(zg, Yo, 20) un point de l'espace, 7((1, b,c) et 7((1’7 b, ') deux vecteurs non colinéaires. Le plan de

—
repére (A, W, ) noté Pa,w,w) et défini par Py 5 ) = {M/AM =ad +87,0,8¢€ R} est le plan de
e
I’espace passant par A et de vecteur directeur % et ¥'. Ainsi le point M(z,y;z) € Pawwy = AM =

T — 20 a a = aa+ fa + xg
QU+ Y = |y—y | =alb|+8|V] = {y=ab+8V +yy (o, ER).
Z—Z0 ¢ d z=ac+ Bc + 2

Le systéme précédent est I’équation paramétrique d’un plan dans ’espace.

Exemple 2.1 : Déterminons I’équation paramétrique du plan P; = P(O,?,?) :0(0,0,0), 7(1, 0,0), 7(0, 1,0).
rT=«

Alors P1 : ¢y=p8 (o, € R). Détermine aussi I’équation paramétrique des plans Py = 79(0777?) et
z=0

Ps = P(O,?,Z’)'

(b) Equation cartésienne du plan dans I’espace
Pour déterminer ’équation cartésienne d’un plan P, il suffit d’éliminer les paramétres « et 5 dans I'équation
paramétrique. Ainsi I’équation cartésienne d’un plan P dans Iespace sera de la forme ax +by+cz+d =0

oll a, b et ¢ sont non tous nuls.
Ezemple 2.2 Le plan P passant par origine du repére et de vecteurs directeurs (1, —1,0) et 7/(2,0,1)
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r=a+28
a pour équation paramétrique { y = —a (o, B €R).
z=p
En éliminant les parameétres entre les équations nous obtenons I’équation r = —y+2z <— z+y—2z2=0

qui est I’équation cartésienne du plan P.

(¢) Vecteur normal 4 un plan de l’espace
Soit P un plan de Iespace de vecteurs directeur @ et . On appelle vecteur normal & P tout vecteur w
non nul orthogonal & U et U. Ainsi soit A(xo,Y0,20) € P et M(x,y,z) un point de l'espace et supposons
7 (a,b,¢) un vecteur normal & P; M € P < AM.7 =0 a(x — xo) + b(y — yo) + ¢(z — 20) =
0 < ar+by+cz+(—axg—byo —cz) =0 < ax+by+cz+d=0.

Remarque 1.1 Tout plan P d;dl’espace admet toujours une équation de la forme ax + by +cz+d =0
avec (a,b,c) # (0,0,0). Un vecteur normal au plan P est ﬁ(a7 b,c).

Exemple 2.3 Détermine une équation cartésienne du plan (P) passant par A(2,1,—1) et de vecteur
normal 7 (2, —1,1).

z—2 2
Solution:SoitM(x,y,z).MG(P)@mLﬁ@m.ﬁ:O.m y—1|7 | -1
z+1 1
N Tz —2 2
AM 7T =0 <= [y—1|.[-1]=0= 20-2)-1@y-1)+1(z+1)=0 <= 20 —y+2-2=0.
z + 1

(P):2x—y+2—2=0

(d) Plan contenant trois points donnés.

Considérons trois points distincts A, B et C et le plan défini par ces trois points. On se raméne facilement
au cas d’un plan dont on connait un point A et deux vecteurs directeurs U et U. 11 suffit en effet de
prendre ces vecteurs directeurs respectivement égaux a zﬁ et B qui sont bien non nuls et non paralléle
puisque A, B et C sont distincts.

Exemple 1.3 Soit A(0,1,1); B(1,0,1) et C(1,1,0). L’équation paramétrique du plan

r=a+f
P:P(A,E,R) est¢y=—a+1 (a,p8€R)
z=—-0+1

En éliminant les paramétres entre ces équations, nous obtenons par la seconde et la troisiéme équation :
a=1—yet §=1-—2 En remplacant dans la premiére équation, on obtient x = 1 —y + 1 — 2. Ainsi
I’équation cartésienne du plan P:P(A,E,ﬁ) est t+y+ 2z —2 =0 et a pour vecteur normal 7(17 1,1)

(e) Distance d’un point & un plan

La distance du point My(xg, Yo, 20) au plan (P) d’équation az + by + ¢z +d = 0 est notée d(M, P) et égale

3 d(M,P) = \amo+by0+czo+d|.

’ N
Ezxemple :
La distance du point A(2,1,3) au plan (P) d’équation 3z —y — 2 — 5 =10 est :
[3x2—-1-3-5| | -3 | 3

‘KA”P)A'V%2+(—4)2+(—1P IRRVAVERRVIT]

2. Systéme d’équation cartésienne et paramétrique d’une droite dans ’espace

(a) Droite de l’espace et représentation paramétrique.
Soit A un point de ’espace et U un vecteur de Pespace. La droite de repére (A, 0
et de vecteur directeur ) notée D(A, o) est définie par : D(A, 0) = {M/m =
Ainsi si A(zo, 0, 20) et U (a,b,c) alors M(z,y,z) € D(A, W) ssi o € R tel que A

T — Xg = Qa T = aa + xg

(droite passant par A
;o € R}

=«

il@ —

—
AM=ad < {y—yo=ab <= {y=ab+y, quiest 'équation paramétrique de D(A, )
zZ—2zp)=aQc z=ac+ zp

(b) Equation cartésienne d’une droite

L’équation cartésienne d’une droite se détermine en éliminant le paramétre entre les équations paramé-
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triques et nous obtenons alors a nouveau deux équations linéaires en X, y et z qui sont les équations
cartésienne se deux plan dont I'intersection est une droite.

(c) Droite déterminée par deux points distincts A et B

L’équation d’une droite comprenant deux points A et B se raméne & la recherche des équations d’une droite
connaissant un point (par exemple A) et un vecteur directeur (par exemple AB)
Ezemple 2.1 : Soit A(1,4,—3) et B(2,5,1); AB(1,1,4). L'équation paramétrique de D(A, AB) est

r=a+1
y=a+4
z=4a—3
=z—1+4 —y+3=0
Par la premiére équation,onaa =z —1 = y=7 == vy
z=4(x—-1)—-3 dr—2z—-7=0

Ce dernier systéme est une équation cartésienne de D(A, ﬁ)
3. Exercice

(a) (Détermination d’une représentation paramétrique d’un plan connaissant son équation car-
tésienne). Détermine une représentation paramétrique du plan (P) : 2z —y+32z+1=10
En posant x = v et z = X\ on obtient y = 2a¢ + 3\ 4 1.
rT=a
Donc une représentation paramétrique de (P) est : ¢y =14+2a+3X (o, A €R)
z=A
(b) (Détermination d’un vecteur directeur d’une droite de l’espace connaissant son équation car-
20 +3y—2+1=0

tésienne) Détermine le vecteur directeur de la droite (D) d’équation cartésienne
z+y+2-5=0

2 1

_>
Le systéme est composé des équations de deux plans de vecteurs normaux : 7|3 |etn |1
-1 1

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires donc les plans sont sécants suivant une droite (D).
On pose z = « et on exprime x et y en fonction de «.

2r4+3y=a—1 z=—4a+ 16
On obtient :{ z +y=—-a+5 — {y=3a-11
Z=uw Z=qw
—4
Ainsi un vecteur directeur de (D) est w3
1

Lecon 3 : POSITIONS RELATIVES DES DROITES ET PLANS DANS I’ESPACE
Activité d’apprentissage :
Soient (P1) le plan d’équation 2z + y + z = 1, (P2) le plan de représentation paramétrique
r=1+2a+ X\
y=2—a+A\ (a, A € R) et (D) la droite d’équation cartésienne {
z=—a— 5\

r4+2y—z—4=0
20 +y—32=0

1. Détermine un vecteur normal 723 de (P2) et 72] de (P;) et vérifie 8’ils sont colinéaires.

2. Résous le systéme de trois équations a trois inconnues formé par les équations de (D) et (P1).
3. Détermine une représentation paramétrique de (D).
4

. En remplagant les valeurs de la coordonnée d’un point de D dans 1’équation de (P;), on trouve une équation de
premier degré. Détermine cette équation et résous la.

1. Positions relatives de deux plans

%
Soit (P) et (P') deux plan ayant pour vecteurs normaux respectifs 7 et n’. Les plans (P) et (P’) sont :

— —
(a) paralléles ssi 77 et n’ sont colinéaires (n' = a7 o o € R).
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_>
(b) sécantes ssi 77 et n’ sont non colinéaires.

— -
(c) perpendiculaire ssi 7 et n/ sont orthogonaux (77.n" = 0).

Ezxercice d’application : Soit (P) et (P’) deux plans d’équations cartésiennes respective
(P) :2x+y+2:—6=0
(P :2c—2y—2+43=0

(a) i. Démontre que (P) et (P’) sont sécants et détermine une représentation paramétrique de la droite
d’intersection (d') des deux plans.

ii. Démontre que P L P

(b) Détermine une équation paramétrique et cartésienne du plan () passant par A(0,2,1) et paralléle a (P).

2 2
%
Solution : a.i) Les vecteurs normaux de (P) et (P') sont respectivement 77 [ 1 | et n’ [ —2 |. Peut on trouver
-1
9 a=1
- _ = 1 C ot . T/
aceRtelque w =an’? |1]| =a| 2] = Ca= —3 ce qui est impossible d’oit 7' et n’ ne sont pas
-1
oa=-2

colinéaires par conséquent les deux plans sont sécantes et définissent une droite (d') dans l’espace de systéme

) . 20 +y+22-6=0 N . . -
d’équation . Posons z = A. En le remplagant dans le systéme d’équations précédent on
20 =2y —2+4+3=0

1 3
T=—-A+ 2
. 20 4+y=6—2\ ) . ) 2 2
obtient : . En résolvant ce systéme en fonction de A on obtient : y=-A+3
20 — 2y = -3+ A
z=A
3
Ce dernier systéme est une représentation paramétrique de la droite (d’) passant par A % et de vecteur
0
1
. 2
directeur @ -1
1
2 2
ee\ —> _/> PR /
aidi) w.n' = (1 —2|=0douPLP
2 -1
x N x 1 0
b. Mly| € () <= Ea,ﬁeR/AM:a7+67 — y—2| = al|l-2|+8]|-2 —
z z—1 0 1
=«
y=—2a—28+2 . Ce dernier systéme est une représentation paramétrique de (7). La troisiéme équa-
z=p0+1

tion nous donne 8 = z — 1. En remplagant o par x et 8 par sa valeur dans la deuxiéme équation on obtient
y=-2x—2(z—1)4+ 2. Ainsi (7): 22 +y+22—-4=0

. Position relative de deux droites

Soient (D7) et (Ds) deux droites distinctes de vecteur directeurs respectifs ] et 3. (Dy) et (Ds) sont :
(a) Paralléles si et seulement Ui et u3 sont colinéaires.

(b) Sécantes si et seulement si 4] et u3 sont non colinéaires.

(¢) Perpendiculaires si et seulement u] L u3
Remarques 2.1

(a) Deux droites sont coplanaires si et seulement elles sont paralléles ou sécantes.
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(b) Si deux droites ont leur vecteur directeur non colinéaires alors ces deux droites sont non coplanaires ou
sécantes

(c) Pour démontrer que deux droites sont non coplanaires, il suffit de monter qu’elles ne sont ni sécantes ni
paralléles.

Exzemple 2.1 Soient (D), (D) et (D”) les droites de représentations paramétriques et cartésienne respectives :

r=3 z+y—2—-3=0 r=l

Zil—;_aa e {x—y+3z+3:o Zzl—l_j-zl'y e
(a) Démontre que les droites (D) et (D”) sont strictement paralléles.
(b) Démontre que les droites (D) et (D) sont sécantes en un point A dont on précisera les coordonnées.
(¢) 1. Démontre que les droites (D) et (D’) sont non coplanaires.

ii. Démontre que les droites (D) et (D’) sont orthogonales.

0 0

. . 1 . 1 v/
Solution : (a) Les droites (D) et (D”) ont pour vecteurs directeurs respectifs v’ | 1 | et u” | —2
-2 4

Ces vecteurs sont colinéaires (17 = —27) Donc (D) et (D”) sont paralléles. De plus (D) et (D”) n’ont
aucun point commun car tout point de (D) a pour abscisse 3 et tout point de (D”) a pour abscisse 1. Donc
les droites (D) et (D”) sont strictement paralléles

-1
%
(b) Un vecteur directeur de la droite (D") est w' | 2 |. En effet en posant z = X dans le systéme
1
T=—-A
d’équations cartésienne de (D’) et en exprimant = et y en fonction de A, on obtient : { yy =3 +2)\ (A € R).
z=A
0 ~1=0
Tt aa - s .
u’ et u” | —2 | sont non colinéaires car s’il 35 € R tel que u' = pu” alors ¢ 2 = —2)\  qui n’admet pas
4 1 =4\
de solution, donc (D’) et (D") sont sécantes ou non coplanaires.
-A=1
(D') et (D) ont un seul point en commun si et seulement si: ¢ 3+22=1—-2v (A, v €R).
A=—-1+44y

Ce systéme admet un seul couple solution (—1,0). Donc (D’) et (D) sont sécantes en A | 1

-1
N 0 - -1

(c) i. (D) et (D’) ont pour vecteurs directeurs respectifs v’ [ 1 | et w” [ 2 |. Ces deux vecteurs sont

-2 1
non colinéaires, donc (D) et (D’) sont sécantes ot non coplanaires.

3=-X
(D) et (D') ont un seul point en commun si et seulement si ¢ 1 +a=3+2\ (A, a €R).

—2a =)

Ce systénﬁ n’a pas de solution, donc (D) et (D’) sont non coplanaires
(c) ii.7.v/ = 0; donc (D) et (D') sont orthogonales.

3. Positions relatives d’une droite et d’un plan
Soit (D) une droite de vecteur directeur U et (P) un plan de vecteur normal .

(2) (D) || (P) <= @.7 =0
(b) (D est contenue dans (P) <= DNP £0et (D) | (P)
(c) (D) se coupe avec (P) si et seulement si DNP = {M}
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Remarque 3.1
e Si W et 7 sont colinéaires alors D et P sont orthogonaux

e Si W et 77 sont non colinéaires alors D et P sont sécants et non orthogonaux

Exemple 3.1
r=2-2X\

Soit (D) la droite de représentation paramétrique :< y = 2 (AeR)
z=2-=3A\

(a) Démontre que la droite (D) et le plan (P) d’équation cartésienne 2x + y + 2z — 4 = 0 sont sécantes en un
point A dont on précisera les coordonnées.

(b) Détermine une représentation paramétrique de la droite (A) passant par A et orthogonale a (P).

-2 2
Solution : a.) @ | 2 | est un vecteur directeur de (D) et 7 [ 1] est un vecteur normal de (P). On a
-3 2

W. 7 #0; done (D) et (P) sont sécants. En remplacant les valeurs de la coordonnée d’un point de (D) dans
1
léquation de (P), on obtient 2(2 —2X) + (2A\) +2(2—-3\) —4=0= A = 7 Donc (D) et (P) sont sécants en
1

1

bjg

7 est un vecteur directeur de (A) et A € (A); ainsi la droite (A) a pour représentation paramétrique

=142\

y=1+X\ (AeR)
1

= — 42X

z 2+

4. Projeté orthogonal

Définition 1 : M étant un point de l'espace et P un plan de ’espace, on appelle projeté orthogonal
de M sur P le point M’ d’intersection de P avec la droite passant par M et perpendiculaire a P

Définition 2 : M étant un point de l'espace et D une droite de ’espace, on appelle projeté orthogonal
de M sur D le point M’ d’intersection de D avec le plan passant par M et perpendiculaire a D

Ezemple : Soit A(2,—3,4), B(—3,1,2) et W (—1,2,3).
(D) est une droite de repére (A, @) et (P) est le plan perpendiculaire a (D) et passant par B.
(a) Donne une représentation paramétrique de (D).

(b) Détermine une équation cartésienne de (P).

(¢) i. Détermine les coordonnées du projeté orthogonal H du point A sur le plan P.
ii. Calcul la distance du point A au plan (P)

(d) Détermine les coordonnées du projeté orthogonal B’ de B sur (D) et en déduire d(B, D).

r=2-A
Solution :(a) La représentation paramétrique de (D) est  y = -3 +2\ (A €R).
z=4+ 3\

(b) P étant perpendiculaire & D le vecteur directeur de D est un vecteur normal de P. Ainsi : (P) : —x + 2y +
3z+d = 0. Comme P passe par B alors —(—3)+2(1)+3(2)+d=0= d = —11.D’ou (P) : —2+2y+32—11=0

(c).i H est le point d’intersection de P et D donc les coordonnées de H vérifient les équations de D et P.

1 3 11
Ona—(2—-A)+2(-3+2\)+34+3)\)-11=0= A= B Ainsi H(i,—2,?)
(c)ii. d(A,P) = AH = —

(d) B’ est le point d’intersection du plan (P) et de la droite (D) et d’aprés ce qui précede B’ = H. d(B,D) = BH
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MODULE 24 : (C-E) : GEOMETRIE DANS L’ESPACE CREDIT :

Chapitre 3 : Sphere

Lecon : Equation cartésienne d’une sphére et positions relative

d’une et d’un plan puis d’une sphére et d’une droite.
Nombre de periodes : 1

Compétences exigées :

Motivation :

Plusieurs objets de notre entourage ont la forme sphérique. La détermination des éléments
caractéristiques de ces objets, ainsi que leurs positions relatives avec des plans et des droites
restent trés préoccupante. A la fin de cette legon, nous aurons les ressources nécessaires pour
répondre a ces différentes préoccupations.

Pré — requis
— Distance :
Soit A(X,, Yp:Z,) €t (P) un plan d’équation ax+by+cz+d =0 ;
d(A,(P))z |ax, +by, +cz, +d|
vaZ+b*+c?
— Cercles (caractéristiques, position relative d’une droite et d’un du cercle)
— Rappel sur la projection orthogonale.

Situation de vie :

Dans la suite, [’espace euclidien () est muni d'un repére R(0,1,], k) orthonormé.

Activité d’apprentissage

Dans le laboratoire de votre établissement, votre camarade Abena a une pasteque de forme
sphérique, dans le repere du laboratoire et par une méthode appropriée il détermine les coordonnées
Q(a, b, c) du centre de la pastéque et son rayon r.
1. a. Soit M(x, y, z) un point de la surface de la pastéque. Vérifier que
x—a))+(y—-»b)>+(z—-c)?=r?
b. comment appelle —t — on ce type d’équation ?
2. Soit (P) un plan de I’espace, H est la projection orthogonale de Q sur le plan (P) et d est
la distance entre le point Q et le plan (P)
Faire une figure et donner la position relative de (S) et (P) dans chacun des cas suivants :
a) d>r
b) d=r
c) d<r
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Résumé

1. Equation de la sphére :

-

1) _Sphére définie par son centre et son rayon :

Soit (S) lasphére de centre Q (xq, Vq,Zq ) €t derayon R, '
M (x,y, z) un point de I’espace.

M(x,y,2) ES) ©OM =R © OM? =R? © (x —xq)?+ (y —yq)?+ (z — 2z, )?> = R?
En développant on obtient :  X* +y? +2° 2%, X—2Y, Y22, 2+ X5+ Y5 +25 —R*=0
a b c d
Que I’on peut réécrire : X° +y?+2* +ax+by+cz+d =0
Propriété :
Soit Q(a, b, ¢) un point de I’espace et 7 > 0, la sphere S, 1y a un équation cartésienne de
la forme : (x—a)’ +(x—b)’ +(x—c)* =r?
Exemple :
Déterminons 1’équation cartésienne de la sphére de centre (1(1, —2, 0) et passant par

A2,-1,1):
Calculons le rayon de la sphere : r=QA=,/(2-1) +(~1+2)’ +(1-0)’ =3
Pour tout point M (x, y, z)de la sphére, nous avons : QM =r
Ainsi, (x—l)2 +(y+2)2 +(z—0)2 =3 X +y*+2°-2x+4y+2=0

2) Sphere définie par un diametre :
Soit (S) lasphére de diamétre [AB]. A B
M(x,v,2) € (S) & AM.BM =0 '

Propriété :
Soient A et B deux points distincts dans ’espace (). La sphéere de diamétre [AB] a pour
ensemble de points M dans I’espace qui vérifie AM.BM = 0.

Exemple :
Soient A(1,—1,0) et B(2,0,1). Déterminer une équation de la sphére de diamétre [AB].

1. Position relative d’un plan et d’une sphére :

(S) estlasphéere de centre Qetderayon R et (P) unplande ‘
I’espace H est la projection orthogonale de ( sur le plan (P) et d w
est la distance entre le point Q et le plan (P).

— d(H,(P)) = QH > R g

P ‘H /

Dans ce cas le plan ne coupe pas la sphére
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d , = =
— d(H,(P)) = QH =R A

Dans ce cas le plan est tangent a la sphére en un T
point H N~

(5)n(P)={H] S —

— d(H,(P)) = QH < R Dans ce cas le plan
coupe la sphére suivant un cercle.

(S)n(P)=(T) "

Ou (T)est un cercle de centre H et de centre r tel que r*> = R* — d?

1. Position relative d’une droite et d’une sphere

(S) est la sphere de centre Qetderayon R et (A) une droite de ’espace H est la projection
orthogonale de Q sur la droite (A) et d est la distance entre le point Q et la droite (A).
— d(H,(A))=d>R

Dans ce cas la droite ne coupe pas la sphére

(S)n(8)=¢ ()

— d(H,(A))=d=R
Dans ce cas la droite est tangent a la sphére en un point H

(S)n(a)={H} =

— d(H,(A)) =d <R Dans ce cas la droite coupe la
sphere en deux points A et B

(S)n(4)=(AB)

(A)

Exercice d’application :

l. Soit (D) la droite passant par A(1,—1, 0) et vecteur directeur 1 (1, 2,3). Déterminer
une équation cartésienne de la sphere de centre C(1, 0, 3) tangente a la droite (D).
I. Soit (S) la sphére de centre Q(1,2,—1) et de rayon r = 3.
On considére le plan (P) d’équation x + 2y + 2z = 0.
1) Déterminer une équation cartésienne de (S).
2) Lasphere S coupe —t—elle le plan (P) ?
3) Nature et éléments caractéristiques de S N P.
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Il.
1. Dans I’espace muni d’un repere orthonormé, soit les points A(—2,0,1), B(1,2,—1) et
C(-2,2,2).
a) Montrer que les points A, B et définissent un plan.
b) Vérifier qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est: 2x —y +2z+ 2 = 0.
2. Soient P, et P, les plans d’équations x + y —3z+ 3 = 0 et x — 2y + 6z = 0. Montrer
que les plans P; et P, sont secants suivant une droite D dont une représentation
X=-2
parametrique est: {y=3t-1 ,teR
z=t
3. Démontrer que la droite D et le plan (ABC) sont secants et déterminer les coordonnées de
leurs points d’intersection.
4. Soit S la sphére de centre Q(1,—3,1) et rayon r = 3.
a) Etudier les positions relatives de la sphére S et de la droite D.
b) Démontrer que le plan (ABC) est tangent a la sphéere S
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MODULE 22 (C-E): ORGANISATION ET GESTION DES DONNEES
CHAPITRE 19: STATISTIQUES : REGROUPEMENT EN CLASSE
Lecon 1 : Généralité
Objectifs :

e Calculer la moyenne, déterminer la classe modale, le mode, la médiane d’une série
regroupée en classes

e Calculer I'écart moyen, la variance, I’écart-type d’une série regroupée en classes

e Interpréter dans des situations contextuelles la signification des différents
parameétres (de
position ou de dispersion)

Rappels
Population : C'est 'ensemble étudié.
Individu : C'est un élément de la population.
Effectif total : C'est le nombre total d’individus.
Caractere : C'est la propriété étudiée. On distingue les caracteres discrets qui ne peuvent
prendre qu’un nombre fini de valeurs et les caractéres continus dont on regroupe les valeurs
par intervalles (taille, durée d’écoute, ...).
Situation de vie :
On veut déterminer le nombre moyen de voiture qui traversent le payage d’Edéa chaque
jour. Pour cela pendant un mois, on choisit chaque jour un intervalle de temps pour compter

le nombre de voiture qui traverse ce payage. Comment pouvons-nous utiliser ces donner
pour résoudre ce probleme ?

Activité : Le temps passé devant la télévision par 50 éleves pendant une certaine journée.

Temps en mn 5 8 10 |15 18 |25 |30 38 |45 |50 |55 |59

Nombre d’éleves | 2 7 5 4 10 | 2 6 5 3 1 2 3

Compléter ce tableau par les fréquences, effectifs cumulés croissants et décroissants
Calculer la moyenne, I'écart type et la variance de cette série.
Compléter le tableau suivant

Intervalle de temps [a; b[ | [0; 15[ | [15;20[ | [20;40[ [40; 50] [50 ;60[

Nombres d’éleves (n)

C_a+b
)

A=b—a
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|3

Résumé
Soit [a; b[ une classe :

>
>
>

>

, a+b
On appelle centre de cette classe le réel C = —

On appelle amplitude de cette classe leréel A =b — a
On appelle densité de cette classe le réel d = % ou n est l'effectif de la classe et A

I’'amplitude de cette classe

La classe modale est la classe ayant la plus forte densité

Remarque : Lorsque les classes ont les méme amplitudes, alors la classe modale est la classe

ayant le plus grand effectif

>

On appelle effectif cumulé croissant le nombre d’individu dont I'effectif est inférieur
ou égal a cette modalité.

On appelle effectif cumulé décroissant le nombre d’individu dont I'effectif est
supérieur ou égal a cette modalité.

On appelle médiane d’une série statistique la modalité qui correspond a la moitié de
I'effectif total. La classe médiane est la classe qui contient la médiane.

La moyenne d’une série statistique est le réel x = %Z?zlnici ou n; l'effectif de la
classe de centre c;.

L’écart moyen d’une série statistique est le réel positif e,,, = % ron|x —c;|. Uécart
moyen permet de mesurer la dispersion d’une série.

La variance d’une série statistique est le réel positif V = %Z?:l n;(c; — %)?. la
formule de KOENIG V = % nonict— X permet de calculer facilement la variance.

L’écart type d’une série statistique est le réel positif ¢ = VV
Lintervalle ]x — a; x + o[ est appelé intervalle moyen. Le pourcentage
d’observations contenues dans cet intervalle donne une mesure de la concentration

des observations autour de la moyenne

Exercice d’application : le tableau suivant donne la répartition des notes de 50 éléves d’une
classe de Premiere C.

Notes 12,50 | [5,8[ | [8,10[ | [10,14[ | [14,18] | [18,20]
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Nombres d’éleves 5 14 17 9 3 2

1. Dresser le tableau des effectifs cumulés croissant et décroissant de cette série
2. Calculer la moyenne, I'écart moyen, la variance et I'écart type de cette série.
3. Détermine la classe modale et la classe médiane de cette série.

Lecon 2 : Représentation graphique

Objectifs :
e Construire et interpréter un histogramme

e Construire et interpréter la courbe des effectifs ou des fréquences cumulés.
e Déterminer la valeur exacte de la médiane par la méthode d’interpolation linéaire

Introduction : Pour un caractere continue, la série statistique peut étre représenter par un
histogramme, un polygone des effectifs cumulés ou des fréquences cumulés.

Situation de vie : Un surveillant vient d’étre affecté dans un établissement scolaire. Il veut
connaitre I'état disciplinaire des éléves de la classe de premiére C. Le seul papier qu’il trouve
dans le bureau de son prédécesseur est un papier comportant la figure ci-apres. Utilise ce
tableau pour reconstituer un tableau des absences de cette classe.

70 Classe: Premiére C

Nombre d'éléves

60

50

40

30

20

10

Nombre d’heures d'absence

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17

1.1 Histogramme
Activité : Complete le tableau de la série statistique de la lecon précédente :

Notes 12,50 | [5,8[ | [8,10[ | [10,14[ | [14,18[ | [18,20]
Nombres d’éleves 5 14 17 9 3 2
Amplitude
Densité
Hauteur = densite X 10
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Dans un repéere orthogonal, représente des rectangles juxtaposés dont en abscisse on a les
bases qui sont les classes et en ordonnées les hauteurs de classes.
Résumé :

» L’histogramme d’une série statistique est un ensemble de rectangles juxtaposées dont
les bases sont les amplitudes et les hauteurs sont proportionnelles aux densités des
classes.

» Le polygone des effectifs est une ligne brisée obtenue en joignant les milieux des
segments supérieurs de chaque rectangle de I’histogramme

2.2 Polygone des effectifs cumulés croissants et décroissant
Activité : On considére la série statistique de la lecon précédente :

Notes [2,5[ | [5,8[ | [8,10[ | [10,14[ | [14,18[ | [18,20[

Nombres d’éleves 5 14 17 9 3 2

1) Compléter le tableau suivant :
Notes (n;) 2(5|8|10|14 | 18 20

Effectifs cumulés croissant (ECC;)

Effectifs cumulés décroissant (ECD;)

2) Dansunrepére orthogonal, Placer les points A; (x;; ECC;) puis relier ces points par des
segments de droites

3) Dansunrepére orthogonal, Placer les points B;(x;; ECD;) puis relier ces points par des
segments de droites.

Résumé :

» Le polygone des effectifs cumulés croissants (resp décroissant) est une ligne brisée
joignant les points ayant pour abscisse la borne supérieure (resp la borne inferieure)
de la classe et pour ordonnée I'effectif cumulé de la classe.

» Al'aide du polygone des effectifs cumulés croissants ou décroissants, on détermine
la médiane d’une série statistique. En effet la médiane est I'abscisse du point de
I’effectif cumulé croissant ou décroissant dont 'ordonnée est la moitié de I'effectif

total (;) La valeur exacte de cette médiane se détermine par interpolation linéaire :

on utilise les points alignés de I'un des polygone de effectifs cumulés
A—Me XA—XB

A(xg; y0), M (Me;%) et B(xp; yg) et la relation 44—~ = puis on tire la

ya—5 YA—YB

médiane Me.
Remarque : On peut aussi remplacer les effectifs par les fréquences et on obtient le

, ; T N
polygone des fréquences cumulés. Pour calculer la médiane, on remplace S par 50 ou 0,5.

Exercice d’application :
Le tableau statistique suivant présente la distribution des retards (en minutes) des éleves
d’un établissement un lundi matin :
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Classes

[0; 4]

[4; 8]

[8; 12[

[12; 14

[14; 16]

[16; 20]

Effectifs

38

50

32

24

26

30

1. Déterminer la classe modale ainsi que le mode de cette série statistique

Construire I'histogramme de cette série statistique et le diagramme des effectifs.

3. Dans un autre repeére, construire le polygone des ECC et le polygone des ECD de cette
série statistique.

4. En déduire la valeur exacte de la médiane par interpolation linéaire

N
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MODULE 21 : RELATIONS ET OPERATIONS FONDAMENTALES DANS
L’ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

CHAPITRE : SUITES NUMERIQUES

MOTIVATION :

Dans la vie il nous est souvent arrivé de travaillé sur des notions de logique, avec en exemple des
termes qui se répéetent ou qui évoluent selon un chronogramme précis. Nous avons méme dans nos
champs, plantations, nos parents qui en mettant les cultures au sol respectent un écart précis ! On
appelle ces cas de figure des suites dans ce chapitre nous amorceront leur étude !

LECON I : GENERALITES SUR LES SUITES NUMERIQUES
Durée : 3h

Compétences Exigées :

» Reconnaitre une suite numérique et calculer ses termes
» Représenter les termes d’une suite numérique dans un repére
» Etudier les limites, la monotonie et la convergence d’une suite numérique.

Prérequis :
On considére les fonctions suivantes définit sur R par : f(x) = i’;;; etg(x) = —x2 +2

1- Donner les valeurs de f et g pour x =0 ; 1; 3.

2- Représenter graphiquement f et g puis placer les images par f et par g des nombres
précédents

3- Quel est la limite de f et g lorsque x tend vers 1’infini ?

Activité D apprentissage

Considérons I’ensemble suivant : A = {0; 2; 4; 6; 8; 10}

1- Cet ensemble compte combien de termes ? peut-on attribuer une positions precise a chacun de
ces termes ?
Remplir le tableau suivant :

Rang

Terme 0 2 4 6 8 10

En déduire qu’en fonction du rang on peut donner tous les éléments de I’ensemble A.

2- Notons n le rang, et U,, un élément de A au rang n. Compléter le tableau suivant :

Termes Uy U, Us U, Us Ug

Valeurs

3- Exprimer :
» Le terme de rang n + 1 en fonction du terme de rang n ;
» Leterme U, en fonction de .

» Sur la droite réelle, placer Uy ; U, ; U, ; Us ; Uy ; Us.
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» Enposant Uy, = f(Uy) ; {yx=_f (Sx) ; représenter les termes images
- n

Uy ; U, ; Us; Uy Us dans un repere orthonormé.

5- En considérant que n peut aller a I’infini , calculer lirP U, .(on dira que U, diverge ).
n—-+oo

Ce résultat se verifie-t-il sur le graphe de la courbe précédente ?

RESUME

>

Une suite numérique est un ensemble de nombres appelés termes qui se suivent et
appartiennent a une méme famille noté (U,,),en. Généralement, elles sont entierement défini
de deux facons :

.. 6n—3
» Une formule explicite : en exemple U,, = n—z
n
. , U =U,—-U
> Une relation de récurrence : en exemple { nt2 T P Tl
UO =1 ) U1 =2

Remarque : on peut passer d’une définition a une autre ; méme si cela n’est pas toujours
évident.

De par sa définition, une suite numérique peut étre considéré comme une fonction. sur ce
point, elle admet :

» Une limite en I’infini. On dira qu’une suite est convergente si sa limite en 1’infini
donne un réel et est divergente sinon.

NB : une représentation graphique permet également de déterminer cette limite ;
principalement pour le cas de suites définit par une relation de récurrence.

Remarque : pour une relation de récurrence, en posant U, ., = f(U,), on remarque
que pour chaque image trouvé sur I’axe des ordonnés , il suffit de la ramené sur 1’axe
des abscisses grace a la droite d’équation y = x pour qu’elle deviennent un objet pour
I’image suivante par f.

» Une monotonie, c’est-a-dire que U,, peux étre : croissante (U,,, = U,) ; décroissante
(Up4+1 < Uy,) ou constante (U4, = Uy,). Ceci entraine le fait qu’une suite peut etre
borné ¢’est-a-dire minoré (il existe m € R tel que m < U,, ) et majoré
(il existe M € R tel que U,, < M) a la fois.

NB : des critéres de convergence découlent des données précédentes. Une suite sera
dite convergente si elle est a la fois : croissante et majoré ou décroissante et minoré.

EXEMPLE :

On considére les suites U, V, W et T définit sur N par :

Upysq = 2U, — 3 =T Wo=2n—-1

{ U0=1 _37’l—1 { T1=3

Thy1 =31, —6

Exprimer W,,, 1 en fonction de W,

Le plan est muni d’un repere orthonormé (0, 1, ]). Représenter graphiquement les cing
premiers termes de la suite (U,,) puis conclure sur sa monotonie et sa convergence.

Dans un plan muni d’un repére orthonormé (0, 1,]) , représenté graphiquement les 6 premiers
termes de la suite V.

Dire a partir des criteres de convergence si 1}, converge.

Montrer que T,, est une suite constante de terme.
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LECON 2 : ETUDE DE SUITES PARTICULIERES :

Suites Arithmétiques et Suites Géométriques.

Nombre d’heures : 3h

Compétences Exigées :

> Reconnaitre et calculer des termes quelconques de suites arithmétiques ou géométriques.
» Sommer des termes consecutifs d’une suite arithmétique ou géométrique.

Prérequis :
Effectuer les opérations suivantes sans calculatrice :
3-34+3-34-+(-1)"x3= i3x2—-3%x2243x23-3x2%=

Situation probléme :

Pour aider ses fils Mathis et Gabriel a étre mieux organisé ; leur pére leurs donne leurs argent de poche
par moi en faisant cette promesse a chacun d’eux :

» A Gabriel I’ainé qui a 10 ans, il donne 2000fr et augmente ce montant de 20% chaque année.
> A Mathis le cadet, il donne 2000fr et augmente ce montant de 500fr chaque anné.

Gabriel se sentant rabaissé, il s’ insurge contre son pere. Ce dernier le rassure qu’a ses 18 ans il
aura compris !

Expliquez la pensé du pere.

Activité d’apprentissage

On considére les ensembles

A={1;3;5;7;9;11;13;15; 17} — == — —

1111 1 1 1 1
5= }

» A et B sont-ils des ensembles définissant des suites de termes ?

» En considérant les éléments de A et B écrit dans 1’ordre des éléments d’une suite, exprimer par
une formule explicite les termes U,, et V,, de A et B respectivement.

» Exprimer en fonction de U,et de V;, respectivement, les termes U,,,4 €t V41

» Sommer les termes de A et de B respectivement.

RESUME

> Une suite de terme général (U,) ey Sera dite arithmétique si elle peut se mettre sous la forme
U, = a + nr ousous la forme U, ,; = U, + r ou a représente le premier terme (U,) et r la
raison de la suite.
REMARQUE : on peut également partir d’un rang quelconque p et avoir
Up=Up,+ (n—p)r.
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La somme S,, des termes consécutifs allant de U,, a U,, ;p < n est donnée par :
_(n—p+1)(U, +Uy)
n 2
Oun —p + 1 représente le nombre de terme allant de U, a U,, , Uy, le premier terme , U, le
dernier terme de la somme.

» Une suite de terme général (},),ey est dite géométrique si elle peut se mettre sous la
formeV,, = aq™ ou sous la forme V,,,; = qV;, ou a représente le premier terme V; et q la
raison. REMARQUE :

- q#l;q#—-1letq#0
- on peut également avoir, a partir d’un rang quelconque p , V, = 1,q™?.

De la définition V;, = aq™ nous avons la propriété de convergence suivante :

P) V, converge si —1 < q < 1 et diverge sinon elle diverge

La somme S,, de ses termes consécutifs allant de ’ordre p a I’ordre n ; p < n ; est donné par :

(1-4"")
Sn:%ﬁ
EXEMPLE
On considére Ia suite (Up) ey définit par | Yoo
considere la suite (Un)ney O€TINILPRT ) — 5y 30

Exprimer U,, en fonction de n
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MODULE 23 (C-E) : CONFIGURATIONS ET
TRANSFORMATIONS ELEMENTAIRES DU PLAN

Intérét :
Plusieurs objets dans la nature ont la forme d’un arc de cercle. Ce chapitre vise :

> Le repérage d’objets ayant la forme d’un arc de cercle, de les caractériser, de les concevoir...

» Ladétermination de la position d’un navire par les marins en navigation cotiere.
Motivation :

> Description des formes planes sur un décor.
» Detection de la répétition d’un motif sur un tissus, un objet d’art.

> Repérage d’un lieu géométrique au niveau d’un rond-point.

Prérequis :

» Angles inscrits, angles au centre, angles associés.

» Angles formés par une corde d’un cercle et une tangente.

Objectifs :
» Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels que MesAMB = x.
» Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA4; Wf) =x + 2km, k € Z.

» Déterminer ’ensemble des points M du plan tels que Mes( MZ; W) =x+kn, k €Z.

1 ENSEMBLE DES POINTS M TELS QUE Mes AMB = x

1.1 Situation probléme
Un objet d’art a été reconnu comme pole d’attraction dans une ville. Pour protéger cet objet d’art des
voitures circulant aux alentours, on veut concevoir un carrefour a sens giratoire (semblable a un rond-point)

ayant la forme d’un arc de cercle d’extrémités A et B distants de 30m tels que tout point M dudit carrefour
vérifie la condition donnée par I’ingénieur de conception : M es( MA; MB ) = 60°. Faire une maquette dudit

carrefour.

1.2 Activité d’apprentissage
Soient A et B deux points du plan tels que AB = 4cm, I le milieu du segment [AB]. On prendra a = 40°.
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1) Placer un point T tel que Mes TAB = «

2) Soit 0 le point d’intersection de la médiatrice du segment [AB] et de la perpendiculaire a la droite
(AT) en A, (C) le cercle de centre O passant par A; M un point de (C) distinct de A et de B tel que
AMB soit aigu.

a) Faire une figure.
b) Exprimer Mes AOB et Mes AMB en fonction de a.
¢) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que Mes AMB = «

3) On suppose que AMB est obtus. Exprimer Mes AMB en fonction de a.

Solution
1 et 2a) Faisons une figure.
b). Exprimons Mes AOB et Mes AMB en fonction de a

Mes TAB = a et Mes TAO = 90°. Donc Mes BAO = 90° — a. Ainsi,
Mes AOI = a et Mes AOB = 2a. Puisque AMB est inscrit aigu et est

associé a 1’angle au centre AOB, alors Mes AMB = «.

c). Déterminons I’ensemble des points M du plan tels que
Mes AMB = «a

L’ensemble des points M du plan tels que Mes AMB = « est la réunion du grand arc de cercle (C)

d’extrémités A et B, privé des points A et B; et du symétrique de cet arc par rapport a la droite (AB).
(on dit parfois que le segment [AB] est vu depuis I’arc sous I’angle . )
3). Si AMB est obtus, alors Mes AMB = 180° — «

1.3 Propriété
Soient A et B deux points distincts du plan, a un angle aigu, O le point de la médiatrice de [AB] tel que
Mes AOB = 2« et (C) le cercle de centre O et de rayon OA. L’ensemble des points M du plan tels que
Mes AMB = « est I’un des deux arcs, privés des points A et B, défiins sur (C) par la corde [AB] et du

symétrique de cet arc par rapport a (AB).

1.4 Définition
Soient A et B deux points distincts du plan et a un angle aigu. On appelle arc capable d’extrémités A et B

et d’angle a 1’un des arcs de cercle sur lesquels tout point M distinct de A et de B vérifie Mes AMB = a.

1.5 Exercice d’application
Soient A et B deux points du plan tels que AB = 6¢cm. Déterminer et construire I’ensemble des points M du

plan tels que Mes AMB = 80°.
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1.6 Retour a la situation probleme

Echelle : 5m sera représenté par 1cm. Si Mes( MA; MB ) = 60°, alors le carrefour a sens giratoire est un

arc capable d’extrémités A et B et d’angle 60° ( en rouge)

/

2 ENSEMBLE DES POINTS M TELS QUE Mes( MA; MB ) = x + km, k € Z.

2.1 Activité d’apprentissage 1

Soient A et B deux points distincts du plan.

1) Soit M un point du plan tels que Mes( M4; MB ) = 0.
a) Comment sont les vecteurs MA et MB ?

b) Ou se trouve le point M?
c) On suppose que M est sur ladite position. Que vaut Mes( MA; MB ) = 0 ?
d) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que M es( MA; MB ) =0.

2) Déterminer et construire I’ensemble des points M du plan tels que M es( MA; MB ) =T.

Solution
1) Soit M un point du plan tels que Mes( MZAW) = 0.
a) SiMes(MA; MB ) = 0, alors les vecteurs M4 et MB sont colinéaires de méme sens.
b) Le point M est donc sur la droite (AB) privée du segment [AB].
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c) Sile M est donc sur la droite (AB) privée du segment [AB], alors Mes( MA; MB ) = 0.

d) Déterminons et construisons I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = 0.

L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = 0 est la droite (AB) privée du segment [AB].

2) Déterminons et construisons I’ensemble des points M du plan tels que M es( MA; MB ) = 1.

L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = m est le segment [AB] privé des points 4 et B,

car les vecteurs MA et MB sont colinéaires de sens contraires.

2.2 Propriété 1

Soient A et B deux points distincts du plan.

» L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA ; MB ) = 0 est la droite (AB) privée du segment
[AB].

> L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) =  est le segment [AB] privé des points
AetB.

> L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = 0 + kn, k € Z est la droite (AB)

privée des points A et B.

2.3 Activité d’apprentissage 2

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 4cm, I le milieu du segment [AB]. a € ]Og]

1) Placer un point T tel que Mes( AT ; AB ) =
2) Soit 0 le point d’intersection de la médiatrice du segment [AB] et de la perpendiculaire a la droite

(AT) en A, (C) le cercle de centre O passant par A; M un point de AB, distinct de A et B.
a) Exprimer Mes( 04 ; OB ) en fonction de a.

b) Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA ; MB ) =a
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3) Faire de méme lorsque : a) a € [—g; 0[ b) a € E;n[,c) a € ]—n; —g]

2.4 Propriété 2
Soient A et B deux points distincts du plan,
a € |—m; [ — {0}, O le point de la médiatrice de [AB]
tel que Mes( 04 ; 0B ) = 2a et (C) le cercle de centre

0 et de rayon 0A.

> Sia € [—g; 0[ U ]0; g], alors I’ensemble des

points M du plan tels que

Mes(m;m-?)) =a + 2km, k € Z est I’arc

AB privé des points A et B.

> Siae ]—rr; —g] U En[ alors I’ensemble des points M du plan tels que

Mes( MA;MB ) = a + 2km, k € Z est le petit arc de (C), d’extrémités A et B privé de A et de B.

> L’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA; MB ) = a + km, k € Z est le cercle (C), privé
de A etde B.

Exemple: Soient A et B deux points
du plan tels que AB = 3cm.

Construire I’ensemble des points M

T

du plan tels que Mes( MA; MB ) = =.

Exercice

Soient A et B deux points du plan tels que AB = 4cm.

AN

1) Construire sur des figures différentes les arcs capables d’extrémités A et B et d’angle a dans chacun

des cas suivants : @ = 60°; a = 150°

2) Construire sur des figures différentes I’ensemble des points M du plan tels que Mes( MA ; MB ) = a

. 2 5
danschacundescassuwants:a=%;a=—§+2kn;a:§+2kn;a:—f;a=%+kn;
2 5 5 7
a=—§+kn;a=§+kn;a=—?ﬂ+kn; azf;a:—7”+kn;a=3n;a=6n+kn,kEZ
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MODULE 22
ORGANISATION ET GESTION DES DONNEES

CHAPITRE 3
INTRODUCTION A LA THEORIE DES GRAPHES

Objectifs

> Présenter un graphe et donner son ordre;
> Reconnaitre les sommets adjacents et isolés, déterminer le degré d'un sommet;
> Reconnaitre un graphe simple, orienté et complet.

MOTIVATION

La planification des routes dans les grandes métropoles est d’'une importance capitale
car celle-ci peut selon qu’elle est faite, empécher le probléme d’embouteillages. Des
outils mathématiques peuvent nous aider dans cette difficulté.

Situation probleme

Il y a de cela quelques jours on a assisté dans la ville de douala au Cameroun, aux
embouteillages sortant de I'ordinaire dans le cas particulier de la pénétrante ouest de
la cité capitale économique d{ aux constructions qui s'effectuent de ce cotéla. Dans
I'optique de résoudre ce probléme, il vous est demandé de proposer sur dessin toutes
les différentes voies de contournement permettant de relier le carrefour Yassa du
carrefour Ndokoti tout en précisant la voie la plus courte, la moins courte et le
nombres total de carrefours y figurant.

Prérequis

v' Utilisation de la notion d’échelle de réduction ;
v’ Représenter un itinéraire sur dessin.

Activité d'apprentissage

Considérons le dessin ci-dessous ;
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WNR

° / Arxrétes

adjacents

sommets

. Combien de sommets compte ce dessin ?

Combien d'arétes adjacents ou incidents compte ce dessin ?
Y a —t'il plusieurs arétes reliant deux mémes sommets ?
Est-il possible sur ce dessin de rejoindre tous les autres sommets a partir de
n‘importe quel sommet ?
Est-ce que chaque sommet de ce dessin est relié directement a tous les autres
sommets ?
Combien d’arétes adjacents passe par le sommet M ?
Combien d'arétes adjacents compte le dessin ? déterminez également la
somme des degrés des différents sommets et établissez la relation entre le
nombre d'arétes adjacents et cette somme ?
Quel nombre d’arétes maximal passe par un sommet ?

Solution

. Ce dessin compte 9 sommets ; donc l'ordre de ce dessin est 9.
. Ce dessin compte 11 arétes adjacents ou incidents.
. Oui, les sommets R et C sont relies par 02 arétes différents. Ceci donne a

notre dessin d’étre appelé multigraphes qui est différents de graphe
simple.

. Il est possible de rejoindre tous les autres sommets a partir de n‘importe quel

sommet. Donc le graphe est dit connexe.

. Chaque sommet de ce graphe ne permet pas de relier directement tous les

autres sommets. Donc ce graphe n’est pas complet.

. Exactement 03 arétes passent par le sommet M donc le degré du sommet M

est 03.

. Le dessin compte 11 arétes. Et d(R)= d(T)= d(M)= d(C)= 3
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d(D)= d(S)= d(E) =d(N)= d(Y)= 2 d’ou somme des degrés = 22.
D’ou la relation, somme des degrés = 2 fois nombre d’arétes
adjacents.

8. Le nombre d’arétes maximal passant par un sommet est 03, et 03 représente
donc le degré du graphe.

Note :

1. Cette activité répond d’'une maniére ou d’une autre a la situation
probleme. Il suffit de considérer Y=yassa, R=carrefour Rail, C= chateau,
T=total Logbaba, N=Ndokoti, D=Dakar, S=Saint Nicolas, M=marche
Ndogpassi, E=EIf village.

2. Dans la suite de ce cours on utilisera graphe a la place de dessin.
Résumé

1. Définitions

> Un Graphe (non orienté) G est constitué d'un ensemble S={s,, s,, ... s,,}
de points appelés Sommets et d'un ensemble A= {a,, a,, ...a;} d'arétes
tels qu'a chaque aréte a; sont associes deux éléments de S, appelés ses
extrémités.

> Un sommet du graphe est point du graphe. Le hombre de sommets est
I'ordre du graphe.

> Une aréte du graphe est une ligne reliant deux sommets. Une boucle
est une ligne reliant un sommet a lui-méme.

> Un sommet est isole lorsque aucune aréte de ce graphe ne le relie aux
autres sommets.

> Un graphe simple est un graphe sans boucle tel que, entre deux
sommets, il y ait au plus une aréte. Deux sommets reliés par une aréte
sont adjacentes.

> Un graphe orienté est un graphe dont les arétes sont orientées. Une
aréte orientée va d’'un sommet vers un autre sommet, elle est représentée
par une fleche.

> Le degré d’'un sommet est égal au nombre d’arétes dont ce sommet est
une extrémité. le degré d'un graphe est donné par le degré du sommet a
valeur maximale.

> Un graphe est connexe s'il est possible, a partir de n‘importe quel
sommet de rejoindre tous les autres sommets en suivant les arétes. Un
graphe non connexe se décompose en composantes connexes.
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> Un graphe complet est un graphe simple dont tous les sommets sont
adjacents les uns avec les autres.
2. Théoréme.

La somme des degrés de tous les sommets d'un graphe est égal au
double du nombre total d’'arétes.

Exercices d'applications

1. Un tournoi d'échecs oppose 6 personnes. Chaque joueur doit affronter tous les
autres.

Construisez un graphe représentant toutes les parties possibles. Quel type de graphe
obtenez-vous ?

Si chaque joueur ne joue qu’un match par jour, combien de jours faudra-t-il pour
terminer le tournoi ?

Aidez-vous du graphe pour proposer un calendrier des matches.
Solution

On obtient un graphe
complet. Il est complet
parce qu'il est un
graphe simple dont
tous les sommets sont
adjacents les uns avec
les autres.

Il faudra 5 jours de tournoi.
Voici un calendrier

Jour 1 Jour 2 Jour 3 Jour 4 Jour 5
1-2 2-3 1-3 2-4 1-4
3-4 4-5 4-6 1-5 2-6
5-6 1-6 2-5 3-6 3-5

2. Identifier des schémas suivants, deux sommets adjacents, une boucle et un

sommet isolé.
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(2 ()
X o
G1 G2

Solution

)

a. Lessommets 1 et4; 2et5; 4et5 .. .sont adjacents
b. Le sommet c présente une boucle.
c. Le sommet p est isolé.

Remarque : le graphe G1 est simple (car il est sans boucle et, entre deux
sommets, il y ait au plus une aréte) et connexe (car il est possible, a partir de
n‘importe quel sommet de rejoindre tous les autres sommets en suivant les
arétes).
3. utilisez le graphe suivant pour justifier que la somme des degrés de tous les
sommets est égale au double du nombre total d'arétes.

SOLUTION

Degré de F = 3 ; Degré de E = 3; Degré de A =4 ; Degré de B = 3 ;
Degré de G = 3. D'ou la somme des degrés = 16
Le nombre total d'arétes est bel et bien égal a : 8

Ainsi, nous observons trés bien que la somme des degrés de tous les
sommets est égale au double du nombre total d’arétes.
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