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Avant-propos

Ce document vient pour combler une des lacunes que connait les filiéres scientifiques en ma-
tiére de rareté des ouvrages présentant de fagon simple, progressive et rigoureuse, les savoirs
fondamentaux en mathématiques. Je I’ai concu et rédigé volontairement dans le but d’aider les
éléves en classe de terminale scientifique & mieux préparer les différents examens et concours
qu’ils peuvent avoir au cours de 'année académique.

Apres trois (03) ans de dur et tenace travail, j’ai pu réunir ici dans cet ouvrage tout le nécessaire
du programme de mathématiques de terminale C' & savoir :

e Les cours détaillés de tous les chapitres du programme suivi des exercices et problémes
réalistes de niveau de I'examen du BAC avec leurs corrections détaillées ;

e La proposition de quinze (15) épreuves type BAC avec leurs corrections détaillées;

e Retranscriptions de toutes les épreuves du BAC du Togo de 2000 a 2022 avec leurs correc-
tions détaillées.

L’objectif de cet ouvrage est double : assurer d’une part les bases qui permettront aux éléves
de profiter au mieux de ’enseignement qu’ils vont suivre tout en leur habituant a la rigueur
mathématique et d’autre part permettre aux éléves de préparer et réussir brillamment les
épreuves de mathématiques des différents examens qu’ils passeront. Cependant, le livre ne se
substitue pas au cours oral d’un professeur, mais j'espére qu’il constituera pour les éléves un
outil de travail de référence.

Quelques conseils

e Les exercices et problémes sont proposés dans cet ouvrages pour que I’éléve puisse maitriser
au mieux tout le programme et les corrections détaillées ont pour objectif de permettre a
I’éléve de se repérer et de s’imprégner de la rigueur mathématique. Il ne s’agit en aucun
cas d’apprendre par cceur les corrections mais plutdt de chercher & connaitre les astuces et
techniques qui ont permis d’aboutir a la réponse.

e L’examen du BAC (surtout dans les épreuves de mathématiques) se prépare depuis le début
de I’année et non dans les derniers mois ou derniéres semaines avant le début de 'examen. Il est
important de connaitre sa grille d’évolution car pour réussir aux épreuves de mathématiques,
une seule magie : s’entrainer rigoureusement et intelligemment avec les exercices et problémes.
e Tout éléve doit se dire qu’il est capable de répondre & toutes les questions posées figurant
sur les épreuves car si la question est posée par I’examinateur cela veut dire qu’elle du niveau
de I’éléve. Cependant, il est catégoriquement déconseiller de chercher a "flouer" le correcteur
avec un raisonnement ambigu. C’est pourquoi, il faut toujours détailler toutes les étapes ayant
permis & aboutir a la solution.
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Chapitre 1 Les nombres complexes

CHAPITRE 1

LES NOMBRES COMPLEXES

I. Introduction aux nombres complexes

1. Ensembles des nombres complexes

Définition 1

— On appelle nombre complexe, tout nombre qui s’écrit de la forme de z = x4+ 4y tel que z et y € R et i2 = —1.
— L’ensemble des nombres complexes est noté C

— Dans l’écriture précédente d’'un nombre complexe, x est appelé partie réelle de z et noté Re(z) et y, partie
imaginaire et noté Im(z).

Remarque et vocabulaire

— Tout nombre réel est un nombre complexe mais l'inverse est faux car ¢ est un nombre complexe mais pas un
nombre réel. R est alors inclus dans C (R C C )

— Tout complexe dont la partie imaginaire est nul est un réel et tout complexe dont la partie réelle est nulle
est appelé imaginaire pure

2. Opérations dans C

On définit 'addition et la multiplication des nombres complexes de la facon suivante :

1. Somme : Pour tous réels x, o', y et v/, (z +iy) + (2 + i) = (x +2') +i(y + V).
2. Produit : Pour tous réels z, 2/, y et ¢/, (z +iy) (2’ + iy/) = (za’ — yy') + i(zy’ + y2')

3. Inverse : Soit z un nombre complexe non nul. Il existe un nombre complexe 2’ tel que z x 2/ = 1. 2/ est

' d (N
mverse de z ou encore z = — .
z

1 7 Y
De plus, si on pose z = x + 4y ol x et y sont deux réels, alors 2/ = — = —1 .
p p Y Yy P 1.2 g y2 .%'2 + y2

Par conséquent on a :

1. Pour tous complexes z et 2/, (z + 2)2 = 22 + 222/ + 22 et (2 — 2/)% = 2% — 222 + 22

2. Pour tous complexes z et 2/, (z — 2)(z + 2/) = 22 — 22, (2 + 2)3 = 23 + 3222 + 3222 + 2/3.
n

n
3. Plus généralement, pour z et 2/ € C, (z+2/)" = 3. Ckzn=k/k ot (2 — 2/)0 = 3 (—1)FCkzn—F 2k
k=0 k=0

NB : Le calcul dans C est comme dans R a condition de remplacer i par —1

Exemple
. L . 3 . . 4d4i 5 3
(B+2))(1—-7i)+i=17—-18i; (3+14)° +3(3+3i)(—2+1) = -9+ 174; T+i~-32 3
i
3. Quelques propriétés

Théoréme 1

1. Soient x et y deux réels. z = x + 1y = 0 si et seulement si x =y = 0.

2. Soient z, 7', y et 3/ quatre réels. x + iy = 2’ + 13/ si et seulement si x = 2’ et y = ¢/
3. Dans C, un produit de facteurs est nul si et seulement si un de ses facteurs est nul.

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. Yves 2



Chapitre 1 Les nombres complexes

Démonstration :

1. Soient z et y deux réels tels que x+iy = 0. Supposons que y # 0, on peut alors écrire ¢ = —% et en particulier,
i est un réel. ce qui n’est pas vrai. On en déduit que y = 0 puis que z = 0.

2.x+iy=2"+iy = (zr—2')+ (y — )i =0 et d’aprés le 1. on déduit que z =2’ et y =y .

4. Conjugué d’un nombre complexe

Définition 2 : Soit le nombre complexe z = x + iy. On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z défini
par Zz = x — iy

Théoréme 2 : Pour tout nombre complexe z on a :

1. Si z est un réel alors zZ = z et si z est imaginaire pur, z = —z. -
2. 2+ zZ=2Re(z) et z— z = 2iIm(z). Alors : Re(z) = Zrz et Im(z) = z2—z
3. z==z. = AL 4 '
2. Pourzet 2 €C,(z+7)=Z2+7 et zx 2 =zZx 2

3. Pour z € Cet 2’ € C* et pour n € Non a (;) zget (zM) = (Z)"

Commentaires :On peut résumer le théoréme précédent en disant que « le conjugué marche bien avec toutes

<2+>"’+3> _ <<2—z’><z>2—3¢>

les opérations ». Par exemple ( G+4—5) Grat5)

Exercice 1

Résoudre dans C les équations suivantes :

1. (44+4)z+3—-4i=0; 2. [(4-3i)z—5][(1+i)z+1—1i] =0;
3. 83=20)z2—14+3i=0 4. (1-9)z+B3—-1)z2=1+ 2i;
Solution
Résolution dans C des équations :
-3+ 4 8 19
1. Soit C tel 4+1 3—4i=0sz= S z=——4 —1
oit z € C tel que (4+1i)z + i z ypnE ) z 17+17z

2. Soit z € C tel que [(4 —3i)z —=5][(1+i)z2+1—i]=0< ((4—3i)z—5)=0o0u(l+i)z+1—-i=0
D’ou 'ensemble des solutions de I’équation proposée est : {4/5 + 3i/5,i}
1—-3: 9 7
3. Soit z € C tel que (3 —2i)2—1+43i =0 alors z = 3 2Z, :>zzﬁ+ﬁi
—=21
4. soit z =x+iy tel que (1—i)z+(3—i)z2 =142i < (1—10)(z+iy)+ (3—1)(z —iy) = 14 2i. En développant et
factorisant on trouve : 4x — 2i(x +y) = 1+ 2i. En identifiant la partie réelle et imaginaire des deux membres

onaalors:4x:1etx+y:—1:>:r:1ety:—1.
5

D’ou 'ensemble des solutions de 1’équation proposée est : { — z}

4 4

1+2)z—1
Pour tout nombre complexe z , on pose f(z) = %

B+1i)z—1
1. Déterminer le domaine de définition de la fonction f.
2. Résoudre dans C l'équation f(z) = 0.

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. Yves 3



Chapitre 1 Les nombres complexes

Solution
1. Soit z € C. f(z) existe si et seul tsi(B3+i)z—1#0<= z# ! D’ou Dy =C\ 5 17;
. 1 . 1 1 ment S1 z — P —— = — — .
o1 2z Z) ex1ste 81 et seuleme S 1 344 f 10 10
1 2
2. SoitzE(C.f(z):0<:>(1—|—2i)z—1<:>z:g—gi.

5. Représentation géométrique d’un nombre complexe
On munit le plan d’un repére orthonormée (0, @, ¥/).

— A tout point du plan M de coordonnées (z,y), on peut associer le nombre complexe Zy; = x + iy. Le nombre
complexe Z); s’appelle ’affixe du point M.

— Inversement, & tout nombre complexe z = x + iy avec (z,y) € R?, on peut associer le point M de coordonnées
(z,y). M s’appelle I'image ponctuelle du nombre complexe z.

— A tout vecteur w de coordonnées (z,%) , on peut associer le nombre complexe zg =%+ 1. On dit alors que
z; est Daflixe du vecteur w.

— Inversement, & tout nombre complexe z = x+iy avec (x,y) € R?, on peut associer le vecteur w de coordonnées

T,Yy). w s’appelle ima € vectorielle du nombre complexe z.
g
ZA+ 2B

— Soient A et B deux points du plan. Le milieu I du segment [AB] a pour affixe Z; = 5

— Soient A et B deux points du plan. Le vecteur AB a pour affixe z——= = zp — z4.

AB

Soient deux (02) points My, My d’affixes respectives suivantes dans le plan complexe : 21 =4 — 7 et 29 = —3 — 21
Le vecteur My M> a pour affixe Z = zpp, —2pr, = =7 — 4

Exercice 3

1. Pour tout nombre complexe z, on pose Z = (2 4 i)z + 1 — i. Déterminer et construire ’ensemble E des
points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur.

2. Pour tout nombre complexe z, on pose Z = (1 — i)z + 3 + ¢. Déterminer et représenter I’ensemble des
points M du plan d’affixe z tels que Z soit réel.

Solution

1. Soit z € C. Posons z =x +iyavecz et y e R. Z = 2+i)(z+iy)+1—i=Z=20—y+14+i2y+x—1).
Z est imaginaire pur < Re(Z) =0=2r—-y+1=0
D’ou I'ensemble E des points M d’affixe z tels que Z soit imaginaire pur est la droite 2z —y + 1 = 0.

2. Soient x et y deux réels. Soit M le point du plan de coordonnées (x,y) puis soit z = = + iy son affixe.
Alors Z=(1-d)(z+iy)+3+ieZ=x+y+1+ily—z+1).
Zestunréel & Im(Z)=0=y—x+1=0
L’ensemble cherché est donc la droite d’équation y = = — 1.

6. Le Module d’un nombre complexe

Définition 3
Pour tout nombre complexe z = x + iy, (z,y) € R?, le module de z est le nombre réel positif noté |z| définit

par |z| = a? 4+ y2.

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. Yves 4



Chapitre 1 Les nombres complexes

Remarque

— Si z est Paffixe d’un point M, |z| représente la distance entre le point M et origine du repére O |z| = OM
et si z est laffixe d'un vecteur u, |z| = ||u]]

— Plus généralement si A et B sont deux points du plan complexe d’affixe respective z4 et zp, la distance
AB = \/(za—2B)*>+ (ya —yB)? = (x4 — 2B) +i(ya — yB)| = |24 — 25|

— La notation |Z| se lit Module de Z et non valeur absolue de Z. Par contre si Z est un réel, on peut dire
indistinctement module de Z ou valeur absolue.

13+i] =10, | —3| =3, | — 3i| = 3
Quelques propriétés du module

Théoréme 2
En appliquant la définition, on déduit immédiatement les résultats suivants :

1. Pour z € C, |z| =vzZet |2z|=|— 2| =|2| = | — Z]
2. Pourz €C, |z|=0<2=0
2]

3. Pour (z,2') € C?, |z x 2/| = |2| x |2/| et si 2/ # 0, i/ =

IREl

4. Pour z € Cet n € N, [2"| = |2|"

Démonstration
Les points 1. et 2. découlent directement de la définition du module.
3. Soient zet 2/ € . |z x 2|2 =(2x ) (2 x 2/) = (2 x 2)(¢' x 2') = (|z] x |2])2. D’ot le résultat.

. z .
Siz' #0, 5 = 2z x —. Puisque — est un nombre complexe qu’on peut noter Z on a alors : =lzxZ| =

2
|z x Z| = |Z]| x |z|. D’ou le résultat.
4. S’obtient par récurrence et en utilisant 3. on a aussi le résultat.

Commentaire

Le théoréme précédent dit que «le module fonctionne bien avec la multiplication». Par exemple, si on veut

(=2 +4)(—3 +2i)?
4—3i

puis rendre réel le dénominateur avant de calculer le module. Le module de ce nombre complexe peut se calculer

| —2+id|—3+2i2  13V5

il serait trés maladroit de chercher a développer le numérateur

calculer le module de Z =

facilement ainsi : |Z] =

14— 34| 5
1+ 3¢
1. Calculer le module de Z = # et z = (1+1)8
-3+ 2

soit de module 1.

2. Déterminer 'ensemble des nombres complexes z € C\ {—1} tels que Z = -
z

z—1
3. Déterminer ’ensemble des nombres complexes z € C\ {—i,i} tels que Z = n soit imaginaire
z+1

pure.
Solution
1+3i] /130 5 s
1. |Z] = = t =11 = 2)° =16
|z — 1

2. On sait que : |Z]| = NZl=1elz-1l=z+1e (-1 +y’=(+1)2+y  ©2=0

|z + 1]

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. Yves )



Chapitre 1 Les nombres complexes

Alors 'ensemble des nombres complexes z tels que |Z| = 1 est 'ensemble des imaginaires purs ( iR)
3. soit z € C\ {—1,1}
. - - 2(]2[* — 1)
Puisque 2Re(Z) =Z+Z et Z+ Z = T -~
Zz4+i zZ—i |z + 1|2

Re(Z)=0= 2P —1=0&|z|=1lavec z #iet 2 # —i < x> +y> =1et (y# 1 ety # —1). L’ensemble
des solutions est donc le cercle de centre O et de rayon 1 privé des points de coordonnées (0, 1) et (0, —1).

Z—1 Z+1

alors 2Re(Z) = . Z imaginaire pur signifie que

Théoréme 3 :

i. VzeC, |Re(z)| <|z| et [Im(z)] <|z]
ii. V2e€C, |Re(z2)|=|z| & z€Ret [Im(z)| = |z] & z €iR
iii. V (2,2') € C?, |2 + 2/| < |2| + || (Inégalité triangulaire)
iv. V (2,2)) € C?, |z+ 2| = |2| + || & 2=00u (z #0 et IN € R\ {0} / 2/ = \2)

Démonstration
i.VzeC, |z| = /(Re(2)2 + (Im(2))% > |Re(2)]
De méme, V z € C, |z| = \/(Re(2)2 + (Im(2))2 > |[Im(z)|
ii. V z € C, si |Re(2)| = |z| & |Im(2)] = 0 et donc Im(z) = 0.
De la méme facon, on démontre aussi que [Im(z)| = |z| & z € iR
iii. V (2,2)) € C%, 2+ 22 = (2 4+ 2)(z + 2/) = (|2|> + 22’ + 2’2+ |2'|2). Or 22/ + 2'2 = 22/ + 22’/ = 2Re(22')
Ainsi |z + 2|2 = |22 + 2Re(22) + |2/|. Or pour tout ré¢el a , a < |al.
Donc |z +2/|2 < |22 4+ 2|Re(22')| + |22 < |2]2 +2(22') + |2/|? d’aprés le i.. or |z|? +2|(22)| + |#/|? = (|2] + |#])?
DouV (2,2') € C2, |z + 2| < |z| + |#].
iv. Puisque |z + 2/| et |z| 4 |2/| sont des réels positifs, U'inégalité iii. et une égalité si et seulement si chacune des
inégalités décrites en iii) est une égalité. C'est a dire :
|z + 2| = |2| + |2/| & |22'| = |Re(27') et |Re(z2'| = Re(z2)
& 22/ € R et |Re(22/| = Re(z2')
& 22 e RT %
zZ

@z:Oou(z#OetWERﬂ (car si z # 0 alors |z| > 0)
z

!/
<:>z:Oou(z;éOetZ—GR+)@z:Oou(z#OetElAGRﬂelqueAzé)
z z

& z=00u (2 #0et I\ € RTtel que 2/ = \z)
Réciproquement si V (z,2') € C2, 2 =00u 2/ = Az avec A € RT alors on a : [z +2/| = (1 4+ \)|z| = |2] + \|z| et
par suite |z + 2’| = |z] 4+ |2/| (Ne pas oublier que A est un réel positif).

6. Equation du second degré dans C
6-1. Racine carrée d’un nombre complexe

Commengons par donner une nouvelle condition nécessaire et suffisante d’égalité de deux nombres complexes.

Théoréme 4 :
Re(z) = Re(2')

Soient z et 2/ € C z=2" &< |z] = || (1)
sgn(Im(z)) = sgn(Im(z"))

Démonstration
Re(z) = Re(2')

Supposons z et 2/ € C tels que  |z| = |Z/] . Notons z =z + iy et 2/ =2’ + iy.
sgn(Im(z)) = sgn(Im(z))

e Re(z) = Re(?) =z = 2.

o el = 7] = 2T 4 =% b2 = |yl = Iy

e sgn(Im(z)) = sgn(Im(z') = y = y/. Par conséquent z = 2’
Réciproquement pour z et 2/ € C, si z = 2’ alors on a bien les égalités de (1).

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. Yves



Chapitre 1 Les nombres complexes

Le théoréme ci dessus permet de trouver la racine carrée de n’importe quel nombre complexe.

En effet soit Z = a +ib, a,b € R et soit z = x + iy, x,y € R tel que Z = 2z2. D’apreés ce théoréme on a :

Re(2?) = Re(2) 2 —y’=a
Z=2e< |22|=]|7 e 224 y2=vVa2+b2  (Rappel : 22 = 2% — y? + 2ixy)
sgn(Im(z?)) = sgn(Im(2)) sgn(2zy) = sgn(b)

1
w2 = S (Va1 +a) r=+/}(V@ T +a)

) V@ - T = /i@ P -
sgn(2zy) = sgn(b) sgn(2xy) = sgn(b)

D’aprés tout ce qui précéde, on peut déduire que tout nombre complexe non nul admet dans C deux
racines carrées, opposées 1’une a lautre.

soit Z = 8 — 6¢. Trouvons les racines carrées de Z dans C :
soit z = = + iy un complexe tel que Z = z%. D’aprés le théoréme on a :

2?2 —y? =8 r =23

2=8-6ie{ P2+y2=10 e y=+1 & (z,y)=(3,—1)ou (-3,1)
zy <0 zy <0

Les racines carrées dans Cde Z =8 —6isont : 2 =3 —iet z=-3+1 |

Exercice 5

Trouver les racines carrées dans C des nombres complexes suivants :

1. Z =7+ 244 2. Z=-5-12 3. Z2=2i 4. 7 = —4

Solution

1. 21 =4+ 3t et 21 = —4 — 3. 2.21=2—-31et z1 = —2+ 3. 3.z1=141et z21 =—1—1.
4. zZ1 = 21 et zZ1 = —21.

6-2. Résolution dans C des équations du second degré a coefficients réels

Soient a, b et ¢ € R tel que a # 0. Soit (E) I’équation az? + bz + ¢ = 0. On pose A = b*> — 4ac
—b+VA o -b-VA
_ 9 =

— Si A >0, alors (E) admet deux solutions réelles distinctes : z; = 5 5
a a

—b
—si A =0, alors (F) admet une solution réelle double : z; = 29 = 5.
a

“b+ivV=A _ —b-iy=A

— 81 A <0, alors (E) admet deux solutions complexes conjuguées : z; = 5 29 5
a a

Exercice 6

Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 22 —624+13=0.
2. 22 — 2zcos(f) + 1 = 0. Avec 0 €]0, 7]
solution
1. A =(—6)2 —4 x 13 = —16 = (4i)%. Les solutions sont z; = 3 + 2i et 29 = 3 — 2i.
2. A = (—2cos(#))? —4 = —4sin?(#) . Les 2 solutions non réelles z; = cos(f) —isin(f) et zp = cos(f) +isin().
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Chapitre 1 Les nombres complexes

6-3. Résolution dans C des équations du second degré a coefficients complexes .
Cette résolution est similaire & celle d’une équation & coefficients réels :

Théoréme 5 : Soient (a,b,c) € C* x C x C et I’équation (E) : az? + bz + ¢ = 0. On pose : A = b? — 4ac
(Discriminant). Alors 3 6 € C tel que 62 = A.

—b+9 —b—9
L’équation (E) admet dans C deux solutions, distinctes ou confondues, a savoir: 27 = ——— et 20 = ———

2a 2a

Résoudre dans C les équations suivantes :
1.22—(6+i)z+ (114+13i) =0 2. 222 — (T4 3i)z+ (24 4i) = 0.

Solution

1. Soit I'équation () : 22 — (6 +4)z+ (11 +13i) = 0. Son discriminant est A = (6+1)? —4(11+13i) = —9 — 40i
et on déduit que : A = (4 — 57)2.

6+i+4—5i 6+1—445i

Les solutions sont alors : 21 = % =5—2tet 29 = ard =+ =1+ 3.

2. L’équation (E) : 222 —(7+3i)2+(2+4i) = 0 a pour discriminant A = (7+3i)2—8(2+4i) = 24+10i = (5+1i)%.
T+3t+5+1 T+3i-5-1 1

Les solutions sont alors : z; = W =3+iet zp= # = 5(1 +1).

6-4.Somme et produit des racine
Dans ce qui suit, on donne les relations existant entre les coefficients et les racines d’un trinome du second degré.

Théoréme 7 : Soient (a,b,c¢) € C* x C x C et 21 et 2o les solutions, distinctes ou confondues, de I’équation

b c
(E) :az? +bz+c=0. Alorsona:2; + 22 = —— et 21 X 23 = —.
a

a
Exercice 8

On note de 21 et 25 les solutions dans C de I’équation 2% — (1 — i)z + 2+ 3i = 0. Sans calculer z; et 2o,

1 1
Calculer — + — et z% + z%
Z1 Z9

Solution

On a d’aprés le théoréme précédent 21 + 20 =1 —i et 2129 =2+ 31

1 1 21+ 22 1—1 —1—52 A j .
— 4+ == = = - .Et 22 422 = i) =(1-4)2—-2(2+3i) = —4—8i.
21+22 o ST i3 21+ 25 = (21 + 22) z1z9 = (1 —1) (2 + 30) i

7.Argument d’un nombre complexe non nul. Forme trigonométrique
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct(O, @, ¥/).

7-1. Argument d’un nombre complexe non nul.

Définition
soit z un nombre complexe non nul.
On appelle argument de z, ’angle orienté (@, OM ) avec M un point ayant pour affixe z.

3 S M (2)
Notation : L’argument de z se note arg(z). C’est un angle en radian.

Illustration :
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Chapitre 1 Les nombres complexes

Théoréme 8

1.Y(z,2') € C2% arg(22') = arg(z) + arg(")[2x].

. . arg(z)[2m] si A >0
2.V(\, 2) € R* x C* arg(Az) = {arg()+7r[27r]si)\<0

N

(
3.Vz e C*arg(z) = arg(%) = —arg( )[27] et arg(—z) = arg(z) + [7]
4.Y(z,2) € C*? arg ( ) —arg(z')[27] et plus généralement Vz € C* et Vn € N

arg <Zln> =nXarg <Z> = —n X arg(z)[2n].

5.Vz € C* et Vn € N, arg(2") =n x arg(z)[2n]

7-2. Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul.

soit z = a + ib. on peut alors représenter le point M(z) comme suit :

L :M(Z) A partir de cette figure, on peut déduire que : { ¢ C.OS(G) . Alors on
: b = |z|sin()
: peut écrire z = |z|(cos(#) + isin(f)) avec 6 = arg(z).
z Notons donc cos(f) + isin(fd) = ¢ (Notation qui a bien un sens et qui est
arg(z) : déduite a partir des considérations géométriques dont on ne va pas essayer de
o rentrer dans les détails ici).
o a " On peut finalement écrire 2z = |z| e

Ce qui nous améne a la définition suivante :

Définition

Pour tout z un nombre complexe, on peut mettre z sous la forme de :
2z =r(cosf +isinf) = re?

Avec |z| =7 et arg(z) = 6.

La notation z = re? est I’écriture de z sous forme exponentielle.

\2f i, 2=t iV %e s

o3

i z= = cos(§) +isin(g) =€

l\.’)\r—t

Méthode pratique pour mettre un nombre complexe z sous sa forme exponentielle

Soit z = x + ¢y un nombre complexe non nul ot x et y sont deux réels. Pour déterminer la forme complexe de
z, il faut suivre les étapes suivantes :

i. Calculer le module de z : |z| = /22 + y2.

ii. Mettre |z| en facteur comme suit : z = |z <|Z| —H’Z) =22+ y? (

+ .
Va4 y? Z\/x2+y2)

cos(f) = S

Va2 +y?
iii. Chercher 0 € R tel que y

sin(f) = ———

z? + y?

iv. On obtient donc z = |z|(cos(#) + isin(#)) = |z| e
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Chapitre 1 Les nombres complexes

Propriété :

D’apres la définition de la forme exponentielle on a les propriétés suivantes :
V(z,2) € C? avec z = |z] e, 2/ = |2/| ¥’

1. z x 2/ = |z]|| €/9+9) et plus généralement Vn € N, 2" = |z|" ™

1 1 o
2. Pour 2/ #0, — = o0 ot © — E 0i(6—0")
z

[2/] 2 ]

. . . 3—1
1. Déterminer la forme trigonométrique de z; = 3

144
2. En mettant (1 4+ i)'® sous forme exponentielle, calculer sa valeur exacte.

Solution
1. En suivant les étapes de la méthode pratique et les propriétés ci-dessus.

/
On écrit d’abord 2z = —} avec 2) =3 —iet 2b=1+1
z

2
3 1 o 2 2 >
2’1:2<\[_~) — 92715 ot zézﬁ({—l—\gz) — 2el%

Ainsi 21 = 22 = = e757F = /e 15
ERRE |
2. En suivant les mémes étapes, on déduit 1 4+ ¢ = ﬁ(COS(%) +isin(})) = V2ela
Par suite (1 + )16 = (1/2)16 ot = 256 0T op oliT — cos(4im) + isin(4ir) = 1 Ainsi | (1 + )10 = 256

7-3. Formules d’Euler
Expression de cos(f), sin(f) et tan(f) en fonction de e?. Ces formules sont connues sous le nom de formules
d’Euler.

Théoréme 9 :

1.3 : 1 .
i. Pour 6 € R, cos(f) = i(ew + e7%) et sin(§) = ?(eze e s
) : ) 4l
Autrement dit : e +e¢7% = 2cos(f) et e — e = 2isin(6).
. T ei@ _ e—i@ e?iﬂ 1] 1— e—?i@
ii. Pour tout 6 € R\ {5 +km k€ Z} ona: tan(f) = = — 1 1) = (0 1)

Exemple
En utilisant les formules d’Euler, transformons les expressions 1 + e, 1 — % et i + i’ -

. .0 .0 .0 -0
o1 +ef=cl2(e724e'2) =2cos B e'2.

. . -0
o1 —¢f =¢ 'z,

N

. . 0
(e_’% —elg) = —2isin 5)e

) o 040’ .06 _e-0' 0—60 0-+6
oc? e =¢"2 (82 +e’2):2cos< 5 e' 2

8. Racines n-émes d’un nombre complexe

8-1. Racines n-émes de ’unité

Définition

soit n € N* et z un nombre complexe.

On appelle racine n-émes de I'unité, I’ensemble des z € C tels que 2" =1
Cet ensemble est le plus souvent noté U,
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Détermination des éléments de U,
soit z € C. On peut écrire z = re® avec r > 0 et 6 € R.
Alors pour tout n € N*, 2" = "¢ Ainsi

e |z|" =r"=1¢et o |zl =r=1et
N dk € Z tel que nf = 2kn Hk:EZtelqueO:%T7r

2ikm
Ainsi pour n € N* 1 admet dans C n racines deux & deux distinctes a savoir e » | k€ {0,1,2......,n — 1}

Exemple

1. Pour n=2, on a 22 = 1 admet pour solution e*2" , k€{0,1}. C'est a dire que | Uy ={-1,1}

2. Pour n = 3, on a 2> = 1 admet pour solution 3" , ke{0,1,2}.

En notant j = e%, on a alors | Us = {1, ], 5%}

Notons qu’avec cette notation, j vérifie :

o j3=1 _ _

oj2:%:;:e%:e%
el+j+j2=0etdoncl+j=—j2 14+;2=—jetj+j>=-1
eVneZona " =1, 3" = j et 72 = 52

3. Immeédiatement on a aussi Uy = {eikTﬂ, ke€{0,1,2,3}}

On peut remarquer que la somme des racines n-émes de 'unité pour n = 2, n = 3 et n = 4 est nulle. Cette
remarque est une propriété importante des racines n-émes de 'unité.

Théoréme 10 :

Soient zg, z1, - -, 2n—1 les racines n-émes de 'unité deux & deux distinctes.
n—1

Pour n > 2 la somme des ces racines est nulle. Autrement, » z; =0
k=0

2ikm
En effet pour n > 2, les racines n-émes 2 & 2 distinctes de 'unité sont sous la forme dee » | k € {0,1,...,n—1}.
Posonsw:e%.w#l (carm > 2 ) et w” = 1. Ainsi on a :

1—w"

1—

2ikm

n—1 n—1
SYetn =Y wk =
k=0 k=0

=0 (car w"™ = 1). D’ou le résultat.
8-2. Racines n-émes d’un nombre complexe

Soit n € N* et Z un nombre complexe. On cherche les z € C tels que 2" = Z.

1" cas : Z =0

Si Z =0, alors pour tout z € C, 2" = Z = 0 si et seulement si z = 0. Par suite 0 admet une seule racine n-éme
a savoir (.

2€™M€ cas :Z £ 0

On suppose maintenant que Z # 0, alors on peut écrire Z = Re'® avec |Z| = R et arg(z) = a .

Soit z € C tel que 2" = Z. En écrivant z = re?, on a :
) ) n _ R et T = (I/E et
n_yz n 4ind _ (Xe r
i ere Re <:>{ElkEZtelquenﬁzoz—i—%mr ou encore EIkGZtelqueQZQJr%—ﬂ
n n
Puis on déduit que z = Q/Eei(%+%7ﬂ)avec keZ
Les racines n-émes de Z deux a deux distinctes sont de la forme de z = {l/ﬁei(%"’z}%) ke{0,1,2,...,n—1}
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Exercice 10 I

Résoudre dans C ’équation suivante : 28 =4—4/3i

solution
Soit Z = 4 — 44/3i. On écrit Z sous forme exponentielle que nous savons déja faire. On a alors : Z = 8e ™ 's
Soit donc z € C tel que 25 = 8¢5 et écrivons z = r e

6 6 6if .z "=8et r=V8et
— A ; 0 _ —ig
25 =4-4V3i < rbe e 's & Ik € 7 tel que 692—%—#21{7# ou encore 3k € 7 tel que § = 1;r+2k77r

Puis on deéduit que :26 =4 — 4V/3i & 2z = \/iei(%”r%ﬂ) k € Z. D’ou I’ensemble de solutions complexes 2 & 2

distinctes de 'équation 26 =4 — 4/3iest :| S = {\/iei(%Jr%ﬂ), ke {0,1,2,3,4, 5}}

9. Applications a la trigonométrie

Retrouvons par exemple les formules donnant cos(2x) et sin(2z) en fonction de cos(z) et sin(z).

Soit o un réel. cos(2x) + isin(2r) = e** = ()2 = (cos(z) + isin(z))? = cos?(z) — sin?(x) + 2i sin(z) cos(z).
Par identification, on retrouve : cos(2x) = cos?(z) — sin?(z) et sin(2z) = 2sin(z) cos(z).

Exercice 11 I

Exprimer cos(3z) et sin(3x) en fonction de cos(x) et sin(x).

Solution ,
Soit = un nombre réel. cos(3z) + isin(3x) = 3% = (e'*)3 = (cos(a;) + isin(z))?
Or (cos(x) + isin(x))® = cos3(z) — 3 cos(x) sin? ( +1 (3 cos?(z) sin(z) — sin®(x)) . Par identification des parties

)
réelles et imaginaires, on obtient :| cos(3x) = cos?(z) — 3 cos(x) sin?(x) et sin(3z) = 3 cos?(x) sin(x) — sin3(z).

10 Applications aux calculs de longueurs et d’angles
Le plan est muni du repére orthonormée direct (O, @, ¥).

Théoréme 11 : Soient A et B deux points d’affixes 24 et 2p
1. AB =|z4 — zB]|.
2. Si de plus A # B alors (4, AB) =arg(zp — z4)[27]

En utilisant les résultats de ce théoréme on a directement le théoréme suivant :

Théoréme 12 : Soient A , B, C' et D quatre points d’affixes respectives z4 , zg, z¢ et zp tels que A # B.

1 zp—z2c|_ CD

“lzp—z4| AB’

2. (E,C’*D)) =arg (ZD_ZC) [27]
ZB — ZA

Commentaires : Du théoréme 2 on peut tirer les conclusions suivantes :

Zp — % _— — Zp — % T
Siarg <D0> = km k € Z alors les vecteurs AB et CD sont colinéaires et si arg (DC) = — +km
ZB — ZA ZB — ZA 2

k € Z Alors les vecteurs AB et CD sont orthogonaux.

Théoréme 13 : Soient A , B, C et D quatre points d’affixes respectives z4 , 2B, z¢ et zp.

Sl c’est 5t quatre pomts sont non ahgnes on dit que A , B, C et D sont Cocycliques si et seulement si
(CA CB) (DA DB)[ ].

2B — 2 2B — 2
Autrement dit, A , B, C et D sont Cocycliques si et seulement si arg <BC> =arg (BD) [7]
24 — 20 24— 2D
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Exercice 13 I
Le plan est rapporté du repére orthonormée direct (O, @, 7).
33
On consideére les points A(1,1) , B(—1,2) et C ( \2[, 5 \/§> Montrer que le triangle ABC' est
équilatéral.
Solution
Calculons les 3 distances AB , AC et BC :
2 2
3 :; 3 1
= |zp—za| = |-2+i| = V5, AC = |zc—24| = ‘—1 - \Qf +1 (2 - \/§>‘ = <—1 - {) + (2 - \/§> .
V3 1 VB L1 )
Ainsi AC = /5 et enfin BC = |z¢ — zp| = ‘(1—2> +i<—2—\/§>‘— (1—2> + (—2— 3) .
Ainsi BC =5
Conclusion : AB = AC = BC = /5. ABC est alors un triangle équilatéral |
Exercice 13 I
1. Ecrire sous forme algébrique :
1 + cos(#) — isin(0) 1+ itan(0) T 9
.21 = ; 0 <2 b.zg=———-"2L:0+4#&—-+k .z = (1 —4)2024
a A 1—COS(9)—|—Z’Sin(9)’O< <7 =2 1 —itan(0)’ 7,é2+ i ¢ g=(1719)
2. Ecrire sous forme exponentielle :
a. 21 = (1 +4)3(=3 + 3v/31) b. 23 = (1 +iv/3)% + (1 = i4/3)® c.y3=1-¢e?;0c0<0<2n
3. Déterminer le module ainsi que le conjugué des nombres complexes suivants
, tan(6) — i s 1 ™
=1-¢?%9;¢e[-m0 b.zg=—+%t—; (0 # = 3= ———; (0 E]
& =1 e 0; € [-m0] = tan(&)—i—i’( 7&2) & 1+itan(9)’( E]Q’WD
d. zy = e —e; (9 € [0,
Solution1 ©)—isin(6) . | ¢ itan (6)
-+ cos — 78In 7 + 2 tan
l-a. z; = b. 2y = — A\ 20 sin (20
AT cos(0) +isin(0)  tan(6/2) 2= T itan(g) ~ 08 (29) +isin (26)
C. 23 = (1 _ i)2024 = ((1 )2)1012 — 4506
2-a. 21 = 12¢/2¢!7m/12 b. z9 = 32 C. 23 = 2sin(g)e(*7*)
3-a. Puisque 6 € [, 0] alors |z1] = —2sin(§); z3 = (1 — e7%)
t
b. |z2| =1, %9 = anE ; - et arg(z) =20+
1
C. |z3] = —cos (), arg(z3) = —(6 +7) et Z3 = T tan(@)
0 : .
d. |z4| = 25sin (g), arg(z4) = <32 + ;T) et Z4 = e 20 710
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Exercices

Exercice 1 :
1. Résoudre dans C les équations suivantes :
a. 22+ 2+ 1 =0 puis résoudre 422 — 22 +1=0
b. 222 +22+1=0cet (1+3i)2%2 — (6i +2)z+11i —23 =0

1 . . .
c. 526 + (14 34)2% + 8 + 8 = 0 (Indication : poser Z = 23) et 2* + (3 — 6i)22 — 8 — 6i =0

i
puis le mettre sous forme exponentielle.

—1

1
2- a. Déterminer le module et un argument de T

1 +7;)2022

b. Déduire alors 'expression de (1
—1

3. Déterminer le module et un argument de 1 + iv/3. En déduire (1 + i\/§)2022.

144
(1 —3)(1+14v3)

4. En déduire les racines n-émes de zg =

Exercice 2

— 9
1. Pour tout nombre complexe non nul z # i on pose : h(z) =i [Z ,Z}
z—1
a. Vérifier que : h(2) =2z <= 22 —2i2—2=0
b. Résoudre dans C 1'équation (E) : 22 — 2iz — 2 = 0.
2. Le plan complexe est rapporté au repere orthonormé direct (O, €1,€5).
On désigne par a et b les solutions de 'équation (E) tels que Re(a) = 1. Soit z un nombre complexe différent
de i de a et de b et les points M(z) , M'(h(z)) , A(a) et B(b).

h(z) — i
a. Montrer que : (2) —a _ i

h(z)=b  z—b
b. En déduire que : (M'B,M'A) =7+ (MB,W)[QTF]

3- a. Montrer que si les points M , A et B sont alignés alors les points M , A et B et M’ sont alignés.
b. Montrer que si M , A et B ne sont pas alignés alors les points M , A et B et M’ sont Cocycliques.

Exercice 3
Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O,€1,€2). L'unité graphique est 2 cm.

1. Résoudre dans C I’équation = 4. Ecrire les solutions sous forme algébrique

2. Résoudre dans C I’équation 2% — 2z 4 4 = 0. Ecrire les solutions sous forme exponentielle.

3. Soient A, B, A’ et D les points du plan complexes d’affixes respectives : a =2;b=4;ad =2i et d =2+ 2i.
Quelle est la nature du triangle ODB?

4. Soient E et F les points d’affixes respectives : e = 1 —iv/3 et f =1+ iv/3.
Quelle est la nature du quadrilatére OEAF 7

5. Soit (C) le cercle de centre A et de rayon 2. Soit (C') le cercle de centre A’ et de rayon 2. Soit r la rotation

s
de centre O et d’angle 5
a. On désigne par E’ I'image par la rotation r du point E. Calculer affixe ¢’ de E’.
b. Démontrer que E’ est un point du cercle (C’)
c. Déterminer e — d en fonction de €’ et d. en déduire que les points E, E' et D sont alignés.

6. Soit D' I'image du point D par la rotation r. Démontrer que le triangle EE'D’ est rectangle.
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Exercice 4

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct (O, €1, €3).

Soit m un nombre complexe non nul.

On considére dans C 1'équation (E,,) d’inconnue z : 222 —2(m +1+i)z+m? 4+ (1+i)m+i=0
1. Résoudre dans C I'équation (E,,).

+1

1 1—1
On suppose que m € C'\ {0,1,4} et on pose : z; = (m+1)et zg= ?(m +1).
On considére les points A, B, M, M; et My d’affixes respectifs 1,4, m , 21 et zo .

2- a. Vérifier que : z1 = iz90 + 1.

141 s
b. Montrer que M est I'image de My par la rotation de centre {2 d’affixe w = a et d’angle 5
Zog —m m—1
3. Vérifier que : 2 =1 -
z1—m m —i

4. Montrer que si les points M et M et My sont alignés , alors le point M appartient au cercle (I') dont I'un
des diamétres est le segment [AB].
Déterminer I’ensemble des points M tels que les points € , M, My et M sont cocycliques.

(On remarquera que A~ i)
29 —w
Problémes
Probléme 1 : L 0
On considére zg = M
1 —itan(0)

1. Ecrire 2z sous forme exponentielle. Quel est le module de zg ?
2. De la question 1., déterminer les racines n-émes de zg. Et en particulier les racines cubique de zg

1+i2\° 14 itan(d
3. On cherche 'ensemble des z € C tels que <1 b ZZ> = m (E). On suppose 0 € }—g, g[

— 12
Posons wy = ¢35 +%5%) avec k € {0,1,2}

a. Prouver que wy, # —1 pour tout k € {0,1,2}.
wg — 1
wr +1

ei(g"'%r) -+ e_i(%"'%r)

b. Pour tout k € {0,1,2} on pose Sy =

Montrer que Sg = . En déduire que Sp=1 tan(g + %’r)

c. Déduire que les solutions de (E) sont sous la forme z; = tan(g +5) ke {0,1,2}
3. Soit z € C\ {1} une racine n-éme de 1. On suppose que n = 5.

a. Quelles sont les 4 complexes qui vérifient ces conditions 7
b. Montrer que 1+ z + 22 + 23 4+ 2% = 0.
On pose f(z) =1+2z+ 2%+ 23+ 2t + 25 avec 2 # 1

1—26
l—z

c. Montrer que f(z) =

d. En calculant de deux maniéres différentes la dérivée de f, calculer 1 + 2z + 322 + 423 + 524

On suppose n quelconque.
n—1
e. Déterminer les racines n-éme de 1 puis déterminer > 2F =14+ 24224+ 4 2
k=0

n—1

n
f. On considére f(x) = Y. 2¥ =1+ 2+ 22+ .-+ 2" avec x # 1. En calculant la dérivée de f de deux
k=0

maniéres différentes, calculer : > k2F "1 =1 +4+22 4322+ 4 nz" !
k=1
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Probléme 2 :

1
Pour z € C\ {1} on pose Z = Rk

1—=2

1. Déterminer et construire I'ensemble des points M d’affixes z tels que : |[Z] =2 et Z € R
2-  a. Déterminer I’ensemble des points M tels que : |Z| = 1.

On considére 'équation (E) : (z —1)" — (2 +1)" =0
b. Montrer que les solutions de (E) sont imaginaires pures.
c. Montrer que pour tout nombre complexe 2z, (—z — 1)" — (—z 4+ 1)" = (=1)""}((z = 1)" — (2 +1)").En
déduire que les solutions de (F) sont deux & deux opposées.
d. Résoudre (F).

14
3. Calcul de la valeur exacte de cos(g) et sin(g). Pour cela on considére Z = il

V2

Calculer le module et 'argument de Z. En déduire sa forme exponentielle.

Vn € N*, trouver les racines n-émes de Z qui sont deux & deux distinctes.

Déduire alors, sous forme trigonométrique, les racines carrées de Z .

g o TP

En posant z = x + iy, trouver les valeurs de z et y tel que 22 = Z.

e. En déduire alors que cos(Z) = =v/2 4+ v/2 et trouver la valeur exacte de sin(%).

1
2
4. On cherche de méme & calculer les valeurs exactes de cos({5) et sin({5) . Soit Z = V2+V3+iv2 -

a. Calculer Z2, puis déterminer un argument et le module de Z2. Ecrire Z? sous forme exponentielle.
b. Déduire alors un argument et le module de Z et écrire Z sous forme exponentielle.

c. Déterminer les valeurs de cos({5) et sin({5)

Probléme 3

Soit m > 2 et z un nombre complexe.
1. Déterminer les nombres complexes z tels que :
a. 2% =1 et déterminer 'ensemble des z tels que 2" = —1.

b. Calculer la somme des complexes qui vérifient 2 = —1 et qui sont deux & deux distincts.
2. soit z un complexe tel que 2™ = —1 et z # —1.
Vérifier que z # 1 puis calculer S,, = nil 22k =14 22424 4.0 4 220D
3. Soit ne N* et z€ C\ {1}. &

2" —1

z—1"

n—1
a. Montrer que Y. 2F =142+ 24 42" 1 =

b. Vérifier que pour tout z € R, on a : e —1 = 2i % sin(5)
c. Des deux questions précédentes, déterminer Z, = 1 + e + 2% 4 ... 4 ¢("=1)* Pyig en déduire
Xp =1+ cos(x) + cos(2z) + - - - + cos((n — 1)z) et Y,, = sin(x) + sin(2z) + - - - + sin((n — 1)x)
4. Pour tout z € R

e’LfL’ + e*l.’L’ ezx _ e*l{lﬁ'
a. calculer 5 )

b. Linéariser alors
i. A(z) = cos®(z) et B(z) = sin?(z).
ii. C(z) = cos?(z) sin?(w); ( ) = cos?(z) sin(z) et E(z) = cos(z) sin?(x)
iii. F(2) =sin*(z); G(z) = cos*(z); H(z) =c¢

5. soit z € C de module r et d’argument 6.

os(z) sin(x)
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a. Pour tout k € N*, calculer 2* 4 z*.

b. Déduire alors Uexpression de (z+2)(22422) - - - (2" +2") en fonction de r, 0 et de cos(6) cos(26) - - - cos(nd)

Probléme 4 ,
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal (O,w,v). On note j le nombre complexe ¢35 . On
considére les points A, B et C d’affixes respectives a = 8 , b = 65 et ¢ = 8j2. Soient A, B’ et C" d’affixes
respectives @’ = —14, ¥ = 16e7'5 et ¢ = 7+ TiV/3.
1. Placer les points A, B, C , A, B' et C' dans le repére.
2. Montrer que O est un point de la droite (BB').
3. Montrer alors que les droites (AA"), (BB’) et (CC") sont concourantes en O.
On se propose désormais de montrer que la distance M A + M B + MC' est minimale lorsque M = O.
4. a. Soient z, 2’ € C. Montrer que |z + 2’| < |z| + |Z/|.(Inégalité triangulaire)
b. Déduire plus généralement que pour n € N* et pour z;, € C, k € {1,2--- ,n}
|21 + 22 + oo + 2] < |21| + |22] + - - - + |2n| (Inégalité triangulaire généralisée)
De la question 4-b. déduire pour tout z € C et n € N* |1 + 2z + 22 4+ - + 2"} < n|z|" pour |2| > 1.
En conclure que z € C est solution de 1 + 2z 4+ 22 + -+ 4+ 2""1 —nz" =0 alors |2| < 1
Calculer la distance OA + OB + OC.
Montrer que j3 = 1 et que 1+ j + j2 = 0. Déduire alors que pour un point M d’affixe z quelconque,
(@ —2) + (b—2)j%+ (¢ — 2)7| = |a + bj% + cj| = 22 (rappel :a =8 , b= 6] et c = 8;2)
c. Pour 2,2’ et 2 € C, montrer d’aprés 3-c. que |z + 2’ + 2"| < |z| +|2/| + |2”|.en déduire que la distance
MA+ MB + MC est minimale pour M = O

538
]
A

Probléme 5
Partie A
20— 2

On définit, pour tout entier naturel n, les nombres complexes z par : { p I+
n+1 —
2

Zp, pour tout entier naturel n

On note 7y, le module de z;, : r, = |2y
Dans le plan muni d’un repére orthonormée directe (o, i, ¥), on considére A,, le point d’affixe z,.

1. a. calculer z1, zo et 23 et placer les points Ay, Ay dans un graphique.

I N
b. Ecrire sous forme géométrique

c. Démontrer que le triangle OApA; est un triangle rectangle en Aj.

2- a. Démontrer que la suite (r,) est géométrique de raison \éﬁ Déterminer alors 7, en fonction de n. Cette
suite converge t-elle ?
b. Interpréter géométriquement le résultat précédent.
On note L, la longueur de la ligne brisée qui relie Ag au point A, en passant successivement par les points
A1 Ay, Ag etc. Ainsi L = 5 AgAgry = AgAr + Ayds + -+ Ay 1Ay
3- a. Montrer que les rectanglzeos OA, A, +1 sont rectangle et isocéle en A, 1. En déduire que pour tout entier
naturel n, A,An+1=r,11.
b. Donner I'expression de L, en fonction de n.
c. Déterminer la limite éventuelle de la suite (Ly,).

Partie B
Le plan complexe P est rapporté au repére orthonormé direct (O,4,v) (unité graphique : 3 cm)

1. On désigne par A le point d’affixe i. Une transformation f associe & tout point M du plan, distinct de A,

2
’ z

d’affixe z, le point M’ d’affixe 2’ défini par : 2’ =

1 — 2z
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Déterminer les points M confondus avec leur image M.
On note z =z +iy et 2/ =2’ +1iy.
—z(z® +y* — 2y)

a2+ (1 -y)?

Montrer que z’ =

. En déduire ’ensemble E des points M dont I'image M’ est située sur 'axe des imaginaires purs . Dessiner

Pensemble E.

Trouver une relation simple liant les longueurs OM, AM et OM’. En déduire ’ensemble F' des points
M du plan tels que M et M’ soient situés sur un méme cercle de centre O. Dessiner I’ensemble F'.

1 1
2. Soit g l'application qui a tout point M de P d’affixe non nulle z associe le point M’ d’affixe : 2’ = = (z + )
z

a.

2

Soit E le point d’affixe £ zg = —i . Déterminer l'affixe du point E’ image de E par g. Déterminer
Pensemble des points M tels que M’ = M.

On note A et B les points d’affixes respectives 1 et —1. Soit M un point distinct des points O, A et B.

/ 1 1 2
Montrer que, pour tout nombre complexe z différent de 0, 1 et —1, on a : Z/ + T N (Z + 1) .
z — z—
! . MB ] 7 —
A h fonction de T[4 buis une expression de Pangle (M'A,M'B) en
fonction de l'angle (M A, MB).

En déduire une expression de

. Soit A la médiatrice du segment [AB]. Montrer que si M est un point de A distinct du point O, alors

M’ est un point de A .
Soit I' le cercle de diameétre [AB].

Montrer que si le point M appartient a I' alors le point M’ appartient a la droite (AB)

e. Tout point de la droite (AB) a-t-il un antécédent par g ?
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CHAPITRE 2

ARITHMETIQUE

Dans tout ce chapitre N désigne ’ensemble des entiers naturels et Z 1’ensemble des entiers relatifs .

I. Divisibilité dans Z

1. Définitions

Définition 1

e Soient a et b deux entiers relatifs tels que a # 0.

On dit que a divise b ou que a est un diviseur de b si et seulement si il existe un entier relatif ¢ tel que
b = ga. Il revient au méme de dire que a divise b ou que b est divisible par a.

e Soient a et b deux entiers relatifs.

b est un multiple de a si et seulement si il existe un entier relatif ¢ tel que b = qa.

Si de plus a # 0, alors b est multiple de a si et seulement si a divise b.

Notation :
— Quand a divise b on écrit alb.
— La notation a 1 b signifie que a ne divise pas b.

Remarque : :

— Dans la définition 1, on a imposé & a d’étre non nul ou encore on n’écrira jamais une phrase du genre « 0
divise ... ». Néanmoins, puisque 0 = 0 x 0, on peut se permettre de dire que 0 est un multiple de 0.

— Si a est un entier relatif, les multiples de 'entier a sont les entiers relatifs de la forme ¢ x a ou ¢ est un entier
relatif. Ce sont donc les nombres : ... —3a —2a —a 0 a 2a 3a

2. Propriétés de divisibilité

En utilisant la définition précédente, on a les propriétés suivantes :

Propriétés :

i. Soit @ un entier naturel non nul. Tout diviseur de a est inférieur ou égal a a.
ii. V a € Z, les diviseurs de a sont les diviseurs de |a].

iii. V a € Z, les multiples de a sont les multiples de |al.

Démonstration :

i. Soit b un entier naturel diviseur de a > 0. Alors par définition, il existe un entier naturel k > 0 tel que a = kb
S b= %. Or k € Net k>0 alors £k > 1. On conclut alors que a > b.

ii. Soit a un entier relatif :

— Sia >0, alors |a] = a et le résultat est prouve.

— Si a <0 alors |a| = —a. Soit b un diviseur de a. Par définition, il existe un entier relatif & tel que a = kb.
Alors —a = —kb = |a| = Kb. Par suite b est aussi un diviseur de |a|. Comme b est un diviseur quelconque de a,
on conclut alors que tous les diviseurs de a sont aussi les diviseurs de |al.

iii. Soit a € Z. Si b = ga avec q € Z, alors b = (sgn(a)q)|a| avec (sgn(a)q) € Z.
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Inversement si b = k|a| avec k € Z alors b = (sgn(a)k)a. avec (sgn(a)k) € Z. D’ou le résultat.

Théoréme 1 :
1. Pour a € Z*, a divise 0. Pour tout a € Z, 0 est multiple de a.
#t. Pour a € Z, 1 divise a. Pour tout a € Z, a est multiple de 1.

Démonstration :

i. Soit a € Z*, alors on peut écrire 0 = 0 X a. Et donc a divise 0 ou encore 0 est multiple de a. Cette derniére
affirmation reste claire quand a = 0.

ii. Soit a € Z. a = a x 1 et donc 1|a ou encore a est multiple de 1.

Remarque :
Le théoréme précédent dit que tout entier relatif non nul divise 0 ou encore que 0 est multiple de tout
entier relatif. Cependant, 0 n’est le diviseur d’aucun entier relatif.

Théoréme 2 :

i. Pour a € Z*, a divise a (la relation de divisibilité dans Z* ou dans N* est réflexive).

ii. Pour (a,b) € (N*)2, alb et bla < a = b (la relation de divisibilité dans N* est anti-symétrique).
iii. Pour (a,b) € (Z*)2, alb et bla < a = b ou a = —b.

tv. Pour (a,b,c) € Z* X Z* X Z, alb et blc = alc ( La transitivité )

Démonstration :

. Immediat (e =1 % a)

ii. Soit (a,b) € (N*)2. Si a divise b et b divise a, alors d’aprés les propriétés, a < bet b < a < a = b.
Réciproquement si a = b alors a divise b et b divise a d’aprés 7).

iii. Soit (a,b) € (Z*)? si alb et bla alors |a| divise |b| et |b| divise |a| puis on déduit que |a| = |b] (d’aprés ii.).
Ainsi a = b ou b = —a.
réciproquement, si a = b ou b = —a, alors a divise b et b divise a .

alb & 3 q € Z tel que b= qa

2. Soit (a,b,¢) € 27 x Z XZ{ blee 3¢ € Ztel que c = ¢'b

= ¢ = qq'a et par suite alc.

Théoréme 3 : Soit (a,b,c) € Z X Z x Z*
Si cla et c|b alors V (u,v) € Z2, c|(au + bv)

Démonstration :
. . | clae 3 qeZtel que a=qc 9 B ,
Soit (a,b,c) € ZX Z X Z {C|b<:>5|q’€Ztelqueb:q’c =V (u,v) € Z%, au+ bv = (qu + ¢'v)c

Ainsi ¢ divise aussi au + bv.

Commentaire :

Le théoréme précédent peut étre compris de la facon suivante : si a et b sont des multiples commun de ¢, alors
tout entier de la forme au + bv ot u et v sont des entiers relatifs, est un multiple de ¢ ou encore que si ¢ est un
diviseur commun & @ et b, alors ¢ divise tout entier du type au + bv, (u,v) € Z? .

Exercice 1

Trouver tous les entiers naturels n tels que 2n + 3 divise 3n + 7.

Solution

Soit n un entier naturel tel que 2n + 3 divise 3n 4 7. Puisque 2n + 3 divise a la fois 2n + 3 et 3n + 7 alors 2n+ 3
divise 2(3n + 7) — 3(2n 4+ 3) = 5. . Puisque 2n + 3 est un entier naturel, on a donc nécessairement 2n + 3 = 1
ou2n+3=>5puisn=—1oun=1puisn=1car n est un entier naturel.

Réciproquement si n = 1 alors 2n + 3 =5 et 3n + 7 = 10 et par suite 2n + 3 divise 3n + 7.

Il existe un et un seul entier naturel n tel que 2n + 3 divise 3n + 7 & savoir n = 1.
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3. Nombres premiers

3-1. Définition

Définition 2 : Soit p € N.
On dit que p est un nombre premier ou plus simplement qu’il est premier si : il admet exactement 2 diviseurs
entiers naturels distincts & savoir 1 et le nombre lui-méme.

Remarque :

— La notion de nombre premier ne concerne que les entiers naturels.

— 0 a une infinité de diviseurs donc il n’est pas premier.

— 1 n’a qu'un seul diviseur, qui est lui-méme donc 1 n’est pas premier.

— 2 a exactement 2 diviseurs : 1 et 2 donc 2 est le plus petit des nombres premiers.

Attention : Un nombre premier n’est pas forcément impair. Par exemple 2 est premier mais pair. Les notions
de "parité" et de "primarité" sont bien distinctes.

3-2. Problématique de recherche de nombre premier

A ce jour, il n’existe toujours pas de critére ou de formule qui permet de dire instantanément si un nombre
quelconque est premier.

Prenons un entier naturel n différent de 1, pour vérifier si ce nombre est premier ou pas, il suffit alors de partir
de 2 et de tester tous les entiers jusqu’a n — 1. Si nous trouvons un entier naturel p, différent de 1 et de n, qui
divise n alors par définition, n n’est pas premier. Sinon n est premier.

Mais prenons par exemple n = 145237. Est-il vraiment nécessaire de tester tous les entiers de 2 & 145237 jusqu’a
ce que l'on trouve ou non un diviseur de 1452377

Nous allons voir des théorémes qui nous permettent d’affiner nos recherches.

Théoréme 3 :
Soit n € N, si n # 1, alors n admet au moins un diviseur premier.

Démonstration :

On va démontrer ce théoréme en distinguant les différents cas possibles :

Cas 1:Sin =0, 2 divise 0 et par suite n admet au moins un diviseur premier.

Cas 2 : Supposons que n # 0.

— Si n est premier, ce diviseur est lui-méme et la propriété est démontrée.

— Si n n’est pas premier, alors n posséde au moins un diviseur différent de 1 et de lui-méme.

Notons D 'ensemble des diviseurs de n autre que 1 et n. Par hypothéses, D est un sous ensemble non vide de
N, alors il posséde un plus petit élément que nous noterons p. p n’est pas nul car 0 ne divise pas n # 0.
Montrons par absurde que p est premier :

Si p n’est pas premier, par définition, on peut conclure que p a un diviseur k différent de 1 et de lui-méme.
Puisque k|p alors k < p et comme k # p alors k < p.

Or p|n et klp = k|n avec k < p < n. Mais alors, k est dans D et k < p ce qui contredit le fait que p est le plus
petit élément de D. Par suite p est premier.

Conclusion : n admet dans tous les cas un diviseur premier.

Commentaire :
La conséquence immédiate de ce théoréme est qu’au lieu de tester tous les entiers naturels compris 2 et n — 1,
on ne va que tester parmi ces entiers, ceux qui sont premiers.
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Le théoréme suivant, qu’on va admettre, nous permettra d’alléger encore plus nos efforts de recherche de prima-
lité d’'un nombre.

Théoréme 4 : Méthode de discrimination d’un nombre premier.

Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2.

Pour déterminer la primarité de n, il suffit de tester dans 'ordre croissant les nombres premiers inférieurs ou
égaux \/n.

e Si I'un d’eux divise n alors n n’est pas premier.

e Sinon, n est premier.

Prenons n = 247. Ce nombre est-il premier 7

Pour déterminer si 247 est un nombre premier ou pas, on utilise le théoréme précédent.

On a /247 = 15.71. On va alors tester pour voir s’il existe un nombre premier compris entre 2 et 15 qui divise

247. La liste des nombre premiers compris entre 2 et 15 est : {2,3,5,7,11,13}.

247
On teste alors si I'un de ces nombres divisent 247 & ’aide d’une calculatrice. On retrouve que 3= 19.
Donc 247 n’est pas un nombre premier.

Exercice 2

En utilisant la. démarche précédente, déterminer si les nombres suivants son des nombres premiers ou pas :
1. n =569 2. n=437 3. n=2881

3-3. Décomposition d’un entier en produit de facteurs premiers

Nous avons vu que si n > 2 alors il posséde au moins un diviseur premier p;. Ainsi 3 ¢; € N tel que n = ¢ X py.
Si ¢1 # 1 alors il posséde a son tour au moins un diviseur premier ps ( qui peut étre éventuellement égal & pq).
Ainsi 4 g2 € N tel que ¢1 = ¢2 X pg avec go < ¢1 car py # 1.

On construit ainsi une suite (g,) qui est décroissante et minorée par 1. Cette suite s’arréte donc « forcément »
or elle ne peut s’arréter que si 'un de ses termes vaut 1. Ainsi on peut écrire n = p; X P2 X ... X D11-

En écrivant les produits de nombres premiers égaux entre eux sous forme de puissance, on obtient donc le théo-
réme suivant :

Théoréme 5 : Soit n un entier naturel supérieur ou égale & 2. On peut alors décomposer I’entier n de facon
unique sous la forme : n = p{* X pg? x ... X pim

Ou p1, p2, ..., Pm sont des nombres premiers tels que : p; < P2 < ... < Py €6 a1 a9, ... ,auy sont des entiers
naturels non nuls.

L’écriture de n sous cette forme est appelée décomposition de n en produit de facteurs premiers.

Remarques

— Ce théoréme peut étre montré de fagon rigoureuse a 'aide d’un raisonnement par récurrence.

— L’ordre strict imposé sur les facteurs sert & garantir 'unicité de la décomposition.

— Quel que soit ¢ : a; # 0 donc quel que soit 7 : p;|n. De plus, il ne peut exister de nombre premier p différent
des p; qui divise n car sinon la décomposition ne serait pas unique.

Exemple de décomposition : technique et présentation.
Décomposons le nombre n = 420
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Méthode :
420 | 2 . . .
210 | 2~ On teste les nombre premiers par ordre croissant et on dispose les calculs comme dans cet exemple.
10513~ Arriver & une étape 7, si un entier premier ne divise pas le quotient trouver & ’étape i — 1, il ne
a5 | 5 peut plus étre un diviseur dans les étapes suivantes.
e A la fin on fait le produit des diviseurs premiers trouvés affectés a leurs ordre de multiplicité.

— Dans notre exemple, n =420 =22 x 3 x 5 x 7

Exercice 3

Donner la décomposition en facteurs premiers des nombres suivants :
1. n=2475 2. n=1859 3. n =18360

II. Division euclidienne dans 7Z

On admet le théoréme suivant :

Théoréme 6 : Soit a € Z et b € N*.
Il existe un couple (g,r) d’entiers relatifs et un seul tels que :
a=bqg+r et 0<r<b
q s’appelle le quotient de la division euclidienne de ’entier relatif a par ’entier naturel non nul b et r s’appelle
le reste de la division euclidienne de a par b.

Soit n = 311.
On peut écrire n = 3 x 103 + 2. Dans ce cas :
— La division euclidienne de 311 par 3 a pour quotient ¢ = 103 et pour reste r = 2.

— On peut aussi dire que la division euclidienne de 311 par 103 a pour quotient ¢ = 3 et pour
reste r = 2.

On a immédiatement le résultat suivant concernant la divisibilité d’un entier par un autre :

Propriété : Soient a et b deux entiers relatifs tels que b # 0.
b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

III. PGCD - PPCM

On rappelle ce théoréme important :

Théoréme 7 :
e Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
e Toute partie non vide et majorée de N admet un plus grand élément.

A- PGCD

1. Introduction a la notion de pgcd

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. On note par D(a) 'ensemble des diviseurs de a qui sont des entiers
positifs et par D(b) celui des diviseurs de b qui sont des entiers positifs. I’ensemble de leurs diviseurs communs
est noté : D(a,b) avec D(a,b) = D(a) N D(b).
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D(a,b) est non vide car on sait que pour tout entier relatif n, 1 divise n. En particulier 1 divise a et b donc
D(a,b) n’est pas vide.

De plus, a et b admettant un nombre fini de diviseurs et par conséquent leurs diviseurs communs sont en nombre
fini. D(a,b) étant un sous ensemble fini et non vide de N, il admet donc un plus grand élément qu’on note d. d
est donc par construction, le plus grand commun diviseur a a et b.

On a alors la définition suivante :

Définition 3 : Soit a et b deux entiers relatifs tous non nuls.

On dit que le nombre d est le Plus Grand Commun Diviseur de a et b lorsque d divise a, d divise b et qu’il n’y
a pas un diviseur commun a ces deux nombres plus grands que d.

d est noteé le plus souvent PGCD(a,b) mais aussi a A b

Remarque :
Sia=0b=0,lanotion de PGCD de a et b n’a pas de sens car tout entier relatif non nul est un diviseur commun
aaetb.

Soient a = —12 et b = 26.
Alors D(a) = {1,2,3,4,6,12} et D(a) = {1,2,13,26}. Alors D(a,b) = {1,2}. On conclut que :
—12A26=2

Dans ’exemple précédent, on peut remarquer rechercher le PGC D(—12,26) revient a rechercher celui de (12, 26).
On généralise cette remarque dans le théoréme suivant :

Théoréme 8 :
Soient a et b deux entiers relatifs tels que a # 0 ou b # 0. Alors PGCD(a,b) = PGCD(|al, |b]).

Démonstration :

On a vu dans les propriétés de divisibilité que pour tout a € Z, les diviseurs de a sont les diviseurs de |a].

En utilisant cette propriété, on peut conclure que , les diviseurs communs & a et b sont aussi les diviseurs com-
muns a |a| et |b|. En particulier, le plus grand des diviseurs communs a a et b est aussi le plus grand des diviseurs
communs & |a| et |b| ce qui démontre le résultat.

Commentaire :

Ce résultat raméne la recherche du PGCD de deux entiers relatifs & la recherche du PGCD de deux en-
tiers naturels. Par exemple PGCD(—35,30) = PGCD(35,30), PGCD(—100,—25) = PGCD(100,25) et le
PGCD(50,—-60) = PGCD(50,60).

2. Propriétés du PGCD

De la définition du PGCD et les propriétés de divisibilité, on déduit facilement les propriétés suivantes :

Propriétés : Soient a et b deux entiers relatifs tels que a # 0 ou b # 0 :
i-a. PGCD(a,a) = |al
b. PGCD(a,1) =1
c. PGCD(a,0) = |al.
ti-a. Si b divise a, alors PGCD(a,b) = |b|
b. Si a divise b, alors PGCD(a,b) = |al.
tti-a. Pour tout entier naturel non nul k, PGCD(ka, kb) = k x PGCD(a,b)
b. Pour tout entier relatif non nul k, PGCD(ka, kb) = |k| x PGCD(a,b)
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Exercice 4

Déterminer les PGCD suivants :
1. PGCD(24,32) 2. PGCD(221,—187) 3. PGCD(—240,—-32).

3. Techniques de recherche du PGCD

3-1. Utiliser ’ensemble de diviseur
Si on connait I’ensemble des diviseurs positifs des deux entiers, on peut facilement déterminer le plus grand
diviseur commun & ces deux nombres.

Application I

Soient a = 84 et b = 726.
Alors D(a) ={1,2,3,4,6,7,12,14,21,28,42,84} et D(b) ={1,2,3,6,11,22,33,66,121,242, 363, 726}
On déduit facilement a A b = 6.

3-2. Utilisation de la décomposition d’un nombre en facteur premiers

Sil’on posséde les décompositions de a et de b, il est alors inutile de rechercher I’ensemble des diviseurs communs
pour n’en garder que le plus grand. La méthode consiste a :

e décomposer chaque nombre en produit de facteurs premiers.

e Puis affecter aux facteurs premiers communs ’exposant le plus petit.

Reprenons a = 84 et b = 726.
¢ On décompose les entiers a et b en produits de facteurs premiers : 84 = 22 x 3 x 7 et 726 = 2 x 3 x 112,
¢ Et on affecte aux facteurs premiers communs 'exposant le plus petit :

— En utilisant les décompositions, on voit 2 et 3 sont des facteurs premiers qui divisent 84 et 726.

— Alors PGCD(84,726) = 2! x 3! = 6.

Les exemples suivants permettent de mieux comprendre cette technique :

i. Soient @ =27 x 5% x 72 x 11 x 13 et b =23 x 55 x 7% x 112 x 172,

Alors le PGCD(a,b) = 23 x 5% x 72 x 11 = 539000

ii. Soient a = 2 x 72 x 11 et b = 33 x 52 x 17%. Dans ce cas, a et b n’ont pas de diviseur premier en commun.
Alors PGCD(a,b) = 1.

i44. Soient @ = 22 x 3 x 7% x 17 et b = 2% x 3 x 5°. Alors le PGC'D(a,b) = 2 x 3 = 12.

Exercice 5

En utilisant la décomposition en produits de facteurs premiers, déterminer les PGCD suivants :
1. PGCD(96,252) 2. PGCD(1470,252) 3. PGCD(1815,98).

3-3. Utilisation de P’algorithme d’Euclide

Avant d’exposer cette méthode, On commence par le lemme d’Euclide qu’on va admettre :

Lemme d’Euclide : Soit a, b, ¢ et r des entiers relatifs tels a 20, b# 0, r #0 et a = bg + r.
PGCD(a,b) = PGCD(b,r) (aANb=bAT)

En utilisant ce lemme, on peut énoncer le théoréme de ’algorithme d’Euclide :
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Théoréme de ’algorithme d’Euclide : Soient a et b deux entiers naturels non nuls :

e Si b divise a alors PGCD(a,b) = b.

e Sinon PGCD(a,b) est le dernier reste non nul dans les divisons euclidiennes successives du diviseur par le
reste.

Donc I'algorithme d’Euclide consiste donc a :
o effectuer les divisions successives de l'algorithme d’Euclide.
e le dernier reste non nul est le PGCD de a et de b.

Remarque :

— II faut toujours faire la division euclidienne du "grand nombre" par le "petit nombre".

— Si une des divisions a un reste égal & 1 alors PGC'D(a,b) = 1 car le reste suivant strictement inférieur & 1 ne
peut étre que nul.

Application I

Soient a = 7260 et b = 2574.

7260 = 2 x 2574 + 2112 2574 =1 x 2112 + 462 2112 = 4 x 462 + 264

462 =1 x 264 + 198 264 =1 x 198 + 66 198 =3 x 6640

D’ou PGCD(2574,7260) = 66

NB : Il faut bien noter que dans ’algorithme d’Euclide, on prend le dernier reste non nul comme PGCD.

Exercice 6

En utilisant la méthode d’algorithme d’Euclide, déterminer les PGCD suivants :
1. PGCD(66248,9438) 2. PGCD(1122,5915) 3. PGCD(343,539).

A partir, de 'algorithme d’Fuclide, on obtient une propriété importante du PGCD qu’on va admettre.

Théoréme 9 : Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
o Il existe u et v deux entiers relatifs tel que : aAb=au+ bv.
e Les diviseurs communs & a et & b sont les diviseurs de leur PGCD.

B- PPCM

1. Introduction a la notion de PPCM

Notons © 'ensemble des entiers m € N* tel que m est multiple de a et b ou encore © = {m € N*/ a|m et bjm}.
© est une partie non vide de N car |ab] € ©. D’apres le théoréme 7, on peut déduire que © admet un plus
petit élément qui est par définition un entier naturel non nul, multiple commun & a et & b et plus petit que tout
multiple commun & a et & b qui est strictement positif. On a alors la définition suivante du PPCM.

Définition 4 : On dit que le nombre entier naturel m est le Plus Petit Multiple Commun de deux entiers relatifs
a et b lorsque m est un multiple strictement positif de a et de b et qu’il n’y a pas d’autre plus petit multiple non
nuls de ces deux nombres. On note : m = PPCM(a,b) =aV b

D’une maniére pratique, pour déterminer le PPCM de deux entiers relatifs, on considére leurs valeurs absolues
qu’on décompose par la suite en produit de facteurs premiers. Une fois les décompositions trouvées,le PPCM
est obtenu en faisant le produit m; X my avec :

— my produit des facteurs premiers figurant a la fois dans la décomposition de |a| et celle de |b| affectés aux
exposants les plus grand,

— mg produit de tous les facteurs premiers figurant dans la décomposition de |a| et celle de |b| affectés a leurs
exposants et qui ne sont pas intervenus dans le calcul de m;.
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Cernons bien ce qui a été dit a 'aide d’exemples :

i) Soient a = 440 et b=2100. On a : a = 440 = 23 x 5 x 11 et b = 2100 = 22 x 3 x 52 x 7.
Application de la méthode :
— On repére les facteurs premiers communs & ces deux puis on fait un premier produit des
facteurs communs ayant le plus grand exposant.
— A ce premier produit, on multiplie avec le reste des autres facteurs restants des deux
nombres.
En appliquant la méthode, on conclue que PPCM (440,2100) = 23 x 52 x 3 x 11 x 7 = 46200.
ii) Soient @ =27 x 32 x 13 et b=2 x 3% x 7 x 11.
Alors on a PPCM (a,b) =27 x 32 x 7 x 11 x 13 = 1153152.
iii) Soient a = 22 x 3 x 5 et b =72 x 11 alors PPCM (a,b) = 22 x 3 x 7% x 11 x 5 = 32340.

Exercice 7

Déterminer les PPCM suivants :
1. PPCM(66,660) 2. PGCD(294,325) 3. PGCD(5775,1365).

2. Propriétés du PPCM

De la définition du PPCM on a immeédiatement le théoréme suivant :

Théoréme 10 :

t. Pour tout entier relatif @ non nul, a V a = |a|. En particulier si a € N* alorsaVa=a .
ii. Pour tout (a,b) € (Z*)%, PPCM/a,b) = PPCM/|al, |b|)

tii. Pour tout a Z* alors a V 1 = |al.

iv. Pour tout (a,b) € (Z*)?, si b divise a alors a V b = |al.

Commentaire :

Le théoréme 10 permet ramener la recherche du PPCM de deux entiers relatifs & la recherche du PPCM de

deux entiers naturels comme dans le cas du PGCD.

On peut également mentionner d’autres propriétés du PPCM.

Autre propriétés du PPCM : Soit (a,b) € (Z*)?

i. Pour (a,b) € (Z*)? et pour tout k € Z*, PPCM (ka, kb) = |k| x PPCM(a,b)
En particulier si k € N* alors PPCM (ka, kb) = k x PPCM(a,b).

ii. Pour tout (a,b) € (Z*)2, al|(a VvV b) , b|(bV a) et (aV b)|ab.

Lien entre PPCM et le PGCD

Théoréme 11 : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls :
PPCM/(a,b) x PGCD(a,b) = |ab|

Commentaire :

Ce théoréme nous donnes une autre méthode pour calculer le PPCM de deux nombres connaissant leur PGCD.

Il est le plus souvent facile de déterminer le PGCD que le PPCM ou vice versa.

NB : Le PPCM et le PGCD sont toujours des entiers naturels strictement positifs.
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IV. Nombres premiers entre eux. Théoréme de Bézout et Gauss

1. Nombres premiers entre eux

Définition 5 : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si PGCD(a,b) = 1.

Par exemple le PGCD de 10 et 5 est 5. Donc 10 et 5 ne sont pas premiers entre eux.
Le PGCD de 11 et 12 est égale & 1. Donc 12 et 11 sont premiers entre eux.

Commentaire :
— Deux nombres premiers entre eux ont donc 1 pour seul diviseur commun.

— Si a est un nombre premier et que a ne divise pas b alors a et b sont premiers entre eux.

En appliquant le théoréme 9 pour deux nombres premiers entre eux, on a le théoréme de Bézout :

Théoréme de Bézout : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.
a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entier relatif u et v tels que : au+bv =1

Commentaire :

— Le couple (u,v) n’est pas forcément unique.

— Ce couple peut étre trouvé en « remontant » les divisons de l'algorithme d’Euclide. Cette technique sera vue
dans le paragraphe sur les équations diophantiennes.

Le théoréme suivant est une application du théoréme de Bézout.

Théoréme 12 : Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.
Si ¢ est premier avec a et b alors ¢ est premier avec a X b

Démonstration :

I(u,v) € Z2 tel que au +cv =1
(v, v") € Z2 tel que bu' + v’ =1
égalités, on obtient : abuu’ + c(auv’ + bvu’ + cvv’) = 1. D’ou le résultat d’aprés le théoréme de Bézout.

c est premier avec a et b < { En multipliant membre & membre ces deux

2. Théoréme de Gauss

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme de Bézout.

Théoréme de Gauss :
Soient a, b et c trois entiers relatifs tels que a # 0 et b £ 0. Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux,
alors a divise c.

Démonstration :

Soient a, b et ¢ trois entiers relatifs tels que a 0 et b # 0 :

— a divise bc < 3 g tel que be = qa.

— a et b sont premiers entre eux < 3 (u,v) € (Z)? tels que au + bv = 1.

On multiplie les deux membres de cette derniére égalité par ¢ et on obtient :
acu + cbv = ¢ = acu + gav = ¢ = a(cu + qu) = c. Ainsi a divise alors c.

3. Equations diophantiennes

Une équation diophantienne est une équation d’inconnues relatifs = et y du type : (E) :  ax + by = ¢ avec a,
b et ¢ des entiers relatifs tels que a # 0 ou b # 0.
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3-1. Etapes de résolution des équations du type (E) rax+ay =c

e Condition nécessaire et suffisante d’existence de solution :

Notons d = PGCD(a,b). Si (F) admet au moins une solution alors il existe u et v entiers relatifs tels que :
au + bv = c.Puisque d divise a et b donc d divise toute combinaison linéaire de a et de b. Par conséquent d|c.
Réciproquement supposons que d|c, alors 3 k € Z tel que ¢ = kd. Puisque d = PGCD(a,b) alors il existe des
entiers relatifs a’ et b’ premiers entre eux tels que a =d x a’ et b=d x V.

En utilisant le théoréme de Bézout, on déduit qu’il existe v’ et v’ deux entiers relatifs tels que a’u’ + b'v' = 1.
D'ou : kda'u' + kdb/'v' = kd Soit : aku’ + bkv' = ¢. On pose u = ku' et v = kv'. Le couple (u,v) est bien une
solution de (E).

Conclusion : L’équation (F) admet une solution si et seulement si d = pged(a, b) divise c.

e Recherche de solution particuliére :

La solution particuliére de I’équation peut étre évidente.

Cependant, si la solution particuliére n’est pas évidente, on peut obtenir une solution de I'équation (E) en
remontant l'algorithme d’Euclide comme on va le voir dans ’exemple qui suit.

Retrouvons la solution particuliére de 'équation (E) : 63z + 55y = 1.
. . Recherche d’une solution de (E) a l’aide de I’algorithme d’Euclide
Al th d’Euclide :
gorithme uchiae — On exprime 1 en fonction de 7 et 8 & partir de la derniére égalité : 1 = 8 — 7.

gg i é i g5++78 — On exprime ensuite 7 en fonction de 8 et 55 et donc 1 en fonction de 8 et
] __1 xT+1 55 & partir de I'égalité précédente : 1 =8 —-7=8— (55 —6 x 8) =7 x 8 — 55.
7 _ 7% 1 — On exprime enfin 8 en fonction de 55 et 63 et donc 1 en fonction de 55 et

63 a partir de la premiére égalité : 1 =8 —-7=8—(55—-6x8) =7x 8 —55 =
7 x (63 — 55) — 55 = 63 X T + 55 x (—8)
Le couple (xg,y0) = (7, —8) est un couple solution de I’équation 63z + 55y = 1.

Ainsi PGCD(63,55) = 1

e Résolution compléte de I’équation (E)

Soit (a,b) € (Z*)? et soit I'équation diophantienne (E) : azx + by = c.

On vient de voir que (E) admet une solution si et seulement si le PGC D(a, b) divise c. Quitte & diviser les deux
membres de 1’équation (E) par le PGC'D(a,b), on peut transformer ’équation (F) en une équation du type :
ax+by=c aveca=da,b=db et c=dc et de sorte que ' ANV = 1.

Par la suite, on peut donc considérer I'équation (E) : ax + by = c avec a A b= 1.

Soit (x,y) € Z? et soit le couple (z9,yo), une solution particuliére de (E).
(x,y) solution de (E) < ax + by = ¢ & ax + by = axg + byo < a(z — o) = b(yo — v)-

— Puisque a(x — z9) = b(yo — y) alors nécessairement b divise a(z — xy) et comme a Ab = 1, d’apres le théoréme
de Gauss, b divise x — xg. Donc 3 k € Z tel que © — g = kb ou encore x = xy + kb.

— De méme a(z — z9) = b(yo — y) alors a divise b(yo — y) et puisque a A b = 1, d’aprés le théoréme de Gauss, a
divise yg — y. Donc 3 k' € Z tel que yg —y = k'a ou encore y = yo — k'a.

Réciproquement, soient (k, k') € Z2 puis (z,y) = (zo + kb, yo — k'a).
Si le couple (x,y) vérifie : ax + by = ¢ alors, a(xg + kb) + b(yo — kK'a) = ¢ = ab(k — k') = 0.
Or ab # 0 on déduit alors que k' = k. (On vient de montrer maintenant, I'égalité entre les deuz variables)

Conclusion : Les solutions de (F) si elles existent, sont des couples (z,y) de la forme :
(x,y) = (xvo+ kb,yo — ka) avec k € Z
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3-2. Exemples de résolution des équations diophantiennes
Dans ces exercices, on va détailler les différents points abordés dans le cas général.

Soit I’équation diophantienne (E) : 616z + 585y = 12 .

e On calcul le PGCD de 616 et 585 : ( Pour facilement les choses, il faut toujours chercher le PGCD a
laide de l'algorithme d’Euclide pour pouvoir utilisé cet algorithme et retrouver une solution particuliére)
616 =1 x 585 + 31
585 = 18 x 31 + 27
31=1x274+4  Alors le PGCD(616,585) = 1. Le PGCD(616,585) divise ¢ = 12. Par suite 1’équation

21=6x4+3 (E) admet au moins une solution.
4=1x3+1
3=3x1+0

e Recherche de solution particuliére : Une solution n’est pas évident ici.
On utilise la technique de remonter d’algorithme d’Euclide :

1=4-3 — Pour les étapes de calculs, il ne faut pas donner les
3=27T—-6x4=1=4—(27—6x4) = 1=—-274+7x4 résultats des opérations mais les écrire sous forme de
4=31-27T=1= —274+7(31-27) = 1 = 7x31-8x27 produit. Ecrire par exemple 1 = —27 + 7 x 4 au lieu

27 =585 —-18 x 31 = 1 = -8 x 585 + 151 x 31 de 1 =—-27+ 28

31 =616 — 585 = 1 =151 x 616 — 159 x 585 — Et vue la probabilité de se tromper dans ce genre

Ainsi 151 x 616 — 159 x 585 =1 de manipulation, il est conseillé de vérifier le résultat
trouvé

On a donc 151 x 616 — 159 x 585 = 1, pour avoir une solution particuliére de (E), il suffit de multiplier les deux
membres par 12. Ainsi 1812 x 616 + (—1908) x 585 = 12.
Par suite le couple (zg,yo) = (1812, —1908) est une solution de (E).

e Solution générale de I’équation (E) :

Notons (g, yo) = (1812, —1908) la solution particuliére et (x,y) € Z2.

(x,y) est solution de (E) < 616z + 585y = 12 = 61620 + 585y = 616(z — x0) = 585(yo — ¥).

— Puisque 616(z —x0) = 585(yo—y), alors 616 divise 585(yo —y). Comme 616 A585 = 1 alors d’aprés le théoréme
de Gauss, on conclut que 616 divise yg — y. Par suite 3 k € Z tel que yg —y = 616k = y = yo — 616k.
— En remplacant dans ’égalité 616(z — z¢) = 585(yo — v), y par yo — 616k on tire que = = xo + 585k.

x = 1812 + 585k

y = —1908 — 616k

x = 1812 + 585k

y = —1908 — 616k

Alors 6162 + 585y = 616(1812 + 585k) + 585(—1908 — 616k) = 12 et le couple (z,y) est solution de (E).

Ainsi si un couple (z,y) est solution de (E) alors 3 k € Z tel que : {

Réciproquement, soit un couple (z,y) € Z2 tel que : {

Conclusion : Les solutions de (F) sont les couples de la forme : (x,y) = (1812 + 585k, —1908 — 616k) k € Z

Soit I’équation diophantienne (E) : 731z — 204y = 68 .
e On calcul le PGCD de 731 et 204 avec P’algorithme d’Euclide :
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Alors le PGC'D(616,585) = 17.
¢ =068 =4 x 17, alors le PGCD(731,204) divise ¢ = 68. Par suite I’équation (£) admet
au moins une solution.

731 =3 x 204 4+ 119
204 =1x119+85
119 =1x85+34
85 =2x34+17

.. ? 2 : AR
34— 2% 1740 On divise les deux membre de (E) par le PGCD(731,204) et on a l’équation (E’) :

43z — 12y = 4.

Alors résoudre (E) revient a résoudre (E') : 43z — 12y = 4. On considére désormais I’équation simplifiée (E')

e Recherche de solution particuliére : Une solution de (E’) n’est pas évident ici.
On exécute 'algorithme d’Euclide de 43 et 12 puis on refait le chemin inverse pour trouver la solution particuliére

43=3x12+7 1=5-2x2

12=1x74+5 2=7T—-5=>1=-2x7+3%5
T=1x5+2 5=12-7=1=3x12—-5x%x7
F=2x2+1 7=43-3x12=1=-5x43+18 x 12
2=2x1+0

On a donc =5 x 43+ 18 x 12 =1 = 43 x (—5) — 12 x (—18) = 1, pour avoir une solution particuliére de (E’),
il suffit de multiplier les deux membres par 4. Ainsi 43 x (—20) — 12 x (—72) = 4.

Par suite le couple (29, yo) = (—20, —72) est une solution de (E’).

e Solution générale de 1’équation (FE) :

Notons (z9, o) = (—20,72) la solution particuliére et (z,y) € Z>.

(x,y) est solution de (E') & 43z — 12y = 4 = 43x0 — 12yp = 43(z — z0) = 12(—yo + y).

— Puisque 43(x — zg) = 12(—yo + y), alors 43 divise 12(—yo + y). Comme 43 A 12 = 1 alors on conclut, d’aprés
le théoréme de Gauss, que 43 divise y — yg. Par suite 3 k € Z tel que y — yo = 43k = y = yo + 616k.

— En remplacant dans égalité 43(x — x¢) = 12(—yo + y), y par yo + 43k on tire que z = xg + 12k.

o . , [ x=-20+12k
Ainsi si un couple (z,y) est solution de (E’) alors 3 k € Z tel que : { Y= —72 4+ 43k

» . ; f =20+ 12k
Réciproquement, soit un couple (z,y) € Z* tel que : { Y= 72+ 43k

Alors 43z — 12y = 43(—20 + 12k) — 12(—72 + 43k) = 4 et le couple (z,y) est solution de (E’).

NB : (FE) et (E’) ont les mémes solutions car c’est la méme équation.

Conclusion : Les solutions de (F) sont les couples de la forme : (x,y) = (—20 4+ 12k, —72 + 43k) k € Z

Exemple 3

Soit I’équation diophantienne (E) : 84z — 66y = 13 .

Existence d’une solution :

84=3x22x7et66=3x2x11. Alors le PGC'D(84,66) =3 x 2 =6.
Puisque 6 ne divise pas 13, alors on conclut l'équation (E) proposé n’admet pas de solution.

Récapitulatif :
Soit & résoudre dans Z, I'équation (F) : ax + by = ¢ avec a et b des entiers relatifs non nuls.

3 Situations peuvent se présenter :

— Situation 1 : Le PGCD(a,b) ne divise pas c et dans ce cas, (E) n’admet aucune solution.
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— Situation 2 : Les coefficients a et b sont premiers entre eux .
— Situation 3 : Les coefficients a et b ne sont pas premiers entre eux . Dans ce cas, il faut alors simplifier
I’équation par leur pgcd sinon on ne peut pas appliquer le théoréme de Gauss.

Exercice 8

Déterminer, si elles existent, les solutions des équations suivantes dans Z X Z.

1. (E1) : 323z — 391y = 612 .
2. (By) : 42z + 45y =4 .

3. (E3): 212z + 45y =3 .

4. (Ey) : 1622 4 207y = 27
5. (B5) : 221z + 247y = 15

Solution :

1. L’ensemble des solutions de (Ej) est : S1 = {(—216 + 23k, —180 + 19k),k € Z } .

2. Le PGCD(42,45) = 3. Or 3 ne divise pas 4. Donc 'équation (F2) n’a pas de solution.

3. L’ensemble des solutions de (FE3) est : S3 = {(—21 + 45k,99 — 212k),k € Z } .

4. L’ensemble des solutions de (Ey) est : Sy = {(27 — 23k, —21 + 18k),k € Z } .

5. Le pged de 221 et 247 est 13. Or, 13 ne divise pas 15. L’équation n’admet donc pas de solutions!

V. Congruences

1. Définition

Définition 6 : Soit n un entier naturel. Soient a et b deux entiers relatifs.
On dit que a est congru a b modulo n et on écrit a = b[n| si et seulement si b — a est un multiple de n.
Il revient au méme de dire qu’il existe un entier relatif k tel que b = a + kn.

Commentaire :

— On dit aussi que a et b sont égaux modulo n.

— La congruence modulo 1 ne présente aucun intérét car dans la division euclidienne par 1, tout nombre a pour
reste 0. Et donc deux nombres quelconques sont égaux modulo 1.

e 17=4x4+1=17=1[4].
e 24 =9+ 3 x 5 donc on peut écrire 9 = 24[5]
e Puisque —3 =11 — 2 x 7 donc 11 = —3|7]

Un résultat immeédiat est :

Théoréme 13 : Soit n un entier naturel non nul. Soit @ un entier relatif. Soit r le reste de la division euclidienne
de a par n. Alors, a=r[n].

a = 0[n] & n divise a.

2. Propriétés de la congruence

Théoréme 14 : Soit n un entier naturel.

i. Pour tout entier relatif a, a = a[n] (réflexivite)
i¢. Pour tous entiers relatifs a et b, si a = b[n|, alors b = a[n] (symétrie) .
iii. Pour tous entiers relatifs a, b et ¢, si a = b[n] et b = ¢[n] alors a = ¢[n] (transitivité)
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Démonstration :

i. Pour tout entier relatif a, a = 0 x n + a et par définition a = a[n] .

4. Pour les entiers relatifs a et b, si a = b[n] alors par définition (a — b) est un multiple de n et par conséquent,
(b — a) est aussi un multiple de n. D’ou b = a[n].

i4i. Soient trois entiers relatifs a, b et ¢. a = b[n] alors (a—b) est d’un multiple de n = 3 k € Z tel que a = b+kn.
De plus b = ¢[n] alors (b — ¢) est d’un multiple de n = 3 k' € Z tel que b= c+ k'n.

Par suite a = b+ kn = a = c+ (k' + k)n. D’ott @ — ¢ est un multiple de n. Ainsi a = ¢[n] .

3. Calculs avec des congruences

Opérations sur la congruence :

Théoréme 15 : (compatibilité avec I’addition). Soit n un entier naturel
i. Soient a, b et ¢ des entiers relatifs. Si a = b[n] alors a + ¢ = b+ ¢[n].
it. Soient a, b, c et d des entiers relatifs. Si a = b[n] et ¢ = d[n] alors a + ¢ = b+ d[n].

Remarque :
— Ainsi, on peut additionner membre & membre des congruences
— L’écriture a + ¢ = a + b[n] pouvait étre écrite a + ¢ = (a + b)[n]

Théoréme 16 : (compatibilité avec la multiplication ). Soit n un entier naturel
i. Soient a, b et ¢ des entiers relatifs. Si a = b[n] alors ac = be[n].

ii. Soient a, b, ¢ et d des entiers relatifs. Si a = b[n] et ¢ = d[n] alors ac = bd[n].
iii. Pour tout (a,b) € Z%, ¥V k € N, Si a = b[n] = o* = V*[n].

Ainsi, on peut multiplier membre & membre des congruences.

Commentaires :
Grace a ces propriétés nous allons pouvoir manipuler la congruence de facon assez intuitive mais attention :
— La congruence n’est pas compatible avec la division! c’est-a-dire que si a = b[n] et o’ = ¥'[n] alors

on ne peut pas écrire que : % = y[n] pour le simple fait que la congruence est une notion qui s’applique & des
nombres relatifs et que le rapport de deux relatifs n’est pas toujours un relatif.

— Il faudra se méfier des simplifications abusives en particulier lors de la résolution d’équations
modulo n. Plus précisément ka = kb[n] n’implique pas forcement que a = b[n].

En effet :

45 et 63, multiples de 3 sont congrus a 0 modulo 3 donc : 63 = 45[3].

En simplifiant par 9, on obtiendrait : 7 = 5[3] or 7 — 5 = 2 qui n’est pas un multiple de 3 et donc on ne peut

pas écrire : 7 = 5[3]

On va maintenant analyser le principal probléme des congruences : la possibilité de simplifier un méme nombre
de part et d’autre d’une congruence.

Théoréme 17 : (Simplification ). Soit n un entier naturel non nul.

i. Soient (a,b,c) € Z® , a4+ c=b+ c[n] = a = b[n] (tout entier relatif est simplifiable pour I’addition).
it. Soient a et b des entiers relatifs, Si ac = bcn] et ¢ An =1 alors a = b[n].

11t. Sin > 2, les entiers relatifs simplifiables modulo n sont les entiers non nuls et premiers & n.
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4. Applications de la congruence

4-1. Recherche du reste d’une division euclidienne

Exercice 9

1-a. Déterminer, suivant les puissances de n € N, le reste de la division euclidienne de 2™ par 5.
b. En déduire le reste de la division euclidienne de 22022 par 5.

2. Quel est le reste de la division par 5 de 13572922

3. Déterminer suivant ’entier naturel n le reste de la division euclidienne de 5™ par 13.

En déduire les entiers naturels n tel que : 5" = —1[13].

4. Déterminer les entiers naturels n tels que 13 divise 52" + 5™.

Solution :

1-a. Cherchons le premier entier & > 1 tel que 2% = 1[5] ou a défaut on trouve un k > 1 a partir duquel un cycle
apparait.

20 =1[5], 2'=2[5] 22=4[5] 23=3[5] 2*=1][5]

Ainsi en utilisant les propriétés de congruence, on peut donc classer les entiers n modulo 4 : En effet, si n = 4k+r,
alors sachant que 2%% = 1*[5] soit 2% = 1[5] et on retrouve que 2" = 2"[5]

— Si n = 4k, alors 2" = 1][5]

— Sin =4k + 1, alors 2" = 2[5]

— Sin =4k + 2, alors 2" = 4[5]

— Sin =4k + 3, alors 2" = 3[5]

b. Puisque 2022 = 505 x 4 + 2. D’aprés la question 1-a), on conclut que le reste de la division euclidienne de
22022 par 5 est 4.

3. Méme technique qu’en 1-a). on a :

50=1[13], 5'=5[13] 52=-1[13] (ou52=12[13]) 53 = -5[13] (ou5>=8[13]) 5*=1[13].
On déduit a l'aide des propriétés de congruence ( comme en 1-a) ) que :

— Si n = 4k, alors 5" = 1[13]

— Sin =4k +1, alors 5" = 5[13]

— Sin =4k +2, alors 5" = —1[13]

— Sin =4k + 3, alors 5" = —5[13]

En utilisant ce qui précéde, on conclut 5" = —1[13] si n = 4k + 2 avec k € N.
4. On peut écrire 52" + 5% = 57(5" +1). Or 5 A 13 = 1, d’aprés Gauss, 13 divise 57(5" + 1) si 13 divise 5" + 1.
13 divise 5" + 1 < 5" = —1[13]. En utilisant la question précédente, on conclut que n = 4k + 2 avec k € N

D’ou 13 divise 5*" + 5" sin =4k +2, k € N

4-2. Résolution de la congruence

e Résolution de = + a = 0[n].
Soient m un entier naturel et a et z deux entiers relatifs.

Si z + a = 0[n], alors x + a — a = 0 — a[n] ou encore x = —a[n]
Si x = —a[n], alors z + a = a — a[n] ou encore x + a = 0[n]
Ainsi z +a =0[n] & = = —a[n]

e Résolution de ax = b[n].

Supposons il existe un entier relatif a’ tel que a x o' = 1[n] (on dit dans ce cas que a est inversible modulo n).
Alors on a :

Si ax = b[n| alors a x a’x = b x a’[n] ou encore 1 X z = ba’[n] ou enfin z = ba'[n].

et si x = ba’[n] alors a x x = ba’ x a[n] ou encore ax = b[n].

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. 34



Chapitre 2 Arithmétique

En résumé, si il existe un entier relatif o tel que a x a’ = 1[n| alors ax = bn| & x = ba’[n].

Exercice 10 I

Résoudre dans Z les congruences :
1-a. 6x + 5 = 2[9]
b. 6x + 5 = 1[9]
2. 2x+5=0[7] et 3x + 5 = 4[7]
3. Montrer que la congruence 2z = 1[6] n’a pas de solution dans 7Z

Solution :
1-a. Soit z un entier relatif tel que : 6z + 5 = 2[9] alors 6z + 5 — 5 = 2 — 5[9] puis 6z = —3[9]
6r=-309 ©3IkZ/6r=-3+9%k < IkZ/ 2 =—1+3k

& 2x = —1[3]. Puisque 2 x 2 =4 = 1[3] alors 2 x 2 =2 x (—1)[3]

s r=-23l< =13

D’ou 'ensemble solution est : S = {1 + 3k, k € Z}

b. Soit x un entier relatif tel que 6z +5 = 1[9] alors 6x+5—5 = 1—5[9] < 62 = —4[9] & 62 = 5[9]. Par suite :
6 +5=109 © ILZ/6r=-4+9% & IELZ /6 — k= —4

Or l'entier 6x — 9k est divisible par 3 alors que 3 ne divise pas —4.

Par suite on conclut que la congruence 6z + 5 = 1[9] n’a pas de solution dans Z.

2. — Soit z un entier relatif tel que 2z 4+ 5 = 0[7] alors 2z = —5[7]. Or 2 x 4 = 8 = 1[7]. Alors :

20+ 5=0[7 & 2= -20[7] & =z =1[7]

L’ensemble solution est alors S = {1+ 7k, k € Z}

— Soit x un entier relatif tel que 3z + 5 = 4[7] alors 3z = —1[7] or 3 x 5 = 15 = 1[7]. Par suite :
3x+5=4[7 & x = -5[7] & z =2[7]

L’ensemble solution est alors S = {2 + 7k, k € Z}

3. Soit x un entier relatif tel que : 2z = 1[6] alors 3 k € Z tel que 22 =1+ 6k < 2z =1+ 2 x 3k.
2z est un multiple de 2 alors 1 4 2 x 3k ne 'est pas. Dot la congruence 2z = 1[6] n’a pas de solution dans Z.

4-3. Les classes d’équivalence

Soit n un entier naturel non nul. On peut regrouper les entiers relatifs dont la division euclidienne par n a un
certain méme reste r dans une classe.

Cette classe s’appelle la classe d’équivalence de 7 et se note : T.

F={meZ/m=rn]}={nk+roukelZ}

[’ensemble qui contient toutes les classes d’équivalence modulo n est noté : Z/nZ
Z/nZ ={0,1,2,3,--- ,n—2,n— 1}

. : : a+b=a+b
Dans Z/nZ, on définit la somme et le produit des classes, de la facon suivante :{ 2+ 5 at
axb=a
Par exemple si on désire résoudre dans Z/247 : 9T = 6 est équivalent a résoudre dans Z; 9z = 6[24]

On sait résoudre dans Z cette équation. L’ensemble solution est dans Z :
S ={6+8kkecZ}=1{6+24k,14 + 24k,22 4 24k, k € Z}.
Alors dans Z /247, 'équation 97 = 6 a pour solution S = {6, 14, 22}.
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5. Théoréme Chinois (en exercice)

Exercice 11 I

Théoréme chinois :

Soient m et n deux entiers naturels non nuls. On note d =mAn et u=mVn.
a = b[m]

1. Démontrer que pour tous entiers a et b, on a : { a = b[n] < a = blu|
. . ) . x = afm]
2. Soient «, $ deux entiers. On se propose de résoudre le systéme : 2 = Bln] (2)

Démontrer que si a — 8 n’est pas multiple de §, alors le systéme n’a pas de solution.
3. On suppose désormais que « et B sont multiples de § et on désigne par o’ et 5’ leurs quotients
respectifs par 6.

a. Justifier I'existence d’un couple d’entiers (u,v) tels que : mu + nv = 4.

b. Justifier que : { mu f Om] { &l f 0lm]

mu = §[n] nv = 0[n]
c. En déduire que f'mu + o/nv est une solution particuliére de équation (2).

4. Résoudre 'équation (2).

5. Application : Résoudre le systéme suivant : { * i 2%2]5 ]
Solution :
1. — Soient a et b deux entiers relatifs et supposons que { @ z Z%L] alors a — b est un multiple de m et n

donc de leur PPCM. D’otl a = b[u].

— Réciproquement, supposons que : a = b[u] alors a — b est multiple de p et p est multiple de m et n donc, par
a = blm]

a = b[n]

2. Supposons par absurde que (2) admet une solution qu’on note x mais que o — 8 n’est pas un multiple de 6.
r=a+km
z=B+kn
m et n étant des multiples de §, alors k'n — km D'est aussi et donc o — 3 est aussi un multiple de § ce qui est
absurde .

On conclut alors que si o — 3 n’est pas multiple de §, alors le systéme (2) n’a pas de solution.

3-a. On sait que 6 = m A n alors il existe un couple (u,v) tel que mu +nv = § ( résultat du cours)

b. mu est multiple de m donc : mu = 0[m]. D’apreés la question précédente, mu — § est multiple de n, donc :

transitivité, a — b est multiple de m et n. D’ou {

Alors il existe k et k' tel que { et par suite on déduit que a+km = +k'n = a— 5 = k'n—km.

mu = 0[m] PR y | nv=4dim]

{ mu = 8[n] . On établi de méme que : { n = 0[n]
c¢. Par produits par o/ et par 5/, on en déduit J B'mu =0[m] " a'nv = afm]
. Par produits par o et par 8, on en déduit que : B'mu = Bin] e oo = O]

B'mu + o/nv = afm)]

B'mu + o/nv = Bn]

Par suite 8'mu + a'nv est une solution particuliére de 1’équation (2).
4. On déduit de 3-c. et de 1. que :

) o { z = f'mu+ o/nv[m)|

x = B'mu + o'novln]
D’ou il vient ensemble des solutions de (2) : S = {f'mu + o'nv + ku/k € 7}

puis par sommes, il vient : {

&z = f'mu+ o'noly]

. x = 0[105]
A :
5. Application { = = 6[81]
On a donc : (m,n) = (105,81); (4, u) = (3,2835); (o, 8) = (0,6); (¢, 5') = (0,2).
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De plus : —10x 105413 x 81 = 3; on peut donc prendre : (u;v) = (—10,13) ; on aura alors : f'mu+a’nv = 2106.

D’ou ’ensemble des solutions du systéme : S = {2106v + 2835k /k € Z}

6. Petit théoréme de Fermat

Petit théoréme de Fermat :

Soient p un nombre premier et a un entier naturel non nul.
. Pour tout a € N, a? = a[p]

ii. Pour tout a € N, si PGCD(a,p) = 1 alors a?~! = 1[p).

Remarques :
La démonstration de ce théoréme, assez technique, est ici admise.

7. Numération de base a

7-1. Le systéme de base 10

Dans la base 10, on dispose de dix symboles, les dix chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

Tout nombre s’écrit dans le systéme de numération a l’aide de ces 10 chiffres.

Par exemple 48603 dans la base 10 peut étre vu comme 4 x 10% 4+ 8 x 103 + 6 x 102 +0 x 10" + 3 x 10°.
D’une maniére générale, un entier naturel n s’écrivant en base 10 sous la forme c,cp—1¢n—2 . .. c1co peut étre vu
comme ¢, X 10" +¢,—1 x 1071 4+ ... 4 ¢; x 10! 4+ ¢¢ x 10°. On a la définition suivante :

Définition 7 : Soit n un entier naturel non nul.

Il existe cp, cp—1, ..., c1 et ¢o tels que n se note sous la forme n = c,cp—1...c1¢0 ou encore n s’écrit n =
cp X 10P + ¢pg X 10P71 4+ + 1 x 10! + ¢ x 10°.

Pour dire que nous sommes dans la base 10, on peut aussi noter n = mw. Le systéme décimal est le
systéme de numération usuelle.

7-2. Le systéme de base a > 2

En analogie avec le systéme décimal, pour écrire un entier n dans un systéme de numeération de base a > 2, on
aura besoin de a objets. Par exemple :

e Quand a = 2, on a besoin de deux chiffres. On choisit les symboles 0 et 1 : c’est le systéme binaire

e Quand a = 3, on a besoin de deux chiffres. On choisit les symboles 0, 1 et 3.

e Quand a = 16, on a besoin de seize (16) chiffres. On choisit les symboles 0, 1, 3, 3,4, 5,6, 7, 8,9, A, B, C,
D, E et F. Cest ’hexadécimale

e D’une maniére générale, si @ > 10, on utilise, en plus des 10 chiffres, des lettres pour compléter la base.

Si un entier naturel n s’écrit dans la base a > 2 sous la forme ¢pcp—1 ... c1cp alors la valeur de n dans la base 10
est alors : n = ¢, X aP + ¢p_1 xaP~h 4. e xal + ¢y x a.
On a alors la définition suivante :

Définition 8 : Soit n un entier naturel non nul et a un entier naturel supérieur ou égal & 2 donné.

Ecrire n dans la base a revient & trouver les chiffres Cp, Cp—1, - -, €1 €t cg se trouvant dans la base a tels que n
s’écrit dans le systéme décimal sous la forme n = ¢, X a? + ¢p—1 x aP~ v+ 4 ¢ xal + ¢y x al.
Dans ce cas, on dit que n s’écrit ¢,cp—1 ... c1co dans la base a.

Pour dire que nous sommes dans la base a, on peut aussi noter n = ¢,¢,_1...c1c".
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Quelques exemples de bases et de décomposition

a. La base 2 : les deux chiffres utilisés sont 0, 1.

Soit n = 345 écrit dans le systéme décimal (base 10). Cherchons lécriture de 3% 2
n dans la base 2. Comme la définition 8 nous l'indique, il faut chercher le ¢, oo R [
Cp—1, ---, C1 et co tels que : n = ¢, X 2P + ¢ 1 X 2Pl 4 x 28 4 ¢ x 20,
Pour ce faire, on peut utiliser la méthode suivante : 42
On effectue les divisions successives des dividendes par la base a , comme dans xﬁ
I’exemple ci-contre. L’écriture dans la base a s’obtient en écrivant les restes du s

bas vers le haut ( dans la direction de la fleche indiquée) N !
Ainsi n s’écrit dans la base 2 sous la forme 101011001 i

64 3
b. La base 3 : les deux chiffres utilisés sont 0, 1 et 2. —S4) 21 3
Soit n = 64 écrit dans le systéme décimal (base 10). Cherchons 1’écriture de n
dans la base 3.
Ainsi D'écriture de n = 64 dans la base 3 est : 2101°

90| 7
c. La base 7 84 12 7
Soit n = 90 dans le systéme décimal. Ecrivons ce nombre dans le systéme de 61 _= 1
numération de base 7. \
Donc n = 90 s’écrit en base 7 sous la forme : 156
d. La base 13 ?)::ij—l—%—l—
Soit n = 23982 dans la base 10. Ecrivons n dans le systéme de base 13. _—11}_ el L
Si la base est supérieure a 10, on utilise les lettres avec les correspondance “{% e i :
A=10, B=11,C =12, ... et ainsi de suite. > Hﬁ 1D i | U“
Alors n s’6crit en base 13 sous la forme de ABBA e W

10

Exercice 12 I

1-a. Soient n; = 124, no = 11 et n = 227 dans la base 10. Ecrire ces nombres dans les bases 5 et 11.
b.Soit n = 210002203, ng = 27A3 et n3 = BAC™" | Ecrire ces nombres dans la base 9, 5 et 20.
2. Ecrire n = 2199 ( écrit dans la base 10 ) respectivement dans les bases 11, 17 et 19.
3. Déterminer dans la base 10 les nombres suivants : ny = 101101 + @7 et ng = 1415C’D15 + 20547.
4. soient, dans le systéme décimal, les nombres n; = 2009, ny = 2000 et nz = 2020. Ecrire ces nombres dans
le systéme de numération de base 2, 8 et 15.
5. soit, dans le systéme décimal, le nombre n; = 44993556. Ecrire ce nombre dans le systéme de numération
de base 2022.
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Exercices
Exercice 1

1. Montrer que pour tout entier naturel n, les entiers naturels n et n + 1 sont premiers entre eux.
2. Soit n un entier naturel. Démontrer que n(n* — 1) est multiple de 5.
3- a. Soit n un entier naturel. Démontrer que le reste de la division euclidienne de n? par 8 est 0, 1 ou 4.

b. En déduire que les nombres de la forme :8k + 7, k£ € Z ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.
4. Déterminer les entiers relatifs n tels que n + 2 divise 3n + 1.
5. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3271 4 247%2 est divisible par 7.
6. Montrer que le produit de quatre entiers consécutifs, augmenté de 1, est un carré parfait.

Exercice 2 ;
-7

Le but de ce exercice est de trouver le chiffre des unités du nombre n = 77

1- a. Pour tout entier naturel n, déterminer le reste de la division euclidienne de 7" par 10.
b. En déduire le chiffre des unités de Uentier 72022,

2- a. Pour tout entier naturel n, déterminer le reste de la division euclidienne de 7" par 4.
b. En déduire le reste de la division euclidienne de 72924 par 4.

7
77
3. En utilisant les propriétés de la congruence, en déduire alors le chiffre des unités de I'entier : n = 77

Vérifier que ce nombre est impair.
4

44t
4. En déduire de méme le chiffre des unités de n = 44°
On considére ’ensemble des classes d’équivalence modulo 9 noté Z/9Z.
5- a. Pour tout entier naturel n, déterminer le reste de la division euclidienne de 7" par 9.

72023

b. En déduire le reste de la division euclidienne de par 9.

7
7

7
6. Donner alors la classe de Uentier n = 77 dans Z/9Z.
Exercice 3

1. Résoudre dans N, I’équation suivante : 3" + 5n + 1 = 0[8].

2. Montrer que : 4" est congru a 1 + 3n modulo 9. En déduire que 22" + 15n — 1 est toujours divisible par 9.
On se propose de déterminer ’ensemble de solution de ’équation (F) : 567x + 2854y = 5.

3- a. Démontrer, en utilisant l’algorithme d’Euclide, que 567 et 2854 sont premiers entre eux .

b. Utiliser les calculs effectués & la question précédente pour déterminer deux entiers relatifs uw et v tels
que :567u + 2854v = 5.

c. En déduire 'ensemble de solution de cette équation.
4. Moyennant la question 3., déterminer les solutions dans Z de I’équation (Ep) : 143z — 195y = 52 .

Exercice 4 : (Anneau Z/nZ )
1- a. Déterminer le PGCD(49,18) a l'aide de I'algorithme d’Euclide. En déduire le PPC M (49, 18).
En déduire deux entiers relatifs u et v tels que 18u + 49v = 1.

Moyennant la question précédente, Est-ce que 18 est inversible dans Z /497 ?Si oui, quel est son inverse ?
En raisonnant comme dans la question précédente, donner 'inverse de 7 dans Z/37Z.

Résoudre alors dans Z/377Z 1’équation : Ty = 2.
Préciser ’ensemble 7 /47.

Moyennant la question 3-a., montrer que ’équation : 2z = 3 n’admet pas de solutions dans Z/47Z.

En utilisant 3-a., résoudre dans Z/47Z les équations (F;) : 22 + 3z =0 et (Fy) : 20132° + 2z = k.

En précisant 'ensemble Z/5Z, donner les solutions de ’équation 3z + 2y = 1 dans Z/5Z. (on pourra
s’aider du tableau de congruence modulo 5 & double entrées )

w
1
Po TP ey

b. En déduire de méme la résolution dans Z/5Z de I’équation : 2z + 4y = 3.
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c. Donner alors les solutions du systémes : gx + 2:1; :}
2v4+4y =3
. . . . ) . 3r+T7y=3
5. En utilisant la technique de la question précédente, résoudre dans Z/377Z le systéme : Gp 7 o
T — Ty =

Exercice 5

On considére dans Z? 'équation : (E) : 35u — 960 = 1.

1. Montrer que cette équation admet au moins une solution.
Montrer que le couple (11;4) est une solution particuliere de (F) .
2. Déterminer ’ensemble solution de I’équation (FE).

On considére dans Z l'équation (F) : 23° = 2[97]

3. Soit z une solution de 'équation (F).
a. Montrer que le nombre 97 est premier et que les nombres x et 97 sont premiers entre eux.
b. Montrer que : 296 = 1[97]
c. Montrer que : z = 21[97]

4. Montrer que si le nombre entier x vérifie la condition x = 2'[97], alors z est solution de I'équation (F) .
5. Montrer que I'ensemble solution de I'équation (F') est I’ensemble des nombres entiers naturels de la forme
11+ 97k avec k € N

Problémes
Probléme 1
Partie A :

1. On considére dans Z l'équation suivante d’inconnue x : (E) : 322 + 6z + 5 = 0[7].
a. Montrer que I’équation (E) est équivalente a 1’équation (E') ou : (E') : 3z(x + 2) = 2[7].

b. Recopier et compléter le tableau des congruences modulo 7 suivant :

x 0112|3456
3z

T+ 2
3x(x + 2)

c. En déduire les solutions de I’équation (E).

2. Moyennant la démarche précédente, résoudre dans Z I’équation (Es) : 22 — 4z + 3 = 0[12).

3. Un entier naturel A s'écrit 361° dans le systéme de numeération de base 8 et a pour reste 3 dans la division
euclidienne par 7.

a. Démontrer que : 332 4+ 63 — 2 = 0[7].
b. En déduire ’ensemble des valeurs possibles de .
4. Vérifier que 8 est une valeur possible de §.
Partie B
1. On se propose de résoudre dans Z x Z I’équation d’inconnue (z,y) suivante : (F) : 22 + 10z = y? + 46.
a. Vérifier que I'équation (F) est équivalente a : (z +5)% — y? = 71.
b. Démontrer que 71 est premier.

c. Déterminer alors I’ensemble des solutions de (F).
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2. On considére a présent I'équation (G) : 13z + 7Ty = 16. On cherche a résoudre (F) dans Z.

a. Déterminer le PPCM(13,7) et le PGCD(13,7). En déduire que (G) admet au moins une solution.
b. Vérifier que le couple (5, —7) est une solution de l’équation (G).

c. Déterminer alors les couples (x,y) d’entiers relatifs vérifiant (G).

Probléme 2

On rappelle ici le petit théoréme de Fermat : Pour tout nombre premier p et pour tout entier naturel non
nul a, si a Ap =1 alors a?~! = 1[p].

On souhaite déterminer les couples de (z,y) de N* x N* vérifiant I’équation (Ep) : pr + yP~1 = 2017 avec p un
nombre premier supérieur ou égal & 5.
I- Préliminaire
Soit @ un élément de N*.
1- a. Montrer que si a et 13 sont premiers entre eux alors : a?’16 = 1[13].
On considére dans N* 'équation (E7) : 2201 = 2[13].
b. Montrer que x et 13 sont premiers entre eux.
c. Montrer que : x = 7[13]

d. En déduire les solutions de (E1).
2. Montrer que 2017 est un nombre premier et donner la décomposition primaire de 2016.

IT- Résolution de (Eyp)

1. Vérifier que p < 2017 et monter que p ne divise pas y .

2. Montrer que : y?~! = 1[p] puis en déduire que p divise 2016 .
3. En déduire alors que p = 7.

4. Résoudre alors ’équation (Ej).

Probléme 3
Les trois parties sont totalement indépendantes.
Partie A

1. On considére I’équation (E) : 25z — 49y = 5, ol = et y sont des entiers relatifs.

a. Déterminer le PGCD de 25 et 49 a ’aide de l'algorithme d’Euclide . Déduire alors le PPCM de 25 et
49 a partir de leur PGCD.

b. Montrer que I'équation (E) admet au moins une solution. Déterminer une solution de (E).
c. Résoudre 'équation (E).
d. Montrer qu'il existe un unique entier p compris entre 1960 et 2018 tel que : 25p = 5[49].
2- a. Justifier que si (x,y) est solution de (E) alors 5z = 1[7] et y = 0[5].
b. Montrer que 5z = 1[7] si et seulement si x = 3[7].
3- a. Soit z un entier relatif. Quels sont les restes possibles de 2% dans la division euclidienne par 7.

b. Existe-t-il un couple (z,y) d’entiers relatifs tels que (22, y?) soit solution de (E)?

Partie B
Dans cette partie, on pourra utiliser le résultat suivant :
« Etant donnés deux entiers naturels a et b non nuls, si PGCD(a,b) = 1 alors PGCD(a?,b?) = 1 ».
n
On considére ne suite (S,,) est définie pour n > 0 par : S, = >_ k3. On se propose de calculer, pour tout entier

k=1
naturel non nul n, le plus grand commun diviseur de S, et S,41.
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n(n+1)\°
1. Démontrer que, pour tout n >0, on a : S, = —5 )
2. Etude du cas oil n est pair. Soit k I'entier naturel non nul tel que n = 2k.

a. Démontrer que PGCD(Sok, Sopi1) = (2k + 1)2PGCD(K?, (k + 1)?).
b. Calculer PGCD(k,k+1).
c. Calculer PGCD(Sak, Sop+1)-
3. Etude du cas oil n est impair. Soit k entier naturel non nul tel que n = 2k + 1.

a. Démontrer que les entiers 2k 4+ 1 et 2k + 3 sont premiers entre eux.
b. Calculer PGCD(SQk+1, Szk+2).

4. Déduire des questions précédentes qu’il existe une unique valeur de n, que ’on déterminera, pour laquelle S,
et Sp41 sont premiers entre eux.

Partie C

Soit dans Z le systéme (S) suivant : { z i Z[[g]] ou a ,b ,p et q des entiers relatifs tels que p A g = 1.

1- a. Montrer qu’il existe un couple de (ug,vg) de Z? vérifiant : pug + qug = 1.

b. Montrer que z¢ = bpug + aqugy est une solution du systéme (.5) .

2. Soit x une solution du systéme (S) , montrer que le nombre pq divise le nombre z — xy.
3. Soit x un entier relatif tel que pg divise le nombre z — xy , montrer que = est solution du systéme (5).
4. En déduire ’ensemble solution du systéme (.5) .
=1[8
5. Résoudre dans le systéme : { i _ 3%1]3]

Probléme 4

On se propose dans ce probléme d’étudier le probléme (P) suivant :

« Les nombres dont I'écriture décimale n’utilise que le seul chiffre 1 peuvent-ils étre premiers? »
On rappelle dés lors que : N, = 107~ M 108=27 .. 100,

Partie I : Quelques résultats dans la base 10
On désigne x un entier naturel non nul et @,a,—_1--.ag avec a, # 0 son écriture décimale.
Ona:z=a,10" 4+ a,_110" "L + ... + qay.
1. Vérifier que : V p € N*, 10P = 0[5]. En déduire que : x = ag[5].
2. Montrer que : ¥V p € N\ {0,1}, 10 = 0[4]. Conclure que = = aiag[4].
n

3. Montrer que : V p € N, 107 = 1]9]. Conclure que z = ) ap[9].
p=0
Soit x un nombre entier naturel tel que : 10* = 2[19]
4-  a. Vérifier que : 1071 = 1[19]. En déduire que 10**1 et 19 sont premiers entre eux.
b. Montrer que 1018 = 1[19]. (On pourra utiliser le petit théoréme de Fermat )
En déduire que 10'® et 19 sont premiers entre eux.
5. Soit d un diviseur commun de x + 1 et 18.

a. Montrer que 10 = 1[19]. Que dire des nombres 10¢ et 19?7
b. Montrer que d = 18 . ( On pourra considérer l'ensemble des diviseurs de 18 )
c. En déduire que : z = 17[18].

Partie II : Retour au probléme (P)

1. Les nombres No = 11, N3 = 111 et Ny = 1111 sont-ils premiers 7
107 — 1

2. Prouver que N, = . Peut-on étre certain que 10?7 — 1 est divisible par 97
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3. On se propose de démontrer que si p n’est pas premier, alors IV, n’est pas premier.
On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n» non nul,
2" —1=(x -t +2" 2+ f 1)

a. On suppose que p est pair et on pose p = 2¢, ol ¢ est un entier naturel plus grand que 1. Montrer que
N, est divisible par No = 11.

b. On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3¢, ou ¢ est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer
que N, est divisible par N3 = 111.

c. On suppose p non premier et on pose p = kq ol k et ¢ sont des entiers naturels plus grands que 1.
En déduire que N, est divisible par Nj.

4. Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier. Cette condition est-elle suffisante 7

Probléme 5
Partie A

1- a. Vérifier que : 503 est entier premier.
b. Montrer que 7°°? = 1[503]. En déduire que 72°% = 1[503].
2. Soit dans Z2, 'équation (E) : 492 — 6y = 1.
a. A l’aide de l’algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD de 49 et 6. Déterminer ainsi le PPCM de 49
et 6 en utilisant leur PGCD. Justifier que I'équation (E) admet au moins une solution.
b. sachant que le couple (8;1) est une solution particuliére de I’équation (E) , résoudre dans Z? (E).
3. Onpose N=1+7+T7>+ ...+ 72007,
a. Montrer que le couple (720% N) est solution de I'équation (E) .
b. Montrer que : N = 0[4] et N = 0[503]
c. En déduire que N est divisible par 2012.

Partie B
On considére dans Z?2, ’équation (E) : 143z — 195y = 52.
1- a. Déterminer le PGCD de 143 et 195 | en déduire que I’équation (F) admet au moins une solution dans
z2.
b. Déterminer une solution particuliére de (E). Déterminer alors la solution générale de (E) dans Z2.
2. Soit n un entier naturel non nul et premier avec 5 , montrer que V k € N, n** = 1[5].
3. Soient x et y deux nombres entiers non nuls tels que z = y[4].
a. Montrer que : V n € N*; n® = n¥[5].
b. En déduire que : V n € N*; n®¥ = n¥[10].
4. Soient z et y deux entiers naturels non nuls tels que le couple (x,y) soit solution de ’équation (FE) .

Montrer que quel que soit n de N* : les nombres n® et n¥ ont le méme chiffre des unités dans le systéme de
numération décimal.
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CHAPITRE 3

ETUDE DE FONCTIONS

I. Limites de fonctions

1. Limite finie et infinie d’une fonction en un point ou a P’infinie

1-1. Définitions
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme | A, +o0o[ et [ un réel.

Définition 1

e On dit que f admet une limite finie en un point a de | A, +00] si et seulement si 3 un réel [ tel que limy_,, f(x) =1
e On dit que f admet une limite infinie en un point a de JA, +00[ si et seulement si lim,_,, f(z) = +o0

ou lim,_,, f(z) = —00

Commentaire :

e On définit également la limite de f a gauche en a par : %1_% f(z) et la limite de f a droite en a par : :[1:1_r>r(11 f(z)
x<a r>a

[ est continue en a si et seulement si lim f(z) = lim f(z) = lim f(x)

rz<a x>a
e Soit Dy le domaine de définition de f et a un nombre réel n’appartenant pas a Dy. Si f admet une limite finie

pour z € Dy \ {a}, h(z) = f()
h(a) =1
le prolongement par continuité de f en a.

l en a alors la fonction h définie par : { est continue en a. On dit que h est

Exemple

. . . 2 = 1 . .
1. Soit f la fonction définie par f(x) = 3456 +‘4x tl=Ret+1lsiz<l lim f(z) =3et lim f(x)=2
4+ 1siz>1 z—1- z—1t
lim f(x) # lim f(x) donc f n’est pas prolongeable par continuité en 1.
rz—1" z—1t

cos(z) — 1

2. Soit f la fonction définie par f(x) = . Dy =R\ {0}. lim f(z) = lim f(z) = lim f(x) = 0 donc
x—0" z—0t z—0

f est prolongeable par continuité en 0 ou encore f est prolongeable par continuité sur R

Définition 2
e On dit que f admet une limite finie en +00 si et seulement si 3 un réel [ tel que limy_1 0 f(x) =1;
e On dit que f admet une limite infinie en +oo si et seulement si lim, 1o f(2) = 400 ou limy_, 4o f(z) = —00

2. Opérations sur les limites

2-1. limites d’une sommes de deux fonctions.

f a pour limite [ l l +o0 | —00 | 400
g a pour limite ' | 400 | —00 | 400 | —00 | —c0
f+ g apourlimite | [+ | 400 | —00 | 400 | —00 | ?
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Commentaire

Le tableau ci-dessus comporte un (?) qui veut dire qu’il s’agit d’une forme indéterminée. Pour ce cas, on ne peut
conclure en toute généralité et nécessite une étude au cas par cas.

Observons les exemples suivants ot quand z — 400, f(z) — 400 et g(xr) = —oo mais f + g tend vers deux
limites différentes :

o f(z) =3z + 2z et g(x) = —322 alors f(x) + g(x) = z. Dans ce cas, f + g tend vers +o0o quand z — +00.

o f(x) =2%+1et g(x) = —2? alors f(z) + g(x) = 1. Dans ce cas, f + g tend vers 1 quand x — +o0.

2-2. limites du produit de deux fonctions.

f a pour limite [ I>0|1>0|1<0|1l<0| 400 | —00| 400 |1l=0
g a pour limite I 400 | —o0 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00 | £o0
f x g apour limite | [ xI' | +00 | —o0 | —00 | +o00 | +o0 | +00 | —00 ?
Commentaire

0 X 400 est une forme indéterminée. Par exemple :
1 1

o f(z) = —, g(x) =z alors f(x) xg(r) = — . lim f(z) =0et lim g(z)= +oomais lim [g(x)x f(z)] =0.
x &

li
T——+00 T——+00 T——+00
1
e f(x) = - , 9(z) = 22 alors f(z)xg(x) = z. xgg-loo f(z)=0et xll}rlloog(x) = 400 mais xll)r_{loo[g(x) X f(x)] = +o0

Dans ces deux cas, xgrfoo f(z) =0et xgrfmg(x) = 400 mais mEToo[g(x) X f(x) differe d’'un cas a lautre.

2-3. limites du quotient de deux fonctions.
On résume ces différentes possibilités dans le tableau suivant :

I>0 | I<0 | I>0]1<0
f a pour ou ou ou ou
limite { l +00 +00 —00 -0 | oo | 400 —00 +00 —00 (=0
0 en 0en 0en 0en
g a pour étant | étant | étant | étant
limite | I'#0 | o0 | I'>0 | U/<0|U>0|0U<0|+0| >0 >0 <0 <0 0
/
~a
g
pour I
limite 7 0 +00 —00 —00 +00 ? 400 —00 —00 +00 ?
Commentaire :

Pour la limite du quotient de deux fonctions, on a deux indétermination comme le montre le tableau.
Voici 2 exemples ou les deux fonctions f et ¢ tendent vers 0 avec & chaque fois un résultat différent concernant

la fonction i quand z tend vers +o0.
o f(z)=—cetg(z)= 1 alors /()
x 2 g9(z)

f(z)

g(x)

Voici 2 exemples ol les deux fonctions f et g tendent vers +o0o avec a chaque fois un résultat différent concernant

= x tend vers +oo quand z tend vers 4oo.

1
= — tend vers 0 quand z tend vers +oo.

1 1
o f(z)= 3 et g(z) = = alors

la fonction i quand z tend vers +o0.
g

o f(x) = 2% et g(x) = x alors féi; =z tend vers +o0o quand x tend vers 4o0.
— _ 2 fl@) 1
e f(x) =z et g(x) = x* alors @) "z tend vers 0 quand x tend vers +oo.
g(x x
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+oo 0
En conclusion : 11 y a quatre formes indéterminées 400 — 0o, 0 X F00, Too et o
00

2-4. Quelques techniques usuelles de lever de certaines indéterminations.

i. Polyndomes et fractions rationnelles.
— La limite d’un polynéme en 400 ou —oco est égale & la limite de son terme de plus haut degré.
— La limite d’une fonction rationnelle en 400 ou —oo est égale & la limite du quotient de ses termes de plus
haut degré.
—8z2 -7 —8z2

: i 3 = im —— = lim — =
Par exemple : xEl}rl [423 + 62] = xETOOM:B | =400 et A oo = m s 0
ii. Utilisation du nombre dérivé.
Soit I un intervalle de R et f une fonction définie et dérivable sur I. Soit x¢ un point de I. Puisque f est

dérivable sur I, on a : lim f@) = f(wo) = f'(x0) .
Tr—TQ €Xr — 1-0

: Application sur 'utilisation du nombre dérivé et changement de variable pour le calcul des limites.
Déterminer les limites en 0 des fonctions suivantes :
s cos
a. h(z) = S0l2) b. h(z) = <=
En utilisant un changement de variable, en déduire les limites suivantes :
. sin(5z) ) x . sin(bz) . tan(bx) . cos(3x) sin(5z) . tan(bx)
lim im — im — . lim —————~ m — .
=0 21 2—0 sin(3x) 2—0 sin(4x) =0 2T e—=0  sin(2z) 2—0 sin(3z)
Solution

a. On pose f(z) = sin(x) qui est dérivable sur R et en particulier en 0 et on a :

f(z) — f(0) _ sin(x) sin(x) sin(z)

. Alors lim,_.g = f'(0) = cos(0) = 1. D’ou lim,_ = 1.
b. 8n_pose f(z) 2 cos(z) qui est dérlvable sur R et en particulier en 0 et on a :
fﬁz::gm)=:amc?__l.AhHShH%ﬁocm%Z?_l::f%O):-—ﬁnaDZZQIyoﬂhnuﬁocmxj?_l 0.
. s1n2(;:x) = 281n5(i)x) On pose X = 5z alors igr(l) r;)(i:v) = )I(iino sm(XX) = 1. Par suite ilg(l] s1n2(;”) z) = g
»Demame i s = g S = 4 e = ey e = S I e 5

iii. Mise en facteur du terme prépondérant.

Pour une somme contenant un terme clairement prépondérant, la technique consiste a mettre le terme
prépondérant en facteur.

Exemple : soit f(z) =v4a? + 2+ 3 —x. Calculer la limite de f en 4o0.

La quantité v4z2 est preponderante dans f(x). Donc on a :

VAz2( \ll—i— —|———f ) Or on a hm \ll—l— = —. Ainsi lim f(z)= +o0.
T—>+00

iv. Utlllsatlon d’une quantlte conjuguee

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(z) = Va2 +x+1—x.
Déterminons la limite de f(x) quand = tend vers +oo.

Aucun terme n’est prépondérant dans f(x). Ceci étant dit, utilisons la technique de conjuguée ici.
1
1 _
ﬁz—kx—i—l—x:(\/x2+x+1_x)(\/x2+$+l+x a:+1 Tz

V2+xz+1+z 1 1
1+ - +—w& (1+;+ﬁ+n

On a
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lim (Va2 +z+1—2x)=

T—+00

Ainsi

1+1
T 1

lim

r—+00 1 1 2
(J1+=+—+1)
X X

Exercice 2

Déterminer la limite en +oco de :

a. f(x) =vV4z? +x+3 - b f(x):\/4x2+:r+3—
2 )
c. Soit f la fonction définie sur |2, 400 par : f(z) = veRto— o . Déterminer hrré f(zx)
7>
Solution ;
3x+1+—
a 4m2+x+3_$:(\/4x2+93+37x)(\/4x2+x+3+x 1 372 +:U+3 T+ +x
Vidz? +z+34 1 3
4+ s 4+ >+ +1
r
3
3r+14—
lim Vda?+2+3—2= lim L =400
T—+00 T—+00 1 3
A+ =+ +1
il
1 3
2 _ 2 L, =
b. Vi T2 T 320 — (Vdz? + 2+ 3 —2x)(V4az? + 2+ 3 +2x) x+3 _ 2 T 5
Viaz? +x+ 3+ 22 22 /1+ 1\, 3 L) /1+ 1 R 3 +1
x JE— el % JRS— —_
dr = 4x? dr 4o
1 3
9 " 9n 1
lim V42?2 +2+3—2z= lim 227 -
z—+o0 z—+00 1 3 . 4
T N
. V2r+5-3  (V2r+5-3)(V2z+5+3) 2x — 4 2 Alnsi
) — = = . Ainsi
T —2 (r—2)(V2x +5+3) (x—2)V2x+5+3) V2xr+5+3
V2z +5-3 2 2 1
lm —m=lm——n—— = — = —
2222 T —2 x:22\/2x+5+3 6 3
3. Limites et inégalités

Dans ce qui suit, I est un intervalle de R ; a désigne un réel ou 400 ou —oo et a est dans I ou une borne de I.

3-1. Limites finies et inégalités

Théoréme 1 : Soient f et g deux fonctions définies sur I'intervalle I de R.

Soient [ et I’ deux réels. On suppose que pour tout x dans I, f(x) < g(z); liin f(z)=1et ligl g(x) =1 alors :
T—ra x a
1 <U.

3-2. Limites infinies et inégalités
On admettra les théorémes suivants :

Théoréme 2 : Soient f et g deux fonctions définies sur U'intervalle I de R.

On suppose que pour tout = dans I, f(z) < g(z) et :}}Eg f(x) = +o0 alors il_r}rlll g(x) = +oo.
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Théoréme 3 : Soient f et g deux fonctions définies sur U'intervalle I de R.
On suppose que pour tout = dans I, f(z) < g(z) et liin g(z) = —oo alors li_r}n f(x) = —o0c.
r—a X a

3-3. Théorémes des gendarmes
on admet le théoréme suivant :

Théoréme 4 : Soient f , g et h trois fonctions définies sur I'intervalle I de R. Soit [ est un réel. On suppose :
e Pour tout x dans I, f(x) < g(x) < h(z),

o lim f(z) = lim h(z) = I;

Alors : il_l’)r(ll g(x) =1

1 1
Par exemple si une fonction f vérifie pour tout > 2, 2 — — < f(r) <2+ — Alors lim f(z) = 2.
x x

r—r—+00

4. Limites d’une composée de deux fonctions

on admet le théoréme suivant :

Théoréme 5 : Soient I, J, et K trois intervalles de R et soient f: 1 — Jet g:J — K
a désigne un réel ou 400 ou —oo et a est dans I ou une borne de I et b désigne un réel ou 400 ou —oo et est
dans J ou une borne de J. D’autre part, ¢ désigne un réel ou 400 ou —oo. Si :

o lim f(z) =0,
o lim g(z) = c;

Alors : il_r)rlllg(f(m)) = C.

II. Continuité d’une fonction

1. Continuité en un point. Continuité sur un intervalle

1-1. Définitions

Définition 1 (continuité en un point) :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R et a un réel élément de I.

On dit que f est continue en a si et seulement si 1i£1 f(x) = f(a) ou encore %irr(l) fla+h) = f(a).
r—a —

Définition 2 (continuité sur un intervalle) :
Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R .
On dit que f est continue sur U'intervalle I si et seulement si Va € I, f est continue en a.

1-2. fonction continues et opérations

Théoréme 6 : Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I. Soit a un réel de I. On suppose que f
et g sont continues sur I, alors :

® f + g est continue sur I.

® f X g est aussi continue sur I.

e Si de plus on suppose que g ne s’annule pas sur [ alors i est continue sur I.
g
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Théoréme 7 : Soient I, J et K trois intervalles de R et soient f et g deux fonctions définies par : f: [ — J
et g:J — K. On suppose que :

e f est continue sur .

® ¢ sont continues sur J

Alors : f o g est continue sur I.

De ces théorémes on peut déduire que :
— Toute fonction polynome est continue sur R.
— Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle sur lequel elle est définie.

2. Théorémes de valeurs intermédiaires

Théoréme 8 : Soient f une fonction , I un intervalle de R et a et b deux réels de I. Si f est continue sur
I alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que

fle) =k.

Commentaire
L’hypothése «f est continue sur I» est essentielle dans le théoréme de valeurs intermédiaires .

En effet : soit f(z) = % qui est définie sur | — oo, 0[U]0, +00[. On a f(—1) = —1et f(1) = 1 donc 0 €]f(—1), f(1)[

pourtant il n’existe pas un réel ¢ €] — 1, 1] tel que f(c) = 0 faute de continuité de f sur | — 1,1[. (f est plutot
continue sur | — 1, 0] et sur |0, 1] )

3. Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle

Théoréme 9 : Soient a et b € R tels que a < b.
Si f est une fonction Continue et strictement monotone sur [a, b] alors :
Pour tout k compris entre f(a) et f(b), il existe un unique zy € [a, b] tel que f(xg) = k.

Conséquence : Soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b].
e Si f(a)f(b) <0, alors 'équation f(z) = 0 a une solution unique dans [a, b].
e Tout fonction f continue et strictement monotone sur un intervalle K détermine une bijection de K dans f(K)

ITII. Dérivation d’une fonction

1. Dérivabilité d’une fonction en un point

Définition 5 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et soit xp un réel, élément de I.

f(x) — f(z0) f(xo+h) = f(Rh)

ou encore lim
h—0 h

est appelé nombre dérivé de f en xg et noté f'(zp).

f est dérivable en zq si et seulement si lim existe et est finie.

T—TQ T — X

Dans le cas ol f est dérivable en x, mlgg M
0 Tr — 2

L’équation de la tangente & la courbe de f, (C), en My(zo, f(z0)) est donc : y = f/(xo)(x — x0) + f(x0)

Trois situations ou la fonction f n’est pas dérivable en un point g :
— f n’est pas continue en g c’est & dire xlggclo f(z) # f(zo) ou :Elggo f(z) # :Elggo f(z) ou encore Jim f(x) = +oo

g
— La courbe de f admet une tangente paralléle a 'axe (oy) en zg c’est a dire lim M
T=TO T — X

— La courbe de f admet deux demi-tangentes de directions différentes en xq c’est & dire :
i @) = f(@o) £ Yim f(z) — f(zo)

T—T0 — T—T0 —
r>x0 z Z0o r<x0 z Zo

x>x0 x<xo

= +c0
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2. Dérivabilité d’une fonction sur un segment

Définition 6 : Soit f une fonction définie sur un intervalle 1.
f est dérivable sur I si et seulement si f est dérivable en chaque réel z de I .
La fonction dérivée de f, est notée f'.

3. Opérations sur les dérivées

Théoréme 8 : Dérivation de composé de fonctions.
Soient I, J des intervalles de R et soit K un intervalle ou un ensemble de R . Soient f et g deux fonctions telles
que f: I — Jet g:J— K.Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur J alors g o f est dérivable sur [ et

(gof) =fx(gof)

Théoréme 9 : Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle I de R.

1. Si f et g sont dérivables sur I alors Y(\, a) € R? | Af + ag est dérivable et on a (A\f + ag) = A\f' +ag’.
2. Si f et g sont dérivables sur I alors f x g est dérivable sur I et ona (f x g) = f' xg+ f x ¢
Plus généralement pour n > 2 et pour fi, fo,--- et f, des fonctions définies et dérivables sur I, alors

n

J1 X fa X -+ X fp est aussi dérivable sur I et on a : (fi X fo x--- X fn) =>"0_, fi Hl /i
]:
ik

f

/
En plus si g ne s’annule pas sur I alors f est dérivable et <> =
g

flg—fg
92

1\ —nf
3. Si f est dérivable et pour tout n > 2, (f*) = nf'f*~!. Et si de plus f ne s’annule pas sur I, (f”) = f:jl .

Théoréme 10 : Dérivation de la fonction réciproque.

Soient I, J des intervalles de R et soit f une fonction définie telle que f: 1 — J. Si:
e [ est dérivable sur I et f’ ne s’annule pas sur I

e f est strictement monotone sur I, bijective de I sur J

Alors : f~! est dérivable et on a (f~!(z)) = W

Par exemple si une fonction f est dérivable sur un certain intervalle I de R et est a valeurs dans | — 1, 1] alors :

(Aresin(f)) = s N

V1i-f?

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

1. g(x) = arcsin(x). pour z €] — 1,1] 2. g(z) = arcos(x) 3. g(z) = arctan(z).
Solution
1. On cherche ici a calculer la dérivée de la réciproque de la fonction f(x) = sin(z). On définie :
T
f :] - 575[%] - 171[

x — sin(x).
Vérification des hypothéses.
T
i. f est bien définie, continue et dérivable sur | — 3 5[ et sa dérivée est : f'(x) = cos(x). De plus f’ ne s’annule

1= 55l

assur | — —, —|.

P 272

. ™ T . . . " . .

ii. Pour tout = €] — 5 5[ , la fonction qui « — cos(z) est strictement positive donc f est strictement croissante
T

sur | — 5 5[ ( monotonie de f).
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T
f réalise alors une bijective de | — 3 5[ vers | — 1, 1] et sa bijection réciproque est g(z).

Toutes les hypothéses sont vérifiées alors on peut appliquer le théoréme de la dérivation de la fonction
réciproque.

1 1
g@) =0 =g = —yavee f(z) = sin(z).
cos
T () ‘2
Or pour tout x €] — 5 5[, cos(x) > 0 et par suite on peut écrire que cos(x) = /1 — sin(z).
1
Ainsion a : ¢'(x) = . Par suite : | (arcsin(z)) = —— avec x €] — 1,1] |

V1—22

(FY(@) = —
V1= (sin((f1(2))

2. De la méme facon qu’en a., on pose :
T
f :]07 5[%]07 1[
x —> cos(x).

Et comme en a. on vérifie facilement que toutes les hypothéses du théoréme de dérivation de la fonction réciproque
-1

" o f(z)  sin((f1(x))

sont vérifiées et on a : ¢'(z) = (f~1)(z)

Puisque z €]0, g[ alors sin(z) = /1 — cos?(x) . Ainsi ¢'(z) = (f~1)(z) = = - = \/1_1 .
V1= (cos((f1(2)) -
: / / —1
Par suite | ¢'(z) = (arcos(z)) = |
3. On pose : o
S - 5 5[—> R
x —> tan(x).
e laméme maniére : ¢'(z) = (f~1)(2) = - = ; ou| ¢'(z) = (arctan(x)) = !
Del 9/(0) = (F7)60) = o7y = Tt D #6) = (wretan(@)) = 573

4. Lien entre la continuité et la dérivabilité

Théoréme 11
Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Si f est dérivable en un point xg de I alors f est continue
eIl (.

La réciproque de ce théoréme est fausse c’est a dire si f est continue en a alors f n’est pas forcement dérivable
en a. En effet :

fR—=R
. . N . , —1siz<0
Cette fonction est continue sur R et en particulier en 0 mais on a : f'(x) = Lsiz>0
— £(0 — £(0 N
Par suite lim M # lim M (=1 # 1). Alors f n’est pas dérivable en 0 pourtant elle est
=0t T =0~ x

continue en 0.

5. Dérivées et sens de variation

Théoréme 12 : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.

e Si f' > 0 (respectivement f’ < 0), f est croissante sur I (respectivement décroissante sur I).

e Si f/ > 0 (respectivement f’ < 0), f est strictement croissante sur I (respectivement strictement décroissante
sur I).
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Exercice 5

Soit f définie par : f(z) =vV—2%+ 4z — 3.

a. Déterminer le domaine de définition Dy de f.

b. Etudier la dérivabilitée de f sur Dy et préciser f/(z).

c. En déduire alors les variations de f puis dresser son tableau de variation.

d. Montrer que le graphe de f est un demi-cercle dont on précisera les éléments caractéristiques. Tracer
le graphe de f.

Solution
a. Domaine de définition Dy. Dy = {z € R/ —2% + 42 —3 > 0} d'ou | Dy =[1,3] |

o (m) —x+2
N 2¢/v(x) V2 + 43

Remarque On peut remarquer que f n’est pas dérivable aux bords c’est & dire en 1 et 3. Ce n’est pas le cas
pour toutes les fonctions, il faut toujours vérifier la dérivabilité de f aux extrémités de 'intervalle aussi.
c. Les variations de f :
— Pour z €]1,2] f'(z) > 0 = f est strictement croissante sur |1, 2[.
— Pour z €]2,3], f'(z) <0 = f est strictement décroissante sur ]2, 3.
— Pour x =2 on a f/(2) = 0 alors f admet un extremum local en x = 2 de valeur 1.
d. Soit (Cy) la courbe de f un repére orthonormé (0,7,7). Soit M(z,y) un point du plan.
M(z,y) € (Cp) e y=vV-a?+dr -3y’ =—-2’+4d2 -3 (y— 02+ (z —2)* = 1%
(Cy) est donc la partie du cercle de centre §2(2,0) et de rayon 1 constituée des points tels que y > 0.

b. f est dérivable sur |1, 3[ et que pour tout réel x de ]1,3[,| f'(z)

Tableau des variations de f :

T 1 2 3
f'(x) + - !
1
f(@) T~ |
0 0 1 2 3 4

6. Inégalités des accroissement finis

Propriété : Inégalités des accroissements finies

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I de R, a et b deux éléments de I tels que a < b.
S’il existe (M, m) € R? tel que : pour tout x élément de [a,b], m < f/'(x) < M alors

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Démonstration

e Soit ¢ la fonction définie sur [a, b] par : p(z) = f(x)—max. ¢ est dérivable sur I de dérivée ¢'(x) = f/'(x)—m > 0.
Donc ¢ est strictement croissante sur I = ¢(a) < ¢(b) et par conséquent f(a) —ma < f(b) —mb

= m(b—a) < f(b) — f(a) (¥)

e Soit ¢ définie sur [a,b] par : ¢(z) = f(x) — Mx. ¢ est dérivable sur I de dérivée ¢/ (x) = f'(x) — M < 0.
Donc v est strictement décroissante sur I = 1 (a) > 1(b) et par conséquent f(a) — Ma > f(b) — Mb =
M(b—a) < f(b)— fa) (%)

De (*) et (**), on conclut que m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

Commentaire :
Si une fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert I et s’il existe un réel M > 0 tel que, Va € I, | f'(z)| < M,
alors pour tous éléments a et b de I, [f(a) — f(b)| < Ml|a — b
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7. Egalités des accroissement finis

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que : f(a) = f(b).
1.Justifier qu’il existe m et M deux réels tels que f([a,b]) = [m, M].

2. On suppose que m = M. Que peut-on dire de f7

3. Dans cette question on suppose que m # M et m < f(a)

a. Justifier qu'’il existe un ¢ €la, b[ tel que f(c) = m puis déduire que Yz €]a, ¢[, W <0.
Montrer également que Vz €]c, b, M >0
x—c

b. En déduire que f'(c) =0

4. Montrer que si f(a) < M, il existe un réel c €]a, b[ tel que f'(¢) =0

5. En déduire alors que si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que f(a) = f(b) alors il
existe un réel ¢ €]a, b tel que : f/(c) = 0.

Solution

1. Comme f est continue sur [a, b] alors elle admet un maximum et un minimum qu’on note respectivement M
et m. Alors on déduit que f([a,b]) = [m, M]

2. Sim = M, alors f est une constante sur [a, b]

3-a. e f est continue, si m < f(a) alors m € f([a,b]) = [m, M] donc il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =m

* Vo €lad, f(xj: : f(C) - f(j)—_cm' Or Vz €la,cf, f(z) —m = 0 et z—c < 0. D’ou Vz €la, ], ! x;l)c : Z(C) <0
o Yz €]c, b, f(x; 3 i“(c) il f(;)—cm_ Or Va €le.b], f(z)—m > 0t 2 —c > 0. Dlon Va €le, b, f(:cx = Z(c) -0
b. Vz €]a, [, M < 0 alors par passage a la limite lim_ W < 0. Or lim_ W — é(C)-
Donc fi(c) <0 z—c T

De méme YV €]c, b, Jw >0 = her W — fi(c) >0

et puisque f est dérivable en c alors f;(c) = f(c). D’ou fy(c) = fy(c) = 0 puis f'(c) =0

4. Si f(a) < M, on a la méme démonstration qu’en 3. On déduit qu’il existe un réel ¢ €]a, b[ tel que f'(¢) =0
5. Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[ avec f(a) = f(b) alors il existe (m, M) € R? tel que
f([a,b]) = [m, M]. De plus, il existe ¢ €]a, b tel f(c) = m. Trois cas se présente : m = M ; m # M et m < f(a)
oum# M et f(a) < M

e Si M = m alors f est une constante = Vz €la, b[, f’(z) = 0. Donc il existe ¢ €]a, b] tel que f'(¢) =0

e Sim# M et m < f(a) d’apreés 3., il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(¢) = 0.

e Sim# M et f(a) < M d’apres 4., il existe ¢ €]a, b tel que f'(¢) =0,

D’ou si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b| et telle que f(a) = f(b) alors il existe un réel
c €la, b tel que : f'(c) =0

On a donc la propriété suivante :

Propriété :
Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a,b[ tel que f(a) = f(b);
alors il existe un réel ¢ €la, b tel que f'(¢) =0

Remarque :

e Il n’y a pas unicité du point ¢ tel que f'(c) = 0.

e Le théoréme n’est plus vrai si f n’est pas dérivable sur |a, b[ tout entier. Par exemple la fonction f(z) = |z|
sur [—1,1]. f(=1) = f(1) mais il n’existe pas un ¢ €] — 1, 1] tel que f/(c¢) = 0 faute de la dérivabilité de f sur
| —1,1].

e De méme, le théoréme n’est plus vrai si f n’est pas continue sur [a, b] tout entier.
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Propriété : Egalité des accroissements finis
Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[;

]W = f’(c) ou encore f(b) — f(a) — f/(C)(b o (1)

alors il existe un réel ¢ €la, b[ tel que

Démonstration
. : o _ f(0) — f(a)
Soit la fonction g(z) définie sur [a, b] par g(x) = f(z) — f(a) — .
—a
dérivable sur Ja,b[ et on a g(a) = g(b) = 0. Donc d’apreés la propriété précédente, on déduit qu’il existe un réel

¢ la,bf tel que ¢/(¢) = 0. 0r (&) = f/(a) = LI ) 0 5 gy = TOZS@

b— b—a

1. Soit f(z) = 3z* — 1123 4+ 1222 — 42 + 2. Montrer que f’ s’annule sur ]0, 1|
2. En utilisant l'inégalité des accroissements finies, montrer que Vx € R, |sinz| < |z

(x — a). g est continue sur [a, b] et

Solution

1. f(1) = f(0) = 2. Donc f est une fonction continue sur [0, 1], dérivable sur ]0,1[ et telle que : f(0) = f(1)
alors d’apres I'égalité des accroissements finis, il existe ¢ €]0, 1] tel que f/(¢) = 0. (ici f(b) = f(a) )

2. Soit f(x) =sinz; f est dérivable sur R et f'(z) = cos(z). Donc Vx € R, |f'(z)| < 1. En appliquant 'inégalité
des accroissements finis sur un intervalles de bornes x et 0, on conclut que |f(x) — f(0)| < |z —0| < |sinz| < |z|

IV. Etude d’une branche infinie
f désigne une fonction de domaine de définition Dy et de courbe représentative (Cy). Soit (I,20) € R? .

1. Asymptotes verticales et horizontales

eSi lim f(xr)=1lou lim f(x)=1 alorsla droite y =1 est une asymptote horizontale de (Cy).
T—r—00 T—>+00

e Si lim f(x) = £o0o alors la droite x = ¢ est une asymptote verticale de (Cy)
0

2. Asymptotes obliques

Propriété : Soit f une fonction et (Cy) sa courbe représentative.

x
La droite d’équation y = ax + b est asymptote a (Cy) si et seulement si , lorsque x tend vers +oo (ou —00) =)
x

tend vers a et [f(z) — ax] tend vers b. Ce qui revient a dire que 11}1;1 [f(z) —ax —b] =0

3. Direction asymptotiques

On suppose dans ce paragraphe que, lorsque x tend vers +o0o ou vers —oo, f(x) a une limite infinie.

. Si f;x)
s 1l
e Si 1)

x
y = ax + b est asymptote & (Cy)
e Si @)

x
branche parabolique de direction celle de la droite y = ax.

a une limite infinie en +00 ou —oo, (Cy) admet une branche parabolique de direction celle de (OJ)

a une limite nulle en +00 ou —oo, (C¢) admet une branche parabolique de direction celle de (OT)

a une limite finie non nulle @ en 400 ou —oo et [f(x) — az| a aussi une limite finie b alors la droite

a une limite finie non nulle a en +0o0 ou —oo et [f(x) — ax]| a une limite infinie alors (Cy) admet une
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Exercices

Exercice 1
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = sin(z) .

0 -7
1. Soient (un)n>0 et (vp)n>0 deux suites numériques définies pour tout n > 0 par u,, = §+2n7r et v, = —+2nw

a. Calculer les limites en 400 des deux suites.

b. En dédui li t i .

n déduire lm fluy) e Jm f(vn)
c. En supposant que sin(z) admet une limite en 400, quelle contradiction trouve t-on avec la question b.
Déduire ainsi que ni la fonction cos(x) ni sin(x) n’a une limite a U'infini.
d. Montrer que la fonction z — sin (1/x) n’a pas de limite en 0.

2. Montrer que la fonction x — zsin (1/x) est prolongeable par continuité en 0 et préciser son prolongement.
En déduire lir+n xsin (1/z) est finie et préciser cette limite .
T—>+00

3. Montrer que lim 22 sin (1/z) est finie mais que lim z?sin (1/x) n’existe pas.
z—0 T—+00

Exercice 2 p -

Soit f la fonction définie sur } 57 [ par: f(z) = 5~ sin(x) et la suite (Up,) définie par : U,y1 = f(Up) Vn € N

t Up € } iy [

e — =1

=162
1. Montrer que I'équation : f(z) = x admet une solution unique o € } %, g[
2. Montrerque:VnEN:%<Un<g
3

3- a. Montrer que : Vz € ]%,g[, |f(x)] < \2[

b. En déduire que : |Up41 — ] < —|U, — a| Yn € N

c. Déduire lim U,.
n—-+00

Exercice 3
2+ 3x + 4m ma? —2x + 1

¢ =7 2T Gtim est
x2+(5m+1)x+3e 9 2) 22 omg 1 oot

parameétre et = une variable. A chaque valeur de m correspond deux courbes (Cy,,) et (Cy,,)-

1. Etude de f,,

Soit deux fonctions f,, et g,, définie par : f,(x) =

a. Montrer que toutes les courbes (Cy,,) passent par trois points fixes dont on déterminera les coordonnées
indépendamment de m.

b. Etudier suivant les valeurs de m, 'ensemble de dérivabilité de f,,. Déterminer f! (z).
c. Déterminer m pour que le point d’intersection P de (Cy,,) et de 'asymptote paralléle a ’axe des abscisses
ait pour abscisse g
d. Pour m = 0, étudier les variations de f,, puis construire (Cp)
2. Etude de g,

a. On suppose m # 1. Montrer que toutes les courbes (Cg,,) passent par trois points fixes dont on déter-
minera les coordonnées indépendamment de m.

b. Soit x # {—2,0,2}. Déterminer m pour que [g,,(z)]? = 1

c. Représenter graphiquement la fonction pour m = 0.
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Exercice 4

2
On consideére la fonction f définie sur |0; 400 par : f(z) = ac Jrf
Tz —
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, I, J).
c

1. Déterminer les réels a; b; ¢ tels que : f(x) =ax + b+ p—
En déduire une équation de la droite (D) asymptote oblique & (C).
2. Etudier les variations de la fonction f (on déterminera les points intersection de (C) avec les axes de coor-
données).
3. On note I le point intersection des asymptotes de (C')
a. Donner les coordonnées de I
b. En déduire que I est un centre de symétrie de (C)

4. Tracer (D) et (C)
5. Déduire de la courbe (C') l'existence et le signe des racines de ’équation f(z) =m .

Problémes
Probléme 1

3 —3x+2

-2
1. Déterminer les limites de f en 400, en —oo et en 2. Préciser les asymptotes verticales et horizontales.
2. On considére le polynome P(z) = 2% — 322 + 2.

a. Vérifier que P(z) = (v — 1)(z% — 22 — 2).

On considére la fonction f définie sur R\ {2} par : f(x) =

b. Etudier le signe de P(x).

3-. a. Montrer que f est dérivable sur R \ {2} puis exprimer sa dérivée en fonction de P(z).
b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.
c. Tracer courbe représentative (Cy) de f dans un repére orthonormé.

4. a. Pour quelle abscisse a la tangente au point d’abscisse a est-elle horizontale ? Justifier.

b. Déterminer I’équation de la tangente (T') & (Cy) en x = 3 et la tracer dans le méme repére que (Cfy).

d
5. Trouver a, b, c et d tels que f(z) = ax?® + bx + c + P
x [e—

6. On admet que f(z) =22 + 2z + 1+ et on pose g(x) = 2% + 2z + 1 et (C,) sa courbe représentative.
q 9 g

x —_—
a. Déterminer les limites en 400 et en —oo de f(x) — g(x). Que peut-on en déduire sur (Cy) et (Cy)?
b. Etudier la position relative de (C) et (Cy).

c. Tracer (Cy) dans le méme repére que (Cy) et (T') en utilisant les résultats des questions a. et b.

Probléme 2
_ 32 +ax +b

Soit f la fonction numérique de la variable réelle z telle que : f(x) = 1
x

1- a. Montrer que f est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

b. Déterminer les réels a et b pour que la courbe représentative de f soit tangente au point I de coordonnées
(0,3) a la droite (7') d’équation y = 4x + 3.

322 + 4z +3
Pour la suite, on suppose que =
ur la suite, on suppose que f(x) o]
x
2. Montrer que pour tout x réel, on a f(z) = a + 2/84_1 , et B étant deux réels que ’on déterminera.
x

3. Etudier les variations de f. Préciser ses limites +00 et —oo et en donner une interprétation graphique. Dresser
le tableau de variations de f.
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4. Déterminer 'équation de la droite (7') tangente a la courbe (Cy) au point I d’abscisse 0. Etudier la position
de (Cy) par rapport a (7).

. Démontrer que I est centre de symétrie de (Cy).

6. Construire la courbe (C) et la tangente (1") dans un repére orthonormée.

ot

Probléme 3
sin(z)

On considére une fonction f définie sur [0, 7] par : f(x) = . et f(0)=1

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

2. Montrer que f est paire. A partir de la courbe représentative sur [0, +o0c[ dans un repére orthonormée de la
fonction f dire comment on peut déduire la courbe représentative de f sur R.

3. On désigne par g , la fonction numeérique définie sur [0, 7] par :  g(x) = x cos(z) — sin(x).
Etudier les variations de g et dresser son tableau de variations. En déduire son signe sur [0, 7).

4. Pour tout x €)0, [ déterminer f’ de f puis étudier les variations de f sur [0,7]. f est dérivable en 77

5. Etude de la dérivabilite de f en 0.

3
a. Prouver que pour tout z > 0, 0 < x — sin(z) < %
b. Prouver que f est dérivable en 0 et calculer f/(0).

c. Construire la courbe représentative de f.

Probléme 4

Partie I
On donne la fonction f définie sur R par : f(z) = cos(2x) — 2 cos(z).
On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

1- a. Montrer que f est 2m-périodique et paire.
b. En déduire qu’on peut restreindre le domaine d’étude a [0, 7].
2- a. Montrer que la fonction f est dérivable et donner sa dérivée f’.

b. En déduire les variations de f puis dresser son tableau de variations sur [0, 7].
3. Tracer (Cf) sur un intervalle de longueur [—2m, 27].

Partie 11

sin(z
Soit g une fonction numérique définie sur R par : g(z) = (z)

1 — sin(z)
On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
1. Déterminer 'ensemble de définition D,.

2. Montrer que g est 2m-périodique.

3m
pour la suite on étudie f sur lintervalle | — —, —|.

3. Déterminer lim g(x) et lim g(x).
z—>—37”+ =5
4. Calculer la fonction dérivée de g et étudier son signe. Dresser alors le tableau des variations de g.

5. Tracer (Cy) sur ] — S—W, I[.
22
Probléme 5
Partie A
Soit la fonction f(z) = . 4_1332 et (Cy) sa courbe représentative.

1. Etude de f.
a. Montrer que (C) est symétrique par rapport a l'axe (Oy). Déterminer la dérivée f’ de f.
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b. Trouver une équation de la tangente (T") a la courbe (Cf) de f au point d’abscisse 1.
c. Etudier la position de (Cy) par rapport & (T).

d. Que peut-on dire de la tangente (7”) a (C) au point d’abscisse —17

7r
2
Déterminer la dérivée ¢’ de g, puis étudier les variations de g. Justifier que ¢ induit une bijection de | — g,

On consideére la fonction tangente définie sur | — g, [ par g(x) = tan(x).

[

|3

sur un intervalle J & préciser.
Oun appelle arctangente et on note arctan(x) la réciproque de g.

a. Montrer que la fonction arctan est impaire.

b. Montrer que arctan(zx) est dérivable sur J et que Vo € J et que (arctan(z)) = f(z).

c. En déduire alors le tableau des variation de h(x) = arctan(z).

d. On appelle I" la courbe de tangente sur | — g, g[ et 7y est la courbe représentative arctan(x)

-,

Tracez I' et v dans un méme repére orthonormal (0, Z, J). (on pourra remarquer que -y, la courbe repré-
sentative de arctan(z), est la symétrique de I' par rapport a la droite y = . )

e. Donner ’équation de la tangente a v au point d’abscisse 1.

Partie B : Etude d’une composée.

1 — cos(x
On pose v : x — arctan < ()>

1-

1 + cos(z)
a. Justifier que h est définie sur D = R\ {7 + 2k7, k € Z}.

1 — cos(x)

1T cos(a)’ En remarquant que u(x) est la composée de la fonction uj(z) = \/x et

b. On pose u(z) =

_1- cos(x)
1 + cos(z)

c. Montrer que 'on peut restreindre ’étude de h & lintervalle I = [0, 7[. Déterminer la lim v(x) et en
T

déduire que v est prolongeable par continuité sur [0, 7]. En conclure que h est prolongeable par continuité

ug(x) , Déterminer la partie D de R sur laquelle v est dérivable.

sur R.

d. Montrer que pour tout = €]0,7[, v'(x) =

N

e. En déduire une expression simplifiée de v(x) sur I puis sur | — m, 7| et sur R tout entier.

f. Tracer la représentation graphique de v sur R.
a. Soit x €] — m, 7|, donner la forme exponentielle de 1 + @ et de 1 — e®®.

1 — cos

1= tfs) = tan2(£) a l'aide des formules trigonométriques usuelles . Puis déduire 1'ex-
1 + cos(x) 2

pression simplifiée de v(z) trouvée en 1-e. de la Partie B

b. Montrer que

Probléme 6
Partie I

soit f une fonction définie par : f(z)

Nk whe

B 1222 — 2z — 1
Vi—z2
Déterminer le domaine de définition Dy.
Etudier la continuité de f en —1 et 1.
Etudier la dérivabilité de f en —1 et 1.
La fonction f est-elle dérivable en —1/27
Montrer que f est dérivable sur | — 1, —1/2[ et sur | — 1/2, 1] et déterminer sa dérivée.
Déduire le signe de f’(z) sur ] — 1, 1[ puis dresser le tableau des variations de f sur | — 1,1].
Tracer alors la courbe représentative de f en mettant en valeur les tangentes et asymptotes caractéristiques.
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Partie 11

On considére h et g deux fonctions définies sur R par : h(z) = Va2 +1 -2z et g(z) = v

2 +1
1- a. Montrer que g est continue, dérivable sur R. Déterminer sa dérivée.
b. En déduire le sens de variations de g sur R.
2. Calculer lim g(x)et lim g(x).
r—>+00 r—>—00
3- a. Montrer que h est continue, dérivable sur R. Déterminer sa dérivée. Trouver une relation entre h'(x) et
9().
b. En déduire alors le signe de h/(z) puis dresser le tableau de variations de h.

4. Monter que I'équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur [0, 1], puis déterminer une valeur
approchée de o & 1072 prés.

Probléme 7

Dans le plan P rapporté & un repére orthonormé (O,Z, j) , on considére les points A, B, C de coordonnées
(2,0), (0,1) et (0,—1). Pour tout point M de P, on pose ¢(M) = MA+ MB + MC et on se propose de trouver
un point My tel que (M) > ¢(Mp) pour tout point M différent de My. Autrement dit, on cherche & minimiser ¢.

Partie A

On note A le demi-axe des abscisses correspondant aux x positifs. On suppose que M est sur A.

1. Soient f et g définies sur [0, 4+oo[ par : f(z) =2Va?+14+x—2et g(z) =2V +1—x+ 2.
Etudier les variations de f et g.

2. Soit h définie sur [0 + oo par h(z) = 2v/22 + 1 + |x — 2|. Etudier, les variations de h.

3. Soit M un point de A. Montrer que ¢(M) = h(x) ou z est 'abscisse de M . Quel est le minimum de ¢ lorsque
M décrit A7 En quel point de A ce minimum est-il atteint ?

Partie B : Etude de ¢ sur le plan entier
Soit p(z) = /22 + (a — 1)2+ /22 + (a + 1)2.

1. On suppose que a € R\ {-1,1}.

a. Montrer que pour tout a € R, |a — 1| + |a + 1| > 2. Pour quelles valeurs de a a t-on I'égalité ?
b. Etudier les variations de ¢ puis dresser son tableau de variations.

c. Déduire que pour tout a € R et pour tout z € R, p(x) > 2. Donner la condition sur x pour qu’on
puisse avoir ¢(z) = 2. Cette condition étant vérifiée, montrer qu'il existe un seul = de R o on a I’égalité

p(x) = 2.
d. Déduire de ce qui précéde que pour tout M de Pona: MB+ MC > 2.

2. Etant donné un réel r > 1 on note I', Pensemble des points M tels que M B + MC = 2r.
On suppose r = 1.

a. En utilisant la question 1-c. de la partie B, donner la condition sur ’abscisse x d’un point M du plan
P pour que ce point puisse appartenir a I';.
b. En déduire alors I'y.

3. On suppose que r > 1. Montrer qu'un point M (z,y) € ', si et seulement si son ordonnée y vérifie —1 < = < 1.

REESS

On pose alors sin(t) = g

On suppose maintenant que r > 1.
4. Etablir que, pour tout r > 1 .I', rencontre A en un unique point 7} dont on précisera ’abscisse.
x = Vr? —1cos(t)

y = rsin(t)

o

a. Vérifier que tout point de I', a pour coordonnées (x,y) telles que {

b. Soit M appartenant a I',. Exprimer en fonction de ¢ la différence M A% — T, A2
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c. Montrer que, si M est différent de T} alors M A% — T, A2 est strictement positive. En déduire alors que,

si M est un point de I'; et différent de T, ¢(M) > ¢(T;).

%7

6. Soit My le point de coordonnées (

¢(M) > ¢(Mo).

Probléme 8

On considére les fonctions f(z) = arctan(x), u(z) = arctan(x) — x et v(z) = 22

Partie A : Etude de f et établissement d’une inégalité

Soit a et b deux réels tels que a < b

1
1. Justifier que f est dérivable sur R puis montrer que f'(x) = 1722
x
b—a b—a
2. En appliquant 'inégalité des accroissements finis, montrer que e < arctan(b) — arctan(a) < T a2
a
3. Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, ,j)
Partie B : Etude de u
1- a. Justifier que u est dérivable et déterminer sa dérivé.
b. Etudier puis les variations de w puis dresser son tableau de variations.
T
c. Montrer que la droite d’équation y = —x + 5 est une asymptote oblique a la courbe de u en 4o00.

La courbe de u admet une asymptote en —oo 7 Si oui, déterminer son équation.

: s . s
On rappelle que xEI—Poo arctan(z) = m et xkr_noo arctan(x) = o)

d. Tracer la courbe de v dans le repére précédent.

0). Montrer que, pour tout point M du plan différent de My, on a

2. On consideére la fonction g(t) = u(x)v(t) — v(x)u(t) sur [a,b] ot a = min(z,0) et b = max(z,0) avec x # 0

a. Déterminer la dérivée ¢’ de g. (On ne demande pas Iexpression explicite de ¢')

b. Comparer ¢(0) et g(z). En déduire qu’il existe un réel ¢ €]a, b[ tel que : ¢'(c) =0
u(x u'(c

c. En déduire qu’il existe ¢ compris entre 0 et x tel que : (—) _ vl

v(z) V()

t o
3. En deduire lim 2070 Z2
T— Xz

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G.

60



Chapitre 4 Fonctions In et exp

CHAPITRE 4

LA FONCTION EXPONENTIELLE ET LA FONCTION
LOGARITHME NEPERIEN

La fonction exponentielle

I. Définition de la fonction exponentielle

7'() = f()
70)=1

de démontrer 'existence d’une telle fonction et nous ’'admettons.

On cherche une fonction f dérivable sur R telle que { Nous n’avons pas les moyens en terminale

Définition 1
La fonction exponentielle est I'unique fonction définie et dérivable sur R telle que : {

Pour tout réel x, ’exponentielle du réel = est notée exp(z).
Par définition,pour tout réel = , exp/’(z) = exp(z) et exp(0) = 1.

II. Propriétés algébriques de la fonction exponentielle

1. Relation fonctionnelle

Théoréme 1 : Pour tout z et y € R, on a : exp(xz + y) = exp(x) X exp(y)

2. Changement de notation : Le nombre e

On pose e = exp(1) ~ 2,71828... (ce nombre est fourni par la calculatrice).

On a donc exp(1) = e = e! et aussi exp(0) = 1. Poursuivons les calculs en utilisant le théoréme précédent :
exp(2) = exp(1+ 1) = exp(1) x exp(1) = e?
exp(3) = exp(14+ 1+ 1) = exp(1) x exp(1) x exp(1) = 3
exp(4) = exp(14+ 1+ 1+ 1) = exp(1) x exp(1) x exp(1) x exp(1) = e*

Par récurrence on déduit plus généralement que : V n N, exp(n) = e™.

Si n est un entier relatif strictement négatif, le théoréme 1 fournit exp(n) x exp(—n) = 1 et donc :

1 1
exp(n) = ——— = — =¢€" (Puisque n < 0, —n > 0 et exp(—n) = e~ ™).
p(n) op(n) e (Puisq p(—n) )
A partir de ce qui précéde et pour d’autres raisons que l’on ne connait pas en terminale, on décide de poser pour

tout z € R, exp(z) = e”. La deuxiéme notation de la fonction exponentielle est alors f(x) = e*.

Remarque
— Le nombre e = exp(1) ~ 2, 71828... est irrationnel c’est a dire qu'il ne peut s’écrire sous forme de fraction.
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— On peut se permettre d’écrire e™, e¥'!. Mais par exemple e ne s’interpréte plus en disant que l'on a écrit un
produit de 7 facteurs tous égaux & e car m n’est pas un entier.
A partir de maintenant on va utiliser indistinctement la notation exp(z) et e*.

3. Propriétés algébriques de la fonction exponentielle

On déduit directement le théoréme suivant :

Théoréme 2
i. Pour tout z et y € R, ¥ = % x Y,
1

ii. Pour tout € R, e” #0 et ona — =e™".
egce

iii. Pour tout z et y € R, e*7Y = o
e

iv. Pour tout x € R et pour n € Z on a : e"* = (e*)".

Exemple
En utilisant le théoréme on déduit facilement que :
2x
1
f(z) = (e%)° ((31*233)3 =’ ; H¥T) = (eF —Fefgc)2 — (e* — e*m)2 =4et j(r)=e 2 o N 62:: =-1

III. Etude de la fonction exponentielle

1. Sens de variation de la fonction exponentielle

Théoréme 3
e La fonction exponentielle est strictement positive R
e La fonction f(x) = e” est continue et dérivable sur R de dérivée f/'(z) = e”.

Le théoréme précédent a des conséquences pour la résolution des équations et des inéquations.

Théoréme 4
i.Pouraetb e Re?* <eb < a<b.

ii. Pour tout a et b € R e® = ¢ < a = b.
211, Pour tout x € R, e* > 1 & x> 0.
tv. Pourtout x e R, e* =1 2 =0.

Exercice 1

Résoudre les équations et inéquations suivantes :

e—dz+l _ er” — o9 o2 —(1+ e2) e 4e2 = () @375 - | e’ =3z < o2

Solution

oe_5x+1:1:e0<:>—5x+1:0@x:é;em =eder=3ouzr=-3

e ¥ —(1+¢e?)e*+e? =0 onpose X =e® alors X2 — (1+e?)X +e2=0. A= (1+¢%)2—4e? = (¢ - 1)% On

[ Xi=e2=en ] =2 , .
a alors { X, = 1= o™ & { oo =0 L’ensemble des solutions est {0,2}

e L’ensemble des solutions de ¢35 > 1 est |—5/3, +o0[ et celui de Uéquation ¢ 3% < ¢~2 est [1,2]

2
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2. Limites de ¢* en +oco et —oc0

Théoréme 5

Iim e* =4ocoet lim e* =0
r——+00 r——00

3. Croissance comparée

Théorérr%e 6

T
2. lim — = 4ooet donc lim — =0.
T—+00 I z——+oo et
et —1
22. lim ze® =0 et im =1

T——00 z—0 T

Exercice 2

Déterminer les limites suivantes :

e’ —x . ef+e®
1. lim et lim ——.
x—+o00 €T +1 z——00 3+ e?
. I C i |
2. lim (1+xz)e®et lim —;
r——00 r—0+t X
Solution
En utilisant les théorémes précédent on déduit :
el — e® e %
1. lim T let lim e te = 400
r—+o00 ¥ +1 z——00 3+ eT
. .oet—11
2. lim (14+z)e*=0et lim — = +00
Tr——00 z—0t x x

4. Graphe de la fonction exponentielle

e lim e® = 0. Alors 'axe (Ox) est asymp-
Tr——00

tote & la courbe représentative de f en —oo.
e La tangente a la courbe représentative de f
au point (0,1) est donc la droite d’équation
y=x+ 1.

e La tangente & la courbe représentative de
f au point (1,e) a pour équation y = ex.
Tableau des variations de f(xz) = e” :

x —00 +00
f'(@) +
+o0
f(x) /
0 Rep;”ésentatior-n graphique de (Cy)
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IV. Compléments sur la fonction exponentielle

1. Dérivée de la fonction composée z — e*®)

Le théoréme de dérivation d’une fonction composée fournit immédiatement :

Théoréme 7 : Soit I un intervalle de R et u une fonction dérivable sur I.
Alors YV € I, 1a fonction f(z) = e“®) est dérivable en z de dérivée f'(z) = u/(x) ),

1. Soit f(z) = e ®". On pose u(x) = —a2. u étant dérivable sur R alors e*(®) est dérivable sur R de
dérivée f/(z) = o/ (x) @) = —2ge 7"
1
2. Soit g(x) = exp <1+m2> Soit u(x) = T étant dérivable sur R alors e*(*) est dérivable sur
R de dérivée f/(z) = u/(z) ") = —— 22 !
€ aerivee r)=u\xr)e = me){p m )

2. Primitives des fonctions en exponentielle

Théoréme 8 :

i. Les primitives sur R de la fonction z — €* sont les fonctions de la forme x +— e* +k ot k € R.

ii. Plus généralement, soit u(z) une fonction dérivable sur un intervalle I. Les primitives sur I de la fonction
z — o/ (z) e“®) sont les fonctions de la forme x — e“®) +k on k € R.

1. Une primitive de la fonction f; : £ — e™* est la fonction z — —e™*.
N
e
2. Pour = > 0 une primitive de la fonction fa(x) = NG est la fonction z — eV? car u(z) = \/z est
%

1

2Vx

dérivable sur |0, +o00[ de dérivée u/'(z) =

et donc fo(x) = u'(z) e“(®).
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Fonction logarithme népérien

I. Définition de la fonction logarithme népérien

L’étude de la fonction exponentielle fait ressortir que la fonction exponentielle réalise une bijection de R vers
10, +00]. Sa fonction réciproque est le logarithme népérien qu’on note In.

Définition 1 : Soit x un réel strictement positif. Le logarithme népérien de x est I'unique réel dont ’expo-
nentielle est égale & x . Il est noté In(z). (exp(lnz) = z; Vo €]0, +00])
C’est la fonction réciproque de la fonction exponentielle, donc c¢’est une fonction définie sur ]0, +o0o[

Par construction de la fonction logarithme népérien, on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1 :

i. Pour tout a € R et pour tout b € |0, +00[, e* =b=a =1In(b). Et si a = In(b) = e* = b.
ii. In(1) = 0 et In(e) = 1.

iii. Pour tout x € R, In(e”) = x.

iv. Pour tout z € ]0, 400, e®) = gz

Exercice 1

1. Résoudre dans R les équations suivantes :
(F1) : In(1 4+ x) = 100 (Fs) : In(x) = =5 (B3) : 3247 =5,
2. Résoudre dans R les systémes suivants :

) —In(z)+2In(y) =1 ) —2In(z) +3In(y) = -1
S { 3In(z) — 51n(yy) 1, ¢ 52 : { —7In(z) - 8ln(z) 1

Solution

1. Résolution dans R :

e L’ensemble solution de (Ey) est : {e!® —1}
e L’ensemble solution de (F2) est : {e77}

. —7+1In(5
e z € R solution de (E3) < 317 =5 & In(e3*17) = In(5) © 324+ 7 = In(5) et donc | z = —i—3n()
2. Résolution dans R de systémes d’équations :
. f —In(z)+2In(y) =1 —3In(z) +61ln(y) =3 B
e Soient x et y € R tels que : { 3In(z) — 5ln(y) = —1 3In(z) — 5ln(y) = —1 = In(y) =2

Ainsi y = €2 et en remplacant la valeur de y dans 'une des équations on trouve z = e3.

D’ot1 ’ensemble solution de Sy est le couple (z,7y) = (e3,¢e?) |.

—2In(z) +3n(y) = —1

—T7ln(z) —8In(y) =1 = 37In(y) = -9

e Soient = et y € R tels que :{

5
Ainsi y = exp (37> et en remplacant la valeur de y dans 'une des équations on trouve r = exp <37>

II. Propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien

1. Relation fonctionnelle

Théoréme 2 : Pour tous réels strictement positifs = et y, In(zy) = In(z) + In(y)
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2. Propriétés algébriques de la fonction logarithme népérien

Théoréme 3 : )
i. Pour tout z € ]0, +o0[, In <> = —In(x).
x
In

ii. Pour tout z et y € ]0, +o0], z

VRS
<

) = In(z) — In(y).

iii. Pour = € ]0, +oo| et pour tout n € Z, In(z") = nln(x).

Exercice 2

1
1. Simplifier : A = In(4) — 2In(8) + In <2> et B =1In(3—v2)+1In(3+ v2) + In(7).
2. Résoudre les systémes d’équations suivantes :
) z+y=30 ‘S, - z? +y% = 218
| In(z) +In(y) = 31n(6) 2 In(z) 4+ In(y) = In(91)

Solution
1. A=1n(4) — 2In(8) + In (;) = —5In(2) et B =1In(3 —v2) + In(3 + v/2) + In(7) = 2In(7).

2. Résolution des systémes d’équations :

r+y =30 rz+y =230
e Soient z et y solutions de S; alors :{ In(z) +In(y) =3In(6) < { In(z xy) =In(63)
z>0ety>0 z>0ety>0
rz+y =30
Ainsi { zxy =63 Alors x et y sont solutions de I’équation x? — 30z 4+ 216 = 0. Les solutions de cette

z>0ety>0
derniére équation sont 12 et 18. Donc les solutions du systéme sont les couples (12,18) et (18,12).
e De méme que la question précédente, la deuxiéme ligne du systéme So est équivalente & xy = 91.

2 +y? = 218 22 + 22y + y? = 400 (z +y)? = 20?
Sy & < zy=91 & 2?22y +9y* =36 < Q4 (z—y)? =62
z>0ety>0 z>0ety>0 z>0ety>0
r+y=20
— Si on suppose x > y alors on a : So dévient ¢ =z —y =06 Les solutions sont x =13 et y = 7.
z>0ety>0
z+y =20
— Si on suppose x < y alors on a : Sy dévient : —x4+y==6 Les solutions sont x = 7 et y = 13.
r>ety>0

Les solutions du systéme So sont les couples : (13,7) et (7,13)

III. Etude de la fonction In

1. Dérivée de la fonction logarithme népérien

Théoréme 4 : La fonction In est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout réel strictement positif z,

1
In'(z) = —
W) = -

Démonstration
Pour tout = € ]0, +ool, la fonction f~!(z) = In(z) est la réciproque de la fonction exponentielle.
De plus V z € R, €® > 0. En utilisant le théoréme de dérivabilité de la fonction réciproque on déduit :

(F~Y (@) = f/ofl_l(x) avec f(z) = o et f/(z) = e = (F~1)(z) = % Dot In'(z) = %
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2. Sens de variation de la fonction logarithme népérien

Théoréme 5 :La fonction logarithme népérien est continue et strictement croissante sur 0, 4+o00|

Le théoréme précédent a des conséquences pour la résolution des équations et des inéquations.

Théoréme 6 :

i. V a et b dans ]0, +o0, In(a) < In(b) < a < b.
11Vaetbdans]0+oo[ In(a) =In(b) < a=0.

iii. Pour z € ]0, 400, In(z) >0 < = > 1.

iv. Pour x € |0, +oo[, In(z) <0 0<z<letln(r) =0 z=1.

Exercice 3

1. Résoudre : (F1) : In(2x 4 3) > In(x + 7). (E9) : In(x? + 3) < In(z) + 21n(2).
2. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que 2" > 10°.

Solution < 3 ) 3
1. eIn(2043) > In(z47) o ln [ 212} s g 221
T+ 7 x+7

> 1.| D’ou l'ensemble de solutions de (E7) est donc |4, +o0] |

4 4
e In(z?+3) <In(z) +2In(2) & In (xQ j_3> >0« = j_ 3 > 1. | D’on I'ensemble solution de (E2) est [1,3] |

Jn(1
2. 2" > 10% & In(2") > In(10) < n.1n(2) > 9.1n(10) et donc n > 9111((2)0)
n
Le plus petit entier naturel n tel que 2" > 107 est alors 30 |.
3. Limites de In(z) en 0 et +o00
Théoréme 7 :
i. lim In(z) =400
r—+00
ii. lim In(z) = —o0
x—0T
4. Graphe de la fonction logarithme népérien
e Puisque lim+ In(x) = —oo alors I’axe (Oy) est asymptote & la courbe représentative de In(z).

z—0
e La tangente a la courbe représentative de In au point de coordonnées (1,0) a pour équation y = = — 1.

Tableau des variations de f(x) = In(x)

T 0 +00
f'(x) +
400
() /
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s
e
s

L

-1 0
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courbe de la fonction In courbes de la fonction In et exp

IV. Compléments sur la fonction In

1. Dérivée de la fonction = — In(u(x))

Théoréme 8 :

Soit I un intervalle de R et u une fonction définie sur I. On suppose que :

i. u une fonction dérivable sur un intervalle I

ii. u est une fonction strictement positive sur 1.

Alors pour tout « de I, la fonction f définie par : f(x) = In(u(x)) est bien définie sur I. De plus f est dérivable

/
sur I de deérivée f'(z) = u(z)

u(z)

Donner le domaine de dérivabilité puis Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

i, F(z) = In(a? + 12) A g(x)ﬂz'ln( 1 ) iii 7(z) = In(In(z)) iv. R(x) =1n<1+:c>

22 +1 11—z
Solution
i. On pose u(z) = 22 + 12. Pour tout z € R, u(z) > 0. En plus u est dérivable sur R.
/
2
f(z) = In(u(z)) est bien définie, continue et dérivable sur R de dérivée f'(z) = :i((;)) =2 f12.
ii. On pose u(z) = 1o Pour tout € R, u(z) > 0. En plus u est dérivable sur R.
x
2
f(z) = 2®.In(u(z)) est bien définie, continue et dérivable sur R de dérivée f'(z) = —2*— i 1~ 2z. In(x? + 1).
x
iii. On pose u(x) = In(z). D’apres I'étude de la fonction in, u(z) > 0 si x € |1, +o0|.
1
Puisque u(z) > 0 et dérivable dérivable sur |1, 4+o00[, alors f(x) = In(u(z)) est dérivable sur f'(z) = (@)’
zln(z
1 1
iv. On pose u(zx) = . . u(z) >0 = 14_73; >0=2x¢€|—1,1[. DeplusVz €] —1,1[, u(x) est dérivable.
-z -z

u'(x) _ 2
wz) 1—a2

f(z) = In(u(x)) est dérivable sur | — 1, 1[ de dérivée f'(x) =
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2. Primitives

Théoréme 9 :
Soit I un intervalle de R et u une fonction. On suppose que :
i. u est dérivable sur I.

ii. u est strictement positive sur 1.

u'(x)
u(x)

Alors les primitives sur I de la fonction z — sont de la forme x — In(u(z)) + k avec k € R.

Exercice 5

Dans chacun des cas suivants, justifier le fait que la fonction f admet une primitive sur l'intervalle
puis fournir une primitive de f :

1 2z +1 e’
1. - - ~ 50,0 2. Y audil i ) 3. — R.
f(x) — sur ] —00,0] f(zx) e f(x) N

Solution ) £
1. Pour z < 0, f(z) = — = —. Pour z < 0 on pose u(z) = —=z. Alors, u est dérivable sur | — oo, 0] puis pour

g, —T

/
tout réel x < 0, f'(x) = i ((:E) . De plus, la fonction u est strictement positive sur | — oo, 0[. Une primitive de la
u(x

fonction f sur | — oo, 0[ est la fonction z — In(—z).
2. Pour tout réel z, posons u(z) = 22 + = + 1. On vérifie facilement que pour tout réel x € R, 22 +z + 1 > 0.
La fonction u est dérivable et strictement positive sur R. Dol pour tout = € R,

20+1 ' (x)
224+z+1  u(x)
3. Posons u(z) = e” +1. On déduit de méme une primitive de la fonction f sur R est la fonction x — In(e” +1).

. Donc, une primitive de la fonction f sur R est la fonction z ~ In(z? + 2 + 1).

3. Quelques limites de références

Propriétés :
1 1
1. lim n(z) = 0 et plus généralement pour tout entier n > 1 lim n(z) =0
T—+oo X z—+oo "
2. lim zlIn(z) =0.
z—0t
3. Tim @) _ 1 o pjm BEFD _
z—1x —1 z—0 T
Démonstration \ o | x
1. Pour z > 0 on pose X = In(z) & x = e alors ) = — - Alors lim n(z) = lim — =0.
e r—+oo T X—+oo €
1 In(X
2. On pose X = —. Alors lim zln(z) = lim — n(x) =0.
x g::g((]) X—+o0 X
| f@) = f1) @) )
: = In(x) . = . Ainsi 1 = f(1) =1.
3. Soit f(z) =1In(z) . On a o - Alnsi lim ——— (1)
1 1
En posant g(x) = In(1 + x) on déduit de méme que lir% In(@+1) =4(0) =1.
T—> T
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V. Logarithme décimal

Définition 2 : Soit x un réel strictement positif.

Le logarithme décimal du réel z, noté log;,(x) ou plus simplement log(z), est : log(x) =

Plus généralement, pour tout a > 0, log,(x) désigne la fonction qui & = ——

In(e)

Ina

Exercice 6

Soit f(x) = logy(1 — log%(:c2 — 52 +6)).
1. Domaine de définition de f.

Solution

1. Domaine de définition :

f existe & 22 —52+6 > 0 et 1 —logi(2®> —52+6) >0
2

In(x? — 5z + 6)

In(3)

& 2?2 —5r+6>0et <1
& 22— 5+ Heoo

Ainsi le domaine de définition de f est alors :

Dy :]—oo; 5_2\/§[U 5+2\/§;+

2. La fonction & — 22 — 5z + 6 est dérivable sur D I

In(2% — 52 + 6)
In(3)

vable sur Dy en tant que composée de deux fonctions

dérivables.

De plus, la fonction pour tout z € D,

1—log%(x2—5x—|—6) > 0.

est déri-

Par suite la fonction z ——

2. Montrer que f est dérivable sur son ensemble de définition et déterminer f'(x).
3. Donner le sens de variations de f. Construire alors (Cy)

On conclut alors que f(z) est dérivable sur Dy.
Pour tout z € Dy,

2 — 5
f'(x) = ~
(22 — 52 + 6)In2 [1 — logy (22 — 52 + 6)}
3. Comme > +2\/§ > g et que > _2\/5 < g, on conclut

alors f est strictement décroissante sur

+/3
2

.5—¢§[

_Oo’ 2

et strictement croissante sur ] ; 00

NB : On peut remarquer Vo € Dy, f (; — x) = f(x).

Donc la droite d’équation x = — est un axe de symétrie
de la courbe (Cf).

Représentation graphique de (Cy)
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Exercice 7
FEzercice de synthése

1. Calculer les limites suivantes :

sin(z) _q z+1 _ 1
a. lim z%e V-7 b. lim A c. lim € € d. lim z.1n <1 + 2)

T——00 x—0 xT x—0 xT x—0 x

1

In(z? — 2z + 2 In(y/22 — 1 In(1+4 4/
e lim ME =2 H2) o VD), RO V) h. lim

z—1 ($—1)2 T oo 2 —1 .:c—>01—\/1—|—x T azotoo ( 1> ’
In{1+—
x
2. Résoudre les équations et inéquations suivantes :
a. In(z? — 3z — 2) = In(2x — 6) b. e2G)HL > 96 c.lnlz+1—In]2x+1| <In2.
d. e?* —e* —6=0 e.3e —Te*—-20=0 f. 2V® = (/z)*
3. Résoudre les systémes d’équations suivants :
q 4 THy=2e b {ef—2ey:—5 ol 5ef~e? =19
In(z) —In(y) =1 "l 3e"+e¥ =15 ") etV =30
d {296:3?1 z? +y? =12
. _ e.
r+y=1 In(z) — In(y) = In(2)

4. Donner le domaine de dérivabilité puis calculer la dérivée des fonctions suivantes :

In(z? + 1
a. fie)s= n(i_:_l) b. g(z) = xIn(z) — x c. h(z) = (e —4)v/e? =1  d.i(z) =2~ 0®
7

Solution ]
1. Calcul de limites : sing)e c.lnjz+1—Inf2z+1/<In2 & In 2:1:—1— 1‘ <2
a. lim z%¢V7=—00 b.lim—= =1 ]

x_>_22+1 o 2=0 Z 1 donc, e ’ < 2et x # —1. L’ensemble solution est :

. . . x

iy —e  djmelh <1+x2> =08 =)= o0, —1[U] - 1,-3/5] U [~1/3, +o0
e. On pose X = (x —1)%. d. Posons X = e*. Alors I’équation dévient :
r In(z? — 2z +2) | In(X +1) 1 X2 — X 4+ 6 = 0. Les racines de cette équation sont
1 @-1)2 x50 X X=-2et X =3
f. On pose X =22 —1 Puisque I'exponentielle n’est qu’a valeurs strictement

. In(y/z2—1) ) 1lnX positives alors la seule solution est : S = {In3}
IEI,HOO 21 Xl_l,r_?oo 2 x I 0 e. L’unique solution est : x = In(7)

In(1+/z) In(l+z) 1+vZF1 f. 2V" = (Va)* & yrlnz = zln(\/7)
& 1= itz = /T & [ Alors In(z) x /(2 —+/z) = 0. D’ou I’ensemble solution

ln(l—i—\/aj)__oo est : S ={1,4}

Ainsi lim = 3. Résolution de systémes d’équations :
zaol—\/ltx : r+y=2e N y=2e—x
In (1 — 2) | In(z) —In(y) =1 In(z) —In(2e—z) =1
x
h. lim ——% =0. 2e? 2
s ln(l—i—l) Ondéduitajzleeetyzlfe.

. x) ) ) b. x =1n(25/7) et y = In(30/7)
2. Résolution des équations et inéquations : c. En écrivant e*T¥ = % x e¥ et en posant a = e et
a. In(z? —3r—2) = In(22 — 6) = 2% — 32 —2 = 2z — 6. . 50— b =19
L’ensemble solution est : S = {4}. b= eY, le systéme dévient : ab = 30

2 1 = p— 7 ] = =

b. 2 S 96 s 4 e 0’\2f[. On obtient a =5 et b=6. D’'ot x =Inb5 et y = In6.
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In3 In2 2z [1 —In(2? + 1)
.x:metyzm o a. f'(z) = [(x2+1)2 }pourtoutxeR
22 4% =12 Y+t =12 b. ¢'(x) = In(x) pour tout z € ]0, +o0]
“Uln@) —In(y) =n(2) ) “¥=2 / 3e —2e”
Y z>0ety>0 C'h($):§ 1 pour z € ]0, +00[
; _ .—Inz _ ,—(Inz)?
Alors z =4 §ety:Q 3 d.i(z) ==z — ¢—(Inz)
5 5 i(x) est alors dérivable sur ]0, +o00[ et :

4. Dérivation : 2

i'(x) = —g(ln z) e~ (ne)
T

VI. Fonction puissance

1. Définition et propriété

Définition :

Soit a un réel strictement positif.

e Pour tout nombre réel z, on a : a* = e
e On appelle fonction exponentielle de base a, la fonction x +— a®

zlna

Conséquences :

— La fonction exponentielle de base e est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien.
— La fonction exponentielle de base 10 est la fonction réciproque de la fonction logarithme décimal.
— La fonction exponentielle de base 1 est la fonction constante x + 1.

Propriétés

Soient a >0et b>0;

1. Vz € R, In(a”) = zln(a)

2. V(z,y) € R?, a® = a®a? et (ab)® = a®b*

3. PouryeR,a ¥ =

av
a® a\* a*
L ¥(oy) R, @y = & o (4) =
(z,9) a = 3 =

5.V(z,y) € R?, (a®)¥ = a™

2. Croissance comparée de Inz, e*, x®

Propriétés
Pour tou‘cl réel > 0
1. lim =% —9

r—+oo ¢
2. lim z%lnx =0

x—0T
T
lim — = +o0
T—+o0 &
lim z%e ™ =0
T—+00
ex2+1
Exemple : Soit f(z) = @0 3)" Déterminons la limite de f en 400
2 2
ez +1 210 210 +3 ) et +1 ' 210 ) 210 +3
)= "m0 X 033 0 gy O LR o = oo i ton g = et I p gy = e
Dou lim f(z)= 400
T——+00
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Exercices

Exercice 1

1 /227
Soient f(x) = 7 62% ot g(z) =ze ™.

1- a. Montrer que g est dérivable et déterminer sa dérivée.
b. Démontrer que g est impaire.
2. a. Montrer que pour tout x > 0, f(x) = g(x).
b. Déduire alors les limites de f en +o00 et —oo.
c. Etudier les variations de f puis dresser son tableau des variations.
d. construire le graphe de f.
Exercice 2

On consideére la fonction définie sur ]0; +oo[ par : f(z) =e* —Inx .
et sa courbe représentative C' dans un plan rapporté a un repére orthonormeé (O, ,j)
1- Etudier les variations de la fonction g définie sur ]0, +oo[ par : g(z) = ve® —1

En déduire qu’il existe un réel positif unique o tel que : ae® = 1. Donner un encadrement de o & 1073

Préciser le signe de g(x) selon les valeurs de x.
Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variatiomns.

g o TP

1
b. Montrer que f admet un minimum m égal & o + —. Justifier que : 2.32 <m < 2.34

3. Donner une équation de la tangente (T") & C en son point d’abscisse 1. Déterminer le point d’intersection de
(T') et de I’axe des abscisses.
4. Tracer C et (T)

Exercice 3 :

1 X
1- a. Montrer que pour tout x > 0; (1 + ) = et In(l+z) g—zln(z)
Z

1\* TN
b. Déterminer alors lim <1 + ) et lim <1 + ) .
ﬁ;}(()) x r——+00 x€x

1 n
c. Soit (up)n>0 définie par u, = <1 + > . Montrer ’existence de u, puis calculer sa limite.
n

x
2- a. Démontrer que pour tout x > 0,  — b <In(l+=z) <=z

En déduire lim M
z—0 x

On considére f(z) = xIn(x) + (1 — x) In(1 — z). Etudier les variations de f sur 0, 1[.
Montrer que pour tout x € |0, 1[, f(z) > —In(2).

(2%
1
T e T

c. En déduire que pour tout x € ]0,1[, 2%(1 — )1 =% >

N | =

Exercice 4

1. On considére la fonction f définie pour tout réel x strictement positif par : f(x) = elnz — x.
a. Calculer ili% f(x) et mgrfoof(x)
b. Calculer f'(z) et étudier les variations de f. Dresser un tableau de variations de f.
c. Comparer alors les nombres 7° et €™
2. On considére h(z) =x —In(l+ ) et g(z) = (x + 1) In(x + 1) — 2.
a. Etudier h et g. En déduire que ¥V )0, +-oc[, In(1 +2) < z < (1 +z)In(1 + 2)
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n

- 1NN (41" 1\ "+t
b. Montrer que kl:[l (1 + k) = Exprimer kl:[1 <1 + k:> en fonction de n.

n k n k+1 1
1 1 1) 1 n+
c. En utilisant 2-a., montrer | | <1 + k:> <e"” < | | (1 + k:) puis que m < e < M
=1

n! n!
k=1 k
1 1 v 1 1)/ 1 v
d. En déduire que V n € N*, _nt <@<7(n+ ) Vn+ ).Conclure que lim \/ﬁ:f
e n n e n n—+4oo N e
Problémes

Probléme 1 :

On consideére les fonctions f et g définies sur I'intervalle [0, +o00[ par :
2

flx)=In(14+2z) —x et g(x)zln(1+x)_$+%.
Partie I
1. Etudier les variations de f et g sur [0, +ool.

2

2. En déduire que pour tout z > 0; x — % <Iln(l+4+z) <z

3. On considére la suite (u,) définie sur N* par :

a. Montrer que u, > 0 pour tout entier n > 1.

1 1
b. Démontrer que pour tout entier n > 1 : In(u,) = In <1 + ) +1In <1 + ) +---+In <1 + n)
1 1 1 1 1 1
1
c. En utilisant les questions 1. et 2., montrer que S,, — §Tn < In(u,) < Sy.

d. Calculer S,, et T, en fonction de n.

e. En déduire lim S, et lim T,,.
r—r-+00 T—+00

4. Montrer que la suite u,, est strictement croissante.
5. En déduire que u, est convergente. On note [ sa limite.

5
6. Montrer que 6 <In(l) < 1. En déduire un encadrement de de .
Partie 11

1 1 1 1
1. Soit n € N*. Montrer que — — — <In(1+ — ) < —.
n  2n? n n

no1 no1
2. On consideére les suites (vy,) et (w,) définies sur N* par v, = ) " In(n) et wy, = > T In(1+n).
k=1 k=1

a. Montrer que (v,) est décroissante et que (wy,) est croissante.
b. Montrer que (v,) et (w,) sont adjacentes.

c. Trouver la plus petite valeur n pour laquelle la valeur approchée de la limite commune des suites v,, et
wy, soit & 1073 preés.
Probléme 2
Partie A

Le but de cette partie est d’étudier la fonction f définie sur ]0, +oo| par : f(z) = z +

21In(x)
——
On note (Cy) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O, 1, 7).
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1. On pose g(z) = 2 + 2 — 21In(x) pour tout = € 0, +ocl.
a. Etudier le sens de variation de g et calculer g(1).
En déduire le signe de g(z) pour tout x de 0, 4o0].

Calculer les limites de f en 0 et en 4o00.

Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

[\¥]
1
¢ T ey

Montrer que la droite A d’équation y = x est asymptote a (Cy) et étudier la position de (Cf) par
rapport a A.

d. Déterminer les coordonnées du point A de (C) ou la tangente (T') & (C) est paralléle a A.

1
e. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique xy. Prouver que 3 <zy < 1.

Partie B
On pose pour tout z € R f(x) =z —e™* et soit (E) I’équation e* = 1/x.

1. Démontrer que z est solution de (E) si et seulement si f(z) = 0.
2. Etude du signe de f.

a. Etudier le sens de variations de la fonction f sur R.

1
b. En déduire que I’équation (F) posséde une unique solution sur R, notée oe. Montrer que a € {2, 1] :

c. Etudier le signe de f sur l'intervalle [0, .

1
On pose pour tout réel = de lintervalle [0,1] : g(z) = ] j__ Z
e

3. Démontrer que I’équation f(z) = 0 est équivalente a I’équation g(x) = x.

En déduire que « est 'unique réel vérifiant : g(a) = a.

Calculer ¢'(x) et en déduire les variations de la fonction g sur [0, a].

ug = 0

Unt1 = g(up) Vn € N

6. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n : 0 < up, < Upy1 < a.
7. En déduire que la suite (uy,) est convergente. On note [ sa limite.

8. Justifier que g(I) = I. En déduire la valeur de .

Probléme 3
Partie I
Soit f définie sur R par : f(z) =e®—x — 1.

1- a. Etudier les variations de f puis dresser son tableau des variations.

ous

On considére la suite (u,) définie par :{

b. Tracer la courbe représentative de f.

c. En déduire que pour tout réel x : e* > x + 1.
2. Montrer que pour tout z > —1 : In(1 + x) < z. En déduire que pour tout z > 0, In(z) < x — 1.
3. Montrer que pour tout x <1 :In(l —z) < —z.

1
4. Montrer que pour tout z > 0:1— — < In(x).
x

Partie 11
Etude de deux suites numériques u,, et v,. Soient (up)n>1 €t (v,)n>1 définies par :
-~ 1 1+ L + L + + 1 t Zn: 1 1 + L + L + + !
Uy = —_ = — — e — et v, = — “ e _
" EZk 2 3 n " &Zn+k n+l nd2 n+3 2n

1- a. En utilisant la question 2, montrer que pour tout n > 1 : u, > In(n + 1).
b. En déduire lim w,.
n—-+00
2. On pose pour tout entier n > 1, S, = u, — In(n).

1 1
a. Montrer que pour tout n > 1, Sp41— 5, = e In(14 —). En déduire le sens de variation de la suite
n n

(Sn)-
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b. En déduire que la suite (S,,) est convergente vers un réel -, puis vérifier que : 0 > v > 1. (7 est appelé
la constante d’Euler).

1 kE+1
3. En utilisant la partie I, montrer que pour k € N*, el <In (+>

IN

1
K K

4- a. Calculer vy, v9 et vs3.

b. Mont 1-1— L + + + !
. Montrer que — = —
1 n n+1 2n—1 " on

1
c. En déduire que v, <In(2) <wv, + o
n

d. Démontrer que la suite (u,) converge vers In(2).
Probléme 4
Partie I |
Soit f la fonction définie par f(0) = 0 et pour tout réel strictement positif x par : f(x) = :;fx
x

1. Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
2. Soityp la fonction définie sur |0, +oo[ par ¢(z) = In(x) + x + 1.

a. Etudier les variations de .
b. Démontrer que ’équation ¢(z) = 0 admet une solution unique 3 telle que : 0,27 < 8 < 0, 28.

3- a. Exprimer f’(x) en fonction de ¢(z). En déduire les variations de f puis dresser son tableau des variations.
b. Verifier que f(8) = —p.

4. Tracer la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthonormé (O, 1, 7).

5- a. Démontrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution unique « dans [3;4].

b. Démontrer que les equation f(x) =1 et elts = 2 sont équivalentes.

6. Soit g la fonction définie pour tout réel strictement positif z par : g(x) = elts,

a. Etudier les variations de g.Tracer la courbe représentative de g sur |0, +oo[. En déduire que I’équation
g(x) = x admet une solution unique sur ]0, +oo[ qu’on notera «.

b. Démontrer que pour tout x élément de [3;4], g(x) est un élément de [3;4].
1
c. Démontrer que V = € [3;4], |¢'(z)| < 3

UOZ3

7. Soit (uy,) la suite définie par : { tns1 = g(un) ¥ 1 > 1

1 1
a. Démontrer que pour tout entier n positif ou nul |up+1 — af < 5’“71 — «a|.En déduire que |u, —a| < o

b. Démontrer que la suite (uy) est convergente. Calculer sa limite.

c. Pour quelles valeurs de n, u,, est une valeur approchée de o & 1072 preés ?
Partie 11

1. soit n un entier naturel non nul. Démontrer que 1’équation f(x) = n admet une solution «a,, et une seule.
Placer «ay et as dans le méme repére que précédemment.
2- a. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, on a «a,, > e™.
Qp

: . n
b. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n, f(a,) = n est équivalent a In (—n) = —.
e O

. . . « .
c. Déduire des questions 2-a. et 2-b. que la suite <—:) est convergente et calculer sa limite.
e

Probléme 5
Etude d’une fonction et sa réciproque.
Partie A

On considére pour tout f définie sur R par : f(x) =

x —x

e’ —e
et e~ % : o
On note (Cy) la courbe représentative de f dans le un repére direct (O, 4, 7).
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1- a. Calculer lim f(x)et lim f(z). Interpréter graphiquement.
r—r+00 T—r—00

b. Vérifier que f est impaire, puis dresser son tableau des variations.

2. On considére la suite u,, définie par : ug = In(3) et

In(3)
(uy) est en fait définie par : U, = / [f(2)]" de
0

1 4 n+1
a. Montrer que pour tout entier naturel n : upyo — uy = 1 <> .
n

n—-+o0o

n
b. On admet que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < < > In(3). Déterminer lim w,.

SN

2n 1 kNS SN 1 [4\*"
c. Pour tout entier naturel n > 1 on pose : S —k¥1k<> —5+<5> +.“+2n<5> .

Calculer lim S,,.
n—-+o0o

3. Montrer que f est bijective et trouver la fonction réciproque de f.
Partie B

1 14z
On suppose que la réciproque de f est la fonction g définie par : g(z) = = In (1 Y )
-

Déterminer le domaine de définition de g et montrer que g est impaire. Que peut-on dire de la courbe de g.
Déterminer le domaine de dérivabilité de g puis dresser son tableau de variations.
Tracer la courbe représentative de g dans le méme repére que f.

1

On considere la suite (u,) définie pour tout entier naturel n > 2, par u, = f(5).

W=

a. Etudier les variations de la suite (u,).
b. Déterminer la limite de la suite (uy).
5. Montrer que g admet une primitive sur | — 1, 1[ puis déterminer cette primitive.

Probléme 6
Partie A
Soit n un entier naturel non nul et g, la fonction définie sur |0; +oo[ par : gn(z) = nx + (n + 1) In(z).

1. Déterminer les limites de g, en 0 et en +oc.
2- a. Calculer g/ (x) pour x élément de U'intervalle ]0; +oo[, ou g, est la dérivée de g,,.

b. En déduire le sens de variation de g,.
3. Démontrer que pour z € ]0, 400 I’équation g,(x) = 0 admet une unique solution «,, dans |0; 1].
4. Démontrer que : g,(x) > 0 si et seulement si x € [, +00].

Partie B
On considére la suite (ay,)p>1 définie dans la partie A et h la fonction définie sur 0, +o0[ par : h(x) = z+In(z).

1. Démontrer que I'équation h(z) = 0 admet une unique solution « telle que : a € |0; +o0|.
2. Démontrer que : ¥V n € N*, V x € ]0;4+00[, gn+1(z) = gn(z) + 2 + In(x).
On

n+1

3. Démontrer que : Vn € N*, gpi1(nt1) — gnt1(an) = —
4- a. Démontrer que la suite (ay)n>1 est décroissante.

b. En déduire la convergence de la suite (o, )n>1.

5. Démontrer que lim a, = a.
n—-+00
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PG|

On note (C),) la courbe représentative de f,, dans un plan muni d’un repére orthonormé direct (O, Z 7)-

Partie C :

Soit n un entier naturel non nul différent de 1, f,, la fonction définie sur |0; +oo[ par : f,(z) = <

1. Selon la parité de n, déterminer les limites de f,, en 0 et en 400, puis interpréter graphiquement les résultats.

n—1
2- a. Démontré que : V € N*\ {1}, V z |0, +ool, f/(z) = 1~ In(z) <1na(33:)> gn ().

3

b. En déduire, selon la parité de n, le sens de variation de f,, puis dresser son tableau de variation.

3. Montrer que V € N*\ {1}, fu(an) = (_1)n(n+nw

4. Counstruire (C3) et (C3) . On prendra :ap = a3 ~ 0, 6.
Probléme 7

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, 1, J).

| 2 .
On considére la fonction f définie sur [0, 4o00| par : ;Eg)) f (()e —1)In(z) siz >0
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan (O, I, J)

Partie A

On consideére les fonctions f et g dérivables et définies sur |0, 4o00| par :

h(z)=Inz+e"+1let g(x) =zlnz+e* -1

1. Etudier la fonction h.
Vxel0;al, h(z) <0

En déduire qu’il existe un « € ]0; 1] tel que : ¢ V & € Ja; +o0, h(x) <0

h(a) =0

2. Calculer les limites de g en 0 et en +oo0.

3. Justifier que : V 2 € |0; +o0[, ¢'(z) = h(z).

4- a. Etudier les variations de g sur l'intervalle ]0; +o0]

b. Dresser le tableau des variations de g.
5- a. Démontrer que I'équation : z € ]0; +o0], g(x) = 0 admet une solution unique /.

b. Justifier que 5 € ]0.3;0.4].

c¢. Démontrer que Vz € 0, 8], g(x) < 0 et Vx € |3;4+00[, g(z) > 0.
Partie B
1- a. MontrerqueVax e R;e* > 14z

b. Montrer que V z € ]0;4+00[; 1< —e* < —-1+=x
2

c. Montrer que V z € |0;+o0[; 1 —x <e ® < 1—x+%
2. Démontrer que f est continue en 0.
3. Justifier que f est dérivable en 0.
4- a. Calculer x11>1}r100 f(z).

b. Calculer lim M

r—+o0 X

c. Donner une interprétation graphique des résultats des limites des questions a. et b.

5. On admet que f est dérivable sur ]0; +ool.
a2

e —9(2%)

Déterminer les variations de f sur [0, 4o00|

a. Démontrer que : Vx € |0, 4o00[, f/(x) =

&

Dresser le tableau des variations de f.

e

6- Déterminer une équation de la tangente (7) a (Cy) au point d’abscisse 1.

TP

Tracer (Cy) et (T') dans le plan muni d'un repére (O, I, J)
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CHAPITRE b

PRIMITIVE ET INTEGRATION D’UNE FONCTION

I. Primitives d’une fonction

1. Primitives d’une fonction

Définition : Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I.
Une primitive de f sur I est une fonction F dérivable sur I telle que F'(z) = f(x).

Soit f une fonction définie sur |0, +oo] par : f(z) = Inz.
— La fonction F : z — xlnz — x est une primitive de f sur |0, +o0].
— La fonction F' : z — xlnz — x + 2024 est une primitive de f sur ]0, +ool.

Propriété :

® Si F' est une primitive de f sur un intervalle I de R, alors les autres primitives de f sur I sont les fonctions
de la forme F'+ k ou k € R.

e Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

Remarque
Une fonction continue a une infinité de primitives, donc il ne faut pas dire la primitive de f mais plutot une
primitive de f

Par exemple les primitives de la f : x — e* sont sous la forme de e* +k avec k € R.

2. Formulaires de primitives usuelles

2-1. Fonctions trigonométriques réciproques

Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
1 () |- 11
e arcsin(z —
V1 — a2 7
1 ) (:c)
arcsin | — —a,a a>0
— : |- a,al
1
T2 arctan(x) R
1 1 x
m aarctcm (5) R a 7& 0
1 1 T+ a>
—_ —arctan R B8#0
P+ (2 +a)? B ( B
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2-2. les « fonctions puissances ».

Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
n+1
x™ < R neN
n+4+1
1 In(a) 10, +o0]
— n(zx ()
T )
1 1
o D ] — 00,0[ ou ]0, +o0] n € N\ {0,1}
1 2/ 10, +oc|
— x 00
VI ’
xa+1
@ 0 R\ {1
: = 10, +ool a R\ {1}
e’ e’ R
e — % R a € R*
a
afl'
a” R a>letaz#1l
In(a)
T _ o~ T T -
e’ —e In e’ +e R
e Smest 2
2-3. la « trigonométrie circulaire »
Fonction Une primitive Intervalle Commentaire
cos(z) sin(x) R
sin(z) —cos(x) R
_ 2 s s
m—l%—tan () tan(x) | =5 +km, § +kn| kelZ
1
———— = —1 — cotan®(x) cotan(z) |k, (k+ 1)m| keZ
sin®(x)
tan(x) —In | cos(z)] | =5 +km, &+ kn| keZ
! In | tan(2)| Jker, (ks + 1) kez
n|tan(Z
sin(x) 2 ™ 4
1
cos(2) In|tan(f + %) | =5 +km, 5+ knl kel
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3. Quelques propriétés

Théoréme 1 : Si F et G sont des primitives de f et g sur I (intervalle donné de R), alors :
e Une primitive de f 4 g sur I est F'+ G et une primitive de Af (A € R) sur I est AF.
e D’autre part, si f est dérivable sur I et g est dérivable sur f(I), une primitive de f’ x (¢’ o f) sur I est go f.

Le dernier point du théoréme précédent fournit le formulaire non exhaustif suivant :

Fonction Une primitive Commentaire

fo e R 1
g i a e R\{-1)
f/

7 In|f]

f 1

— o Z——ve—— n € N\{0,1
Iz (=1 Ry

f/
i 7

/el %
fsin() )
f' cos(f) sin(f)
L = P () tan(f)
\/1]17](2 aresin(f)
1-{if2 arctan(f)

Déterminons une primitive de chacune des fonctions suivantes sur l'intervalle I considéré :

x

1. fi:x— ———=1T=R
frze= o
1 2
fi(x) est continue sur I = R donc admet une primitive sur R. De plus fi(x) = 3 X <14_7$2)3 avec
x
((z%2 + 1)/ = 27). En utilisant le tableau précédent on déduit qu’une primitive de la fonction fi sur R
1

est la fonction x — —m

3 3 )

2. forxr ——+—+—T1=0
fo:x ﬁ+$3+x 10, +o0]

f2 est continue sur ]0, +00o[ en tant que somme finie de fonctions continues sur ]0, +oo[. Donc f2 admet

3
une primitive sur |0, +oo[ qui est la fonction z — —6/z — ) + 51n(z).
x
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Exercice 1

Déterminer I’ensemble des primitives de chacune des fonctions suivantes sur U'intervalle I considéré (on

admettra que les fonctions considérées sont définies et continues sur I)
T

1.f1:x|—>x+1avecI:R 2.f2::c|—>1J(:e21IavecI:R.
3. f3:x— (1+1In(x))z” avec I =]0, 00| 4. fy:x— Wor avec I =0, 2|
T —x
Solution ) 5
1. Pour tout reéel x, f1(x) = 3 X ﬁxz (Avec (22 4+ 1) = 2x). D’aprés le tableau des primitives, une primitive
x

1 1
de fi est alors x — B In(|z? +1]) = iln(x2 +1).

1
L’ensemble des primitives de f; sont les fonctions x 5 In(x? + 1) + k avec k € R

eﬁl’
1+ (e7)?
x +— Arctan(e”). L’ensemble des primitives de fo sont les fonctions x — Arctan(e®) + k avec k € R
3. pour tout z > 0; f3(x) = [1 4 In(z)] *®) avec ( (z1n(x))’ = 141In(z)).Alors une primitive de f3 sur |0, +00[
est x — 1) = 3% Les primitives de f3 sur ]0, 4+o00[ sont les fonctions = — z% + k avec k € R

2. Pour tout réel z, fo(x) = avec ((e*) = e%). On déduit qu'une primitive de fo est la fonction

4. Pour tout x € ]0,2[ fa(x) = ﬁ avec (x — 1)’ = 1. Alors une primitive de f4 sur ]0,2[ est la
J— a:‘ J—
fonction x +— Arcsin(z — 1). Les primitives de fy sur |0, 2] sont les fonctions « — Arcsin(z —1) +k avec k € R

II. Intégration d’une fonction

1. Intégrale d’une fonction continue et positive

1-1. Définition de l’intégrale d’une fonction continue positive

Définition :

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O,;,;)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a,b] ou a et b
sont deux réels tels que a < b. L’intégrale de a & b de la fonction f est
I'aire , exprimée en unités d’aires, du domaine D du plan délimité par les
droites d’équations respectives x = a et x = b, ’axe des abscisses et la
courbe représentative de f.

b
Elle se note / f(x) dx ce qui se lit « intégrale de a a b de f(x)dz» p b

1-2. Calcul d’intégrale d’une fonction continue et positive .

Soit f une fonction continue sur [a,b] et F' une primitive de f, alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 1 : Soit f une fonction continue et positive sur [a,b]. Alors
b

f(z) dz = F(b) — F(a)

a
ou F' est une primitive de f sur [a, b]

Remarque
e Dans le théoreme précédent, le calcul de I'intégrale ne dépend pas du choix de la primitive F'.
En effet soit F' une primitive de f. Alors les autres primitives de f sont des fonctions F + k, k € R.
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Prenons donc une primitive quelconque Fy, = F' + k de f alors d’aprés le théoréme :
b

f(@) dz = Fy,(b) = Fi(a) = (F(b) + k) — (F(a) + k) = F(b) — F(a).

a
e Habituellement pour alléger les calculs on choisit, pour le calcul d’intégrale d’une fonction, une primitive de f
dont la constante est nulle.

In(3)

— Une primitive de la fonction f x — e est e®. Alors : e de=e"® e =3_1=2
0

3 1 1 1
— Une primitive de la fonction f x — 2 est % Ainsi / z? dz = 3 0= .
0

1-3. Relation de Chasles

Théoréme 2 :Soit f une fonction continue et positive sur [a; b].

Pour tout réel ¢ de [a,b] , /bf(x) dz = /Cf(x) dx—i—/bf(ac) dz

Démonstration

On note Dy (respectivement D) I'ensemble des points du plan si-
tués entre ’axe des abscisses et le graphe de f dont ’abscisse est
comprise entre a et ¢ (respectivement ¢ et b) puis on note Ay (res-
pectivement Ag) laire de D; (respectivement Ds). La relation de

Chasles est alors lisible sur le graphique ci-dessous. 7 A
1 2

A:A1+A2:>/abf(x) d:z::/acf(x) d:c+/cbf(x) da

2. Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque
On a vu dans le paragraphe précédent que si f est une fonction continue et positive sur un segment [a, b,

b
alors : / f(z) de = F(b) — F(a). On décide de conserver ce résultat comme définition générale d’une intégrale :
a

Définition :
Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soit F' une primitive de la fonction f sur [a, b].

b
L’intégrale de f sur [a,b] est par définition : / f(x) de = F(b) — F(a).

Notation

La plupart des calculs d’intégrale se font en deux étapes :Déterminer une primitive F' puis calculer F'(b) — F(a).
Pour cette raison, on introduit la notation F(b) — F(a) = [F(z)]?.
Interprétation de ’intégrale en terme « d’aire algébrique »

L’intégrale de a a b de f est la somme des aires algébriques quand x varie de a et b.
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3. Propriétés de l’'intégrale d’une fonction continue

Théoréme 3 :
a
e Pour tout fonction continue sur [a, ] ; / f(x) do = / f(x) dz. En particulier / f(x)dz=0
e Linéarité : Soient f et g deux fonctions Contlnues sur un segment [a,b] a valeurs dans R et A et p deux

b b
nombres réels. Alors / (M (z) + pg(z)) dz = A f(ac) dz + u/ g(z) dz.

b
e Positivité : Si f est une fonction continue sur [a, b] et positive sur [a,b] alors [ f(z) dz > 0.

e Croissance : Si f et g sont deux fonctions continues sur [a, b] & valeurs dans R tglles que pour tout x de [a, b],
b b
(@) < o) alors [ (o) do < [ g(a) d,
¢ ¢ b ¢ b
e Relation de Chasles : Pour tout réel ¢ de ]a, b] / f (z) 1% \= / f(z) dz +/ f(z) dz

e Pour toute fonction f continue sur [a, b] & valeurs dans R, x) dx

b C
< / ()] da

Démonstbration
~Ona [ f@) do= [F@)}t = FO) - Fla) = ~(Fla) - F(8) = - /b /(@) da.

a
— Linéarité : Puisque f et g sont continue sur [a,b] alors elles ont des primitives sur cet intervalles. On
note F' une primitive de f et G une primitive de g. Alors une une primitive de la fonction \f(z) + pg(x)) est

b b
AF(z)+pG(z). Ainsi/ (Af(x)+ng(z)) de = (AF(b)—AF(a))+ (nG(b) —nG(a)) = )\/ f(z) dx+,u/ g(x) dz.
— Positivité : Cette (f)ropriété résulte de la définition méme de l'intégrale d'une fonction continue positive
comme étant une aire.
—Croissance : Si f et g sont deux fonctions continues sur [a,b] telles que pour tout = dans [a,b], f(z) < g(x)

alors pour tout x dans [a,b], g(xz) — f(x) > 0. Et d’aprés la propriété de positivité d’intégrale on déduit que
b b

/ (9(x) — f(z)) dz >0 = / f(z) dz < /abg(x) dzx.

a a
— Relation de Chasles : Méme preuve que pour une fonction continue positive.

1

2
Pour tout entier n, on pose I, = —— dx
1-a. Montrer 'existence de I, puis étudier le sens de variation de la suite (Ip,)nen
b. Montrer que la suite (I,),en est convergente.

1
-a. Montrer que pour tout entier naturel n, 0 < I, < on

b. En déduire la limite de la suite (I,)nen

Solution
1-a. e Pour tout entier naturel n et tout réel x de [1,2], on a (1 + 22) # 0. Donc, pour tout entier naturel n, la

fonction x — ﬁ est continue sur [1,2] en tant qu’inverse d’une fonction continue sur [1,2] ne s’annulant

pas sur [1,2].0n en déduit que pour tout entier naturel n, I,, existe.
e Pour tout n e N

/ dac—/zldac—/2 1 - ! dx
n+1 ) :c2—|—1 n+1 1 <x22+1)n - 1 ($2+1)n+1 (x2_|_1)n
2

/1 (CEnE dr = —/1 W dz (Par linéarité de l'intégrale)

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. 84



Chapitre 5 Primitive et intégration d’une fonction

.TZ
(Z’2 + 1)n+1

Ainsi I,4+1 — I, <0 et donc la suite I, est décroissante |.

2
Pour tout réel x de [1, 2], > 0 Par positivité de l'intégrale, on en déduit que / (27 dz > 0.
1 \X

b. Pour tout réel = de [1,2], >0 = I, > 0. Ainsi, la suite (I,,)nen est décroissante et minorée par

1
(.’,5'2 + 1)n
0. On en déduit que la suite (I,)nen converge
2-a. Soit n € N. Soit z un réel de [1,2]. On a 1 + 2% > 2 puls 1+ 2%)" > 2" par croissance de la fonction

1
t»—)t”sur[O,+oo[.OndéduitqueO<( +171_2n$/0d:c</ /dx

1
Dou0<I,< on pour tout entier naturel n |

1
b. Puisque lim — =0 alors d’aprés le théoréme des gendarmes : lim I, =0.
n—+oo 2N n—-+o00

4. Intégrale fonction de la borne supérieure

On se donne f une fonction continue sur un intervalle I de R a valeurs dans R et F' une primitive de f sur I.

Pour a fixé dans I et pour x variable I, on a : /f ) dt = F(z) — F(a) = F(x )—F(a)+/ f(t) dt.

a

Théoréme 4 :

e Soit f une fonction continue sur un intervalle I et soit a un réel de 1.
X

La fonction F' définie sur I par : z — / f(t) dt est dérivable sur I de dérivée f.

a
e En particulier, pour tout xo de I, la primitive de la fonction f sur I qui s’annule en xg est la fonction

:U»—>/xf(t) i
1

xX
Par exemple, pour tout réel x, Arctan(z) = / TR dt
0

Commentaire .

x
Dans la notation / f(t) dt, la variable ¢ est muette. / f(t) dt est une fonction de z et non de t. Pour cette
a

a
raison, une phrase du genre : V ¢..... / f(t) dt = .... ne veut rien dire.
v(x)

Continuité et dérivabilité des fonction de type :  — / f(t) dt
u(z)

Théoréme 5 :
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Notons u et v deux fonctions définies respectivement sur les

intervalles J et K de sorte que Vo € J, u(z) € [ et Voz € K, v(z) € [
v(z)
e Si u et v sont continues alors la fonction G définie sur I par : z — f(t) dt est continue sur I.
u(z)
® De plus, si u et v sont dérivables alors la fonction G est dérivable sur I de dérivée

G'(x) = v'(2) f(v(x)) — () f (u(z))

Démonstration

e f est continue sur I alors f admet une primitive sur I que 'on note F. Dans ce cas, G(x) = F(v(x)) — F(u(x)).
De plus si u et v sont continues alors F(v(x)) et F(u(z)) sont continues sur I en tant que composée de fonctions
continues puis on déduit que G est continue sur I en tant que différence de fonctions continue sur I.

e Si de plus u et v sont dérivables alors F(v(x)) et F'(u(x)) sont dérivables sur I en tant que composée de
fonctions dérivables puis on déduit que G est dérivable sur I en tant que différence de fonctions dérivable sur 1.

De plus G(z) = F(v(z)) - F(u(z)) = G'(z) = o/ (¢) x F'(v(x)) — v/ (2) x F'(u()) = o' (2) f(0(x)) — o (2) f (u(2))
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Exercice 3

x
1
Pour tout réel x on pose : F(z) = / 152 dt et (Cf) sa courbe représentative dans le plan rapporté a un
0

orthonormée (0,17, 7).
. Montrer que F' est définie et dérivable sur R. Préciser sa dérivée.
. Etudier le signe de la fonction F sur R.
. Etudier les variations de la fonction F sur R.
. Déterminer une équation de la tangente (7') au graphe de F' en son point abscisse 0.
. En étudiant la fonction ¢ :  — F(z) — z, déterminer la position relative de (Cr) et de la droite (7).
. En étudiant la fonction h : z — F(x) + F(—x), montrer que la fonction F' est impaire.
T
7-a. Montrer que pour tout réel z > 1 | / 1 dt <1-— i
14+t x
b. En déduire que pour tout réel z > 1, F(x) < 2.
c. En déduire que pour tout réel x, F(x) < 2.
8. Donner une idée du graphe de la fonction F'.

S ULk W

Solution

1. Pour tout « € R,on pose f(x) = 5. J est définie et continue sur R. De plus les fonctions z +— z et z — 1

1+z
sont dérivables sur R on en déduit que la fonction F est définie et dérivable sur R et que F'(x) = f(z). D’ou

1
F'(z) =
2. Etude de signe de F':
— Pour z >0,V 1t € [0,x],

pour tout réel x.

e > 0.Par positivité de l'intégrale, on déduit : F'(x) > 0.

1 041
— Pour x < 0 et tout réel ¢ de [z, 0], e > 0.Par positivité de lintégrale, on déduit : / T
X

dt >0

& o 1
Alors/dtz—/dtﬁOouencoreF(m)ﬁO.
o 1+1¢2 . 1+ t2

Conclusion : F' est positive sur [0, +oo[ et négative sur | — 0o, 0]

3. D’apreés la question 1), F'(z) = pour tout réel = pour x € R, F'(x) > 0.

1+ 2

F est strictement croissante sur R

4. Léquation de la tangente (T) est y = F'(0)(x — 0) + F(0).

F'(0) =

Or F(0) /0 1 dt =0 = | (T') a pour équation y = x
1122

5. e La fonction g est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivable sur R et pour tout réel x,
2
—x
/ = — — ]_ =
g(x) 1+ 22 1+ 22
e De pluson a: g(0) = F(0) —0=0. Alors pour > 0, g(z) < g(0) =0 et pour x <0 ,9(z) > g(0) = 0.

En résumé : (Cr) est au-dessus de (T') pour & € | — 00, 0] et en-dessous de (T') pour z € [0,4o00] |

< 0. Ainsi g est décroissante sur R.

6. e Pour tout x € R, h est dérivable en tant que somme de 2 fonctions dérivables et b/ (z) = F'(z) — F'(—z) = 0.
e D’autre part ~(0) = 0. Alors h(x) = 0 pour tout x € R.

En conclusion : pour tout réel z, F(—z) = —F(x) = F est impaire
7-a. Pour tout = > 1 et tout t € [1,z] 1<1:>/ / dt.
-a. Pour tout et pour tou ], —— < = o
= P re=pg~ ) 1y
1 17" 1 r
Or/th: —| =1--. D’oﬁpourtoutle,/ 5 dt < 1——.
1t t], x 1 1+1 x
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! ! !
b. Pour tout x > 1, ona:F(x)—/ — dt—/ — dt—l—/ ——— dt (Relation de Chasles) .
o 1+t o L+t Y

1 | !
0 telol], —<1= | ——dt< [ 1dt=1
r pour [0, 1] e s /01—|—t2 _/0
o1 1
P it >1, F = — dt<1+1--<2
ar suite pour x > 1, F(x) /01+t2 <1+ - =

D’ou pour tout < 1, F(x) <2 |

c. Par croissance de F sur R, on a : pour tout x < 1, F(z) < F(1) = 2.
D’ou Pour tout réel z, F(z) <2 |

8. Repreésentation graphique de (Cr)

5. La formule d’intégration par parties

Nous allons maintenant donner une formule qui permet de transformer le probléme du calcul d’une Nous allons
maintenant donner une formule qui permet de transformer le probléme du calcul d’une intégrale en un probléme
de calcul d’une autre intégrale beaucoup plus simple & calculer.

Théoréme 5 : Soient a et b deux réels tels que a < b. Soient u et v deux fonctions définies dérivables et telles
que leurs dérivées soient continues sur [a, b] & valeurs dans R. Alors :

b b
/ o (z)v(x) do = [u(a:)v(a:)]g —/ u(z)v' (z) do

Démonstration
Par hypotheése, les fonctions u et v sont dérivables sur [a, b] alors

(u(z)v(z)) = o/ (x)v(x) + u(z)v'(x).Par hypothéses, u'(x) et v'(z) sont continues sur [a, b).
b b

b b b
Ainsi/ (u(z)v(z)) de = [ o' (z)v(z) dm—}—/ u(z)v' (z) do. = [u(x)v(x)]z = / o' (z)v(z) da:—f—/ u(z)v' (z) do

a a
D’on le résultat.

1
1. / xe® dx. Une primitive de la fonction qui a z — xe” n’est pas évidente :
0

Dans notre cas on pose : u/(x) = e” et v(x) = x alors on a : u(z) = e” et v'(x) = 1. Alors :
1 1 1 1

/ ze® dx = [xez](l) —/ 1 xe® dz or / 1xe® de= [ex}(l) = el —1. Ainsi / ze® dr=et—(e!—1)=1
0 0 0 0

1
2. / In(z) doz . Comme dans le cas précédent, on pose : v/(z) =1 et v(z) =In(z) = u(z) =z et v'(z) = —.
1 X

Alors / In(z) do = [zIn(z)]] — / 1dz =e—(e—1) =1 (Intégration par parties). / In(z) de =1 |
1 1 1

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. 87



Chapitre 5 Primitive et intégration d’une fonction

Exercice 4

En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

1.1= / 22 In(z) dz
1

2In(1
2,J:/n(+$>dx
1

)
Solution ,
1
1. On pose : u(x) = In(z) et v'(x) = 22 alors v/(x) = - et v(z) = %
e 3 €, .2 3 1 2 3 1
On obtient donc : / 2% In(z) do = x—ln(m) [ T da=S - —(e3=1).| Doa I = ¢t .
3 L3 39 9
2. On pose : u(x ) ln(l—i—x) et v'(x) = 1 alors u/(z) = ! et v(x) = -1
P a2 1tz oz
2
J = / dx En écrivant iy | (£ :
1 x( zx(1+z) =z 14z
2 !
/1 p / <$ A x) dz = [In(z) — In(1 + z)]? = 21n(2) — In(3).
Ainsi [ = —1 23) +1n(2) —2In(2) + In(3) = 312(3) + 31n(2)

6. Changements de variable

6-1) Formule de changement de variable

Théoréme 6 : Soit ¢ une application définie et dérivable de dérivée continue sur un intervalle I & valeurs dans
R. Soit f une fonction continue sur (1) & valeurs dans R. Alors,pour tout (a,b) € R?,

@ (b) b
f(z) dz = / Flo()d (#) dt
¢(a) a

A T'aide de changement de variable calculons les intégrales suivantes :

4
1. . ! :/Z\/% dt. on pose f(t) = : ?/Z\/%

On fait le changement de variable en posant = v/t (Ce changement ne se fait pas au hasard car I'objectif c’est
de transformer cette intégrale en une intégrale facilement calculable).
e On calcul les nouvelles bornes et dr. On rappelons la fonction ¢ +— v/t est bijective sur [1,4]

Pourt=1xz=+1=1;pourt=4,z=2et dr=

2Vt

On remplace vVt par z;t =1par z =1 et t =4 par z = 2; dt par 2vtdx = 2zdx car x = V1.

4 2 2 4
1—-+t 1-— 1—-+vt
Onaalors:/ Vi dt:/ L ow dx:/ (2 —2z) dz = [22 — 2%]3 = —1. D’on / \[dt:—l .
1V 1z 1 1Vt

2 T
2. / © _ dz. On fait le changement de variable : { = e”.
1 1+e”

e La fonction = — e” est bijective sur R et en particulier sur [1,2].

Pourz=1lett=c¢e 2 o e 1 1+ e2
e ¢ Pour x =2et t =e? :>/ Ide/ dt:[ln(l—l-t)]f:ln( )
Et dt = % dx 1 L+e o 1+t 1+e

dt. Ainsi dans l'intégrale précédente :
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Exercice 5

Calculer la valeur des intégrales suivantes :
€ 1 t n

1. En utilisant le changement de variable u = In(t) calculer / (n(t)) dt.
1

1
2. On admet que Arctan’(z) = — 1 En utilisant le changement de variable u = /et —1, calculer
x

2 t
[
1 (34eh)Vel —1

w2

3. Calculer /2 cos(V/t) dt.

4

Solution

On suit la démarche de I'exemple précédent :
Pourt=1etu=0

— e € ]_ t n 1 n+1 1 1
1. u=1n(t) = Poura:—ietu_l :>/ (n(t)) dt:/u"du:[u ] —
Et duz;dt L 0 0

Pour ¢t =1 alors u = ve—1

9= T = Pour z = 2 alors u = ve? — /

t

e? -1 1
dt:2/ — du
t,/t 214
Bt du = - —— © gt (3+e 1 ves1 uT+

et —1
2 of | VET " Pour u = /e —1 alors z = 6271
Ainsi/dt:/ ————duOnposer = - == = b T2 — Ve?-1
L B+ et)el 1 2 ) (%)2+1 9 Pour u = +ve? — 1 alors x 5
Et 2dx = du
2 t v/
-1
Par suite / © / dx = Arctan — Arctan ©
(34 et)vel —1 =T x2 2
o
Pourt—z lorsx—g
3. On fait le changement de variable x = /¢ alors : Pour ¢ — 72 alors = — 1
Et dt = 2xdx

SRR

= / cos(Vt) dt = 2/ x cos(z) dz = 2[zsin(z)|z — 2/ sin(z) de = —-2—n7
4

Ainsi /2 cos(vt) dt = =2 —

4

6-2)Quelques applications du changement de variables

En procédant & un changement de variables, on a le théoréme suivant :

Théoréme 7 : Soit [ une fonction continue sur un intervalle I de R :
a a
i. Si f est paire, alors pour tout a de I, f(z) de = 2/ f(x) d.
—a 0
a

ii. Si f est impaire, alors pour tout a de I, fx)dz=0

T+a T
iii. Si f est T-périodique avec T' # 0 alors pour tout a, / flx) da = / f(x) da.
a 0
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1 1 1 1 % 3 s
Par exemple:/ dxz?/ dx;/ sin z dx:Oet/ | cos x| dx:/ | cosz| dx
_11+$2 0 1+ 22 -z o 0

7. Applications du calcul intégral : Calcul de I’aire du domaine délimité par deux courbes

Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a, b]. On suppose que 0 < g < f sur [a, b].
Alors l'aire du domaine D défini par : D = {M(z,y) € P tels que a <z < bet g(x) <y < f(x)} est donnée, en

b
unité d’aire (u.a), par : / [f(x) — g(z)] dz

Exercice 6

Soit f et g, deux fonctions définies respectivement sur [0, +00] et sur [0, 1] par : f(z) = V1 —e™® et
g(z) = —In(1 — 2?); (Cf) et (Cy) leurs courbes représentatives dans un repére orthonormé (0,7 ,j ), unité
graphique 5cm

1- a. Etudier la dérivabilité de f en 0
b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

1
c. Vérifier que pour tout réel z > 2 f'(xz) < 1. En déduire que Iéquation f(z) = z admet dans ]1/2,+o0|

une unique solution « et que 0.7 < a < 0.8.
2. Justifier que f est bijective sur [0, +oo[ puis montrer que f~!(x) = g(x) pour tout z € [0,1]
3. Justifier comment tracer la courbe (Cy) & partir de la courbe (Cy). Tracer (Cy) et (Cy).
. : p ! ) _ —— 14++vV1—e2%
4. Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par : h(z) 2v1—e*+1n ik
Justifier que pour tout x € [0, +o0[, A/ (z) = f(x).
5- a. Déterminer, en unité d’aire, l’aire du domaine compris entre la courbe (C), les droites d’équation y = x,
x =0 et x = a en fonction de «
b. En déduire I'aire, en cm?, du domaine D donné par : D = {M(z,y) € Ptelsque0 <z < aet g(z) <y < x}
en fonction de «
Pour o = 0.71, donner la valeur numeérique de cette aire.
6. Déterminer, en unité d’aire puis en cm?, I'aire du domaine compris entre les courbe (Cy) et (Cy), les droites
d’équation z = 0 et x = « en fonction de «.
Pour a = 0.71, donner la valeur numérique de cette aire.

Solution
— f(0 l—e® 1 -1
1-a. f est bien définie sur [0, +oo[. Pour z > 0, 1) = f(0) = vi-e = \/ xS
z—0 T T =i
—r_q _ (0
Or lim ¢ =1 alors lim M = +o00 la fonction f n’est pas dérivable en 0 et au point d’abscisse
z—0t  —T x—0t z—0

0 (c’est lorigine), il y a une demi tangente verticale.
x —X

e e
2WI—e=  2f(x)
strictement croissante sur [0, +oo[. (Voir page suivante pour le tableau de variation de f )

lim f(z) =1 donc la droite y = 1 est asymptote & (Cy).
r—>+00

2f(x) —e™®
c.1— fl(z) = —~t——.
= o

e On pose p(x) = 2f(z) — e ™. ¢ est dérivable sur [1/2,+oo[ de dérivée ¢'(z) = 2f'(x) + e™* donc ¢ est
strictement croissante sur [1/2, 400 = V = € ]1/2,400], p(z) > ¢(1/2) ~ 0.6 > 0.
Par conséquent, V x > 1/2, 1 — f'(z) > 0 autrement dit f'(z) <1
e Notons ¢(z) = f(x) — = est continue sur I =|1/2, +o0].
1 est dérivable sur I de dérivee ¢/'(z) = f'(z) —1 < 0 alors v est strictement décroissante sur I. De plus

> 0. La fonction f est donc

b. f est alors dérivable sur ]0,+oo| de dérivée f'(z) =
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¥(1/2) ~ 0.127 et lirf Y(x) = —oo alors on déduit de cela que 'équation ¢(x) = 0 a une unique solution a. (
T—r+00

En utilisant le théoréme de valeurs intermeédiaires et la bijection de f sur I )

Comme 9(0.7) = 0.0095 > 0 et ¥(0.8) ~ —0.058 < 0 alors 0.7 < o < 0.8

2. f est continue et strictement croissante sur [0, +-o0o[ alors f réalise une bijection de [0, +o0o[ vers [0, 1].

Yy € [0,1[, 3! = € [0, +o0[ tel que y = f(x).

y=fz)ey=Vl-e?e1l-y? =% Ainsiy= f(z) & z=—In(1—19y?)

D'ou f~1 est la fonction définie sur [0, 1] par f~!(z) = —In(1 — z?). D’out f~!(x) = g(z) pour tout x € [0, 1]
3. Comme g est la réciproque de f alors (Cy) est I'image de (Cy) par la symétrie orthogonale d’axe y = x.

3 - X
T 0 400
f() +
1
@ |,
-1
".
L
;’. -1
4. Pour z €]0, +00|, h est dérivable et h(z) = —2v1—e*+In(vV1—e?) =In (1 - V1 —e%) :
Par suite h/(z) = — ° + ° X ! + ° X !
Vi—e? 2y/1—-e? 1+y1—-e?® 2¢/l—-e? 1-—y1-e*
W) = e ” o e ” 1 n 1 ] e i eifog 1
Vi—e? 2yl1—-e?|[1+y1I—-e?® 1—-y1-e® Vi—e® 1-e%e®
—T

1-e
Par suite h/(z) = ———= = V1 —e~*. I/(0) existe. On conclut alors que Vz € [0, +oc[, h'(z) = f(z)
V1—e™® ’ ’

5-a Pour z € [0, 0], (Cf) est au dessus de la droite y = x, donc I'aire demandée est égale, en unité d’aire, & :

Aﬂﬂm—whuzhm»—mm—aWZ

14+V1—e@ 2
Par suite, I'aire demandée est égale, en unité d’aire, a : —2v/1 — e~ +1n (—i—e) — %

1—+vV1—e@

b. L’aire du domaine D est alors :

- \_ 1+ vI_oa) o
PV e

1+vV1—e@ a?
A=25|-2/1—-e24In| —— —— 2

Pour a = 0.71, A ~ 2.71 ¢m?

6. Pour z € [0,a], (Cy) est en dessous de (Cf). Puis en utilisant le fait que (Cy) est la symétrique de (Cy)

par la symétrie orthogonale d’axe y = x et le fait que f(a) = a (question 1-c.), f(0) = 0 on déduit que laire
demandée est :

1+v1—e@ a?

e En unité d’aire A’ =2 |-2v/1—-e*+In| ————| — —

[ 1—v1—e@ 2

1++v1—e@ o?

eEncem? A =50|-2V1—-e4+In|—F—F—n—~-1|—-—

[ 1—v1l—e@ 2

Pour a = 0.71, A’ ~ 5.42 em?
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Chapitre 5 Primitive et intégration d’une fonction

ITI. Compléments sur le calcul d’intégrales

1. Inégalité de la moyenne et valeur moyenne d’une fonction

a. Inégalité de la moyenne
Cette propriété est une conséquence de I'inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction F' définis sur

Iintervalle [a, b] par : F(x) = / f(t) dt

Propriété :
Soient f une fonction continue sur un intervalle [a, b] tel que a < b; m et M deux réels donnés.

b
e Si pour tout x élément de [a,b], m < f(x) < M alors m(b —a) < / flz)de < M(b—a)

b
e Si pour tout x élément de [a, b], | f(z)| < M alors / |f(z)] de < M(b—a)

b. Valeur Moyenne d’une fonction

Propriété :
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] tel que a < b

1 b
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a,b], le nombre réel 5 / f(z) dz

2. Techniques du calcul d’intégrales

b
Quand on a une intégrale de la forme / f(x) dx a calculer, il est conseillé de raisonner dans l'ordre suivant :

i. Recherche directement une primaitive de f
Soit c’est une primitive simple & déterminer ou il faut utiliser les primitives usuelles : Voir si on peut écrire f
' (z)
u(z)

sous la forme z — o/ (z) x u®(z) (@ € R*); z — o/ (z) ") ; z —

... (Voir Exercice 1/ question 1.)

ii. Intégration par parties

Dans le cas ou une primitive de f n’est pas évidente; on peut tenter une intégration par parties. Cependant,
pour que 'intégration par parties soit efficace, il faut bien choisir "u(z)" et "v/(z)" pour obtenir une fonction
beaucoup plus simple & trouver la primitive. (Voir Exercice 1/ question 3.)

iii. Changement de variables

Si les deux premiéres méthodes ne marchent pas, on peut essayer de faire un changement de variables. Mais en
générale, le changement de variable reste compliqué et peut induire facilement en erreur. (Voir Exercice 1/
question 5.)

Remarque :

e Des fois, il faut faire une petite transformation de la fonction f pour dégager facilement la primitive. C’est le
cas d’une fraction rationnelle ou des fois, il faut écrire sous forme d’éléments simples (Voir Exercice 1/ question
2. intégrale K et L) ou transformer le dénominateur (Voir Exercice 1/ question 2. intégrale I et J).

e Dans le cas des fonctions trigonométriques a puissances, une linéarisation s’impose le plus souvent. (Voir
Exercice 1/ question 4.)

e Des fois certaines fonctions n’ont pas primitives (C’est le cas de e_”CQ); dans ces cas, on peut calculer une
valeur approchée de I'intégrale avec la méthode des rectangles, la méthode du point médian ou la méthode des
trapézes (Voir probléme 7 et probléme 8)
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Chapitre 5 Primitive et intégration d’une fonction

Exercices

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

24 T 1 x —x 0 T
1.I=/eidx J:/3dx K:/de L:/ C Az
1$2 0 \/5 -1 2 7161‘_'_5
4

Lo 3 12 V33 g2
2. I = —d J = ———d K= ——d L= d
/0x2+2x+2 “ /1451:2—4x+1 “ /3x3—7$+6 ’ /0 A1

3. En utilisant une intégration par parties, calculer les intégrales suivantes :

1 1 i m
I :/ (2?4 2+1)e” do J :/ ?e”2 dx K :/ e” cos(z) dz. L :/ e “sin(z) dz.
0 0 0 0

4. calculer les intégrales suivantes( On peut linéariser les fonctions sous le signe intégrale si nécessaire ).

I :/ cos*(z) dz J :/ sin?(z) dz K = /2 cos(z) sin®(z) dx
0 0 0

e

5- a. En utilisant le changement de variables ¢ = tan (f) calculer / i
2 = sin(x)

2
™

6 1 3 1
b. Mont dx = ———d
omger aue /0 sin(z) 4+ cos(x) o /0 1+ cos?(x) o
1

En posant u = tan(z) dans la derniére intégrale, Déterminer la valeur de / — dx
o sin*(z) + cos*(z)

o3

Exercice 2

1. Soient u et v deux fonctions continues et dérivables sur R et soit A une fonction continue sur R.
v\

Justifier que H(x) = / h(t) dt est dérivable sur R puis calculer sa dérivée.

T
Pour tout € R, on pose F(z) = /0 t41+1 dt et on note (Cr) sa courbe représentative dans F dans le
plan rapporté a un repére orthonormé (O,Z,;)
Vérifier que F' est définie sur R.
Veérifier que F est dérivable sur R et préciser sa dérivée. En déduire les variations de F' sur R.
Déterminer une équation de la tangente & (Cr) en son point d’abscisse 0.
En considérant la fonction ¢ : @ — F(x) 4+ F(—x), montrer que la fonction F' est impaire.

6- a. Montrer que pour tout z > 1, F(z) < 2.

Uk N

b. En déduire que F' a une limite réelle en +o0.

Exercice 3 : Intégrale de Wallis

2
Pour n € N ,on pose I,, = / sin"(z) dz
0

1. Calculer Iy et Iy.

2. Montrer que la suite (I,,)nen est décroissante et que pour tout n € N, I, > 0. Que dire de la convergence de
la suite (Ip)nen?

3. Montrer que pour tout entier naturel n > 2, nl, = (n — 1)1, _o.

4. En utilisant la question précédente, montrer que (n+ 1)I,1,4+1 est constante puis déterminer cette constante.
5. En déduire alors que lim I, = 0.
n—-+4oo
1
6. Pour tout entier naturel n, on pose u, = ——
In—l—l

a. Montrer que la suite (u,) est bien définie. Calculer wuyuy+1.

b. On admet que la suite (uy,) est convergente. En utilisant 6-a., déterminer sa limite.
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7. Moyennant les questions 4. et 6., montrer que lim +/nl, = T
n—s-+o00 2
(2n)! w
L = Son(any 2
8- a. Déduire de la question 3. que pour tout entier naturel n, 221 ()2
I S Sy
2n+1 (2n n 1)|
Qn(n|>2 2
b. M t i préced lcul lim 2(2 1) | ———| .
oyennant ce qui précéde, calculer lim (2n+1) [(Qn n 1)!]

Exercice 4
x
1
On considére F' définie sur |1, +o00[ par : F(x) = / dt
x

1. Etudier les variations de F sur |1, —|—oo[

(In(z?2))?2  — (In(x))? z—+00
3. Pour tout ¢ € |1, +oo[, montrer que 0 < In(t) . En déduire hm F(x).
x>1

1 1 1\2 1
1 1 Y o
2. Montrer que pour réel z > 1, ( 2) L < F(z ) %_ Déduire alors lim F(x).
<t-

2

On considére G définie sur |0, 1] par : G(z) = / lntt) dt

4. Pour tout x € ]0,1[ et pour t € [22, x], Montrer que :

(22 —1)In(z + 1)
21n(x)

F 1 <:c2—1>< 1
t—1 7" In(t) = 2In(z) t—-1

En déduire que V z € ]0,1] , < G(x) < In(x + 1). En déduire que G se prolonge par

continuité en 1.
5. Justifier que G est dérivable sur ]0,1[ et déterminer sa dérivée. En déduire que G est dérivable en 1 puis
déterminer G'(1).

1
t—1

6. En déduire la valeur de I = / dt

o In(?)
Exercice 5

. . 2 —nx\ . 2 —nz
1. Pour tout entier naturel n, on considére I,, = / exp <2> sin(z) dz et J, = / exp <2> cos(z) dx
0 0

n
a. En utilisant une intégration par parties, montrer que 21, + nJ, = 2 et nl, — 2J, = —2exp < 47T>

b. Déduire les expressions de I, et J, en fonction de n, pour tout entier naturel n.

c. Les suites (I,,) et (J,,) sont-elles convergentes ?

i
2. Pour tout entier naturel n, on pose u,, = / z"exp (1l —x) dz
0

a. Calculer u;.

1 e
b. Démontrer que Vn € N* on a : —— < u, < ——. En déduire la limite de la suite u,,.
n+1 n+1

c. A Vaide d’une intégration par parties, démontrer que Vn € N*, u,11 = (n 4+ 1)u, — 1.
1

d. En déduire lim nz"e T dx
n—-4o00 0

T
3. On consideére les fonctions F' et G définies par : F(z) = / e dt et G(z) = / et dt.
0 0

a. Etudier la parité de F et G. Montrer que F et G sont dérivables puis déterminer F'(z) et G’(z).

b. Etudier les variations des fonctions F' et G. Exprimer G en fonction de F
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Problémes

Probléme 1

f(x):hl(xgjl)six#o

f(0) =1 sinon
(C) désigne la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, i, j)

On considére la fonction f définie par :

Partie A

1. Etudier la continuité de f

x 2 T
2- a. Démontrer que pour tout réel z non nul de U'intervalle |—1, +oo[ona: 0 < 1/ du < m/ du
zJo 1+u o 1+u
(On pourra montrer ce résultat pour z appartenant a ]0, +-o00[ et pour z appartenant a ] — 1, 0]).
2
b. Verifier que : V € | — 1, 40|, e 1—u+ =7
En dédui LY 1 0 = b . i
n déduire que : V. € ] — 1,400, z #0, f(x) = —2:1:4—3:/0 4.

c. En exploitant les résultats des questions précédentes, montrer que f est dérivable au point 0.
Déterminer une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse 0 et étudier la position de (C) par
rapport & cette tangente.

d. Etudier la dérivabilité de f.

3. Soit g lapplication définie sur | — 1, +o00[ par g(z) = In(1 + z) —

1+
a. Etudier les variations de g et déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de .
b. En déduire le sens de variation de f.

4. Etudier les limites de f aux bornes de l'intervalle ] — 1, +ool.

Déterminer les droites asymptotes a (C) et préciser la position de (C') par rapport a ’axe des abscisses.
6. Construire la courbe (C).

o

Partie B

b
1. Justifier que pour tous réels a et b de | — 1, 4+o0[ tels que a < bon a : (b—a)f(b) < / flx)dz < (b—a)f(a)

a
En déduire un encadrement de l'aire de la partie du plan délimitée par ’axe des abscisses, la courbe (C) et
les droites d’équations respectives x =0 et x = 1.
1
142z
t
b. En déduire la limite lorsque ¢ tend vers +oo de la fonction : t — [ f(x) dz

> 0.

2- a. En utilisant la fonction g, montrer que pour tout > 0, f(z) —

0
3. Soit h l'application définie sur | — 1,0] par A(z) =z + 1 — (x + 1) In(x + 1).

a. Calculer h/(z) pour z € ] — 1,0] et montrer que pour tout réel 2 de cet intervalle on a h(z) € ]0, 1].

1
b. Montrer que : V x € ]—1,—2}, 0< f(z) <—2In(z+1).

1
-1 1
En déduire que la fonction F' : ¢ +— / f(x) dz est majorée dans ] -1, —2]
t
0
c. On consideére la suite (v, )n>0 de terme général v, = / f(x) da.
—1+2

Etudier le sens de variation de la suite (v,),>0. En déduire que cette suite est convergente.
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Probléme 2
Les parties I et II sont totalement indépendantes :

Partie I
Soit f la fonction définie sur |0, +oo] par : f(z) =

1- a. Dresser le tableau de variation de f.

1
b. Déduire que pour tout entier n > 6, I’équation f(z) = — admet dans l'intervalle [1, /€] une seule racine
n
notée a,.
c. Prouver que la suite (ay)n>6 est décroissante, en déduire qu’elle converge.
k+1
: In(k+1) </ In(z) de < ln(k).
E+12 = J, 22 =g
"In(x)
2

2- a. Montrer que pour tout entier naturel £k > 1, on a

b. Utiliser une intégration par parties pour exprimer en fonction de n l'intégrale : / dz, n > 2

In(2) * In(3) b In(4) W, In(n) ’

3. Pour tout entier n > 2,0n pose : S, =

922 32 42 ng
In(2 ) 1
a. Montrer que : S, — n2(2) < / $2x) dz < S, — L;L)
2 L n
14+ In(2 - 1)1 2+ 3In(2 141
b. En déduire que : *In() _nt(n-1hm) <S5, < +3llg) 13 n(n)
2 n?2 4 n
n (ln2 k—1 1 2 1 n
4. Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u, = > % et I, = — M dx
k=1 k' n' 1 562
(In2)" R .
a. Montrer que : Vn N*, 0 < [, < . En déduire la limite de I,,.
n!
1 (In2)"*!
b. Montrer que : Vn N*, I,,41 =1, — 2((n+)1)!'
_ 1 1[ln2 (In2)? (In2)3 In2)"
c. Endédulreque:VnN*,In:§—§ 1!4—( 2!) +( 3!) +...+( n!> }
d. Exprimer (uy,) en fonction de I,,. En déduire la limite de (uy,).

Partie II
Soit f la fonction définie sur | — 1, +o0[ par : f(z) = zIn(1 + z)
On note (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j)

1. Dresser le tableau de variations de f.
2. Tracer la courbe (Cf).

1.2 1 1 2
3- a. En remarquant =zr—1+ , calculer / dx.
1+z 1+=z o 1+=z

b. En utilisant une intégration par parties, calculer I'aire A du domaine du plan limité par la courbe (C),
I’axe des abscisses et les droites d’équation x =0 et x = 1.

1
4. Pour tout entier naturel non nul n, on pose u, = / z"In(1 + z) dx.
0

. . . . . 1
a. Montrer que I’écriture précédente est une suite numérique bien définie et montrer que u; = 1

b. Montrer que pour tout n € N* : 0 < u,, < ;n—(f)l' En déduire alors la limite de la suite (uy,).
5. Pour tout entier naturel n > 2 et pour tout = € [0, 1],on pose : s,(2) =1 -z + 2% — 23 + 2% — .- + (=1)"z™.
1 Zntl
a. Justifier que s,(x) = o2 (—1)”+1m
A (=D - 1 ntl
b. Montrer que : u,, = kZ::O P In(2) — (—1) /0 172 dz.
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c. En utilisant une intégration par parties, montrer que : u

] 1 1 1 (=)™

6. Soit vy —1— =4 - ——4... .
oIl Uy, 2+3 4+ +7’L—|—1
1xn+1

1
a. Montrer que : ——— < / —dx <
2(n+1) 0o 1+=z
b. En déduire que lim wv, = In(2)
n—-+00
c. Déduire lim (n+ 1)u,
n—-+o0o

Probléme 3
Partie I

1. Soit la fonction h définie sur U'intervalle [1, +oo| par :

a. Montrer que la fonction h est continue a

b.
a.
b. En déduire que : Vz >1;0 < h(x) < 1.
Partie II

_In@2) (="t (-1
"Tatl n+l <ln(2)_kz_:0 k+1>‘
1
n+2
h(z) = a:xln_(:i) six#1

h(1) = 1 sinon

droite au point 1.

Montrer que : V z > 1; In(z) <  — 1 en déduire que h est strictement décroissante |1, +o0l.

Calculer ll}l_il_l h(z) puis dresser le tableau des variations de h.
T o0

2
T 1 '
On considére la fonction g définie sur [1,+o00| par : g(x) = /l, Viln(t) dt si 474

g(1) = In(2) sinon

- =

(C) est la courbe représentative de g dans un repére orthonormé (O, 1, 7)

22

1

tinft) 9

1-

Vérifier que : Vx> 1; /

T

a.
Montrer que : V z > 1; g(x) — In(2) =

x

. Montrer que : V2 > 1; g(x) —In(2) = /

. Montrer que : lim g¢(z) = +oo et lim
T—>+00

b.

N | =

En déduire que : V2 > 1;0 < ¢'(z) <
c. Counstruire (C).

Partie I11

In(2).

IQ\/E_ 1
dt
tIn(t)
T -1

\/gt ln(t)
Montrer que : V z > 1; (z — 2)h(z) < g(x) — In(2) < (z — vx)h(/).
En déduire que la fonction g est dérivable & droite au point 1.

g(x)

=0.

r—+oco X

1
Montrer que g est dérivable sur |1, +oo[ et que Vx > 1; ¢'(x) = §h(\/5)

puis dresser le tableau des variations de g.

1. Montrer que la fonction k : x +— g(x) — z + 1 est une bijection de [1, +o00[ vers | — oo, In(2)].
2. En déduire qu’il existe un réel unique o € |1, +o0] tel que 1+ g(a) = a.

1
3. On considére la suite (up)n>0 définie par :{

4- a. Montrer que : Vn e N, 1 <u, < «

<wug < «

Upt1 =1+ g(u,) Vn eN

b. Montrer la suite (up)n>0 est strictement croissante.

c. Montrer la suite(up)n>0 est convergente et que :

lim wu, = .
n—-+4o0o
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1
5- a. Montrer que : Vn € N, |upy1 —af < i\un —al.

1 n
b. Montrer que : V n € N,|u, —a| < <2> lup — .

c. En déduire une deuxiéme fois que lim wu, = a.
n——+00

Probléme 4

“A-
Tt
1- a. Montrer que : Vx € ]0,+00[; [ —— dt =2 —In(1+2x).
o 1+t
Tt 1 7Y
b. On pose u = t2. Montrer que : ¥V x € ]0, 400 ; /0 172 dt = 2/0 T+ e du
1 — In(1 1
c. En déduire que : V z € ]0,4o00[; T < x 12(2 + ) < 5
—In(1
2. Déterminer alors lim uj@
x—0 T
>0
-B-

P i) 2 (m+1>ln(1+x) sz >0
f(0)=1 o

On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, 7).

Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0, 4-oo[ par :

8

1- a. Montrer que la fonction f est continue & droite au point 0.

b. Montrer que la fonction f est dérivable & droite au point 0.

flz) .

c. Calculer lim f(z)et lim “— puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
Tr—+00 r—+oco I
—In(1
2- a. Montrer que f est dérivable sur l'intervalle |0, +o00[ puis vérifier que f/(z) = ujm
x

b. En déduire que f est strictement croissante sur |0, +ool.

c. Verifier que : f([0, +o0]) = [1, 400
3. Construire la courbe (Cy) et la demi-tangente & droite au point 0.

-C-
1. On considére la fonction g définie sur |0, 400 par : g(z) = f(x) — =
1
a. Montrer que : V z ]0,4+00[ 0 < f/(z) < 3
b. En déduire que g est strictement décroissante sur |0, +o0o[ puis montrer que ¢(]0, +oo[) =] — oo, 1].

c. Montrer que ’équation f(z) = x admet une solution unique « sur |0, +o0].

Uy = a

2. Soit a un réel de Uintervalle ]0, +o00[, Soit la suite (uy)p>1 définie par : { tp i1 = F(un) ¥ n € N

c. Montrer que : Vn € N; u, > 0.
1

b. Montrer que :V n € N; |up1 — al < §|un —al.
1 n

c. Montrer que :V n € N; |u, — a| < (2> la — a.

d. En déduire que la suite (up)n>1 converge vers a.
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Probléme 5
Partie A

1 1
Soit la fonction f définie sur 'intervalle, I = [0, +-o00[ par : f(z) (1 + :1:> ¢
foy=o0
On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1, j).
1- a. Montrer que la fonction f est continue & droite au point 0.
Montrer que la fonction f est dérivable & droite au point 0.

Montrer que f est dérivable sur ]0, +oo|, puis calculer f’'(z) pour tout x € ]0, +o0.

2- Calculer, liI_P f(x), puis interpréter analytiquement le résultat obtenu.
T—r+00

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

Montrer que la courbe (Cf) admet un point d’inflexion A qu’on déterminera.
b. Tracer la courbe (Cf).

Partie B

1
Soit la fonction F' définie sur [0, +o00| par : F(z) = / f(t) de

P pPoT

3-

1. Montrer que F est continue sur [0, +00].

1 1
1 1
2-  a. En utilisant une intégration par parties, montrer que : V x € |0, +00], / et dt=-—ge = —/ n et dt.
x x

b. Déterminer :/

T

1
1
<1 + t) et dt pour tout z de |0, +ool.
1
c. Montrer que :/ f(z) de=et.
x
3. Calculer en l'aire du domaine délimité par la courbe(CY) et les droites d’équations respectives,x = 0 .o = 2
et y=0.
4. Soit la suite (up)n>0 définie par : u, = F(n) — F(n + 2).
a. En utilisant le théoréeme des accroissements finis, montrer que pour tout entier naturel n il existe un

1 _1
nombre réel v, appartenant a Uintervalle |n,n + 2] tel que : u,, = 2 <1 + ) e vn.
Un

1

1 1

b. Montrer que : V n N*; 2 (1 + > e_% <u, <2 <1 + > e nt2,
n n42

c. En déduire lim wu,.

n——+00
Partie C
1- a. Montrer que pour tout n € N*, il existe un réel a, € R* tel que f(a,) = e .

b. Montrer que la suite (ay)n>1 est croissante.

1 1 1
c. Vérifier que pour tout n € N*, —— +1n <1 + > = ——
n, an n

1
2- a. Montrer que : V¢ € [0,+oo[;1—t§1—+t§1—t+t2

z? 22
b. Montrer que : V = € [0, +00[; Y <—z+In(l+2)< -5 + 3
3. Soit n un entier naturel tel que n > 4.

a. Vérifier que : a4 > 1, en déduire que :a, > 1.

2 2a?
b. Montrer que : 1 — — < —2 < 1.
3a, n
n
c. Montrer que : \/7 < a,. En déduire lim a,.
6 n——+o00
) . . 2
d. Déterminer lim any/—.
n—-400 n
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Probléme 6
Partie I
On considére la fonction g définie sur Ry par : g(z) =2(1 —e™*) — .

1- a. Etudier les variations de la fonction g.

b. Dresser le tableau de variations de g.
2- a. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique o € |In(4),In(6)].

b. Etudier le signe de g(x) dans R
ug = 1

3. On consideére la suite (uy,),>0 définie par : { tns1 = 2(1 —e~9n) ¥ n € N

a. Montrer que : Vn e N1 <u, <a.

b. Montrer que : V n € N; upy1 — up = g(uy).

c. Montrer que la suite (un)RZO est strictement croissante.

d. Montrer que la suite (u,)n>0 st convergente et calculer ngrfoo U .
Partie 11 —
Soit la fonction f définie sur Ry par : f(z) = o

- =

(Cy) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, 1, 7).

1. Déterminer lim+ f(x) et lim f(x).

20 z—+00
1
2- a. Vérifier que : = —.
rifier que : f(a) alo—2)
: g(z)e” . g 6
b. Montrer que f'(z) = 5— bour tout = de Ry puis dresser le tableau de variations de f.

3. Tracer la courbe (Cy). ( On prend a =1.5).

Partie III
2z 1— et
On consideére la fonction F' définie sur [0, +oo[ par : G /x 12 dt pour z >0
F(0) = —In(2)
e?a: 1 et —1 2x et
1- a. En utilisant une intégration par parties montrer que : V.o > 0; F(z) = 5 — = / n dt
7 T .
2x et
b. montrer que : Vz > 0; e*In(2) < / 7 dt < e* In(2).
x
2x .t
c. Calculer hm+ — dt. En déduire que la fonction est continue & droite au point 0 .
x—0
b 1—¢"
2- a. Montrer que :V x > 0; F(x) < 5
x

b. Calculer lim F(z) dz.

T—r+00

1 [(e*—1)\?
3. Montrer que F est dérivable sur l'intervalle |0, +o00| et que : F'(z) = 3 (e > :
T

4- a. Soit z un élément de U'intervalle ]0, +o0o[. Montrer qu’il existe un réel ¢ de |0, z] tel que :
1
F(x)—F(0) = —3% e,
F(z) — F(0) 1

S_i.

1
b. Montrer que pour tout x de 'intervalle |0, +oo], ~5 e < 5
x

c. En déduire que la fonction F' est dérivable a droite au point 0 et que F(0) = —
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Chapitre 5 Primitive et intégration d’une fonction

Probléme 7 : Valeur approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles

L’objectif de ce probléme est de donner une approximation de l'intégrale d’'une fonction par la méthode des
rectangles.
Partie A : Valeur approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles.

Soit f une fonction continue et dérivable sur un intervalle [a, b]. On suppose que la dérivée de f est continue sur
[a, b] aussi. On note f’ la dérivée de f sur [a, b]

1-  a. Justifier brievement pourquoi |f’| admet un maximum sur [a,b]. On note M ce maximum.

b N2
b. Justifier que Vt € [a,b], |f(t) — f(a)] < M|t — a|]. En déduire que / lf(t) — f(a)] dt < M(b2a)
n—1 (k1))
b—a k(b —a) EAND
2. *R(F) = 3 kb —a) _
On note, Yn € N*, R, (f) - k_of <a+ - ) et Jg /a+k(ba) f(t) de

b
a. Ecrire / f(t) dt en fonction des Ji avec k =0,1,--- ,n—1
a

n—1 a+ (k+1)(b—a)

b
b. Veérifier que : / [f(t) = Ru(f)] dt = Z/

k=0

(o ) g (o B0 )

aq (EED(G=a)

n

+k(bn—a)
at (k+1)n(b—a)

On remarquera que
at k(b—a)

c. En utilisant la question 1-b., déduire que /

a

+ k(b7ja)
(b—a)

n

Puis en déduire que

/ ")~ Ba()] dt] <M

n—-+o0o

b
d. En déduire que / f(t)dt= lim R,(f)

3. Application
Soit la fonction f(z) = e~*" définie sur [a,b] = [0,1]. Donner un majorant de M. Déterminer une valeur

1
approchée de / f(t) dt 4 107! prés.
0

Partie B : Valeur approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles pour une fonction
croissante

Soit f une fonction continue croissante sur [a,b]. Pour tout entier n > 0 et tout k£ € {0,1,--- ,n}, on pose
hy = b-a et xx = a + khy,. On pose enfin G,, = hnnilf(a:k), D, = hnni:l flagsr) et I = /bf(t) dt
On utilisera certains résultats de la partie A/ = = ’
1. Montrer que pour tout k € {0,1,--- ,n— 1}, on a: hy f(xg) < /xkﬂf(t) dt < hy, f(zk41)
T

Comment interpréter géométriquement ce résultat ?

2. En déduire que G,, < I < D,, (On pourra faire une sommation entre 0 et n — 1 des inégalités de la question
précédente)

3. Démontrer que D,, — G,, = h,,[f(b) — f(a)]

4. En déduire une majoration des erreurs |D,, — I| et |G, — I|

5. Que devienne ces résultats si on suppose f décroissante 7

6. Application

1 2
On pose f(t) = e Que vaut / f(t) dt? En utilisant la partie B/, déduire un encadrement de In2 & 107!
1

pres.
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Probléme 8 : Valeur approchée d’une intégrale par la méthode du point Médian et des trapézes

Soit f une fonction deux fois dérivables sur un intervalle [a,b]. On note M le maximum de |f”| sur [a,b] et on
b

pose [ :/ f(t) dt.
Partie A : Méthode du point médian

On note I, = (b—a)f <a—2|—b>

ct+x
1. Soit p(z) = —2zf(c) + f(t) dt ot c = GTH

CcC—X

a. Justifier que ¢ est deux fois dérivable puis déterminer ¢”(x)

b—a
b. Justifier que |¢"(z)| < 2zM pour tout x € [0, 2]. ( On pourra utilisé l'inégalité des accroissements

finis pour f’ entre ¢ — x et ¢+ x)

c. Que vaut ¢'(0) et (0)? Prouver que |¢'(z)| < M2

(p(b;a) i M(b—a)?

En dédui
n déduire que < o

b— M(b 3
d. Exprimer I — I,,, en fonction de ¢ < a). En déduire que |I — I,,| < ( 51 @)
b—a~, (zp+a b—a
2. Pour n > 1, on pose I, , = Zf (kk+1> otz =a+k
no—= 2 n
Tht T + Tt M(b—a)?
a. Montrer que /xk [f(t) —f <2 dt| < a3
b (b [ i a)3
b. En déduire que /a f(t) dt — Lyn| < WM
b
c. Conclure que / f@)dt= lim IL,,
a n—+oo
3. Application
Soit la fonction f(z) = e définie sur [a,b] = [0,1]. Donner un majorant de M. Déterminer une valeur
1

approchée de / f(t) dt 4 107! prés avec la méthode du point Médian. Que peut-on dire de l'efficacité de la

0
méthode du point médian par rapport & la méthode des rectangles?

Partie B : Méthode des trapézes

d r— t— b b b
1. En utilisant une double intégration, montrer que / (G)Q()f"(t) At — _(b_a)f(a);rf() +/ 1) dt
by B Y a a
2. Montrer que / (75&)2(()15) dt = (b 1;)

h—
3. On fixe n > 1 et on pose ar = a + k2—% On note I, Vaire du trapéze (rectangle) dont les sommets sont

n
(ak,0); (ag, f(ar)); (akt1, f(ags+1)) et (ax+1,0) puis on note I, la valeur approchée de I obtenue par la
méthode des trapézes avec n intervalles

a. Exprimer les I}, en fonction de ak, agt+1, f(ar) et f(ags1). Exprimer I, en fonction des I,

n—1

b. Justifier que I = Z |:(ak+1 —a )f(ak) * f Ll } + Z/akH ar — 1) ak“ H () dt

k=0

i (b—a)® :
. E — < =
c. En déduire que | — I,,| < M 3,2~ buis que ’ f(t) dt nll}r}rloo I,
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Chapitre 6

Suites numériques

CHAPITRE 6

SUITES NUMERIQUES

Nous allons rappeler ici les différents résultats sur les suites de nombres réels qui sont des suites arithmétiques

ou des suites géométriques ou les suites récurrentes.

I. Suites arithmétiques et géométriques

Suites arithmétiques

Suites géométriques

Définition
e (uy) est une suite arithmeétique si et seulement si il
existe un réel r tel que, pour tout entier naturel n,
Upt+1 = Up + T
e (uy) est une suite arithmétique si et seulement si la
suite
(¥n41 — uyn) est constante

Définition

e (uy,) est une suite géométrique si et seulement si il

existe un réel g tel que, pour tout entier naturel n,
Un+1 = g X Up

e Si (up) ne s’annule pas, la suite (u,) est une suite

géométrique si et seulement si la suite

Un+1
( ot > est constante
Un

Calcul de u,, en fonction n
e Si la suite (uy,) est arithmétique de premier terme ug
et de raison r, pour tout entier naturel n,
Up = Ug + nr
e Pour tout entier naturel n et p,
Up = Up + (0 — P)T

Calcul de u,, en fonction n
e Si la suite (u,,) est géomeétrique de premier terme ug
et de raison ¢, pour tout entier naturel n,
Uy = Ug X q"
e Pour tout entier naturel n et p,
Up = up X q"7P (¢ #0)

Sommes de termes consécutifs
e Si la suite (uy,) est arithmétique, n € N

n (uo + un)(n+ 1)
> ouk = uoturfeFu, = -
k=0 2
e Si la suite (u,) est arithmétique, n et p € N avec

n>p

Sommes de termes consécutifs

e Si la suite (u,) est géométrique de raison ¢, n € N
n—+1

(¢#1)
= 1—gq
e Si la suite (uy,) est géométrique de raison g # 1, n et
p € Navecn >p

n
> Uk =uotui+---+un =ug
k=0

n (up +upn)(n —p+1) n 1 — gn—p+1
Yug=up+ -+ u, = P ~ Zuk:up+...+un:upq7
k=p o ) 2 k=p 1—gq
e Expression littéraire de la somme. e Expression littéraire de la somme.
n (ler terme + dernier terme)(nbre de terme ) n _ g(nbre de terme)
D up = 9 >~ up = (ler de terme) x (¢ #1)
k=p k=p 1- q
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II. Limite d’une suite

1. Quelques limites de référence et croissance comparée des suites (a"), (n®) et Inn

1.S5ig>1, lim ¢" =+ 2.5i¢g=1 lim ¢"=1 3.5i—-1<g<1 lim ¢"=0
n—-+o0o n—-+oo n—-+4o0o
. . Inn ) . n®
4. Sia>0alors lim — =0 5.SMa>1leta>0alors lim — =0
n—+oo N& n—-+oo g™

«

6.5i0<a<leta<l, lim — =+oco

n——+oo g’

2. Théoréme des gendarmes

Théoréme 1 : Soient (un)neN, (Un)nen €t (wp)nen trois suites de nombres réels. On suppose :
i. Qu'il existe ng € Ntel que Vn € N, n > ng u, < v, < wy,.

ii. (un)nen et (wp)nen convergent et de plus ngrfoo Uy = nEI—iI—loo v =1
Alors lim v, =1.
n—-+oo

3. Limite d’une suite récurrente

Propriété :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On note (uy) la suite récurrente définie par u,4+1 = f(uy) avec
up € I. Si on démontre que la suite (u,) est convergente vers un nombre réel [ de I alors [ est la solution de
léquation f(I) =1

NB : Trouver la ou les solutions de ’équation [ = f(I) ne prouve pas que la suite (u,) converge. La convergence
de la suite (u,) dépend aussi de son premier terme wug

4. Convergence des suites monotones

3-1. Convergence de suites croissantes

Théoréme 2 : Soit (uy),en une suite de nombres réels.

i. Si la suite (up)nen est croissante & partir d’un certain rang

ii. Et si la suite (uy)nen est majorée,

Alors la suite (uy)nen converge. En d’autre termes, toute suite croissante et majorée converge.

Remarque : Tout suite croissante et non majorée diverge et dans ce cas, lim wu, = +oo
n——+oo

3-2. Convergence de suites décroissantes

Théoréme 3 : Soit (v, )nen une suite de nombres réels.

i. Si la suite (vp)nen est décroissante & partir d’'un certain rang

ii. Et si la suite (v, )nen est minorée,

Alors la suite (v, )nen converge. En d’autre termes, toute suite décroissante et minorée converge.

Remarque : Tout suite décroissante et non minorée diverge et dans ce cas, lim wu, = —o©
n——+oo
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Exercices
Exercice 1
1. Calculer les limites suivantes :
: 2 _1\n+1
0 lim sin(n) + 3 cos(n ) b. lim 3n+(—1)
n—r+00 NLD n—+oo Tn+ (—1)"
c. lim V2n+1—-+v2n—-1 d. lim vn2+4+n+1-n
Nn—+00 n—+o0
n 1)(2 1
2. On considére la somme : S, = Y k% = 124224 .- +n% Montrer par récurrence que S, = nin+ )6( nt )
k=1
n 2 1 2
3. On considére la somme : R, = > k% = 13423 + ... + n3. Montrer que R, = n(n4—|—)
k=1
Exercice 2
1. Montrer que pour tout n > 2, cos (2%) > 0. Que peut-on dire de sin (21”) ?
2. Déterminer lim sin(z)
z—0 T

1
3. Démontrer par récurrence que pour tout n > 2, cos (%) = 5\/2 /24 - LRV2 (n — 1 radicaux).

1
4. En déduire que pour tout n > 2, sin (21”) = 5\/2 —V2+ 4+ V2 (n -1 radicaux).

5. Moyennant les questions précédentes, calculer la limite de 2" \/ 2 — 24 -+ 2 (n radicaux).

Exercice 3
On considére deux réels a et b tels que 0 < a < b, et les deux suites (uy,) et (v,) définies par :
uUg = a vo=2>
2Up Uy, et Up + Up

Upt+1 = —— Un+1 =
n+ Uy + n+ 92

(rappel : u,41 est la moyenne harmonique de u, et v, ; v,4+1 est la moyenne arithmétique de w, et vy, )
Le but du probléme est de montrer que les deux suites sont adjacentes, de trouver leur limite commune et d’en

déduire des approximations de réels par des rationnels.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, et v, sont strictement positifs.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n, u, < v,.

—x i
3. Montrer que, pour tous réels x et y telsque 0 < x < y , on a : T S
2(z + Bl 2
1
En déduire que vp11 — upt1 < §(vn — Up).
1
Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 0, on a : v, — u, < 27(v0 — ug).

En déduire la limite de v,, — u,.

Montrer que les suites u, et v, sont adjacentes.

Montrer que, pour tout entier naturel n, u,v, est constant. En déduire la limite des suites (uy) et (vy,).
Donner alors un encadrement de /6 par deux rationnels au cent milliéme prés.

A

Exercice 4
Soient f et g deux fonctions définies sur [2, +oo] par : f(z) =2 —z + In(2z — 3) et g(x) = 2+ In(2x — 3)

1. Etudier f puis dresser son tableau de variation. En déduire que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution
asur I = [3,4]
2- a. Vérifier que g(a) = a. Montrer que Va € I, g(x) € I

2
b. Montrer que Vx € I, |¢'(z)] < 3
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2
c. En déduire que Vz € I : |[g(z) — a] < §|x —qf
3. Soit (Up) la suite définie par : Uy = 3 et Up41 = ¢g(Uy) pour tout entier naturel n.

a. Démontrer que pour tout entier naturel n, U, € [3,4]
2 2\"
b. En déduire que pour tout entier naturel n, |U,41 — o] < g\Un — a| puis que |U, — a| < (3)

c. Etudier la convergence de la suite (U,) puis donner sa limite.

d. Déterminer le plus petit entier naturel ng tel que pour tout n > ng on ait : |U, —a| < 1073.

Exercice 5
7’L2

1s . : o Un+1
On considére, pour tout entier naturel n non nul les suites (u,) et (vy,) définies par : u, = — et v, = nt

on Up

1. Montrer que lim v, = —.
n—-+oo 2

1
2. Montrer que pour tout entier naturel n > 0, v,, > b

3. Trouver le plus petit entier ng tel que, si n > ng, v, < =

4. En déduire que si n > ng, alors upq1 < Eun
n
5. On pose pour tout entier n > 5, S, = > up = us +ug + -+ + up
k=5
3

n
a. Montrer par récurrence que, pour tout entier n > 5 : u, < <4> Us.

() () e ()

c. En déduire que, pour tout entier n > 5 : S, < 4us.

b. Montrer que, pour tout entier n > 5 : 5, <

6. Montrer que la suite (5, )n,>5 est croissante et en déduire qu’elle converge.

Exercice 6

Soit f la fonction définies par : f(x) = In(x +2); (Cf) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé,
I'unité de longueur sur les axes étant égale a 2cm. On appelle (D) la droite d’équation y = = dans le repére
précédent ; (uy,) la suite numérique définie par ug = 1 et pour tout n € N, u, 1 = f(uy); (v,) la suite numérique

définie par vyg = 2 et pour tout n € N, v,1 = f(vyp)

1. Démontrer que (Cf) coupe (D) en deux points My et My dont les abscisses 1 et g vérifient : =2 <z < —1

et 1 <xo < 2.
2. On note « et B deux réels tels que 1 < a < x2 < . Démontrer 1 < f(a) < z2 < f(5)
3- a. Démontrer que pour tout entier naturel n de N, 1 < u,, < 9 < v, < 2

b. Démontrer que la suite (uy,) est croissante

c. Démontrer que la suite (v,) est décroissante
3. On note I l'intervalle [1, 2]

1 1
a. Démontrer que, pour tout z de I, 1 < fllz) < 3
1
b. En déduire que pour tout entier naturel n, 0 < f(v,) — f(u,) < g(vn — Up)
1
4- a. Démontrer que, pour tout entier naturel n, 0 < v, — u, < 3

b. En déduire que les suites (uy,) et (v,) convergent et ont la méme limite.

Exercice 7

Soit (1) Ia suite définie sur N* i1 1,11

01 u a Sulte dennie sur ar U, = _— = — _— —_
" P "=k on on+l 2n

Partie A
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- —3n — 2
n(2n+2)(2n+1)
2. En déduire le sens de variation de la suite (uy)

3. Etablir alors que (u,) est une suite convergente.

1. Montrer que pour tout n de N* u,11 — up

L’objectif de la partie B est de déterminer la valeur de la limite de la suite (uy,)

Partie B .
Soit f la fonction définie sur U'intervalle |0; +oo[ par : f(z) = — 4+ In ( ° )
x

1 ntlq 1
</ —dor < —
n+1 n T n

1- a. Justifier pour tout entier naturel n non nul ’encadrement :

n+1 1 1
b. Verifier que / —dz=——f(n)
n T n
1
c. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, 0 < f(n) < ——
n(n+1)
2n 1 1 1

2. On considére la suite (S,) définie sur N* par : S, = kgn Y = Y +- 4 @+ 1)

a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, 0 < f(n) + f(n+1) +---+ f(2n) < S,

b. Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel x distinct de —1 et de 0, on ait
1 a b

z(z+1) 5+ﬂz+1

n+1
n(2n +1)
d. En utilisant les questions précédentes, déterminer alors la limite quand n tend vers 4+oo de

20 = J() + fln-+ 1)+ -+ f2n)

c. En déduire l'égalité S,, =

1
e. Vérifier que pour tout entier n > 1, f(n)+ f(n+1)+---+ f(2n) = u, — In (2 + )
n

f. Déterminer la limite de la suite (uy,).

Exercice 8 : Etude de deux suites d’intégrale

1 dz
1. Pour tout n € N, on pose [, —/ S~
0 (1 +x )n
a. Calculer I et I
1 2
b. Justifier que Vn e N*; I, — [,41 = /0 W dx
. .y . . 2n—1 1
c. En utilisant une intégration par parties sur I,, n € N*, montrer que I, = I, +
2n n2ntl

d. Calculer alors I3.
1
2. On considére la suite (J,,) définie pour tout entier naturel n non nul par, J, = / (1—t)"e" dt
0

a. Déterminer les réels a et b tels que la fonction f : ¢ + (at + b) e est une primitive de g : t — (1 —t) ¢!
sur [0,1]. En déduire la valeur de J;.

b. Mountrer a 'aide d’une intégration par parties que, pour tout n non nul, J,41 = (n+1)J, — 1
c. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, J, >0

d. Montrer que pour tout réel ¢ de Uintervalle [0;1] et Vn € N, (1 —#)"e! < ex(1 —t)"

e. En déduire que pour tout n non nul, J, < ni T

f. Déterminer la limite de la suite (uy,)
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CHAPITRE 7

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I. Notions d’équations différentielle
Soit I’équation (FE) suivante : Yy =4y+7
Résoudre cette équation sur un intervalle I de R c’est chercher toutes les fonctions f dérivables sur [ et vérifiant

pour tout z de I : f'(z) =4f(x)+ 7.
Une telle équation, liant une fonction et sa ou ses dérivées est appelée équation différentielle.

Définition 1

Une équation différentielle est une relation entre une variable réelle x ou ¢, une fonction qui dépend de cette
variable f et un certain nombre de ses dérivées successives f/, f”, -

Résoudre une telle équation signifie déterminer toutes les fonctions qui satisfont cette relation.

Remarque
L’ordre d’une équation différentielle est celui de la dérivée d’ordre le plus élevé apparaissant dans 1’équation.
Par exemple ’équation : 3/ + 2y = —3 est de premier ordre et y” — 2y’ + y = 7 est de second ordre.

II. Equations différentielles linéaires du premier ordre a coefficients constants

Définition 2

Une équation différentielle de premier ordre est une équation de type :
Yy +ay=0>

Avec a et b dans R

Remarque

Plutét que d’écrire équation : f/(x) + af(x) = b, on note f(z) a laide de la variable y, qui joue le role
d’inconnue, ou plutot de « fonction inconnue ». Ceci car un point (z;y) appartient a la courbe de f si et
seulement si y = f(x). y étant la variable utilisée pour les ordonnées et les images, il est cohérent de l'utiliser
pour symboliser une fonction.

1. Résolution des équations de types : ¢ =ay, a € R

Théoréme 1 :
Les fonctions solutions de 1’équation différentielle (E) : y’ = ay sont les fonctions f définies sur R par :
f(x) =Ce*™ CeR

Remarque

— L’¢équation ¢y = ay n’admet pas une seule solution. Dans le théoréme, le fait que les solutions sont sous forme
de f(x) = C e, C € R montre qu’on a une infinité de fonctions, solutions de cette équation. Par contre si on
précise la condition initiale, alors la solution est unique.

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. 108



Chapitre 7 Equations différentielles

— Si fy est une solution quelconque de I’équation différentielle y' = ay alors toutes les autres solutions de cette
méme équation différentielle peuvent s’écrire sous la forme de f(z) = K fo(z) avec K € R .

Démonstration

e Soit une fonction f sous la forme f(x) = Ce™ C € R :

f'(x) =C.a.e*™ = f'(z) = af(z).

e Réciproquement supposons f solution de I’équation y’ = ay et supposons g(x) = f(x)e .

Alors ¢'(z) = —af(z)e ™ +f'(z)e™* = (—af(x) + f'(x)) e = 0. Puisque la dérivée de g est nulle sur R
alors il existe une constante C' € R telle que C = g(z) = f(x)e ™ = f(x) = Ce .

En conclusion : f est solution de 1’équation si et seulement si elle s’écrit sous forme f(z) = C e

Résolvons les équations différentielles du premier ordre sans second membre suivants :

L. (B :y =3y 2. (E2):5y +4y=0 3. (E3) : { ?%)_:y flo

Solution :

En utilisant le théoréme précédent on a directement les résultats :

(Il faut toujours ramener sous la forme de : y' = ay)

1. Les fonctions solutions de (F;) sont sous forme f(z) = Cy e3*.

2. Les solutions de (E2) sont les fonctions de la forme : f(x) = Cs e 57

3. Les solutions de I’équation différentielle 6y — y = 0 sont sous la forme f(z) = Csexp (%w)
De plus : f(0) = —1 alors : C3 = —1.

Ainsi la solution de (E3) est alors la fonction f(z) = —exp (gz).

2. Résolution des équations différentielles du premier ordre avec second membre constant

Théoréme 2 :
Soient a et b deux nombres réels, avec @ non nul :
Les fonctions solutions de 1’équation différentielle (E’) : y’ + ay = b sont les fonctions f définies sur R par :

b
fx) =Ke 24— KeR
a

Démonstration :
Notons h(x) = —. h est bien solution de 1’équation différentielle y’ + ay = b.
a

Supposons f une solution quelconque de (E’). Alors on :

f'(@)+af(x) =0 ) /¥ a ' e _
(Tt =) = J@) +af(@) = M)+ ah(o) = (7(a) = @) +a(f(2) ~ h(o)) =O.
Alors la fonction g(z) = f(z) — h(x) est solution de I’équation différentielle 4’ + ay = 0. Ainsi on conclut que g
est une fonction de la forme : x — Ke % K € R.

Conclusion : Les solutions de I’équation différentielle v’ + ay = b sont des fonctions de la forme :

f@)=Ke w4+l KR,
a

Trouvons les solutions des équations différentielles suivantes :

1. (B1):y +y=-2 2. (B2):3y —4y+5=0 3. (By): { ?%0;2

Solution
En se ramenant & la forme standard du théoréme précédent, on a facilement :

mail : contact.nishaneformation@gmail.com LARE G. 109



Chapitre 7 Equations différentielles

1. Les solutions de (E) est 'ensemble de fonctions de la forme : f(z) = Ce™ =2, C' € R.

4 )
2. Les fonctions solutions de (E2) sont sous forme f(z) = K exp (3:1:) + T
A

1
3. Les solutions générales de 6y — 5 = y sont sous la forme : f(x) = Aexp (x) — 5.

Puisque f(0) = 0 alors on déduit que A = 5.
1
D’ou la solution de (E3) est la fonction f(z) = 5exp (633) — 5.

3. Résolution des équations différentielles du premier ordre avec second membre variable

Intéressons nous maintenant a la résolution des équations différentielles du type : ¥y’ + ay = g(x) avec g(x)
une fonction dépendant de x. Ici le second membre n’est plus constant mais variable.

Essayons de résoudre cette équation différentielle (E) : v’ + ay = g(x)

Soit f une fonction solution de (E) Alors :

f'(@) + af(x) = g(z) = f'(z) ™ +af(w)e™™ = g(z) e®. Or f'(z) ™ +af(w)e™ = (f(x) )"

Ainsi f solution de (E) < (f(z)e®) = g(r)e® < f(x)e® = C + H(z) (par intégration). Avec H(x) une
primitive de la fonction : z — g(x) e®*.

On conclut donc que : f solution de (E) < f est une fonction sous la forme de : f(z) = Ce™* +H(z)e %",

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3 : Soit a € R et g une fonction continue sur un intervalle I de R.

Les solutions de I’équation différentielle : y' + ay = g(x) sont les fonctions :
x— Ce 4+ H(x)e **®

Avec C' € R et H(z) une primitive de la fonction : z +— g(z) e®*.

Remarque

— H(x) est une primitive de la fonction x — g(z) e*® et non de g(x).

— I’équation différentielle y' + ay = g(x) est la forme plus générale des équations différentielles ¥’ + ay = 0 et
y' + ay = b (en prenant respectivement g(z) = 0 et g(x) = b)

Dans certaines situations, il est facile de trouver une solution particuliére de I’équation différentielle. Dans ce
cas il sera trés maladroit de refaire tout le travail précédent avant de trouver la forme générale des solutions.
Le théoréme suivant traite ce cas.

Théoréme 4 : Soient a € R et g(x) une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans R.

Les solutions de (E) : ¢ + ay = g(x) sur I sont les fonctions de la forme C'fy + f1 ou fo est une solution non
nulle quelconque sur I de I’équation homogene (E}) associée y' +ay = 0, f1 est une solution particuliére de (E)
sur [ et C' € R.

Démonstration

D’apres le théoréme 3, ’équation (F) admet au moins une solution sur L.

Soit f1 une solution particuliére de (E) sur I. Alors f{(z) + afi(z) = g(z).

Notons fy une solution non nulle de (E}) sur I et soit f une fonction dérivable sur .

[ est solution de (E) sur I < f(x) +af(z) = g(x) & f'(z) +af(x) = fi(x) + afi(x)
& (f = f) (@) +alf - f1) (@) =0.
& f(x) — fi(z) est solution de I’équation différentielle (E},).
< f(x) — fi(z) = Cfy (d’apres la remarque du théoréme 1).
& 3CeR/ f(z)= filz)+ Cfoz).
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Exercice 1

Le but de cet exercice et de résoudre Iéquation différentielle : (E) : 7y’ + 2y = 223 — 522 + 42 — 1
1. Trouver la forme générale des solutions de 'équation différentielle (E}) : Ty’ + 2y = 0.

2. Trouver la forme générale des solutions de 1’équation différentielle (Ey) : 7y’ + 2y = —1.

3. Soit P(z) = ax® + bx? + cx + d. Déterminer a, b, ¢ et d pour que P(x) soit solution de (E).

4. En déduire alors la forme générale des solutions de (F).

Solution
1. La solution générale de (E}) est de la forme : f(x) = Cexp(—%a:) avec C € R.

1
2. Les solutions de (Ejy) sont des fonctions de la forme : x +— Aexp(—%x) — 5 avec AeR.

3. P solution de (E) < TP'(x) +2P(z) = 223 — 522 + 42 — 1
& 7(3ax? + 2bx + ¢) + 2(az® + bx + cx +d) = 223 — 522 + 4x — 1
& 2ax3 + (21a + 2b)x? + (14b + 2¢)x + (Tc + 2d) = 223 — 522 + 42 — 1

2a =2 a=1
Par identification on a alors : 14b+ 2 — 4 94 03 & P(x) = z° — 13z° 4+ 93z — 326.
Tc+2d=—1 d = —326

4. D’aprés le 1. et le 3., on conclut :

Les solutions de (E) sont les fonctions : x +— 2% — 1322 + 932 — 326 + Cexp(—%x) avec C € R |

4. Probléme de Cauchy

Théoréme 5 : Soient a € R et g(x) une fonction continue sur un intervalle I de R & valeurs dans R.
Pour tout (x9,%0) € R?, il existe une unique fonction f solution de (E) : 3/ 4+ ay = g(x) sur I et une seule
vérifiant f(xo) = yo

Démonstration

Soit (xg,%0) € R2.

Les solutions de (E) sont : x — Ce™* +H(z)e™* avec H(x) une primitive de z — g(z)e® et C € R.
f est une solution de (E) et f(zg) = yo < Ce 0 +H(xg)e 0 = yg < C = ype®° —H(xg).

Ceci montre 'existence et 'unicité d’une solution prenant la valeur yy en zg.

Soit 'équation différentielle suivante (F) : 2y’ —4y —3 =0
3
La solution générale de 1’équation différentielle (E) : est 'ensemble des fonctions : z + \e?® — avec

A € R. Cependant il existe une et une seule fonction f solution de (E) telle que f(0) = 0 a savoir
— 3 2z 3

f(z) = L

III. Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants

On g’intéresse maintenant aux équations différentielles du type (F) : y” + ay’ + by = c ou a, b et ¢ sont trois
constantes réelles (a # 0). Cette équation est une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants .
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1. Résolution des équations de types: ¢’ +ay +by=0 avecaetbe R

1-1. Introduction de I’équation caractéristique

On veut résoudre sur R I'équation différentielle y” +ay’ +by = 0, ¢’est-a-dire on veut trouver toutes les fonctions
deux fois dérivables sur R a valeurs dans R, vérifiant pour tout réel z, f”(x) + af'(x) + bf(x) = 0.
Découvrons le résultat. Par analogie avec le premier ordre, cherchons des solutions f de la forme x +— €™ r €
R. f est deux fois dérivable sur R et pour tout réel x,

(@) +af' (@) +bf(x) =0= (r*+ar+be*=0=>r’+ar+b=0
Ainsi la résolution de I’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0, d’inconnue une fonction f, se « transforme »
en une équation algébrique (72 + ar + b = 0) d’inconnue 7.

Définition 3
Soient a et b deux nombres réels. Soit (Fj) 'équation différentielle y” + by’ + cy = 0.
L’équation caractéristique de 1'équation (E}) est 'équation : 72 + ar + b = 0.

1-2. Technique de résolution

Soit ’équation différentielle linéaire du second ordre sans second membre (FE}) suivante : y” + ay’ + by = 0.
L’équation caractéristique de (E},) est alors : 72 + ar + b = 0.

Résoudre (E}) revient a trouver les solutions de I’équation caractéristique.

Posons alors A = a? — 4b (le discriminant). Pour rappel :

e Si A > 0, I'équation caractéristique a deux solutions réelles distinctes r1 et ro.

e Si A =0, ’équation caractéristique une solution réelle double rg.

e Si A <0, alors I’équation caractéristique admet deux solutions complexes distinctes qu’on note | et 75.

Il est & noter aussi que 7} est le c