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' Avomathis « Arithmétique Terminale C.

I - INTRODUCTION

Entiers naturels, entiers relatifs et nombres rationnels.

On désigne par N I’ensemble des entiers naturels dont le plus petit est 0.
Les nombres pairs sont les nombres de la forme 2k ot k est un entier naturel et les
nombres impairs sont les nombres de la forme 2k + 1.

Z est 'ensemble des entiers relatifs et Q est I’ensemble des nombres rationnels.

Les nombres rationnels se présentent sous forme de fractions irréductibles ou non.
Ces différents ensembles sont ordonnées.

Un carré parfait est un entier naturel dont la racine carré est un entier naturel.
Les entiers n et n+1 sont dits consécutifs.

Principe de la démonstration par récurrence.

On veut démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égal 4 un entier naturel N
donné, I’assertion P(n) est vraie.

On vérifie que P(N) est vraie.

On suppose que pour un entier naturel k,P(k) est vraie et on démontre que P(k+1)est vraie. E
On tire la conclusion. L ;

Résoudre dané I’ensemble N x N chacune des équations suivantes.
1. a) xy=10 b) x+y=7 c) x+3y =18,

2 2
2. a) xzxy:108 b) x(5-y ) =25. c) X —9y2 = 35

2

Résoudre dans N * xN * chacune des inéquations suivantes.
a) 2<xy<4 b) xy <5-x C) 252x+y<S6.
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Avomaths « Arithmeétique Terminale C

Déterminer les couples (x,y) d’entiers relatifs vérifiant les conditions dans chacun des cas
ci —dessous.

l1.a) xy=13 b) x-DNy=-7 c) |xy|= 1.

2. a) 0= x|y|$ 2 b) 150=8x+y et 10<x<y c) |x|+|y|= 5 et Ixyls 4.

@

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n,

n(n+1) b) E k2 _ n(n+1D(2n+1)
2 k=0 6

n
a) X k=
k=0

A 4 2
2. En déduire IEok(kﬂ) et kzO (k+1)” en fonction de n.

&
Soit n un entier naturel non nul.

On pose : Sn=1+2+3+4+...+n et Tn:1+23+33+43+...+n3.

, s
Démontrer que : T =5 1 s

Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ol égal a 4, 9 = n2.

(G

Z/

Démontrer que si n est un entier naturel supérieur ou égal & 2, alors, 3+ 2™ n’est pas un

carré parfait.

®

Soit n un entier naturel.

1. Calouler (3n+2)° —3(n +1)(3n +1).

2. En déduire que pour tout entier naturel n, 3(n +1)(3n +1) +1est un carré parfait.

o TS N
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Il - DIVISION EUCLIDIENNE

Sy

Propriété f

Soit a un entier relatif et b un entier relatif non nul.
Il existe un unique couple d’entiers relatifs (q ,r) tel que: a =bq +r avec 0<r <b.
q est le quotient et r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Sir=0et b0, b est undiviseur de a, et a est un multiple de b.

Les multiples d’un entier relatif b sont les nombres bk ot k est un entier relatif.
- Remarque

b étant un diviseur de a,ona: Ibl < la].
- Prdprfété -

Soit a et b deux entiers relatifs. Si I’entier relatif d est un diviseur commun a a et b alors
d divise toute combinaison linéaire de a et b.

@

Déterminer le reste et le quotient de la division euclidienne de a par b dans chacun des
cas suivants.

l.a=243 e b=17 2.a=50 g b=72
3.a=34126 e¢ b=151 4.a=-189 et b=-45.
5.a=-63 et b=-10105 6.a=2500 et b=-347.
7.a=-99 et "b=247

Q2)

1. Vérifier que : 36542112 = 9875 x 3700 + 4612.

2. En déduire le reste et le quotient de la division euclidienne de :
a) 36542112 par 9876

b) 36542112 par 3700

c) 36542112 par —9875

d) —36542112 par 9875.
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@
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Déterminer I'ensemble D(240) des diviseurs positifs de 240.
&
Déterminer ’ensemble des diviseurs communs positifs a 130 et 136.

&
Déterminer le nombre de multiples de 17 compris entre :
a) 64 et 2015
b) -1281 et 450.

I
6
Soit n, n +1 et n+2 trois entiers naturels consécutifs. Démontrer que I'un d’entre eux est

divisible par 3.
Soit a un entier naturel strictement positif.

2
1. Vérifier que : 33 -l=(@-D@" +a+l)
2. En déduire :

a) le quotient et le reste de la division euclidienne de a” par a— 1.

3 8 o 2
b) le quotient et le reste de la division euclidienne de 33 par a~ +a.

Déterminer I’entier naturel x d’apres les condition suivantes :
La division euclidienne de x par 25 a pour quotient q et pour reste 17.

_— - 2
La division de euclidienne de xpar 16 a pour quotient q~ et pour reste 3.

9

La division euclidienne d’un entier naturel n par un entier naturel b a pour r.
Déterminer n lorsque (n —4b)(n —1) = 24

10
ivVisi idi ’ &Y 10 . .

La division euclidienne d’un entier naturel n par un entier naturel b a pour quotient 23 et

pour reste r. Déterminer n lorsque n — 3b + 2r = 243.
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Démontrer que pour tout entier naturel, n(n +1)(n + 2)(n +3) est divisible par 4.

-1 -2 -2 -1
On rappelle que af —pP = (a- b)(ap +a b+ v ab? ™ 1 bP )

En déduire que pour tout entier naturel n, 8" —1et 43" —29" sont divisibles par 7.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel,
n ,n .
a) 5 —2 estdivisible par 3.

b) 7x3" +11" est divisible par 8,

2n+l 4
) 5x10 +2x10"" +3 est divisible par 11.

14

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 7. Une urne contient n boules rouges, n +1
boules vertes et 2n boubes noires indiscernables au toucher. On tire simultanément 5

boules de I'urne.
1. a) Déterminer le nombre de tirage possibles.
b) En déduire aue (4n+1Dn(4n—1(2n—1Y4n —3) est divisible par 15.

2. a) Déterminer le nombre de tirages comportant 4 boules rouges et 1 boule verte.

b) En déduire que n” (n —1)(n — 2)(n - 3) est divisible par 24.

2n+11
1. Déterminer les valeurs de I’ entier relatif n pour lesquelles la fraction est un
n+1
entier relatif.
) 6n2—5 4n3—7n2—7n+1
2. Reprendre la question avec chacune des fractions et 5 :
3n" +1 n +n+l

16
3 2

O A= e —
HPEE n+n+1 n+2

Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels le nombre A est un entier relatif.
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17

Démontrer que si aet b sont deux nombres pairs consécutifs alors I'un est divisible par 2
et I'autre par 4.

18
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nul.

Démontrer que si a2 + b2 + 02 est divisible par 5 alors au moins 1’'un d’entre les entiers
a, bet ¢ est divisible par 5.

19
. 2 2 2
m un entier naturel non nul. On pose : M =m" + (m+1)” +(m+2) .

Démontrer que si M est pair alors 2 est le seul diviseur de M autre que M.
20

Pour tout entier relatif n, justifier les propositions dans chacun des cas qui suivent.
a) Tout diviseur communa n+4 et n+12 divise — 8.

b) Tout diviseur commun & 3n+ 23 et 2n—11 divise 79.
¢) 1 est le seul diviseur commun positif de n2 —2etn+l.
21
Soit a, b et r trois entiers naturels non nul tels que : a = bq+r et mun entier naturel tel

que : ™ <b.

1. Démontrer quer est le reste de la division euclidienne de a par b.

2. Démontrer que r'" est le reste de la division euclidienne de a™

22

parb.

Déterminer les éventuelles couples (x,y) d’entiers relatifs vérifiant :

3 .3

a) y —-x =1 3

b) y>xety3—x =8
(2;’,

Déterminer les éventuels couples (a,n) d’entiers naturels tels que :

a) Sn=a2—2 b) 5“=a2

—

+9
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~

Onpase: T=173"1 et 521732913 11732912 294 +173% 20

Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de T par S.

2012 2013
+ .

29

@}

Soit I'équation (E): 7" +2 = y2 ou (x,y) est un couple d’entier naturels.
Soit (xy) un couple solution de I’équation (E).
1. Démontrer que xne peut étre pair.

2. a) Onpose: X =2p+1. Démontrer que: 6x 7P =14 49°,
b) Démontrer que p ne peut étre supérieur ou égal a 1.

(On pourra démontrer par récurrence que: VneN, 1+49P > 6 x 7p).

3. Déduire de ce qui précede les solutions de (E).
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Il - CONGRUENCE MODULO n

Définition i

Soit a et b deux entiers relatifs, et n un entier naturel non nul.

On dit que a est congru a b modulo n si b —a est un multiple de n (autrement : il existe
un entier relatif k tel que : b—a =kn ).

Propriété - :
Soit a, b, c et d quatre entiers relatifs et, n un entier naturel non nul.
Si a=b[n] et c=d[n] alors a+c=b+d[n]et ac=bd [n]

Propriété
~ Soit a, b et k trois entiers relatifs et, n un entier relatif non nul.
. k :
Si a=b([n] et alors ka=kb[n], a =,bk [n] et (ka = kb [kn]si k > 0).
_ Propriée
1 Soit a un entier relatif , r un entier naturel et n un entier naturel non nul.

a=r[n]avec0 <r <n équivaut a r est le reste de la division euclidienne de a par n.

- o A L. er 3 e SR = . ,.o/

@

Soit x et y deux entiers relatifs tels que : x = 6[11] ety =27 [11].

Déterminer le reste de la division euclidienne par 11 de chacun des nombres suivants :
Sk, X4y, Koy AHBY, X, X~y (X~ Y)@X +6y) et (x+y) .

wSoit x et y deux entiers relatifs tels que : 2x = 2y [7] et x“ = y'é L4
Démontrer que: (x+3)(x-1)=(+3)(y-1 [7].

1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 32014 p

2. Déterminer le reste de la division de 8 x 518 - 341 par 7.

4]

it ' ; : k
Soit m un entier relatif et, k et p deux entiers naturels non nuls telque: m = 1[p].

ar 7.

k-1
1. Démontrer que : mk+] +1=m(m" +1)[p].

2015
2. En déduire que : 132017 +1=13x(13 +1) [S].

— )
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S
Résoudre dans Z les équations dans chacun des cas suivants.

a) 3x =1[5] B> ==3(7] & %> —5x=2[3].

6

e

: 2. 2 T
Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, n~ (n”~ +3) est divisible par 4.
a
Déterminer suivant les valeurs de ’entier naturel non nul n, le reste de la division
euclidienne de (3n—2)(n +1) par 7.

-

8

n est un entier naturel non nul.
Démontrer que (n+5)(n+7)(Sn+2)n est divisible par 24.

‘ \
\ {
X y

i’

Démontrer en utilisant les congruences chacun des résultats suivants.

1. Pour tout entier naturel n, 6" — 2" est divisible par 4.
. 4n  2n .
2. Pour tout entier natureln, 3 —4~ est divisible par 13.
Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel n, le reste de la dvision euclidienne de
par 4" par 9.

: 3n n 2 5 s
Démontrer que pour tout entier naturel n, 17x 257" +4x 8" est divisible par 7.

2 3 4
1. Vérifier chacun des résultats suivants : 8 =12 [13;8 " =5 [13]et8 =3 [13].

sy st s 3,

2. Justifier que pourtout entier naturel n, 8

R 1 I e

3. En déduire le reste de la division euclidienne de chacun des nombres suivants par 13.

76 206 20631 N

8 012 et 7x8 2 par 13.
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Déterminer, le reste de la division euclidienne de 2014 par 17.

19327

6 ¥ it divisible par 11
Déterminer le centiéme entier naturel n tel que (8013002476 + n) soi p L
ey
d5

Soit a et b deux relatifs non nuls et de méme signe.

n n _ .n
Démontrer que pour tout entier naturel n non nul, (atb) =a  +b" [ab].

i

1. Donner I’égalité traduisant la division euclidienne par 11 de chacun des nombres

10° 41,100 +1,102 +1 et 10° +1.

2. Démontrer que si 10" +1 n’est pas divisible par 11 alors il est congru & 2 modulo 11,

AT

17

1. a) Compléter les pointillets dans chacunes des relations suivantes.

30 o [5k3 = 513 = S = (53 = [5].

b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 347 +4dx 329 par 5.

2.3 2
2. a) Justifierque: 1+3+3" +3" =0 [3].

b) Onpose: A(n):1+3+32 +oo+3"

Déterminer suivant les valeurs den le reste de la division euclidienne de A(n) par5.
s\l §
Soit n un entier naturel non nul.

) n ,n . L
1. Démontrer que 1+2% et 1+2 +3 sont respectivement divisibles par 3 et 6
lorsque n est impair,

2. On admet que 6 est le chiffre des unités de 6",

Déterminer le chiffre des unités de 16“.
n .n .n
3. a) Démontrerque 1+2° +3" +4" = 4[10] lorsque n =0 [4].

n n
b) Démontrer que 1+2" +3" +4" est divisible p

ar 10 lorsque n est impair.
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IV - NUMERATION

-

Propriété

Soit X un entier naturel non nul et b un entier naturel non nul différent de 1.

Il existe une unique suite d’enti :
q iers naturels *;)o<i <p telle que

k -
x=xk><b ~f-xk_1><bk 1+...+x2><b2+x1><b+x0

avec: X <b,x1 <b,...,xk_1 <bet 0<xk < b,

Méthode de détermnation pratique des termes de la suite *;)o<i <p
On divise x par b. Le reste obtenu est x O.On divise le quotient obtenu par b et on obtient

xl.Ainsi de suite, jusqu’a obtenir le quotient Xy plus petit que b.

On obient ’écriture de xen baseb qui est xyxy_i..x1XQ

Critére de divisibilité par 3 ou 9
Un nombre est divisible par 3 ( respectivement par 9) lorsque la somme de ses chiffres est

divisible par 3( respectivement par 9).

Critere de divisibilité par 4
Un nombre est divisible par 4 si le nombre formé par les deux derniers chiffres est

divisible par 4.

Critére de divisibilité par 11
Un nombre est divisible par 11 si la différence entre la somme de ses chiffres de rang pair

et la somme de ses chiffres de rang impair est un multiple de 11.

Critére de divisibilité par 7 ou 13
On partage le nombre en listes de 3 chiffres en allant de droite vers la gauche. On effectue

la somme des listes de rang pair et Ja somme des listes de rang impair puis on fait la
différence de ces résultats. Si la différence obtenue est un multiple de 7 ( respectivement
13) alors ce nombre est divisible par 7 (respectivement 13).

finh s e AN e s bl AR B AV e Y i A s by M 8 55 R
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q
e . 6 4 .3 |
Donner I’écriture en base 2 de chacun des nombres suivants : 2~ +2 +27 +1],
242342, i3 243 |
|
A7
2

Déterminer les entiers naturels dont les écritures en base 2 sont 11101 et 10100110.

Soit Xy X} _j-X(X I'écriture d’un entier naturel x en systéme décimal.

1. Démontrer que x est congru a Xg + 10)(1 modulo 4.

2. Démontrer que X est congru a (—1)k X+ (—l)k_1 Xpp Tt (—l)x1 +x0 modulo 11. i
:"A‘

1. Soit a et b deux entiers naturels compris entre 1 et 9. |

Démontrer que les nombres abba, abbaabba sont divisibles par 11.

2. Soit a, bet ¢ trois entiers naturels compris entre 1 et 9,

Démontrer que les nombres abcabe et aabbec sont divisibles par 11.

6
1. Déterminer le nombre [ tel que 10' = L [13] avec 0<i<6 et 4<r <4,
1
2. Déterminer une condition suffisante pour que chacun des nombres ab, abe, abed
abcde et abedef soit divisible par 13.
3. Démontrer que chacun des nombres aaaaaa, abaaba et abcabe sont divisibles par 13,

@)

o

Soit I’entier naturel x tel que : x = 2 aixlOi.
i=0

1. a) Donner les entiers I pour tout i allant de 0 a 6 tels que 10' = I, [13] et 4< L =4
k-1

b) Démontrer que : x = 2 106iAi ou:
i=0
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Ai =ag +a6i+1 x10 tag o ><102 tagiia x10 3 tagiia X0 E +a6i+5 A0 5
2.a) Prouver que pour tout iallant de 04 k -1,
A = H6irs ~36i42) + 3614 26101 +26i10 26143 [13]

b) En déduire que : x = T_i; (4(ai+5-a6i+2)+3(agi+4-agi+1)+agi+0—aei+3) [13].

3. Déduire de ce qui précede si nombres X = 578056781432 et Y= 293546287401 sont
multiples de 13.

&
1. Déterminer le nombre T tel que:lO1 =if [7] avec 0<i<6 et -3 Sl'i <3.
2. Déterminer une condition suffisante pour que chacun des nombres ab, abc, abed,
abede et abedef soit divisible par 13.

3. Démontrer que chacun des nombres aaaaaa, abaaba et abcabc sont divisibles par 7.

©

1. On désigne par X un entier naturel admettant un nombre pair de chiffres.
a) Démontrer que si tous les chiffres de X sont identiques alors X est divisible par 11.

b) Démontrer que si X admet des paires consécutives de chiffres identiques alors X est
divisible par 11.

2. Onpose: X=XX[.X  Xpet Y= XnXp_1-X1Xg-
Démontrer que si X est divisible par 11 alors Y est divisible par 11.
10
Déterminer les entiers naturels abc multiples de 13 dont la somme des chiffres est 14.
217
4]
Justifier que chacun des nombres A = 105324038139567 et B = 28093657683 est
divisible par 13. '

a2

<5
Justifier que chacun des nombres M = 451731875 et N =14181838272 est divisible par 7.
Soit a, b, et ¢ trois entiers naturels non nuls compris entre 1 et 9,
1. Déterminer b et ¢ tels que 4bx c+ 81 soit un carré parfait.

2. Déterminer tous les nombres abce de trois chiffres, divisibles par 3 tels que :

a2 +b2+c2+2(axb+axc—bxc)=8] (r).
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@

Déterminer |’ entier naturel b pour que le nombre 14b2b soit divisible par 2 et 3.
15
Déterminer les entiers naturels a et b pour que le nombre 95a2ba soit divisible par 4 et 11.

16
~ Déterminer les triplets (x ;y ;z) d’entiers naturels pour que le nombre A = x26y5z est
divisible par 11 et 7.
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V - PGCD-PPCM

+

_ Defnmons - - )
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a;b), le plus grand
€lément de D(a;b).

On appelle plus petit commun multiple de a et b, et on note PPCM(a;b), lé plus petit
¢lément de aZ N bZ.

Remarque

Propriété
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
PGCD(ka;kb) = k x PGCD(a;b) et PPCM(ka;kb) = k x PPCM(a;b).

7 Propriété | - 7 _ 7
Soit a et b deux entiers naturels non nul.Posons : § = PGCD(a;b) et u = PPCM(a;b).
Ona: uxo6 =axb.

Conséquence
Si a et b sont deux entiers naturels premiers entre eux alors PPCM(a;b) = ab.

Recherche du PGCD par [’algorithme d’Euclide
Soit a et b deux entiers naturels non nuls avec (b > a)et, r le reste de la division

euclidienne deaparb.
Sir=0alors PGCD(a;b) =b.
Sinon  PGCD(a;b) = PGCD(b;r).

Propriété

Soit a et b deux entiers naturels non nuls avec (b > a).

PGCD(a;b) = PGCD(a;b —a). J
{ 1/

Déterminer le PPCM et le PGCD de x et y dans chacun des cas suivants.
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1. a) x=17x9 et y=13x9. b) x = —7x31 et y=7x109.
2. a) x=6x12x11 et y=18x38. b) x =12x5x23 et y=37x25x4.
@

Soit n un nombre pair supérieur ou égal 42.0ndonne : x =n(nt3) et y=2(nt3)
Déterminer PGCD(x;y).

£

Déterminer suivant les valeurs de I’entier naturel non nul n,

1. a) PGCD(n(n +1);3) b) PGCD(n2 —3n);4).
2. a) PGCD(n(n +1)(n + 2);6) b) PPCM(n(n + 1)(n + 2);6)
3. ) PGCD(n(n + 1)(n +2);2n) b) PPCM(n(n + 1)(n + 2);2n).

@)

On pose : p=PPCM(ab) et & = PGCD(a;b).
1. Déterminer les diviseurs positfs de 200.

2. Déterminer les couples d’entiers naturels (a,b) tels que : p =28 et ab = 200.

)
(:\é,f'
Soit a et b deux entier relatifs avec b <a.Déterminer en fonction de PGCD(a;b) :
1. a) PGCD(a + b;b); b) PGCD(3a +b;4a + 2b)
2. a) PGCD(5a—16b);10a —31b) b) PGCD((a - b)2 ;a2 - b2 )

Soit a et b deux entiers naturels non nul avec a < b. On désigne par p le PPCM(a ;b).
1. Démontrer qu’ il existe un couple d’entiers naturels (m,n) tel que : am < p < bn,

2. Soit A ’ensemble des couples ( p,q) d’ entiers naturels tels que : ap < pu < bq.
a) Justifier que A n’est pas vide.

b) Soit (p,q) un élément de A. Démontrer que: p<netm<q.

T

@
On considére I'équation (E); 7x + 4y =12,
1. Démontrer que PGCD(x;y) prend I"une des valeurs 1,2, 3, 4 et 12.

On considére I’équation (B): 7x+4y =12. on (xy) est un couple d’entiers relatifs.
2. On admet que les solutions de (E'): 7x +4y = 0 sont les couples (4k, ~7k);k € Z.
a) Vérifier que le couple (0,3) est solution de (E).
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b) Démontrer que les solutions de (E) sont les couples (4k,3 — 7k) ot k élément de Z.
3. Déterminer si possible une condition nécessaire sur k pour que :

a) PGCD(x;y) =4,  b)PGCD(x:y) =3 ) PGCD(x;y) = 2
P
&
1. Déterminer les diviseurs positifs de 28.

2. Soit a et b deux entiers naturels non nuls. On pose : 6 = PGCD(a,b).
Déterminer a et b tels que : 2b—§ = 28.

0

n est un entier naturel non nul. On pose : a = 2n2 +n+39 et b=n+4.

[a—

. Justifier que : 2n2 +nt39 =(n+4)(2n +9)+3.
. @) Démontrer que : PGCD(a;b) =1 ou PGCD(a;b) = 3.
b) Démontrer que : PGCD(a;b) =PGCD(n+4;3)

3. Déterminer PGCD(a;b) suivant les valeurs de n.

N

n est un entier naturel non nul. Onpose: a=5n+1let b="7n+2.
1. Déterminer une relation entre a et b ne dépendant pas de n.
2. On désigne par & le PGCD(a ;b). Déduire de 1a question 1) les valeurs possibles de 8.
3. Déterminer les valeurs de n dans chacun des cas suivants :
a) 6=3 b) 6 =1.

s

1

L )

/
/

Soit n un entier naturel non nul. On pose : A =3n+let B=5n-1
1. Démontrer que le PGCD de A et B est un diviseur de 8.

2. a) Pour quelles valeurs de n ce PGCD est —il égala 8 ?
b) Calculer alors le PPCM(A;B).
3. Existe — t—il des valeurs de n pour lesquelles PGCD(A ;B)=27?

On donne le tableau suivant obtenu par I’algoritthme d’Euclide.
Dividende | 233 [ 17 [ 12| 5 2

Diviseur 5 1
Reste 12 3 2 | 0

Compléter le tableau ci —dessous.
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G
13
Déduire du tableau ci —dessous obtenu par I’algorithme d’Euclide le PGCD de aet b
Dividende | a | ... | 126 [ 72 | 54
Diviseur LI 12 54 | 18
Reste 54 18 O
14

A partir du tabeau ci — dessous obtenu par I’algorithme d’ Euclide, déterminer les valeurs

possibles de I’entier relatif a.

Dividende | a | 276 | 52| 16

Diviseur 4
Reste 4 0
a5
En utilisant I’ Algorithme d’Euclide, déterminer le PCDG de 238 et 42.
16
Déterminer par I’algorithme d’ Euclide, le PGCD(a ;b) danc chacun des cas suivants
1. a=171735 et b = 160500; 2. a=94637 et b=83123.

3. a=3042etb=2185.

Scanné avec CamScanner



Avomaths « Arithmétique Terminale C

VI - NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Définition ] )
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre euxsi PGCD(a;b) = 1.

Théoréme de Bézout :

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

aet b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels
que: au+bv=1. .

Théoréme de Gauss
Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls.

Siadivise bc et, a et b sont premiers entre eux alors a divise c.

Conséquence du théoréme de Gauss
Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

Sia et b sont premiers entre eux et, si a et ¢ sont premiers entre alors a et be sont premiers
entre eux. ' : ;

Sia et b divisent c et, sia et b sont premiers entre eux alors ab divise c.

1

Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Démontrer que si a et b sont premiers entre eux
alors a+b et ab sont premiers entre eux.

X un entier naturel non nul supérieur ou €gal & 2. Démontrer que si xn’est pas divisible
par 3 alors x et x+3 sont premiers entre eux.

Soit x un entier naturel. Démontrer que si x est impair alors x—4 et x + 4 sont premiers
entre eux.

A

Soit n un entier naturel non nul. Démontrer que dans chacun des cas ci —dessous, les
nombres présentés sont premiers.

)
a)yn+1letn b) n2+l etn ¢) 4n2+5 et 3n” +4,
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Soit a et b deux entiers relatifs premiers entre eux. Démontrer que a +b etab sont
premiers entre eux.
©
Soit n un entier relatif. Démontrer que si 11 ne divise pas n —4 alors 2n +3 et n +7 sont
premiers entre eux.
On donne le tableau suivant obtenu par I’algoritthme d’Euclide.

Dividende | 403 | 187 [ 29[ 13 | 3

Diviseur 187 29 | 13| 3 1
Reste 29 13 3 1 0

1. Les nombres 403 et 187 sont — ils premiers entre eux ?
2. Déterminer a I’ aide de ce qui précéde deux nombres a et b tels que 403a+ 187b = 1.

8/
"

1. Déterminer en utilisant 1’ Algorithme d’ Euclide un couple d’entiers relatifs (u 0 ;VO)

solution de I’équation 86u+35v =1 (E).

2. En déduire un couple solution de 1’équation 86u +35v =101.

@

Déterminer une solution particuliére de I’équation (E) a I’aide de I’algorithme d’Euclide

dans chacun des cas suivants.

a) 25u+63v=1; b) 209u-—45v =17 c) 2564u+ 1248y = —4.

10

1. Vérifier que le couple (—4, 9) est solution de 1’équation (E):
(ab) e ZxZ:29 +13b =1
2. a) Résoudre (E).

b) En déduire les entiers naturels n tels que :
Le reste de la division euclidienne de n par 13 est 4 et le reste de la division euclid ienne

de n par 29 est 11,

,,,,,,

Déterminer tous les triplets d’entiers relatifs (a,b,c) vérifiant les conditions
(1) a+c=1et 3b+5c=4].
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a2
Soit a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.

1. Démontrer que pour tout entier naturel k compris entre 1 et p— 1, p divise Cl;.
2. En déduire que: (a+b)® =aP +bP [p].

P

€3 {

x2 =4 [5]

Résoudre dans Z le systeme (S):
x=31[7]

Déterminer suivant les valeurs de ’entier naturel n, les solutions de I’équation

3"x =4 [5] (E).

On veut déterminer suivant les valeurs de n les solutions de I’équation
(En) : 5nx—3ny =,
1. Déterminer les solutions de (EO) et de (E1 ik,
2. On suppose pour ce qui suit que n est supérieur ou égal a 2.
Démontrer que (E_) est équivalent & 5™ Lz =5E" =iy
3. Démontrer que il existe un entier relatif p tel que :
571 1t3pet 3™y =14 5p.

a=3 [5]

4. Démontrer que p est solution du systeme {a—l [3] ®)

5. En déduire qu’il existe un entier naturel k tel que : p =13 +15k.

6. Soit (x,y) un couple solution de (Erl s

- i
Justifier que : x = (8+9k) x 52 T et y =(22+25k)x3 =

7. En déduire les solutions de 1’équation (Ez).
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16

On considere les suites (a ), (b,) et (c,)tellesque: 3y = 5,b; =3 et c =10.

. r . v 3 —_ f— b + 2 %
et, pourtout entier naturel n supériuer ou égalal, a4 a, + 6, bn+1 n et ‘

c.=a_+b_+2n
n n n

1. a) Démontrer que (a - ) et (bn ) sont des suites determes impaires.
b) Emprimer a_ et b n &n fonction de n.
¢) En déduire 'expression de ¢ en fonction de n.

2 . Démontrer que les nombres a et bn sont premiers entre eux.

3. Démontrer que pour tout entiers naturel n supérieur a 1,
2

2 2
(arl +1) +(an +bn) =

Soit a et n deux entiers naturels non nuls.

, . . . . n .
1. Démontrer par recurrence que sin est impair alors a + 2a est un multiple de 3.

2. On suppose que a est un nombre premier et n supérieur ou égale a 3.

; . . n
On veut déterminer les entiers naturels a, nety tels que:a +2a= y2

a) Justifier qu’il existe un entier naturel k tel que : y = ka.

b) Démontrer que: a =2 et k2 - 2n—2 =1,

c) Aprés avoir précisé la parité de k, démontrer que k est égale a3,
d) Déterminer les valeurs de net y.

3. Reprendre la question 2) a I’aide de la question 1.
1 8
Résoudre I’équation (x,y) e ZxZ: 4x = 7y (E).

1. Vérifier que le couple (3,6) solution de I’équation 5x — 2y =3 (E)
2 Résoudre dans Z x 7, I’équation (E).

20
Résoudre dans 7 le systéme (8): {x=4 (5]

x=7 [3]
28
=
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S

1. Vérifier que : 23x3 —17 x4 =I.
2. On admet que les solutions de I’équation 23u =17v sont les couples (17k,23k) ou

k est un entier relatif’
Déterminer les solutions dans ZxZde I’équation (E): 23u—17v=1.

3. On considére les suites (an )et (bn) définies par: ag = 2etb 0 =5,

et pour tout entier naturel = =
p n,a g =a +23 et bn+1 bn +17.

Déterminer tous les couples d’entiers naturels (p,q) tels que : a, = bq. avec 0 <p <2014

et 0<q<2014.

22
. Soit I’équation ax +by =0 dont les solutions dans Z x Z sont les couples (Xk’ Yk)

avec k un entier relatif. On désigne par (xo, yO) un couple tel que ax + by0 =105

Déterminer les solutions dans Z x Z de I’équation (E) dans chacun des cas suivants.
1. ax+by=c¢ 2. ax+by=mc 3. ax+by=ab+c.

Résoudre dans I’équation 9x =1 [5] (E).
24
Soit k est un entier relatif non nul. 1L

k(dk+l)  KO+k2

Démontrer que les fractions 3] T, sont irréductibles.

25
a n . .
On considére ’équation (E):Xx~ =35 oun est un entier naturel non nul et, aet X sont

des entiers naturels.
Déterminer suivant les valeurs de n les solutions de (E).

2%

2 il 2
Soit aet b tels que : 3a(a+b+1) =a” +b™ +(a +b ) Q)
1. Vérifier que (1) est équivalente a larelation (2): a(a +b +5) =2 -1) =l

B —
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2. a) En déduire que a et b sont impairs et premiers entre eux.
b) Démontrer que b est strictement supérieur a a.
( on pourra effectuer un raisonnement par 'absurde).

3. On admet que la somme de trois carrés est divisible par 3 si chacun de ces carrés est
divisible par 3 ou si aucun d’entre ces carrés n'est divisible par 3
Démontrer que a est supérieur ou égal a 5 tandis que b est supérieur ou égala’.

4. Onpose: A=a(@a+b+5)—2b(b—1) et b=7+n ol nestun entier pair.
a) Vérifier que : 2n2 +27n +85 =(n +5)(2n H7).

b) Démontrer que A =n+1 siet seulementsi a =5+n.
5 . En déduire les entiers naturels a et b vérifiants 1’équation (1).

27

~

Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

1427 43" 44" £5% 16" +7" est divisible par 28
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Vil - NOMBRES PREMIERS

pe—— B

Définition

Soit p un entier naturel non nul. On dit que p est un nombre premier si les diviseurs de p
sont | etp.

Comment reconnaitre un nombre prem ter

Un entier naturel est un nombre premier si il n’ est divisible par aucun nombre premier
inférieur a sa racine carrée.

Théoéme fondamental ( Décomposition en produit de facteurs premiers)
Soit n un entier naturel supérieur ol égal 4 2.1 existe une unique suite de nombres

premiers (pk)1 <j<k avee Py <Py <..<pjet des entiers naturels non nuls

0p, 09 il q(tels que: n= plOll e p2a2 S pkOlk

Cette décomposition est unique et est appelée décomposition de n en produit de facteurs

premiers.

Déterminations pratiques du PPCM(a ;b) et du PGCD(a ;b)oii a et b sont des entiers
- naturels non nuls.

On considére les dé compositions en produit de facteurs premiers de a et de b.

PPCM(a ;b) est le produit des plus grandes puissances des nombres premiers‘ qui

interviennent dans I’une ou 1’autre des deux décompositions,

PGCD(a :b) est le produit des plus petites puissances des nombres premiers qui

interviennent a la fois dans les deux décompositions.

Démontrer que 271 est un nombre premier.

2,

J
o’

Soit p un entier naturel supérieur a 1.

Démontrer que si p n’est pas premier alors 2p — 1 n’est pas premier.

. . . . o n
Soit x un entier naturel. Démontrer que si un nombre premier p divise x pourtout
entier naturel n strictement supérieur a 1 alors p divise x.
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Soit u un entier naturel non nul. Démontrer que si u" est divisible par un nombre premier
n yen n
p alors u' est divisible par p .
&)

Décomposer chacun des nombres 7623 et 27440 en produit de facteurs premiers.
O
Déterminer PPCM(A ;B) et PGCD(A ;B) dans chacun ddes cas suivants.

a) A=3><74x112 et B=32x5x74x11.
b) A=132x19 et B=17x19x23.

c) A=2><11x132><47 et B=23x5><7><132.

e,

7

\\
,«"
s

Déterminer les entiers naturels x dans chacun des cas suivants.
a) PPCM(x;24) =48 b) PPCM(x; 126) = 2520.

8/
Déterminer les entiers naturels x tels que : PGCD(x;90) =6 et 25« x < 33,
9
Déterminer le nombre de diviseurs positifs de 12!
10
Soit p un nombre premier.
1. Déterminer I’ensemble des diviseurs de prl Ol n est un entier naturel.

: n ; -
2. Démontrer que p* est premier avec la somme S de ses diviseurs,

3. Caleuler 101° puis déduire de ce qui précede que les nombres 10510100501 et
10615201506 sont premiers entre eux.
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Par combien de zéros se termine chacun des nombres 100!, 500! et 10001

1 2
1. Soit p un nombre premier supéricur ou égal 47.
Démontrer que : p=1[10], p=3[10], p=7(10] ou p= 9 [10].

2. Soit p un nombre premier supéricur ou égal a 5.
Démontrer que: p=1[6] oup =5 [6].

13
Soit Py>Py5>P3 etpy quatre nombres premiers supérieurs ou égaux a7 tels que :
p; =11[10], py =3[10], p; =7 [10Jou py = 9 [10].
1. Démontrer que P + Py - P3 +pyest divisible par 10.
2. Démontrer que Py %Py #P3 %Py =Py [10]. En déduire que P # Py #P3 —1 est un
multiple de 10.

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5.

. 2n
Démontrer que pour tout entier natureln, p = 1[6].

1
1. Déterminer I'entier naturel T, tel que 4 = Ti[7]avec 0 <t < 7.

2. Soit p un nombre premier et a un entier naturel. On admet qu’il existe des entiers

naturels k non nuls tels que : ak =1[p]. On désigne par kO le plus petit d’entre eux.
Démontrer que ces entiers naturels k sont multiples de kO'

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a7,

Démontrer que 17pz =17 [29]. En déduire que 17(p—l)(p+1) —1 est divisible par 29.
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Démontrer que pour tout nombre premier p supérieur ou égal a 5,
oP 1 1 oP2  8e.. +9x8P 248" ] |1 est divisible par 73.

18

Soit a un entier naturel non nul non divisible par un nombre premier p.

Démontrer que si a2 +b2 + 02 est divisible par p alors b et c ne le sont pas tous les
deux a la fois.

10
19

. : ; : n .
Soit a, b et x trois entiers relatifs tels que ab = x o n est un entier naturel non nul.
Démontrer que si a et b sont premiers entre eux, il existe des entiers naturels petq

. n n
premiers entre euxtelsque: a=p et b=q .

: ) . . 15 .
Soit a, b et X trois entiers relatifs tels que ab = X o n est un entier naturel non nul.
Démontrer que si a et b sont premiers entre eux, il existe des entiers naturels p et q

. n n
premiers entre euxtelsque : a=p et b=q .

Scanné avec CamScanner



\411

Avomaths « Arithmétique Terminale C

NOMBRES DE FERMAT, NOMBRES DE

MEF-!SENNE_“S, NOMBRES PARFAITS

Nombres q’e Fi ermat

. n
On appelle nombre de Fermat tout nombre de la forme Fn = 22 +1 ol n est un entier

naturel.
Nombres de Mersenne

On appelle nombre de Mersenne tout nombre Mn = ‘2n —1 ol n est un entier naturel non

nul.

Nombres parfaits

On appelle nombre parfait tout entier naturel’ qu1 est egal a la somme de ses divi 1seurs
prop res ( autres que lui -meme) '

!
\ 1 §
s

Calculer FO, F], F2, F3, F4 et FS'

y

[
X

N

Démontration du Petit théoréme de Fermat

Soit p est un nombre premier et a un entier naturel non multiple de p.

Pout tout entier naturel i compris entre 1 et p—1, on désigne par r. le reste de la
division euclidienne de aipar p.

1. Justifier que les entiers r. sont distincts deux a deux.

2 . En déduire que :

a1 p)

aP =a [p].

p

x et y sont des entiers naturels, et p un nombre premier.

)
On admet que pour tout entier naturel n, (x + y) & ? 4 )’ [.U]

; ; : I
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturela, a' = a (pl.
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1. Démontrer que pour tout entier natureln, F_ = (F —1" +1.
n

n
2. Démontrer que pour tout entier naturel n, K .= 2= kf;l() E  ou kEO K =FK X X...x

@

Démontrer que les nombres de Fermat sont premiers entre eux.

6

Soit n un entier naturel.
n+1
Démontrer que si un nombre premier p divise F, alors 2 =1[p].

@1

1. Démontrer que pour tout entier naturel n, Fn 4= (Fn - 2)Frl + 2.

n
2. En déduire que : Fn+1 -2= HOFk.

®

1. Démontrer que 3 divise Fn +1- 2.

2. En déduire que 3 divise I'un des nombres de Fermat a préciser.

P

9

1. Calculer les nombres de M ersennes M2, M3, M4, MS, ..... et MZO'

2. Reconnaitre ceux qui sont premiers ( on ne demande pas de justication).
3. Quelle remarque peut — on faire ?

10
—
: : n ] :
Démontrer que si M p =2 —1 estun nombre premier alors n est premier.
a1
1. Soit a un nombre premier,
a) Démontrer que 2a est un nombre parfait & condition que a soit égal a 3.

b) Démontrer que 4a est un nombre parfait a condition que a soit égala 7.
2. Existe ~il un nombre premier a tel que 8a soit un nombre parfait ?

36 N
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12

——

Déterminer une condition suffisante pour que le produit de deux nombres premiers a et b
soit un nombre parfait.

Pt

13

Soit x et y deux nombres premiers avec y impair, et n un entier naturel non nul.

+ +1
1. Démontrer que si xny est un nombre parfait alors (xn ke 2" + Dy = X 1.

2. En déduire que x est égal 4 2.
3. Déterminer y puis xny en fonction de n.

n :
4. Peut —on trouver deux nombres premiers a et b différents de 2 tels que 2 ab soit un
nombre parfait ?

+ .
5. On rappelle que 2" P I estun nombre premier si n+1 est un nombre premier.

a) Déterminer les nombres parfaits 2" (2n+1 —1) pournallant de 1 2 6.

10+1 1271

b) 210(2 =1) &t 212(2 —1) sont —ils des nombres parfaits ?
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I - INTRODUCTION

@

S

1.a) 10 =1x10=2x35. Donc, les solutions sont les couples (1,10), (10,1), (2,5) et (5,2).

b) x et y sont positifs et ils sont tous les deux inférieurs a 7.
Les solutions sont les couples (0,7), (7,0), (1,6), (6,1), (2,3); (5,2), (3,4) et ("T,3)-

¢) x et y sont tous deux positifs , et 3y est inférieur a 18. Les valeurs possibles de'y
sont 0,1,2,3,4,5,6.
Les solutions sont les couples (18,0), (15,1), (12,2), (9,3), (6,4), (3,5) et (0,6).

2
2. ) 108 =12 x108 = 2% x3> =22 x27=3" x12=6" x3.
Les solutions sont les couples (1,108) (2,27), (3,12), (6,3), (27,2), (12,3) et (3.6).
b)Ona: 25=1x25=5x35et x(S—y2)=25.
2

D’une part : (x=let5—y2 =25)ou (x=25et5-y =1)

(x =let y2=20) ou (x=25¢t y2:4)

x=25ety=2

2
D’autrepart: x = Set5—-y =5
Donc : x=5et y=0.

Donc, les solutions de l’équation x(5 - y2) = 25 sont les couples (25,2) et (5,0).

c) x2 —9y2 =55 < (x = 3y)(x +3y) = 55.
Deplus : x =3y <x+3y.

—3y=l 3y =5
o 1) ou {X y 2)

On en déduit que : x2 - 9y2 =Sk
X+ x+3y=11

(1)donne: x=28ety =09.
Et, (2) donne: x=8ety = 1.

Par conséquent, les solutions de I’équation x2 - 9y2 = 55 sont les couples(28,9) et (8,1).
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@
a) Les solutions sont les couples (1,2), (2,1),(1,3), (3,1), (1,4), (4,1) et (2,2).
b) xy<5—-x<x(y+1)<5
On en déduit les couples solutions (1,1), (1,2), (1,3) et (2,1).
c)Ona: y<2@-x) et y>0.

Ilenrésulte: 1<x <3.
Les solutions sont I donc les couples (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), 2,1) et (2,2).

@
1. a) xy =13 impose que x et y soient de méme signe. Les couples vérifiant xy =13
sont : (—1,-13), (—13,-1), (1,13) et (13,1).
b) Comme (x —1)y = -7 alors x —1et y sont diviseurs de — 7. Ces entiers relatifs sont
également de signes contraires. On en déduit les différents cas suivants :
x-l=lety =-7, x-l=-lety=7; x-l=7ety=—-1; x-1=-Tety=1
Il en découle que les couples vérifiant I’équation (x —1)y = —7 sont : (2,-7), (0,7),
(8,-1) et (-6,1).
c) Les entiers relatifs x et y sont donc non nuls et la valeur absolue de leur produit est 1.
Par conséquent, xy =1 ou xy = -1. A
I1 en découle que les couples (x,y) vérifiant I’équation |xy|= 1 sont: (—1,-1), (-1,1),
1,-1) et (1,1).
2. a) 0< xlyls 2 <:>|xy,$ 2 avec x et y non nuls, et x positif.
<:>|xyI: 1 ou ,xyl: 2
Donc, les couples (x,y) vérifiant I’équation 0 < x|y|£ 2 sont: (1,-1), (LD, (2,-D),
2,1, (1,-2) et (1,2).
b)Ona: 150 =8x +y et I0<x <y
Donc: y=150-8x et 10<x <y
y =150—-8x et 10 < x <150 -8x
y=150—-8x et x 210et9x <150
y=150-8x et 10<x <16
Pour x =10, y =150-8x10 = 70.
Pour x =11, y=150-8x11=62.
Pour x =12, y=150-8x12 = 54,
Pour x =13, y=150-8x13 = 46.
Pour x =14, y =150 -8x14 = 38,
Pour x =15, y=150-8x15 =30.
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Pour x =16, y = 150 -8x16 = 22.

Il s’ensuit que les couples vérifiant I’équation sont (10,70), (11,62), (13,54), (14,46),
(14,38), (15,30) et (16,22).

¢) Les couples qui vérifient [x|+lyl= 5 sont : (-3, =2),(3,2,(2, 3),( 2.3),( 4, ¥,
4D, -L-4),(-L4),0, 5),(0,5,(, 4,L4,23 )2 =3),3,2),(3,2),(4, ),
(4,1) et (5,0). Parmi ces derniers, ceux qui vérifient |xy|< 4 sont :
(=1,-4),(1,4),(0, 5),(0, 5),(1, Het(l,4). On conclut que les couples qui vérifient
les deux conditions sont : (-1, —4), (-,4),(0, 5),(0,5),(1, 4 et(1,4)

4)
0 0x(0+1 0 0x(0+1
l.a) Y k=0et —(——)=O donc, 2. k=—¥-
) k=0 95 k=0 2
j i +1
Supposons que pour un entierj,ona: k=J(J ).
= 2
o GG +1
Démontrons que Y k = G+ DG+ ).
4 jtl j +1
Ona: Z k= (Z k)+j +1_J(J +j+1
_JG+D+2G+D)  (G+D(G+2)
P 2
J+l i+D)((+1)+1
Donc: 5 k=0 (G +1) ).
k=0 2
) n n(n+1)
On conclut que pour tout entier naturel n, > k= .
= 2
0 000+1)(2x0+1 OO+1 2x0+1
b) Zk2=Oet ) 0 donc, Zk Oz ).
] +1)(2j+1
Supposons que pour un entier j, kZ k2 JU+DEj ).
6

jtl + DG+ + D23 +1) +1
Démontrons que k20k2 0+D@G + D+ +1) ).
6

j+l j 1)(2j+1
>:kz Zk +(+1) J(J+)6(J+) (j+1)2
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G D@i+D+6G+D” GG+ D +6G D)
6 6

G+15 +7)+6)
. .

Ona:_(zj2 +7j +6) =(j +2)2j B).

oo FDGH2)RI+3) GHDGHD +DRGHD +D)
Donc:k‘éok = , = p :

_ n 5 n(n+1)(2n+1)
On conclut que pour tout entier naturel n, kzO k- = ’
= 6

2 ¥ k)= ¥ k2= K2+ T k
. = -+ — + it
k=0 K=0 K20 k=0

n(n +1)(n +2)
: .

n
Par conséquent : 2. k(k+1) = =
k=0
2 kin?o 3 aeakan= 2 12423 k+ T (1)
+1)7 = +2k+1) = - -
k=0 ( ‘ k=0 ( k=0 k=0 k=0

n(n+1)(2n+1) w n(n+1)

6 2

+n+l

n(n +1)(2n +1)+6n(n +1)+6(n + 1)
6

(n+1)@2n> +n+6) (n+D(n+2)2n+3)
B 6 B 6

1 2)(2n +3
Donc : % (k+1)2 =(n+ AR G ).
k=0 6

Autrement

n . . :
Pour le calcul de kZO (k + 1)2 effectuons le changement de variable suivant.

Posons : j=k +1.
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' n n+1 0 n+1 0
Par conséquent : ¥ (k+1)2 = ) j2 =2 i +X j2— 2 jz
k=0 = 00 =17 =0

_ n(n +1)(2n +1) +6(nt+1) 2
6

n
Il en résulte que : Z (k + 1)2 (n + 1)(1’1 + 2)(2n + 3) |
k=0

6
.
Q
S;=let T, =1.Donc, T —82
1 I = * =" °
Supposons que pour un entier naturel k Tk = Skz. Démontrons que : Tk L= Si -
P Ona: T =1+2°+3° + 22 4 115 4 (k+1)°.
: 2 2
2 3 k7(ktl) 3
Tk+1 =Sk +(k+1) =———+(k+1)

4

(D22 Ha0) (k)2 (k2 +4k4d)
B 4 - 4

. k+1)2(+2)% ()2 (k+141)2
k+l — 4 - 4 '

2
Donc: Tk+1 = Sk+1'

On conclut que pour tout entier naturel n non nul, Tn = Sn2

{/‘“" s,

24 =16 et 42 =16 donc: 24 242

Supposons que pour un entier naturel k, 2k > k2.
+

Démontrons que : 2k 1 = (k+1)2.

k k+1 2

Ona: 2 zkzdonc,Z =2k,

Or, 2k% —(k+1)% = 2k% — k% 2k ~1 = k2 =2k 1 = k(k - 2) 1.

Deplus, k=4 donc, k—222.1lsensuit que: k(k —2) -1 >7.

7
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Par conséquent : ?.k2 —(k+ 1)2 >0

22 5 (k+1)%

. e . m n 2
On conclut que pour tout entier naturel n supérieura4, 2 2n .

@
Raisonnons par I’absurde
3420 =34 2" L5, 5 o0l

Supposons qu’il existe un entier naturel k et que : P D
Donc k2 =342x2"!
K% —1=242x2""

K2 1=242x2"0

k2 =1[2]
k=1[2].
Il est clair que k est impair.

Donc, il existe un entier naturel p telque : k = 2p+l.

Par suite : (2p+1)2—1=2+2><2n_1

4p” +dp+i-1=2+2x2"]

4p(p+1) = 2(1 + 2“'1)

2p(p+1) =1+ 2n—1

p(p+1)+1=2"".
Il ressort de la derniére égalité que lorsque n est supérieur ou égale a 2,
2“"1 est un nombre impair. Ce qui est faux. On conclut que si n est supérieur ou égale a
2, alors, 3+ 2™ ne peut etre un carré parfait.
8
; Pour tout entier naturel n,
(3n+2)2 —3(n+1)3n+1) =9 +12n+4-3(3n" +4n+1)
=9n2 +12n+4—9n2 ~-12n-3
=9n2 -—‘)n2 +12n-12n+4-3

Done: (3n+2)> —3(n+1)@n+1)=1.
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_ o2 _9n? +120-12n+4-3

Donc: (3n+ 2)2 -3(n+1)(3n+ =1

2 _
2. D’apres la question précédente, (3n+2) - 3(n+1)(3Bn+ 1)=1.

3n+NGn+D)+1=0Cn+ 2%

Il en résulte que 3(n+1)(3n+ 1) +1est un carré parfait.
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Sikiait, Sk

T i

Il - DIVISION EUCLIDIENNE

R —

l. 243=17%x14+5 avec 0<5<17.

Donc, 14 est le quotient et 5 est le reste de Ia division euclidienne de a par b.

2. 50=72x0+50 avec 0 <50 < 72.
0 est le quotient et 50 est le reste de Ia division euclidienne de a par b.

3. 34126 =151x226

226 est le quotient et 0 est le reste de la division euclidienne de a par b.

4, 189 =45x4+9

-189=-45x4-9

—189 = -45%x4-9-45+45

—189 = 45x4-45-9 445

—189 = —45x5+36 avec 0 <36 < 45.

5 est le quotient et 36 est le reste de la division euclidienne de a par b.

5. 63=0x10105+63

—63 = -10105%x0 - 63

—63 = -10105%x0—-63 10105 +10105

—63 =-10105%x0-10105 - 63 +10105

—63 = -10105x1+10042 avec 0 <10042 <10105.

1 est le quotient et 10042 est le reste de la division euclidienne de a par b.

6. 2500 =347x7+71
2500 = 347 x(=7)+71 avec 0 <71 < 347.
— 7 est le quotient et 71 est le reste de la division euclidienne de a par b.

7. 99=247x0+99

-99 = -247x0-99

—-99 =247x0-247 +247-99

-99 =247 x(=1)+148 avec 0 <148 <347.

— 1 est le quotient et 148 est le reste de la division euclidienne de a par b.
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1. 9875x%x3700 + 4612 = 36537500 + 4612 = 36542112
Donc : 36542112 = 9875 x 3700 + 4612

2. a) 36542112 = 9875x 3700+ 4612 avec 0 < 4612 < 9875.
3700 est le quotient et 4612 est le reste de la division euclidienne de 36542112 par 9875.

b) 36542112 = 9875 x 3700 + 4612

36542112 = 9875 x 3700 + 4612 — 3700 + 3700
36542112 = 9875 x 3700 + 3700 + 4612 — 3700

36542112 = 9876 x 3700 + 912 avec 0 <912 < 3700.
9876 est le quotient et 912 est le reste de la division euclidienne de 36542112 par 3700,

¢) 36542112 = —9875x (=3700) + 4612 avec 0 < 4612 < 9875.
—3700 est le quotient et 4612 est le reste de la division euclidienne de 36542112
par —-9875 .
d) 36542112 =9875x 3700 + 4612
—36542112 = —9875 %3700 — 4612
—36542112 = 9875 % (—3700) — 9875 + 9875 — 4612
—36542112 = 9875 x (—3701) + 5263 avec 0 < 5263 < 9875.
' Donc, —3701 est le quotient et 5263 est le reste de la division euclidienne de —36542112

par 9875.

’/‘\\\
240 =1x240=2x120=3x80=4%x60=5%x48 =8x30=10x24 =12x 20
Donc : ]_)+ (240) = {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 20, 24,30, 48, 60, 80,120, 240} .

—

£ k|
! J
4,

i

130=1x130=2x65=5%x26 et 136 =1x136=2x68=4x%x34 =8x17.
D+ (130) = {1,2,5,26,65,130} et D+ (136) ={1,2,4,8,17,34, 68,136}.

Par conséquent : D+ (130) m D+ (136)=+41,2}.

=

X 5 /

~

Les multiples de 17 sont les entiers 17k ot k est un entier relatif.

a) Soit k un entier relatif.

LB 208
64 <17k S 2015 & = <k < ==
64 2015 _ 118 50.

Ona:ﬁ:37766t ]7

Donc: 64 <17k £2015 <4<k <118.
On en déduit que le nombre de multiples de 17 compris entre 64 et 2015 est 113.

SRS i g
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b) Soit k un entier relatif,

-1281<17k €450 =48] <k <ﬂ
17 17
—1281 450
Ona: —— =— s P
na 17 75,35 et 17 =26,47.

Donc: 64 <17k <2015« 4 <k <118. -1281<17k <450 < —75 <k < 26.
De —1a -1281,ily a 1281 entier et de 1 4 26, il y a 26 entier. Il s’ensuit que le nombre
multiples de 17 compris entre —1281 et 450 est 1281 + 26+1 = 1308.

6
Démontrons que n(n +1)(n+2) est divisible par 3.
Ona: 0x(0+1) x(0 +2) =0 donc, 0x(0+1)x(0+2) est divisible par3.
Supposons que pour un entier naturel k, k(k +1)(k + 2) est divisible par 3 et démontrons
que (k+1)((k+1) +1)((k+1) + 2) est divisible par 3. Il existe un entier naturel p tel que
k(k +1)(k +2) =3p.
Et: (k+1D((k+1) +D((k +1) +2) = (k +D(k +2)(k +3)
=k(k +D(k+1) +3(k +1)(k +2)
Donc: (k +1)((k+1) +D((k +1)+2) =3(p +(k +1)(k +1))
Il en résulte que (k +1)((k+1) +1)((k +1) +2) est divisible par 3.

On conclut que pour tout entier naturel n, n(n +1)(n +2) est divisible par 3.
Puisque 3 est un nombre premier alors seul I'un d’entre les nombres n, n+1 et n+2 est
divisible par 3 car il est évident que les deux autres ne peuvent I’€tre.

T,

[ \
1. Evident

2. a3—1=(a~1)(a2+a+1)

2> = (a—INa> +a+1)+1
De plus, a >3 donc, a—12 2.

Par conséquent, 0 <a <a—1.

On conclut que a2 +a+1 est lequotient et 1 est le reste de la division euclidienne de
3
par a par a—1.
, 3 2
D’autrepart : a2~ =(a-1)a” +a+1)+1
a3 —(a—D)a” +a+l)+1-a+a
a3 = (a—-])(a2 +a+l-1)+a

2
33 =(a— l)(a2 +a)+a avee, 0 <a<a +a
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Donc, a -1 est le quotient et a est le reste de la division euclidienne de par a” par

2
a +a.

@&

q et 16q — 25 sont des diviseurs de 14. Les diviseurs entiers naturels de 14 sont 1, 2, 7 et

14. Or, 169 —25> 0. Ils’ensuitque: q = 2.

Pour q =2, 16 -25 =7,

Pour g =7, 16q —25 =8 impossible ;

Pour q =14, 169 —25 =199 impossible ;

La valeur de q qui convient est 2.0n en déduit que x est égal 4 67.

Ona: 0<r<b donc, -b<-r; n-4b<n-r;
Premiercas: n—-4b=1et n—r =24,
n=4b+letdb+1-r = 24;

n=4b+letr =4b-23

Puisque 0 <r <b alors 0<4b-23<b

Donc: 0<4b-23et4b-23<b

Par conséquent: 7<b<7.

Pour b=7,n =29 et r=5.Impossible car 29=4x7+1.
Deuxiéme cas: n—4b=2etn-r=12
n=4b+2et4b+2-r=12;

n=4b+2etr=4b-10

Puisque 0 <r <b alors 0 <4b—-10 <b

‘Donc: 0<4b-10et4b-10<b

Il s’ensuit que: 3<b <3,

Pour b=3, n=14et r=2.0na: 14 =3q +2. Ce qui est vrai.
On en déduit que le n est €gal a 14.

Troisiéme cas, n-4b=3etn—-r =8
n=4b+3et4b+3-r=§
n=4b+3etr=4b-5

TR
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Puisque 0<r <b alors 0 <4b-5<b
Donc: 0<4b-5etdb—-5<b
Ilen découleque: 1<b <.

Pour b=1,n=7 et, r = l.impossible.
Quatriémecas, n—-4b=4etn—r=6
n=4b+4etdb+4-r=6
n=4b+4etr=4b-2
Puisque 0 <r<b alors 0 <4b-2 <b
Donc: 0<4b-2etd4b—-2<b.

Ilen résulte que : b = 0. Impossible.

10
Ona: n=23b+r, n—-3b+2r=243 e 0<r<bh.
Donc: 20b+3r=243 e 0<r<b

3r=243-20b et 0<3r<3b

3r=243-20b et 0<243-20b<3b
Il en découle que : 11 <b <12.

.
3

Pour b=11, ona: 3r =23 impossible car 3 ne divise pas 23.
Pour b=12, ona: 3r=3 donc,r=1.

Par conséquent : n =12x23+1=277.

Soit n un entier naturel.
Sin est divisible par 4, le résultat est évident.

Sin=4k+1 alors n+3 =4k +4 =4(k +1). Donc, n+ 3 est divisible par 4.

Si n = 4k +2 alors n+2 =4k +4 =4(k +1). Donc, n + 2 est divisible par 4.

Sin = 4k+3 alors n+1 =4k +4 =4(k+1). Donc, n +1est divisible par 4.
Dans tous les cas n(n + 1)(n + 2)(n + 3) est divisible par 4.

Autrement

n(n +1)est le produit d’ entiers naturels consécutifs.Donc, il est pair .Il en résulte que
n(n +1) est divisible par 2. Deméme (n+2)(n +3) est pair. Dong, il est divisible par 2.

Par conséquent, n(n + 1)(n +2)(n +3) est divisible par 4.
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a2
n-1 ,n-2
Pour tout entier natureln, 8 —1=7x(8 +8 = .. 8+1)

Donc, 8" —1 est divisible par 7.

Pour tout entier naturel n, )
Sy n_-
43 _29™ = (43— 20y(43" " +43" 279 4. +43x29" ~ +29)
- n—2
43" — 29" = 14x (43" L 4+ 43" 2h9 4. +43%29° ~ +29)

14 étant un multiple de 7, il s’ensuit que est divisible par 7.

13

gl

0

a) 50 —2 =1-1=0 donc, 50 —20 est divisible par 3.

|3 .
Supposons que pour un entier naturel k, 5k — 2" est divisible par 3.

Démontrons que 5k+1 - 2k+1 est divisible par 3.

5k+1 _2k+1 :stk —2><2k

=3><5k+2><5k —2><2k

= 3><5k + 2(5k —~2k).
.. k k .k
Puisque 3 divise 3 x Sk et 5k — 2k alors, 3 divise 3x5 +2(5 —=2")..

Par conséquent, 5k+1 - 2k+1 est divisible par 3.

_ n .n ey
On conclut que pour tout entier natureln, 5 — 2 est divisible par 3.

b) 7x3% +11° = 7x1+1=8done, 7x3° +11° est divisible par 8.

Supposons que pour un entier naturel k, 7 x 3k i lk est divisible par 8.

Démontrons que 7 x 3k+1 +1 1k+1

est divisible par 8.

7x3H 11 _3,743% 111K

=3><7><3k+3><llk+8><11k

=3(7><3k+11k)+8><11k
k+1

Donc, 7x3 +1 lk+] est divisible par 8,

On conclut que pour tout entier naturel fi, T3 ad ™

est divisible par 8.
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1
0 5x10% M 4 2510%0 L3 5y 104243255

2x0+1
Donc, 5x 10 +2><]04L><0 + 3 est divisible par 11.

Supposons que pour un entier naturel k, 5 x 102k+1 +2x 104k +3 est divisible par 11.

Démontrons que 5 x 102<k+1)+1 4(k+1)

2k+1 4k
Ona: 5x10 +2x10"" +3 =11p ol p est un entier naturel.

2510 + 3 est divisible par 11.

Done, 3 =11p—(5x10°5*1 4 5 10%)

1 02(k+1)+1 4(k+1)

5x +2x10 +3=5x10

= 5x100x 102%™ 4 210000 x10% 4 3

2k+1+2 i 4k+4 i

2x10 3

2k
=5x100x10 +1+2x10000><104k+llp—(5x102k+1+2x104k)

=5x99x10™™ 129999 x10% 1 115

—1145x 105 4 1818x10% +p)

2(k+1)+1 4(k+1)

Par conséquent, 5x10 +2x10 +3 est divisible par 11.

2n+1

On conclut que pour tout entier natureln, 5x 10 +2% 104n +3 est divisible par 11.

Autrement

ARHDH L 9 510% D) | 32 54100x10% 42610000 10%K 4 3

2kt 5102 4 5500999 x10%K £ 21078 43

5x10
=5%x99x10

2k+1 2k+1

= 11(5x9x 1077124909 x10%) + 5x10 K

+2><104 +3

k
= 1145102 1 1818x10%) + 53105 1 210%™ 43 53102 4200107 4 5

2(k-+1)+1 4(k+1)

+2x10 + 3 est divisible par 11.

4 i
Donc, pourtout entier naturel n, 5 x 102n+1 +2x107" +3 est divisible par 11.

14)
14

étant divisible par 11 donc, 5x 10

5 (4n+1)!  (4n+l)l  (4n+D)n(4n-1)(4n—2)(4n-3)
4n+l ~ Sh(4n+1-5)1  Shx(4n—d)l 30

5 (4n+1)n(4n-1)(2n-1)(4n-3)
4n+1 ~ 15 )

1. a) C

C
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b) Cin+l est un entier naturel.
Donc: (4n +1)n(4n —1)(2n —1)(4n —3) est divisible par 15.
4 1 n! (n+1)!
28 CyxChy = 41x(n—4)! " Tix(n+1-1)!
n! (n+)!  n?(n-1)(n-2)(n-3)
= Ax(n-a)! " Ix(n+l-1)! 24

2
L4 nf(n-D)(n-2)(n-3)
Donc.Cnme_l— 24

2
b) Cﬁ X CL 4] estun entier naturel. Il en découle que, n” (n—1)(n —2)(n —3) est

divisible par 24.
: 2n +11 9
1. Pour tout entier relatif n différent de — 1, =2+
n+1 n+l1

2n+11

Par conséquent,
n+l

Les diviseurs de 9 sont : —9,-3,-1,1,3 et 9.
n+l=-9n+1=-3,n+1=-lI,n+1=1n+1=30oun+1= 9.

Il en résulte les valeurs suivantes den: —10,—4,-2,0,2 et 8.

6n2 -5 7
2. Pour tout entier relatif n, 5 =2- 3 g
3n" +1 3n” +1
] 6n2 -5 ) 2
Par conséquent, est un entier relatif lorsque 3n™ + 1 est un diviseur de 7.
3n" +1

Les diviseurs de 7 sont : —7,—1,1 et 7.

2 2 :
3n  +1=-7,3n" +1 =—1,3n2 +1 =lou3n2 +1= 7.
On en déduit que n prend seulement la valeur (.
3 2
4n~ — =
Pour tout entier relatif n, g iy = Ture =4n-11+ e

n +n+1 n +n+1.
Les diviseurs de 12 sont : -2, —-6,—4,-3,-2,-1,1,2,3,4.6 et 12

2 .
n-+n+1=-I2 est équivalent & n(n+1) = —13,

)
n- +n+1=-6 est équivalent a nn+1) = -7,

Scanné avec CamScanner

est un entier relatif lorsque n + 1 est un diviseur de 9.



Avomaths « Arithmétique Terminale C

2 ;

n- +n+1=-4 estéquivalent & n(n +1) = -5.
2 :

n- +n+1=-3 est équivalent & n(n +1) = 4.
2 .

n- +n+1=-2 est équivalent & n(n +1) = -3.
2 B2

n- +n+1=-1 estéquivalent & n(n+1) = -2.
2 __

n +n+l=1 estéquivalenta n(n+1)=0.
2 r bd

n +n+1=2 estéquivalenta nn+1)=1.
2 & 1

n-+n+1=3 estéquivalent & n(n+ =2
2 C

n +n+1=4 estéquivalentd n(n+1) =3.
2 I

n +n+l=6 estéquivalenta n(n+1)=S5.

n2 +n+1=12 estéquivalent & n(n+1) =11.

De plus, n et o1 sont consécutifs. Donc les valeurs de n qui conviennent vérifient
nn+1)=0ou nn+1)=2.

On en déduit que les valeurs den sont O et 1.

16

A est un entier relatif si n+ 1 divise 3 et n+2 divise 2

Ilen découle que n+1e {-3,-2,-1,1,2,3} et n+2 € {-2,-1,1,2}.
ne{-4,-3,-2,0,1,2} et n € {-4,-3,-1,0}.

Donc, A est un entier relatif si n prend I'une des valeurs suivantes : —4, -3, -2, et 0.

17

Supposons que a supérieur ab et a = 2k ot k est un entier naturel.

Donc, b =2k +2 =2(k+1).

Si a est seulement divisible par 2 alors k est impair et k +1 est pair.

Par conséquent, il existe p tel que k +1=2p Par suite, b = 4p.

Donc, b est divisible par 4.
Dans le cas ou a est divisible par4, a =4k et b=4k+2 =22k +1).

Comme 2k +1 étant impair alors b est seulement divisible par 2.

18

Supposons que aucun des entiers a, b et ¢ ne soit divisible par 5.
Par conséquent,
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a® =5k+1, b2 = SK+ret 2 —k'p+1" avec 0<r <5, 0<r<5et0<r<s.

Donc : a2 +b2 +c2 =5k +r+5K+r+5k"+1"
a2 +b2 +c2 =5(k+k'+k")+r+r‘+r“

Puisque, 32 3 b2 3 c2 est divisible par 5, alors il existe un entier naturel q tel que :

a2 +b2 +02 =5q.
Ils’ensuit que:  S(k+K +K)+r+r+ " =5q
r+r+r"=5q-k-k -k

Tlen résulte que: q >k+Kk +k' car r+r'+ 30 5
Donc, il existe un entier naturel p tel que : k+k +K' =q +p.
Par suite : 5(q+p)+r+r+r' =359

5q+5p+r+r+r'=5q

Sp+r+r+1"=0.

La derniére égalité conduit & p =r=r =1"=0, ce qui est impossible.

On conclut donc que au moins I’un d’entre les entiers a, b et ¢ est divisible par 5.
'/4“4%
€9

S~

M = 3m2 + 6m + 5.
M étant pair alors ™ ne peut étre pair. Dans ce cas m est impair.

Comme m est impair, il existe un entier naturel k tel que : m = 2k +1.
Donc: M = (2k + 1)2 +(2k + 2)2 +(2k + 3)2

M= 121{2 + 24k +14

M= 2><(6k2 +12k +7)
On en déduit que M est divisible par 2.

Deplus : 6k +12k +7 =2(3k 2 +6k +3)

Par conséquent, 61~:2 + 12k 4+ 7 est impair.

On conclut que 2 est le seul diviseur pair qui soit différent de M lorsque M est pair.
(29

a) Puisque (n +4)—(n +12) = -8 alors diviseur commun & n+4 et n+12 divise -8

b) Ona: 2x(3n +23) =3 x(2n -11) =79. Donc tout diviseur commun a 3n+ 23 ¢t
2n —11 divise 79.

o 5l N 4
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2
c)Ona: n" -2-nx(n+1) =-n -2.
Donc, tout diviseur commun de n2 —2etn+1 divise n+1 et —n—2.
Et: -m+1)-(-n-2)=-n+n-1+2=1.
Par conséquent, tout diviseur commun positif de n? —2et n+1 divise 1.

On conclut que 1 est le seul diviseur commun positif de n2 —-2etn+l.

. r=r™ =r><(1——rm )

Or; r=>1 donc, rm—1 >1

l—rm_1 <0

rx(l-1 " )<0

Par conséquent : 1Y

Puisque r'™ <b alors, r<b.
Ona:a=bg+ret r<b.

Donc, r est le reste de la division euclidienne de a par b.

2. a = (bq + r)m

m-—1 -k
—(b™ + T Chyx(o) x4
k=1
m-1 N .
=bqum+bx z C]r(nxbk lqurm K
k=1
m m-l m Ml k1k_ nk  m
Donc:a =bx(b xq + 2 Cpmxb g xr )+r avec 0<r<b.
k=1

pi s s qs m
On conclut que ™ est le reste de la division euclidienne de a parb.
22

2 2
a)Ona: y3—x3=1®(y—x)(y +yx+x )=1
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ly—x=—1lety

ou

2 4 yx+x

y=x+1 et 3x(x+1)=0

ou

2

| y=x-1 et 3(x%—x)=2.

y—x=l et y2 +yx +x2=1

=—1

y=x+1 et x=0 ou x =0 ou x=—1 (1)

ou

y=x-1 et 3(x2=x)=2 (2).

Danslecas(1): x=0 > y=Lx=-1 =y=0

Dans le cas (2) : 3(X2 — x) = 2 signifie que 3 est un diviseur de 2. Ce qui est faux.
3 3
1l en découle que les couples vérifiant y~ —x~ =1 sont (0,1) et (—L0).

b)Ona: y3—x =

Aucun couple (x,y) ne vérifie (1).

2
8 > (y— )y +yx+x")=8

y—x=l ety

y—x=2 ety

2

ou
2

+yx+x2=8

+yx+x2=4

y=x+1et 3(x2+x) =7(1)

ou

y= x+2€t3(x2+x) =0(2)

Dans larelation (2): x=0 > y=2etx =2 =y =0.

. 3 .8
On conclut que les couples (x,y) vérifiant : y > xety” —x" =8 sont (0,2) et (—2,0).

@;

o - n
a) Pour tout entier naturel n, 1 est le reste de la division euclidienne de 5 par 4.

le tableau de congruence modulo 4 de a2 — 2 est le suivant.

Pour tout entier naturel a, aZ —2n’est pas congru & 1 modulo 4. On conclut que

de couples (a,n) d’entier naturels tels que s" —a

a 0 | 2 3
a2 0 1 0 1
2 5|20 8|23

2

- 2.
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b) Pour tout entier nature] n, 5n = a2 +9 > 5n -5= 32 +4

= 50 _ifja” gl
On remarque que a est forcément pair.
Donc, il existe un entier naturel k tel que : a = 2k.
Par consequent, lorsque n est supérieur a 1,

-1 _
Sx 4x (5" 45" P4 1 siry = ak? 44

n-1 -
ST 502 s ok 4+

sx ("2 45"l 4 4=

I en découle que 5 divise k.
Dong, il existe un entier naturel k' tel que : k = 5k

Par suite : 5x (5n_2 + Sn‘1 Te B ST 251('2
s"2 L5045 = sk
Sx(k® 5" "2 _s_p-1.

Il en résulte que 5 divise 1. Ce qui est impossible. _
Donc il n’y a pas de couple (a,n) qui vérifient I’équation si n est supérieur ou égal a 3.

Ona: 50 = a2 +9=1 =a2 + 9 impossible.
51 = a2 +9=35 =a2 + 9 impossible.
52 =a2+9:>25=a2+9

—a=4.

On conclut que (2,4) est le seul couple vérifiant 51 = a2 429,

24

1732014 _ 52014 _ a0 0732013 1732012 09 4 1173 x 202012 4 292013
1732014 _ 1aa s 1732013 11732012 L 00 1 4 173x 292012 1 292013y 992014
Démontrons que : 2920]4 <S.
Ona: 29 <173 et 292013 < 292013
Donc : 292013 <173 x 2920]2

292013 1732 x 292011
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292013 <1732011)(292
292013 £ 1732012, 29
292013 < 1732013
Il en résulte que : 2013 x 292013 <S.
On en déduit que : 292014 <S.

] 2014
On conclut que 144 est le quotient et 29 le reste de la division euclidienne de T par S.

1. Supposons que x soit pair. Donc, il existe un entier naturel p tel que : x = 2p.

Par conséquent : (E) < 72p +2= }’2

2:

e y? (P =2

o y-T)y+7")=2
c>y—7p =le:ty+7p =2 car y+7p >y—7p.

Par suite : 2x 7 =1.
On en déduit que 2 divise 1. Ce qui est faux.
On conclut que x ne peut étre pair.

2 2p+

2.8) 7 +2=y =7 3

1
+2=y

= 7x49P 42 = y?

= 2x49P +9x49P 42 = v
= —2x49° + (3x7P)% +2 = y?
— 2x (1-49P) = y? — 3x 7P)?
= 2x(1-49P) = (% —3x 7P )(y2 +3x 7P)

= y?+3x7P =2 ety” - 3x 7P =1-49P,

Il en découle que : 6x 7P =1+ 49P,
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b) Démontrons par récurrence que : Vp € N*, 1+ 49P > 6x 7P,

1
Ona: 1+491 =50 et 6><71 = 42.Donc, 1+491 S 0% 7

Supposons que pour un entier naturel p, 1+ 49k 6% .

Démontrons que : 1+ 49k+1 > 6% 7k+1,

l+49k+l —6x7k+] =1+49x49k—-7x6><7k
=7+7><49k—7><6><7k+42><49k -8

=70 +495 —6x 7Y+ 42 49% -8,

Ona: 49k >1 et 42> 8 donc, 42x49k >8x1.

Il s’ensuit que : 42 x 49k -8>0.

De plus : 1+49k > 6><7k.

. k k k
On en déduit que : T(1+x49" —6x7 )+42x49" —8>0.
Donc: 1+ 49k+1 -6x 7k+1 >0

1+ 49k > 6x 7k.
On conclut que pour tout entier naturel p non nul, 1+ 49P > 6x 7P,

Il en résulte que : 1+ 49P £ 6x 7.
3. D’apreés ce qui précéde, ona: x= L. Cequirevientay = 3.
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Il - CONGRUENCE MODULO n

-

5

Sx=30[11] et 30=8[11]donc, 5x =8 [11] avec 0 <8 < 11.

Il en résulte que 8 est le reste de la division euclidienne de Sxparll.
X+y=33[11] donc, x+y=0T[I1].

0 est le reste de la division euclidienne de x + y par 11.
X—y=-21[11] donc, x—y=1[11] avec 0 <1<11.

1 est le reste de la division euclidienne de x — y par 11,

4X + 6y =186 [11] donc, 4xX +6y =10 [11] avec 0 <10 <11.

10 est le reste de la division euclidienne de 4x +6y par 11.
' Ona:x2=3[11]ety2=5[11]d0nc, xz—y2:—2[11];

xz —y2 =9 [11] avec 0 <9 <11.
Il en découle que 9 est le reste de la division euclidienne de x2 - y2 par 11.
Ona: x—-y=1[11] et 4x +6y =10 [11].
Donc: (x —y)(4x +6y) =10 [11] avec 0 <10 <11,
10 est le reste de la division euclidienne de (X —y)(4x +6y) par 11.

Ona: x2—y2=9[11] donc, (xz—yz)3 =3 [11] avec 0 <3 <11,

Donc, 3 est le reste de la division euclidienne de (X2 — y2 )3 par 11.
@
2x =2y [7] et x2 = y2 [7] donc : x2 %= y2 +2y[7]

x2 +2x -3 =y2 +2y -3 [7]
X)X -1 = (y3)y - 1) [7].

Par conséquent :

@

2

2 3 4
L 3=3[7;3"=2[7; 3" =6[7;3" =417 35=5[7]; 5 =1[7].
La division euclidienne de 2014 par 6 donne : 2014 =6 x335 44,

Comme 36 =1 [7] alors (36)335 = 1335 [7]

T
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6x335

3 x3* = 1x4 7]

6
3 x335+4 —4[7]

2
3 014=4[7] avec 0 <4 < 7.

On conclut que le reste de la division euclidienne de 32014 par 7 est 4.

Parailleurs : 11=4 [75; 11% = 2 [7]; 115 = 1.
La division euclidienne de 2014 par 3 donne : 2014 = 3 x 671 +1.
Puisque 113 =1 alors (113)671 =1
113><671 ~1[7]
113><671+1 — 4x11[7]
112014 = 44 [7]

Deplus : 44 =2 [7]. Donc: 112014 =2[7] avec 0<2<7.
Le reste de la division euclidienne de 112014 par 7 est 2.

2. 017 5=5[7E P =4I S =675 =2 7S =3 [Tt SO =117,

QEEs S " =)

41 6.6 .5
En tenant compte de la question précédente,ona: 3 =3 ") x37.

Par suite : 8x5]8—341=8x1—1><3[7]

8 41=5

8><51 -3 [7] avec 0 <5< 7.

e sise 18 .41
On en déduit que 5 est le reste de la division euclidienne de 8 x5 ~ =3 '~ par 7.

@)
-1 kH k
1. Ona: mk+1 +1—m(mk +1) =m + -m  -m

:mk+1_mk — (=i}

=(m—-1)mk —(m-1)
= (m—])(mk -1)

k
Orz mk =1 [p] implique m —1=0[p]
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Par suite :

Donc:

2. Ona: 100 =1 5] 1
Et,ona: 2016 =4 x504.

Donc, d’aprés la question
& ’-“\,
{ 3
3)

__;)

sont : 0, 1,2,3 et 4. Parsuite,ona: X = 0[5] ou

e Terminale C

kar1 +1- m(mk_1+1) =0 [p].

—1
mk+l +1= m(mk +1) [p]-

1.):13

015
132017 1 _13x(13°

11 s ensuit le tableau de congruence modulo 5 suivant.

X

0 1 2 k 4

3x

0 3 1 4 2

On déduit du tableau que

- 3x =1[5] ©x =2[5]

3x=1[5]<x=2+5k;keZ

1 _apsy 132 =415k 130 =205 13* o115

16-1
201641 | _ 1351320107 41y [5]

+1) [5].

Soit x un entier relatif, Les restes possibles de la division euclidienne de X
x=1[5]ou..ou x=4 [5].

par 5

Donc, les solutions de I’équation 3x = 1 [5] sont les nombres 2 +5k ot k élément de Z.

b) Pour tout x élément

de Z,

x2 =-3 [7]<:>x2=—3+7k;k el

, e 2
Donc, les solutions de ’équation X~ = —3 [7] sont les nombres 2 +7p et -2+ 7p ol p

est un entier relatif,

<:>x2 =4+7x(-1+kpkeZ

<:>x2—4=7k;keZ.
SE-2(x+2)=TkkeZ

< x—-2=Tp ou x+2=7Tp ;peZ car 7 nombre premier.

<I>X=2+7p ou X:—2+7p ,peZ

c¢) Pour tout x élément de Z,

2
X —5x:2[3]:>x2—2x=_] [3]

2
= x" =2x+1=0]3]
=>(x~1)2=0[3]

= x —1=0]3] car 3 est un nombre premier.

= x=13]
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Réciproquement : x =] EES x2 =1[3] et —5x=-5[3]
2
=X —-5x=1-5[3]
= x% ~5x= -4 [3]

2
: =X -5x=2[3]
Parsuite: X —5x =2[3] <x =1 [3]

On conclut que les solutions de I’équation x2 —5x = 2 sont les entiers relatifs 1+3k ou k
est un entier relatif,

Les restes possibles de la division euclidienne de n par 4 sont :0, 1,2 et 3.
Donc,ona: n= 0 [4], n=1[4], n=2[4]ou n=3[4].
Considérons le tableau de con gruence modulo 4 suivant.

n 0 1 2 3

n2 0l 1]0]1

n? +3 310110
nz(nz +3) |0 000

On déduit du tableau que : Vn e N, n2 (n2 +3)=0[4].

P g\

£ .‘.

L ? H

X ?
- 5

Les restes possibles de la division euclidienne de n par 7 sont :0, 1,2, . .,5 et 6.
Donc,ona: n=0[7], n=1[7],..ou n=6[7]

Tl s’ensuit le tableau de congruence modulo 7 suivant.

n 01234576

3n -2 511|403 ]6]2
— 1|23 |4]35]6]0
Gn-2)n+1) | 5| 25|01 |1]O

On déduit du tableau que :
Pour n = 7k + 3ou n = 7k + 6 ou k élément de N,

Le reste de la division euclidienne de (3n —2)(n +1) par 7 est 0.
Pour n = 7k + 4 ou n = 7k + 5 ol k élément de N,

Le reste de la division euclidienne de (3n — 2)(n +1) par 7 est 1.
Pour n = 7k + 2 ou n = 7k ot k élément de N,

Le reste de la division euclidienne de (3n — 2)(n +1) par 7 est S,

Scanné avec CamScanner



A ———— e ST S

Le reste de la division euclidienne de (3n—2)(n+1) par 7 est 5.
Pour n = 7k + 1 00 k élément de N,

Le reste de la division euclidienne de (Bn—-2)(n+1) par 7 est 2.
R
(\§f;
Posons : A= (n+5)(r+7)(5n+2)n
Les restes de la divion eudienne de n par3sont 0, 1 et 2.
Donc: n=01[3], n=1 [3], n=2[3].

Considérons le tableau de con gruence modulo 3 suivant.

n 0 1 2
n+5 2 0 1
n+7 1 2 0
S5n+2 2 1 0

A 0 0 0

Donc, A est divisible par 3.

D’ autre part, les restes de la divion eudienne de n par 8 sont 0, 1, 2, 3, 4,5,6et7.
Donc: n=0[8], n=1 [8, n=2[8], n=3[8], n= 4 [8], n=518],
n=6 8 etn=7[8]

Tableau de congruence modulo &.

n 0 1 2 3 4 S 6 7
n+5 S 6 [ 0 1 & 3 4
n+7 2 i 4 1 6 2 0 5
Sn+2 | 7 0 1 2 3 0 5 6

A 0 0 0 0 0 0 0 0

Donc, A est divisible par 8.

Or, 3 et 8 sont premiers entre eux et chacun d’entre eux divise A

par conséquent,
24 divise A.

On conclut que pour tout entier naturel n, (n+5)(n+7)(5n+2)n est divisible par 24.
9

1. Ona: 6=2[4]
. n n
Donc tout entier natureln, 6 =2 [4]

6" —2" = 0[4]
On conclut que pour tout entier naturel n, 6" — 2" est divisible par 4.

2. Ona:8l1=3[13] et 16=3[13].

333 4223 [13].
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|
1

Donc, pour tout entier naturel n, 3411 = 3n [13] et 42n = 3n [13].
Par suite : 34n - 42n =g 3,1'1 [13]
Donc: 34n _4211 =0 [13].

Par conséquent, pour tout entier naturel n, 6" — 2" est divisible par 13.
ey
10
0 1 2
Ona: 4 =1[94 =4[9L4°=7[9] et 45 =1[9].

Les exposants 0, 1 et 2 sont les restes possibles de la division euclidienne de n par 3.
Par conséquent, n =3k, n =3k +1 ou n=3k+2; ke Z

Pour n =3k, 4" = 4K _ ()¢,
Comme 4\3 =1[9] alors (43 )k =1[9]
n

Donc : 4" =1[9avec 0<1<09.

On en déduit que 1 est le reste de la division euclidienne de 4" par 9.

Pour n =3k +1, 4" 3k+1 _(4 )

Ona: (43)k =1[9] ::>(4") x4 =4 [9]
34n =41[9] avec 0<4 <9,

Par conséquent, 4 est le reste de la division euclidienne de 4" par 9.
Pour n =3k +2, 4" = 3k+2 = (4 )
Or: (43)k =1[9] et 3= [9] donc, (4 ) K % = [9]
N =719 avec 0<7<9.

Il en découle que 7 est le reste de la division euclidienne de 4™ par 9.

On a: 5=5 (M52 = A[TLS =6 M5 =21755° =3 (715" =1 (7)

6
Donc, pour tout entier naturel n, (57)" =1 [7

255" = 1 [7]
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De plus: 17 =3 [7]. Par conséquent ; 17 x 2553 =3 [7]

17x5°" =6[7] (1)
Par ailleurs : 8 =1 [7).

n
Dong, pour tout entier naturel n, 8" =1 [7] et 4x8 =4[7] (2)
Des relations (1) et (2), ona: 17 x 253n +4x8" =344 [7].
Il en résulte que : 17 % 253r1 +4x8" =0 [7]

On conclut que pour tout entier naturel n,17 x 53n +4x8" estdivisible par 7.

T

12
2 2
1. 8 =64=13x4+12 donc, 8" =12 [13].
b Comme 82 =12 [13] et 8 =8 [13]alors 83 =8x12 [13]
Or, 8x12=96 =13x7+5 donc, 8° = 5 [13].
Ona: (82)2 =122 [13];84 =144 [13] et 144 =13x11+1
Par conséquent : 84 =1[13].
2 3 4 .
On conclut que : 87 =12[13];8 =5 [13]et8 '=1[13].

4n+1 4 1
2. Pour tout entier naturel n, 8 W 8 )n x 8, 84n 2 = (84)n ><82

84n-+-j _ (84)11 ><8j. =

ona: 8" 1013 = 81 113

Donc: (8%)" x8 =8 [13], &M x8? =12 [13]et 81" x 8% = 5 [13].

Il en déoule que : 87" = 1 137, g% _ g 13, 872 _ 1y n3let 83 _sp3p

3. 76 = 4x19.Puisque 8‘4n =1[13] alors 876 =1[13] avec 0 <1< 13.

. - i
Done, 1 est le reste de la division euclidienne de 8 o

par 13,
Ona: 512 =83. Par suite, 5]2206 = (83)206 = 8618.
Or: 618=4x154+2 ¢ 84n+2 =12 [13].
33 206
On en déduit que : 51277 =12 [13] avec 0 <12 < |3

Scanné avec CamScanner



Avomaths e Arithmétique Terminale C

Ilen découle que 12 est Je reste de la division euclidienne de 512206 par 13.

Ona: 20634 =4 x5157 43 e 84n+3 =5[13].

Il s’ensuit que : 20631 5[13]

. 2
Par suite : Tx8 0631+2=7><5+2[13]

20631
7x8 +2 =11[13] avec 0 <11<13.

On conclut que 11 est le reste de Ja division euclidienne de 7 x 820631 +2 par 13.

2014 =17x118+8 avec 0 <8 <17 done, 2014 =8 [17].

Par conséquent : 201419327 19327 [17].

0
Ona: 8 =1[17];8 =8[17];8 2=i3 [17]; 83 =2 [17];84 = 16/[1];

5 6
8 =9[17;8° =4 17,8 =15 17;:8° = 1 17,

Deplus: 19327 = 8 x 2415+ 7.
19327  8x2415+7 8 2415 7

Donc: 8 =38 =(8")
1
I s’ensuit que : 8 = =15[17].
Donc: 201419327 =15[17] avec 0<15<17.
= Gn . 19327
On conclut que 15 est le reste de la division euclidienne de 2014 par 17.
14

Ona: 8013002486 = 5 [11].

Donc : (8013002486 + n)* = 0 [11] = (5 +n)* =0 [11]
= 5+n=0[11]
=>n=6[11]
= n=6 +11k oukun entier naturel.

La centiéme valeurden est n =6 +11x 99 =1095.

) 4
On en déduit que 1095 est le centiéme entier naturel n qui rend (8013002486 + n)

divisible par 11.
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no . i
Ona: (a+b)" = T ¢}, xal xb""?

=0
n-1 . - =i
b =a" #5%+ 5 ¢l xal b 2
J=1
n-2 &  j+1_ n—j-I
@+b)" =a" +b"+ = chxall xb" I
=0

n=2 i n-2-j
@a+b)" =a +b"+abx T Cxalxb" )
j=0

Donc: (a+b)™ = a™ +b" [ab].

a6

1. 109 41=2=0x11+2

101+l=ll

102+l=101=9x11+2

103+1=1001=91><11

2. Soit n un entier naturel non nul, n = 2k ou n = 2k +1 avec k un entier naturel.

Si: n =2k 10" = 10%)¥ = 100€.

Ona: 100 =1[11] donc, 100k =1[11]
10" +1=21[11] avec 0<2<11.

Donc, 2 est le reste de la division euclidienne de 10" +1 par 11.

Si: n=2k+, 10" = (10%)% = 100%.

Ona: 100 =1[11] donc, (10°)€ = 1[11]

102 =1 [11]

IO2k x10=10[11] avec 10=-1[11]

102k+1

Par suite : = =1 J11]

10" +1= 0 [11]
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0 2
Loa) 3 =1013=3 (53" = 4 (5,3 =2 [s3:3% = 1 5)

b) Dans les relations précédentes les exposants 0, 1, 2, 3 et 4 sont les restes de la

division euclidienne d' un entier nature] par 4.

Ona:  47=4x11+43, 29 =4x7+1et3* = 1[5,
Dorc - 347 _ 34><1 143 _ (34)11 x33 2 329 4><7+1 _ (3 )
Par suite : 347 = 111 x2[5]et 329 = 17 x3 [5]

3 = 21570 320 235

3 2 5)et 4x3% <2 5]

Donc : 347 +4x329 =4 [5]

2. a) Ona: 32=4[5]et33 =2 [5].

Par conséquent : 1+3+32 +33 =1+3+4+2[5].

1+3+32 +3° =10 5],

Ilenrésulteque: 1+3+ 32 + 33 = 0 [5].

b) En considérant le reste de la division euclidienne de n par 4, on déduit les
possibilités suivantes : n =4k, n =4k +1, n =4k +2 et n =4k +3.

k-1 -
Pour n=4k: A(n)= % 37(1+3+432+3%) 437",
1=1

4 4k
Deplus: 143432 43> =0[5], 3 =1[5] et 3°<=1[5]

Il s’ensuit que : A(n) =1[5].

Donc, le reste de la division euclidienne de A(n) par 5 est 1.

Pour n = 4k+1:
k-1 4k+1 4k+1
Ay = 3 33432433y + 3% 43 avec3 " =3[5]
i=1

Donc: A(n) =4 [5].

\
|
Le reste de la division euclidienne de A(n) par 5 est 4.
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Pour n = 4k+3:

k-1 Ak+2  4k+3 4k+3
Am) = T 3043432433 38 a3 T aueed™ =2 (3]

1=1
Donc: A(n) =0 [5].
Le reste de la division euclidienne de A(n) par 5 est 0.

18

1. nest impair. Donc, il existe un entier naturel k tel que :

2k+1 k

142" =142 =9 4™,

Ona: 4=1[3];4k =1 [3];2><4k = 2 [3]. Donc, 1-&-2><4k =3[3]

Par conséquent : 1+ 3 e=i) [3]. On conclut que 1+ oM est divisible par 3 lorsque n est impair.
D’autre part : [42 =a) -—“1+22k+1 +32k+1 :l+2><4k +3><9k.
Démontrons par récurrence que 4k —4et 9k — 3 sont divisibles par 6.
Ona: 41 -4 =4-4 =0. Dong, 41 — 4 est divisible par 6.

Supposons que pour un entier j, 43 _ 4 soit divisible par 6 et démontrons que 4-'Jr -4

est divisible par 6.

ona: a3 4 _axad 4 —ax@l a4 4 =4 4 w2

Comme 4j — 4 et 12 sont divisible par 6 alors 4j+1 — 4 est divisible par 6.

11 s’ensuit que, pour tout entier naturel k supérieur non nul, 4k — 4 est divisible par 6.
De méme, 91 -3=9-3=6.Donc, 91 — 3 est divisible par 6.

Supposons que pour un entier j, 9) — 3 soit divisible par 6 et démontrons que 9'H-1 =3

est divisible par 6.
ol _wm_woall s w0 ]
Ona: 9 3=9x9" -3 =9x%x(9" -3 +3) 3 =9 9" 3) 4.
Comme 9’ -3 et 24 sont divisibles par 6 alors 9"+1 — 3 est divisible par 6.
Par conséquent, pour tout entier naturel k supérieur non nul, 9k — 3 est divisible par 6.

Par suite : 4% = 4 [6] et 9% = 3 [6].

Donc : 1+2><4k+3><9k =18 [6];

T
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. n .n
On en déduit que 14+2° +3" est divisible par 6 lorsque n est impair.

2. Enutilisant la formule du binéme de Newton,

K k-1 . .
=10+6)% =3 cl x10' x 657 16~
i=0
k-1 i jst
Or: ZOC ><10 x 6 est une somme de nombres ou 0 est le chiffre des unité.
i=

De plus le chiffre des unités de 6k est 6. Donc, le chiffre des unités de 16k est 6.

3. a) Puisque n =0 [4] alors, il existe un entier naturel p tel que n = 4p.

4p

Donc: 1420 +3% 44" 214 2% 3% L 4% _ 1, 16P 1 81P +162P

Ona: 16° =6 [10], 81° = 1[10]et 162 = 6 [10].
Par conséquent : 1+16° +81° +167° = 146 +1+6 [10]
1+16° +81° +16°P =14 [10]

n n n
Do 1+2° +3 +4 =47T10].

by 142" 43" +4" = 14245 +3x95 +ax16®

—142x(10-6)% +3x(10-1)¥ + 4x16~

Lorsque k est impair :

=1
10-6)* = 5 cl x10'x(-6) " - 6%;
1=0
k-1 .
(10-1) = 2 c1 % 10" x (— 1)
1=0

Ona: 65 = 6 [10]; =65 =4[10] et16 =6 [10]
142" 43" 44" 2 14+2x4+3x9+4x6[10].
142" 43" +4" = 60[10].

Lorsque k est pair : 142" +3" +4" = 40[10).

n T &
On conclut que 1+ ™ 4 3" +4" est divisible par 10 lorsque n est impair.
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3..5 =)

2% 2%+ 2% 11 = ToTT001

IV - NUMERATION

24+2 +2" =2 +24+2 =1110002.

6

3 . A

34+32+3+1=2 +2 +27 +2 +2=10111102.

24+32 =24+23 +1=11001

@

3502
1117 |2
11g
0

Donc : 35=1000112 et 35=1022

@

2
’Tz 2/ 11] 3
0}72 2( 33
0

2

3513

3

—

11101=24+23+22+1=16+8+4+1=29;11101=29.

10100110 = 27 + 25

@
k

1. Posons x=_Z xix10" avec 0 < X; <10si0<i<k-let0<x

1=

_—

+22+2=64+32+4+2=102;11101=102.

k <10.

Ona: 10 =2[4] donc, 1()2 =0 [4]

Par suite, pourtout i élément de {2:3..5k=-1}, 10' =0 (4]
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Donc : X; % 10" = 0 [4]
, k .
Par conséquent : 3 xixlol =0 [4]
i=2
k .
Xg+ X x10+ szixlol = x; +x; x10[4]

x=x0+x1x10[4].

Par conséquent, un nombre est divisible par 4 si le nombre formé par les deux derniers
chiffres est divisible par 4.

k

2. Posons: x = Y x;x10! avec 0< X, <105i0<i<k-let0<x, <I0.
i=0

Ona: 10 = -1[11]

Par suite, pourtout i élément de {0;1;2;..;k -1}, 101 = (—1)l [11]

Donc : x; x10' = x; x (-1)' [11]
k .k .

Par conséquent : T xixl0'= X xjx(=1)' [11]
1=0 =0

k :
x=Z xpx(=1)' [11]

1=0
P
1. Ona: a+b—(b+a) =a+b -b —a
—a—-a+b-b=0

Donc, le nombre abba est divisible par 11.

De méme, a+b+a+b—(b+a+b+a)=2a-2b-2a-2b
=2a-2a+2b-2b =0.

Donc, le nombre abbaabba est divisible par 11.

2. Lasomme des chiffres de rangs pairs est : a +¢ +b.

Et, la somme des chiffres de rangs impairs est b+a +c.
Ona: a+c+b—(b+a+c) =a +c b b a <

On en déduit que le nombre abcabc est divisible par 11.

D’autre part, la somme des chiffre de rangs pairs de aabbccest : a+ b +c.
Et, la somme des chiffres de rangs impairs de aabbee est a+b+c.

Ona: a+b+c—(a +b +c) =a +b +c -a b ¢
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2. Et, la somme des chiffres de rangs impairs de aabbccest a+b+ec.

Ona: a+b+c—(a+b+c) =a +b +c 2 b <
—a—a+c—c+b-b=0.

On conclut que le nombre aabbcc est divisible par 11.

= = =—47T13], 10" =-1[13], 10 =3 [13]
1. Ona: 10 1[13], 10=-3[13], 10 [13], 1 [13], ,

6
105 =4[13]; 10" =1[13].
2. Par conséquent : ab =10a +b.
Il en découle que ab est divisible par 13 si b—3a est divisible par 13.
Ona: abc =102a +10b +c. Deplus, 1020+ 10b+a = —4a—3b+c[13].

Il en résulte que abec est divisible par 13 si 13 si —4a —3b + ¢ est divisible par 13.
Ona: abed =10°a+10%b+10c+d.

Deplus : 103a+102b+100+d =-a—-4b-3c+d[13].
Donc, abced est divisible par 13 si a —3b—4c —d est divisible par 13.

Oma dhoie=iD ar4i0 b =0 20d =

Or: 104a+103b+102c+10d+e=3a—b——4c—3d+e[13]‘
Donc, abede est divisible par 13 si 3a—b—4c—3d +e est divisible par 13.

On a: abedef =105a +104b H0 30 H0 2d 40e £

Or: 105a+104b+103c+102d+106+f=4a+3b—c—4d+—36+f[13].

Donc, abedef est divisible par 13 si 4a+3b—c—4d + —3e +f est divisible par 13.
3. 4da+3a-a—-4a-3a+a=8a-8a=0

On en déduit que le nombre aaaaaa est divisible par 13.

D’autrepart : 4a+3b-a-4a—-3b+a=a—-a-3b+3b=0

On en déduit que le nombre abaaba est divisible par 13.

Enfin: 4a+3b-c-4a-3b+c=4a—-4a+3b-3b-c+c=0

Donc, le nombre abcabc est divisible par 13.

2

0 1
1. 2) Ona: 10" =1[13];10' = -3(13]; 102 = —413]; 10° = _| (3310 = 3[13);
5
10° = 4013); 10% = 1713,
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_ 2
b) x—a0+alx10+a2x10 +a3><103+.e14><104+a5x105

11

6 7 8
+a6><10 +a7><10 +a8><10 +a9x109+a10x1010+a x10

11

6k-2 6k-1 6k
totag 5 x10 tag %10 tag x10

6k-5 6k—4 6k-3
tag s %10 +a6k—4 x10 tag 3 x10 ;

B 2
x-a0+a1 x10+a2x10 +a3><103+a4><104+a5 ><105

6 2
+10 (36+a6x1+1 x10+a6><1+2 x 10

3 4 5
+a6x1+3 x10 +36><1+4 x10 +a6 4+5 x107)

6(k—1) 2

+....10 (360(_1)41160( 1) 4 x10 +a6(k P2 X0~

3 4 5
+
a6(k—1)+3><10 +a6(k_1)+4x10 +a6(k—1)+5 x107).

k-1 .
6
X = _Z 10 1(a6i+a6i+1xlO+a6i+2x102+a6i+3><1O3+a6i+4x104+a6i+5x105)
1=

Il en découle que :

4 )

2, 3
x10 " +a,. x10 7 +a x10 m6i+5 ¥0 *

x10 +ag; 5 6i+3

Aj=ag +tag,, 6ita

2.a) A.=a_. -3a +3a

i = 361 ~ 386141 ~ 48612 ~36i43 T 386144 426145 [13]

Donc: Al = 4(a61+5 —a6i+2)+3(a6i+4 _a6i+1)+a6i+0 “a6i+3 [13].

b) Ona: 106 =1[13].
:
Par suite, pour tout i allant de 0 ak — 1, 107 = 1[13].
Or: A; =4(agi s —agisn) +3@girq ~26i+1) * 3610 ~26i+3 13

k-1
Par conséquent : x = X (4(agj+5-26i+2)+3(a6i+4-a6i+1)+asi+0—a6i+3) [13].
i=0

3. Ona: X =578056.781432.
Deplus: 4x(5-0) +3 x(7 =5) +6 8 =20 46 2 =24
4%(T—4)+3%(8-3)+2—-1=12+15+1=28

Et » 24 + 28 = 52 = 13 x 4. On en déduit que 578056781432 est un multiple de 13.

|
}
|
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Ona:Y =293546.287401.

Or: 4x2-5)+3x(9-4)+6-3=-12+15+3=6
4x(2-4)+3x8-0)+1-7=-8+24-6=10

Et: 6+10 =16. Donc: 293546287401 n’ est pas un multiple de 13.

®

4 5
Ona: 100 =1 [7], 10' =3 [7], 10%=2 [7, 10° = -1 [7], 10" =-3[7], 10" = =2 [7].

Comme ab =10a + b. alors ab est divisible par 7 si 3a + b est divisible par 7.

Ona: abc =102a +10b +c. Deplus, 102a+10b+c: 2a+3b+c[7].

Il en résulte que abc est divisible par 7 si 2a +3b+c est divisible par 7

Ona: abcd=103a+102b+10c+d.

Deplus : 103a+102b+100+d =-a+2b+3c+d[7]

I1 s’ensuit que, abcd est divisible par7si —a+2b+3c+d est divisible par 7.

On a: abcde = 104a+103b+102c+10d +e.

Or: 104a+103b+102c+10d+e=—3a—b+2c+3d+e[7].
Donc, abede est divisible par 7 si —3a —b + 2c+3d + e est divisible par 7.
3

|

Ona: abedef =10°2+10%b +10°¢ +102d +10e +£

Or, 10°a +107b+10°c+10%d +10e + £ = —2a —3b—c + 2d + 3¢ — £[7].

g Donc, abcdef est divisible par 7 si —2a—3b—c+2d +3e—1 est divisible par 7.
2. -2a-3a-a+2a+3a+a=-6a+6a=0
Il en découle que le nombre aaaaaa est divisible par 7.
D’autre part, -2a —3b-a+2a+3b+a=a-a+3b-3b=0
On en déduit que le nombre abaaba est divisible par 7.
Enfin: —2a-3b-c+2a+3b+c=-2a+2a-3b+3b-c+c=0

Donc, le nombre abcabc est divisible par 7.
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9

1. Posons : X = aaaa....aaaa.

Ona:a-a+a-a+.a -a +a —a =0.
Donc, X est divisible par 11.

2. X = aabb....ppqq.

Ona:a-a+b-b +..p p q q =0.
On en déduit que X est divisible par 11.

. . . n i
3. Xestdivisiblepar 11 = _ZO( —1)1xi =11k ouk élément de Z.
1=

n —.
= 2 (=1)"'x; =11k ok élément de Z,
1=
n _ —-
= _ZO(—l) il 'x; =11k ol k élément de Z.
1=
L -n n—i i
= _20(—1) x(=1) x; =11k ol k élément de Z.
1=
n 1 n-i e
=(-1 X'ZO(—I) x; =11k ol k élément de Z.
1=

L n—i n ool 08
= 'EO(_l) X; =(—1)" x11k ouk élément de Z.
1=
On conclut que Y est divisible par 11.
P

10

o

abcestde 13si: —4a—3b+c =13k Deplus, a+b+c=14.

Il s’ensuit que : 5a +4b =14 —13k.

On en déduit que : 5a +4b =1[13].

Cette derniére relation est vérifiée par les couples (a,b) suivants : (2,1), (3,3), (4,5), (5,7),
(6,9) et (9,2).

En considérant que : a + b +c =14, les nombres abc recherchées sont 1338, 455,572 et 923.

ﬁ«"’;

Ll

On partage le nombre en listes de trois chiffres de la droite vers la gauche.
A =105.324.038.139.567

Ona: 105+ 038+ 567 =710, 324+139 =463 et710-463 =247 =13 x19
Donc, A est divisible par 13.
B =28.093.657.683

Ona: 28 +657 =685, 93 +683 =776 et 776 —685 =91 =13 x7
On conclut que B est divisible par 13.
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P

12/

M =451.731.875

Ona: 451 +875 =1326 et 1326—731=595=7x85
On en déduit que M est divisible par 7.
N =14.181.838.272

Ona: 14 +838 =852, 181+272 =453 et 852 —453 =399 =7 x57.
Donc, N est divisible par 7.

13

1. Chacun des chiffres b et ¢ étant compris entre 1 et 9.
Donc: 85 <4bxc+81<401

II's’ensuit que 4bx c+81 est 1’un des nombres 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18 ou 20.
Ilenrésulte: 4bxc+81=121 ou 4bxc+81 =225

Donc : bxc=10 ou bxc=36

Par suite, les couples (b,c) possibles sont (2,5), (5,2), (4,9), (6,6) et (9,4).

2. Larelation (r) donne : (a+b+ c)2 —4bc = 81
4bc+81=9k> et 4be = 0 [9].

4bc+81=9k” et be=0[9].

On déduit de la question 1.) que les couples (b,c) qui conviennent sont : (4,9) et (9,4).
Lorsque I’un des chiffres b et ¢ est ¢gal a9, la valeur de a qui est retenue est a = 2.
On conclut que les nombres qui vérifient les conditions de I’énoncé sont : 294 et 249.

14b2b est divisible par 4 si 2b est divisible par 4. Donc, les valeurs de b sont - 0,4et8.
14b2b est divisible par 11 si 1+b+b — (4 +2)=2b -5 est divisible par 11.
En considérant les valeurs précédentes deb : 2x 0 — 5 — =5, 2 x 4-5=3, 2x8-5=11.

On retient que la valeur de b pour que soit divisible par 4 et 11 est 8.
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95a2ba est divisible par 11 si 9+a+b — (5+2+a) = b +2 est divisible par 11. Dong, la
valeur de b qui convienne est 9.

Par conséquent, 95a2ba est divisible par 4 si 9a est divisible par 4.
Les valeurs de a qui conviennent sont : 2 et 6,

On conclut que pour que 95a2ba soit divisible par 4 et 11, il faut que b soit égal 4 9 et que

aoitéoala? ona6

A divisible par 11 si x—2+6—y+5—z=0. [11]
A divisible par 11 si x-y—-z=2[111(1)

De plus, A divisible par 7 si : —2X—-3%x2-6+2y+3x5+z=0][7]
C’est adire : 2Ay-x)=4-2z[7]

Dans I’équation (2) :

(x=1 et y=3) ou (x=2 et y=4)

| (x=3 et y=5) ou (x=4 et y=6)
(x=5 et y=7) ou (x=6 et y=8)
(x=7 et y=9).

z=0= 2(y—-x)=4[7] done, z=0=

(x=1 et y=6) ou (x=2 et y=7)
(x=3 et y=8) ou (x=4 et y=9)

z=1= 2(y-x)=3[7] donc, z=1= {
(x=1 et y=2) ou (x=2 et y=3)
(x=3 et y=4) ou (x=4 et y=5)
(x=5 et y=6) ou (x=6 et y=7)

(x=7 et y=8) ou (x=8 et y=9).

z=2= 2(y-x)=2[7] donc, z=0=

(x=4 et y=1) ou (x=5 et y=2)
z=3= 2y-x)=1[7] donc, z=3= (x=6 et y=3) ou (x=7 et y=4)
(x=8 et y=5) ou (x=9 et y=0)
(x=8 et y=1) ou (x=9 et y=2)

z=4= 2y-x)=0[7] donc, z=4= (x=1 et y=8) ou (x=2 et y=9)

(x=1 et y=4) ou (x=2 et y=5)

z=5= 2(y-x)=-1[7] donc, z=5= (x=3 et y=6) ou (x=4 et y=7)
(x=5 et y=8) ou (x=6 et y=9)
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(x=2 et y=1) ou (x=3 et y=2)

(x=4 et y=3) ou (x=5 et y=4)
(x=6 et y=5) ou (x=7 et y=6)
(x=7 et y=8) ou (x=8 et y=9).

2=6= 2y-x)=-2[7] donc, z=6=

(x=1 et y=3) ou (x=2 et y=4)
(x=3 et y=5) ou (x=4 et y=6)
(x=5 et y=7) ou (x=6 et y=8)
(x=7 et y=9)

z=7= Ay-x)=-3[7] donc, z=7=

8= 2 417 d . (x=1 et y=6) ou (x=2 et y=7)
(x=1 et y=2) ou (x=2 et y=3)
(x=3 et y=4) ou (x4 et y=5)
2=9= 2(y-x)=-5[7] donc, =8 =
&= 7] “ (x=5 et y=6) ou (x=6 et y=7)
(x=7 et y=8) ou (x=8 et y=9).
’ Vérifions les résultats obtenus dans la relation (1.

Les triplets (2,1,6), (3,2,6), (4,3,6), (5,4,6), (6,5,6), (7,6,6), (7,8,6) et (8,9,6) sont les seuls
a vérifier la relation (1). Donc, ceux —ci sont les seuls a satisfaire aux conditions de
I’énoncé.
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AERA, A

V - PGCD-PPCM

ri“}

1. a) PPCM(x;y) = PPCM(17 x 9;13x9) = 9PPCM(17;13)
Les nombres 17 et 13 sont premiers entre eux.

Par conséquent : PGCD(x;y) =9 et PPCM(x;y) = 9x17 x13 = 1989.

b) PPCM(x;y) = PPCM( - 7 x 31;7x18) = PPCM(7 x31;7 x 18)
PGCD(x;y) = 7 et PPCM(x;y) = 7x31x18 = 3906.

2. 8) x=6x12x11=36x22 et y =36x19.
PPCM(x;y) = PPCM(36 x 22:36 x 19) = 36PPCM(22;19)
PGCD(x;y) = 36 et PPCM(x;y) = 36 %22 x19 = 15048,

b) x=4x5x3x23 et y=4x5x5x%x37
PGCD(x;y) = 20et PPCM(x;y) = 20PPCM(69;185) = 20x 12765
PPCM(x;y) = 255300.

2)
PGCD(x;y) = PGCD(n(n+3);2(n+3)) = (n+3)PGCD(n;2)
Or n est pair et supérieur aégal a 2. Donc: PGCD(n;2) = 2.

On conclut que : PGCD(xy) =2(nt3).
&)
1. a) Les restes possibles de la division euclidienne de n par 3 sont 0, 1 et 2.

Donc,ona: n=0([3], n=1[3]ou n=2[3].1ls’ensuit le tableau de congruence
modulo 3 suivant.

o

= 0 1 2
n+1 ] 2 0
n(n +1) 0 | 2 0

Donc, lorsque n = 3k oun = 3k+2 aveck élément de N, le nombre n(n +1) est divisible

par 3.Donc : PGCD(n(n +1);3) = 3. N
Lorsque n = 3k+1 avec k élément de N, lereste de la division euclidienne n(n +1) par

3 est 2. Donc : PGCD(n(n +1);3) = PGCD(3;2) = 1.
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b) Les restes possibles de la division euclidienne de n par 4 sont 0, 1, 2 et 21

Donc,ona: n=0[4], n=1[4], n=2 [4];0u n=3[4]. Considérons le tableau de

congruence 4 suivant.

Dans le cas ou n = 4k+2 avec k element de NN, 1€ reste de la division euclidienne de

n 0 1 2 3
2 0 1 0 1

n
In 0 3 2 3
2 .o lolof2]0

h* E=31 par 4 est 2Donc, PGCD(n2 -3n;3) = PGCD(4;2) = 2.

) 2
Dans le cas contraire, le nombre n

Donc : PGCD(n(n2 -3n4) = 4.

2. n(n +1)(n +2) est divisible par 2 et par 3 Donc, n(n.+ 1)(n +2) est divisible par 6.
a) PGCD(n(n +1)(n +2);6) =6 et b) PPCM(n(n +1)(n + 2);6) = n(n +1)(n +2)
3.a) PGCD(n(n + 1)(n +2);2n) = nPGCD((n + 1)(n + 2);2)

4

1.

- 3n est divisible par 4.

PGCD(n(n +1)(n + 2);2n) = 2n.
b) PPCM(n(n +1)(n +2);2n) = n(n +1)(n + 2).

200=1x200=1x200=2x100=4x50 =8x25=10x20

Donc, les divieurs de 200 sont : 1,2,4,5, 8, 10, 20, 25; 50, 100 et 200.

2. ab=pd= 862 = 200. Par conséquent, & = 5.

Posons : a =5a'etb =5b"'.
Donc: ab=25a'b'=200 et PGCD(a;b) = PGCD(5a;5b') = 5PGCD(a';b") = 5.

Les couples qui (a',b’) conviennent sont : (1,8) et (8,1).
On en déduit les couples (a,b) : (5,40) et (40,5).

1. a) PGCIXa + b;b) = PGCD(a + b - b;b) = PGCD(a;b).
b) PGCIX3a +bjda +2b) = PGCD(3a + byda + 2b - 3a — b)
= PGCID(3a + bja + b)

a'b'=8 et PGCD(ab") =1.
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=PGCDBa+b-a-ba +b)
= PGCD(2a;a +b) = PGCD(2a;2a + 2b — 2a)
= PGCD(2a;2b) = 2PGCD(a;b).
2. a) &=PGCD(5a-16b);10a — 31b)

= PGCD(10a -31b -5 x (a —3b);10a - 31b)

= PGCD(a - 3b;10a - 31b)

= PGCD(a - 3b;10x (a -3b)-b)

= PGCD(a - 3b;b)

= PGCD(a - 3b + 3b;b)

= PGCD(a;b).

b) &=PGCD((a - b)*(a - b)(a+b))
- =(a- b)PGCD(a - ba + b)
= (a —b)PGCD(2a;a + b)
= (a — b)PGCD(2a;2b)
= 2(a —b)PGCD(a;b).

S

o

1. p le PPCM(a ;b) de a et b. Donc, il existe deux entiers naturels m et n tels que :

p=bmetp =an Or, a <b.Donc, am <bm et an < bn. Par suite, am < p < bn.

2. a) On en déduit que le couple (m,n) appartient a A. On conclut que A est non vide.
b) Ona: ap<p <bg, p=bmetp=an Donc, ap <anetbm < bq,

Par conséquent : p<n et m<q.
@
I. Tout diviseur de x et y divise 7x + 4y, c’est a dire 12. On en déduit que PGCD(x;y)

estun diviseur positif de 12. Par conséquent, PGCD(x;y) prend 'une des valeurs 1, 2,
3,4t 12.

2.a) Ona: 7x0+4x3=12. Dong,le couple (0 ;3) est solution de (E).

b) Soit un couple (xy) solution de (E).
(E) = 7x+4y =12
o Tx+4(y-3)=0

<> le couple (x,y —3) est solution de (E').
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< x=4kety—-3=7k

Il s’ensuit que les solutions de (E) sont les couples (4k,3 - 7k) ou k élément de Z.
3.2) Ona: x =4k donc, PGCD(x;y) = 4.si  y=0[4]

3-7k=01[4]
3-3k=0[4]
3(1-k)=0[4].
Puisque 3 est un nombre premier alors (1-K)=0[4]=>1-k=0[4]

Donc: k=1[4].
b) Le reste de la division euclidienne de k par3est 0, 1 ou2
Par suitek = 0 (3], k = 1 [3]ou k =2 [3].

Il s’ensuit le tableau de congruence modulo 3 suivant,

k 0 1 2

4k 0 1 i

’ 3-7k 0 2 ]
Par conséquent, k doit etre un multiple de 3.

c)Ona: x =4k donc: PGCIXx:y) = 2. si v=0][2]
3-7k=0]2]
1=k =0]2]

1. Ona: 28=1x28 =2 x14 =4 x7. 1l en découle que les diviseurs de 28 sont : 1, 2, 4,
7, 14 et 28.
2. Ilexiste un entier naturel k tel que : b = §x k.
Donc: 2b-8 =28 < 8x2k -6 = 28
2b-06=28 < 62k -1) = 28.
Par conséquent, on a :

{5=1 {5:2 {5:4 {?.k—l:l {2k-1=2 {21(-1:4
2%k-1=28 " 12k-1=14 " 12k1=7 ® Vo=28 Y Vomia 5o

On déduit des systémes ci —dessus que les valeurs possibles de 8 sont 4 e 28.
Pour & =4,0na:b=16.1]en résulte que : a = 4k ou k est un entier naturel impair.
Pour 6 =28,0na:b =28.

Donc : a =k x28P ou k et p sont des entiers naturels non nuls.

__ 81
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9

1. Développer (n+t4)(2n +9) + 3 puis conclure,

2
2. a)2n" +0t39 —(n+4)(2n 49) =3, Donce, a-b(2n +9) =3.

3 est une combinaison linéaire de a et b. Or tout diviseur commun a a et b divise toute

combinaison linéaire de a et b. Par conséquent PGCD(a;b) divise 3.
Donc : PGCD(a;b) =1 ou PGCD(a;b) = 3,
b) PGCD(a;b) = PGCD(b,a — b(2n +9)) = PGCD(n+4;3)
3. Lereste de la division euclidienne de n par3est 0,1 ou?2.
Donc: n=0[3],==1[3]ou n=2 [3].

Il s’ensuit le tableau de congruence modulo 3 suivant.

n 0 1 2
n+4 1 2 0

Donc, lorsque n =3k ou n = 3k+1 avec k entier naturel, alors 3 ne divise pas n + 4.
Par conséquent : PGCD(a;b) = 1.

Et, lorsque n = 3k +2 avec k entier naturel alors 3 divise n +4.
Il en résulte que : PGCD(a;b) =3.

10

1. 7a=35n+7 et 5b=35n+10.
Donc: 7a-5b=35n+7-35n-10=-3
Sb-7a=1.
2. & divise toute combinaison linéaire de a et b donc divise -3. Puisque & est strictement

posttif alors les valeurs possibles de & sont 1 et 3.
3 a) Déterminons les entiers naturels tels que 5n+1 soit divisible par 3.
Les restes possibles de la division euclidienne de n par 3sont:0,1et3.

Donc:n =0[3], n=1[3] ou n =2 [3]. Ils’ensuit le tableau de congruence modulo 3

suivant :

n 0 1 2
CSn+l |1 0 2

Ilen découle que Sn+1 est divisible par 3 sin = 3k+1 ol k est un entier naturel.
Pourn=3k+1: a=53k+1)+1=15k+6=3(5k+2)
b=703k+1)+2 =21k +9 =3(7k +3).
De plus : 5(7k +3) =7(5k +2) =l.
Donc, 5k+2 et 7k+3 sont premiers entre eux. On conclut que 8 est égal a3 si n =3k+1

ou k est un entier naturel.

P 55
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b) D’aprés la question précédente, & est égala 1 sin=3k oun=3k+2 ol k est un entier

naturel.

a
l. Ona: 5A-3B=38.
De plus, le PGCD de A e B divise toute combinaison linéaire de A et B donc, il divise 8.

2 a) Déterminons les entiers naturels tels que A soit divisible par 8.
Les restes possibles de la division euclidienne de n par &sont:0,1,2,3,..6et 7.

Donc:n=0[8], n=1[8] ..ou n =7 [8].D’0l le tableau de congruence modulo 8,

n 0 1 2 3 4 ] 6 7
3n+1 1 4 7 2 5 0 3 6

Par conséquent, 3n+1 est divisible par 8 sin = 8k+5 o k est un entier naturel.
Pourn =8k+5: A =3(8k +5) +1 =24k +16 = 8(3k +2)
B =5(8k +5) —1 = 40k + 24 = 8(5k + 3).
Or: 5@k +2)-3(5k+3) =1.
b Ce qui permet de dire d’aprés le théoréeme de Bézout que 3k+2 et 5k+3 sont premiers

entre eux. On conclut que le PGCD de A et B est égal & 8 si n =8k+5 ot k est un entier
naturel.

b) Il résulte de la question 2a) que : A= 8(3k+2) et B = 8(5k+3).

Par conséquent : PPCM (A;B) = 8PPCM(3k+2;5k+3)
PPCM (A;B) = 8(3k+2)(5k+3).

3. En suivant une démarche analogue 2 celle de la question 2a), 5n — 1 est divisible par 2
sin=2k+1 ou k est un entier naturel.
Dans ce cas : A = 2(3k+2) et B = 2(5k+2)
Par suite, 3k+2 et Sk+2 sont premiers entre eux si k = 2p+1 ou p est un entier naturel.
Onadonc: A =6(2p+1)+4=12p + 10 = 2(6p+5)
B =102p+1)y+4 = 20p+14 = 2(10p+7).
De plus : PGCD(10p+7 ; 6p+5) = PGCD(6p+5; 4p+2)
Ou: 6p+5 = 2(3p+2)+1 et 4p+2=2(2p+1).
Donc : 6p+5 est impair et 4p+2 est pair. On en déduit que PGCD(6p+5; 4p+2)=1.
On conclut que : PGCD(A ;B) =2. Ce qui correspond a n = 2k+1 avec k = 2p+1.
On obtient donc : n=4p +3 ; p &ant un entier naturel,

2

Diviseur 233117 | 12
Dividende 17 121 5 2 1

Reste 12 5 2 1 0

W
o

PGCD(a ;b) = 18.
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1

2

e a 276 52 16
Dividende 276 | 52 16 4
Reste 52 16 4 0
Donc: a =276k + 52 ouk est un entier relatif,
Dividende | 238 [ 42 T 28
Diviseur 42 |1 28 | 14
Reste 28 114 0
Le PGCD de 238 et 42 est 14,
Diviseur 171735 | 160500 | 11235 | 3210
Dividende 160500 11235 3210 | 1605
Reste 11235 3210 1605 0
PGCD(171735;160500) = 1605.
Diviseur 94637 83123 | 11514 | 2525
Dividende 83123 11514 | 2525 1414
Reste 11514 2325 1414 | 1111
1414 | 1111 | 303 | 202
1111 | 303 202 | 101
303 202 101 0
PGCD(83123;11514) =101.
Diviseur 3024 2185 857 471
Dividende 2185 857 471 386
Reste 857 471 386 85
386 85 46 39 7 4 3
85 | 46 | 39 | 7 4 3 1
6 139 | 7 | 4 | 311160

Avomaths = Arithmétique Terminale C

Diviseur

PGCD(3024;2185) = 1.

i
i
I
ii
i
i
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VI - NOMBRES PREMIERS ENTRE EUX

Tout diviseur commun a a et b divise tout combinaison linéaire de a et b.
Donc : PGCD(a;b) = PGCD(a + b;a) = PGCD(a + b;b) = 1.

Il en découle que les nombres a+b et b sont premiers entre eux.

De méme : PGCD(a;b) = PGCD(a + bja) = PGCD(a + b;b) = 1.

Par conséquent, les nombres a+b et a sont premiers entre eux.

On conclut que a+b et ab sont premiers entre eux.

@

Ona:(xt3)-x=3.
Donc, les diviseurs communs a x et x + 3 divisent 3. Or 3 ne divise pas x. On conclut que
1 est le seul diviseur commun a x et x+3. Par conséquent x et x+3 sont premiers entre eux

lorsque xn’est pas divisible par 3.

©)

Posons : x =2u+1.

Donc: x—4=2u+1-4; x-4=2u-3
Xx+4=2u+1+4;x+4=2u+5.

On alarelation 2u+5—(2u—3)=28.avec 2u+35 et 2u-3 quine sont pas des

multiples de 2. Puisque tout diviseur de 2u +35 et 2u -3 divise 8,et que le seul diviseur
impair positf de 8 est 1 alors PGCD(2u +5;2u—3) =1. Il en découle que 2u+5 et

2u - 3 sont premiers entre eux. On conclut que x—4 et x+ 4 sont premiers entre eux.
‘/\W
@
2 2 2
Ix(n+1)=Ixn=1;Ix(n” +1)—=nxn=n" —n"+1 =1;

4(3n° +4)=3(4n” +5) = 12n° 1202 +16-15 = 1.

D’aprés le théoréme de Bézout, il s’ensuit que : n+1 et n sont premiers entre eux ;

2 : 2 2
n- +1 etn sontpremiers entre eux ; 4n~+5 et 3n~ +4 sont premiers entre eux.

&)

a et b sont premiers entre eux. Donc, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe deux entiers

relatifs u et v tels que :
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au+bv =1

Par suite : (au +bv)2 1

2
a u2+2abuv+b2v2 =1

7 2
(@ +b” -b )uz-i-2abuv+b2v2 =1

(a2 +b2 )u2 +2abuv+b2 (v2 - u2 )=1

(a2 +b2 )u2 +b(2auv+b(v2 - u2 ) =1
Donc, d’aprés le théoréme de Bézout, a2 +b2 et b sont premiers entre eux.
De la méme maniére, on montre que a2 +b2 et a sont premiers entre eux.

{ e 2 :
On conclut par la conséqquence du théoréme de Gauss que ab et a2 +b~ sont premiers
entre eux.

©

S

PGCD(2n+3 ;n+7)=PGCD(n -4 ;n+7)=PGCD(n-4;11).
11 est un nombre premier donc les seuls diviseurs communs positifs possibles de n — 4 et

11 sont 1 et 11.0r 11 ne divise pas n — 4. On en déduit que 1 est le seul diviseur commun
positif den—4 et 11. Par suite : PGCD(n—4;11) = 1.

Donc : PGCD(2n+3 ; n+7) = 1.Par conséquent, 2n+3 et -7 sont premiers entre eux.

Prasss= N
7/
\\‘/’1

1. On déduit du tableau que : PGCD (403 ; 187 ) =PGCD(3 ;1) = 1.
2 1= 13-4x3=13-4x(29-2x13) = 4%x29+9x13

 _4%29+9x13 = —4x29+9x (187 —29x6) =9 x187 —58x29
— 9% 187 — 58 % (403 —187 x 2) = 58 x403 +125 x187

Donc: —58x403+125%x187 =1.
On obtient : a= —58 et b=125.

@)

1. A I’aide de ’algorithme d’Euclide, on obtient le tableau ci — dessous.

Diviseur 86 35 16 3
Dividende 35 16 3 |
Reste 16 3 ] 0
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Donc: 1=16-3x5=16-(35-2x16)x5=16x11 -35x%5
=(86—-2><35)><]1—35><5=]1><86—27><35
On en déduit que le couple (11, —27)est solution de I'équation (E).

2. De la question précédente, on a : 11x86 —27 x35 =1
101x11x86—-101x27x35=101

1111 x86 2727 35 =101,
Le couple (1111, —2727)est solution de I'équation  86u — 35v= 101

)

a) Les étapes de larecherche du PGCD par I’algorithme d’Euclide.

Diviseur 63 25 13 12

Dividende 25 13 12 1
Reste 13 12 1

Ona:1=13-12 =13 —(25 -13) =2 A3 25
1=2(63-25x%2)—25 =2x63-5x25.

Le couple (63,-25) est une solution particuliére de (E).
b) Les étapes de la recherche du PGCD par I’algorithme d’Euclide.

Diviseur 209 [ 4512916 | 13
Dividende | 45 29 | 16,113 | 3

Reste 29 16 | 13§ 3 1
Donc: 1=13-3x4=13-4x(16-13)=5%x13-4x

1=5%x(29-16)-4%x16=5%29-9x16
1=5%29-9%(45-29) =14x29-9x45

1=14x(209 - 4x45)-9x45=14x209 —65x45

1 =14x209—-65x45
17x1=17x14x209 -17 x 65x 45

17 =238x 209 -1105x%x 45

Le couple (238,1105) est une solution particuliére de (E).

el E=]1 23 BV

6

c) Les étapes de la recherche du PGCD par Ialgorithme d’Euclide.

Diviseur 2564 | 1248 | 68 | 24 | 20
Dividende | 1248 68 24 1 20| 4

Reste 68 24 1201 41 0
Donc: 4=24-20=24-(68-2x24) =3x24—68
4=3x(1248-18x68) — 68 = 3% 1248 — 55 x 68

4 =3x1248 - 55x (2564 — 2 x1248) = 113 x 1248 — 55 x 2564

o
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4 =113x1248 — 55 % 2564
4 =—113x 1248 + 55 x 2564

Le couple (55;—113) est une solution particuliére de (E).
10
1. 29x(=4)+13x9=-116+117 =1
Donc, le couple (—4,9) est solution de I’équation (E)
2. a)Pour (a,b) e Zx Z, (E)<:>29a+13b=29><(—4)+13><9 |
(E) ©29%a+4)+13(b-9) =0 i
(E) © 29(a+4) = -13(b-9) |
|
|

Les entiers relatifs 29 et —13 sont premiers entre eux et 29 divise —13(b—9).
D’apres le théoréme de Gauss, 29 divise b — 9.
Donc, il existe un entier relatif k tel que : b—9 =29k

b=9+29.
Par suite : 29(a+4) =-13x29k
a+4=-13k
a=-4-13k

On en déduit que tout couple (a,b) solution de (E) est de la forme (-4 -13k,9 + 29k)
Réciproquement, soit un couple (-4 —13k,9 +29k) ot k est un entier relatif.

Ona: 29x(—4-13k+4) =29x(-13k) = —337k

Et : ~13(9+29 —9) = -13x2% = -377k.

Donc : 29 x(-4 —13k +4) =309 29k 9)

Par suite, tous les couples (-4-13k9+ 29K) ou1 k est un entier relatif est solution de (E).
nt les couples (—4 —13k,9 +29K) ot k €lément de Z.

~ [n=4713]
b) Ces entiers naturels n sont solutions du systeme {n=ll [29].

=4 [13] 29n=116 [377]
Ona: =
n=11[29]  |13n=143 [377]

= 13n=143 [377]

Donc, les solutions de (E) so

(~4)x29n=-464 3771 o0 29 x(~4) +13 39 =1.
9x13n=1287 [377]

— n =823 [377] |
— n=823+377k: ke Z i7
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Réciproquement :

Ona: n=27+377k:>n=4+819+29><31k
=n =4+13x63+29x13k
:>n=4+13><(63+29k)
= n=4[13]

Et: n=11+812+377k:>n=11+29><28+29><13k

— o =11+29x(28+13Kk)
—n=11+29x(1+13k)

= n=11[13]
=4 [13
Par conséquent : a=aLlel o n=823+377k;k e Z
n=11[29]
On conclut que : n =823 +377k;k € Z
T
a1

Déterminons I’ensemble des entiers b et c tels que : 3b+5¢c =41 (2)
On pourrait utiliser 'algorithme d’ Euclide pour déterminer une solution particuliere de
I’équation (2).
Le couple (2, — 1) vérifie 3b+5c =1.
Donc, le couple (82, — 41) vérifie I’ équation (2).
Par conséquent, (2) <> 3b+5c=3x82+5x(—-41) =41
Q) <=3b-82)+5(c+41)=0

Par suite, ona: b =82 —5k et ¢ = —41+ 3k ol k est un entier relatif.
On en déduit que : a =42 —3k.
On conclut que les couples vérifiant (1) sont les triplets (42 — 3k, 82 — 5k, —41+3k) ou k

est un entier relatif,

1. Ona: Ck = I - p(p-1)....(p—k+1)
P (p-k)k! k!

k
Donc : k!Cp =p(p-D..(p-k+1).

est un nombre premier ! it d’enti i
P p et klest unproduit d’entiers naturels non nuls strictement

inférieurs a p. Donc, p est premier avec chacun d’entre eux. On en déduit que p et k! sont
premiers entre eux, De plus p divise k !C]E . D’aprés |

k
p

a théoréme de Gauss, on conclut

que p divise C

T,
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R (a+b)p =aP +bp+ Z Cl lbp—
i=]

En considérant la question 1, puisque i prend des valeurs comprises entre 1 et p

— 1, alors

Cp est un multiple de p. Don, il existe un entier naturel q; tels que:: C =pq;.

Il s’ensuit que : (a+b)p =3 +bp+ Z Pgia bp i

1=l
(a+b)p R, - i, p-i
=a +b +p z qja b .
i=1
Ilen découle que : (a+b)P =aP 4P [pl.

3

Pour x élément de Z, x2 =4[5] © x=2[5]oux=3][5]

o x =315 X =2 [5]
Donc.(S).{x=3[7] (Sl)ou{x:3[7] (82)

Résolvons le systéme (Sl)

-3 =015
Pour x élément de Z, Sp= * 5]
x=3 = 0[7]
= x —3=0[35] car 5 et 7 sont premiers entre eux.
—% Gl 5]
Réciproquement : X =3 [35] =>x=3 [5]etxz=37]
Donc : (Sl) ek =3{35]

Résolvons le systéme (SZ)'

Tx= 14 [35]
Pour x élément de Z, (52) =>' 5x = 15 [35]

14x = 28 [35]
= \15x = 45 [35]

= x =17 [35]

Réciproquement : x =17 [35] = x = 17 +35k; k e Z
— x =2+53+7k);k € Z

= x=2[8] @
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Et : Xx=17[35] =x=3+7x(2+5kykeZ
=>x=3[7]
Par suite : S,) & x=17[35]
On conclut que les solutions de (S) sont les entiers 3+ 35k et 17 + 35k ol k est un entier
relatif.
N
14
n
Déterminons suivant les valeurs de n I'entier naturelrtelque : 3 =r[5] et 0<r <5.
4
ona: 30 =1[513" =353 2 a3 S 2513 4 9.

Pour n=4k;k e N, 3P = 34k

Donc: 34 =L5]= 34k =ulif5]

=3"=1[5]
Parsuite: (E)=>x=4][5].

Réciproquement : x=4[5] = M xx=1x4 (5]

=3"x=4[5]
Par conséquent : (E) < x =4 [5].

On en déduit que les solutions de (E) sont les entiers 4 + 5k, k étant un entier relatif.

Pour n =4k +Lk eN, 3% =3% «3
Donc: 3% =1[5] = 3% =35
= 3" =3[5].

Lorsque n =4k +LkeN, (E)=3xx=4[5] car 3" =3[5].
= 3x=4[5]
Considérons le tableau de congruence modulo 5 suivant.

X 0 1 2 3 4
3x 01 3 | 4 1

Donc: (E) = x =3[5].

Réciproquement : x =3 [5] = 3"x =3x3[5] car 3" =3 [5].

= 3"x =95
= x=4[5)
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Onconclut que: (E) < x = 3 [5].
Les solutions de (E) sont les entiers 3+ Sk, k ol un entier relatif

Pour n=4k+2;k e N, 3" =34kx32
Donc : 34 =1[5]:>3'4k+2 =45]
=3 =4[5)

lls’ensuit que : () > 4xx =4[5] car 3" = 415].

= 4x =4 (5]
:>4(x—1)=()[5]
=>x-1=

0[5] car4et 5 sont premiers entre eux.
= x=1[5].

Réciproquement : x =1[5] = 3 =l 4[5] car 3% =4 [5].
= 3"x =45
Donc: (E)<x=1[5].

Il en découle que les solutions de (E) sont les entiers 1+ 5k, ot k un entier relatif.
Pour n=4k+3;k e N, o' =25 o5

4k+3

Donc : 34:1[5]:>3 2151

— 3" = 2[5,

Lorsque n =4k +3;k e N, (E)=>2x=4[5] car 3" =2 [5].
= 2(x—-2)=01[5]
=>x—-2=0[5] car2 et 5 sontpremiers entre eux.
== 210
n
Réciproquement : x = 2 [5] = 3"x =2x2[5] car 3 =2[3].

= 3"x=4[5]
Donc: (E) < x=2[5]
Par conséquent, les solutions de (E) sont les entiers 2 + 5k, oi k un entier relatif.

as

1. Pourn=0, ona: (E:x -y =2. ‘ . s conl 3
Les solutions de (E) sont les couples (x, X — 2) ol x est un entier supérieur ou €gal a 2

Pourn=1,ona: (E):5x -3y =2. ek 05 ity
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15

1. Ona: (EO):x—y=2.

Les solutions de (E o) sont les couples (x, x — 2) ol x est un entier supérieur ou égal a 2.
Ona :(El):Sx—3y =2

Pour (x,y) solution de (El) : (El) = 5x-3y=5-3

(E) =5(x-1)=3(y-1)

S divise 3(y—1) et, S et 3 premiers entre eux.
Donc, d’apres le théoreme de Gauss, 5 divise y — 1.
Il en résulte qu’il existe un entier naturel k tel que : y—1=5k

y=1+5k
Par conséquent:  5(x —1) =3(1+5k —1)
5x—-1)=3x5k
x-1=3k
x =143k

On en déduit que toute solution de (El) est de la forme (1+3k,1+5k).

Réciproquement, soit un couple (1+3k,1 + 5k) ol k est un entier naturel.
Ona: 5(1+3k)-3(1+5k)=5+15k -3 -15k
=5-3+15k—-15k

Donc : 5(1+3k) —3(1+5k) = 2.

Il en découle que tout couple (1 +3k,1+5k) est solution de I’équation (El) .

On conclut que les solutions de (El) sont les (1+3k,1+5k) ou k est un entier naturel.
2. Soit (x,y) solution de (E ), (E )& 5" x-3"y=5-3

(B )5 x-5=3"y_3

1

: s 3 n— -1
Par conséquent, (En) est équivalenta 5(5° "x-1)= 3(3n y-1).

S med ‘ . n-1
3. D’aprés la question 2, 5 divise 3(3 y—1) et, 5et3 sont premiers entre eux donc,
d’aprés le théoréme de Gauss, 5 divise 3n—l y-1,

Il en découle qu’il existe un entier relatif p el que : 3n—| y-1=5p.

S
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Par conséquent : 5(5n—l X=1)=3x5p
n-1
3 X-1= 3p
-1 3
Donc : 31'1 y=5p+1 et Sn ]x=3p+]_

n-1
4. Ona: 5 X =1+3p donc, 1 +3p est multiple de 5.

Les restes de la division euclidienne de ppar5sont0,1,2,3 et4.

11 s’ensuit le tableau de congruence modulo 5 suivant.

p 01 1 2. 9
Doenc: p=3[5].

g n-l1
D’autre part: 3" "x =1+5p donc, | +3p est multiple de 3.
Les restes de la division euclidienne de p par 3 sont 0, 1, et 2.
Il en résulte le tableau de congruence modulo 3 suivant.

p 0] 1 )
1t3p 1] 0 2
Donc: p=1[5].

a=3 [5]

On conclut que p est solution du systéme { [ [3]
a= !

{3&:9 [15]
5. (9=

5a=5 [15]
=a=13 [15]
= a=13+15k

Réciproquement : a =13+15k =>a =3[5]eta=1[3].
Par conséquent : (S) < a=13+15k;k € Z.

Donc,il existe un entier naturel k tel que : p =13 +15k.

6, " Lx=143p done, 5° x =1+3(13+15K)

5"y~ 40+ 45K

5"y = 508+ 9K)

e
Il s’ensuit que : x = (8+9k) x5 &

Avomaths o Arithmétique Terminale C
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Bt: 37 1y = 1+ Sp implique 3" 1y = 1+5(13+15K)

371y 3224 25K)

Par suite : y=(22+25k)x32_n.
7.0na: x=8+9 et y=22+25k

Réciproquement soit un couple (8 + 9k, 22 +25k) ot k est un entier naturel.
Ona: 5%(8+9K)—32(22 +25k) = 25(8 + 9k) — 9(22 +25K)

=200+ 225k —198 + 225k =2
Donc tout couple (8 + 9k, 22 + 25k) vérifie (E2).

On conclut que les solutions de (E2) sont les couples (8 + 9k, 22 +25k) ou k est un

entier naturel.

16
1..@) a = 5 donc, a est impair.
Supposons que pour tout entier naturel k, a, est impair.

Démontrons que ay . est impair.

+1

Ona:a) , =a, + 6 Puisque a) est impair alors ap , estimpair.

-+

On conclut que pour tout entier naturel n supérieur a 1, a p est impair.
On démontre que la méme maniére que (bn) est une suite determes impaires.

b) (arl )et (bIl ) sont des suites arithmétiques de raisons respectives 6 et 2.

Donc, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1,

a =2a +(n-1)x6

a =5+6n-6

a, =6n -1

£t ; bn=bl+(n—])><2
bn =3+2n-2
bn =2n+1
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¢) Pour tout entier nature] n supérieur ou égal a 1,
€ =0l —1+8nslk 2
¢, =10n.
2. Ona: PGCD(a n,b n) =PGCD(6n ,2n 4)
= PGCD(Gn—1+2n+l,2n+l)
= PGCD(8n, 2n +1).

8n est pair tandis que 2n +] est impair,
Par conséquent : PGCD(8n,2n +1) =1,

On en déduit que : PGCD(arl b ) =1,
n

Il en découle que pour tout entier naturel n non nul, les nombres a et b

sont premiers entre eux.

n-

3 (an +1)2 +(an +bn) =(6n—1+1)2 +(6n—l+2n+1)2
= (6n)2 +(8n)2
= 36n +64n>
= 100n2

- (10m)°

7) r
Donc: (a_ +1) +(an+bn) ~ %5
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1. nétant impair, il existe un entier naturel p tel que : n =2p +1.

Donc: a" +2a= 32p+l -+

9
Ona: a"xo+1 +2a =a +2a =3a.

2a.

+
Donc, a?'XO : + 2a est un multiple de 3.

2j+1 . :
Supposons que pour un entier naturel j, a I+ 2a soit un multiple de 3.

: 2(j+)+ )
Démontrons que a il + 2a est un multiple de 3.
14 .
a2‘l+1 ) +2a = a2 ® a2‘]+1 +2a
2j+1
=a2 x(a ! —2a+2a)+2a

= a2 x@2 +22)-2(a" =5

2 2j+1
=a x(a I +2a)-2aa-1)(a+1).
2j+1 ‘ : . : :
Deplus a + 2a est par hypothese un multiple de 3 et la produit detrois entiers
| 2(j+1)+1

consécutifs est également un multiple de 3. Il s’ensuit que a
multiple de 3.

+ 2a est un

On conclut que sin est impair alors a” +2a estun multiple de 3.

2. a) a +2a= y2 = a(an—1 +2) = y2

Il en découle que a divise y2.

Comme a est un nombre premier alors il existe un entier naturel k tel que : y = ka.

b) y=ka::>atn+2a=a2k2
:>an_1+2=ak2
:akz—a _1=2
= ak? —a"y=2
Sia=1alors k2—1"%=2

k2 = 3. Ce qui est impossible dans N.

2 -2
Par conséquent : a=2et k™ - gt e

¢) Ona: k2 _2n—2 =1 donc, k2 =1 +2n—2'

T

K
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. . e _
Puisque n 2 3 implique n—2>1 alors gh=a est un nombre pair,

Il s’ensuit que 1+ 2"2 est impair. |
Donc, k2 impair. On en déduit que k est impair. |
Par suite, il existe un entjer naturel p tel que : k = 2p +1.
Donc : (2p+1)2 =142

4p° +4p+1=142""2

4p(p+1) = 2“‘2_

p et p +1 sont deux entiers consécutifs. Donc, 'un d’entre eux est impair, .

Aucun entier impair autre que | ne peut diviser 272
On en déduit que p est égale a 1.
Il en résulte que : k = 3.

qui est un nombre pair.

d) De ce quiprécéde, on a: 142072 = g

Donc: n-2=3
=3, :
D’ autre part, y = ka =3x2. Il en découle que y =6. |

3. D’apres la question 1, y2 est divisible par 3.

-1 2
Deplus: a™ +2a =y~ = a@ 1 +2) =y

Donc, y2 est divisible par a. Comme a est un nombre premier, alors y est divisible par a.

; 2 2 2
Par suite, il existe un entier naturel g tel que : y~ =9a"q".
n-1 2 2
Il s’ensuit que : a(a ~+2)=9aq
= 2
2" ! +2 =9aq |
9aq2 - an_1 =2 !
)
a(9q2 _a" )=2
2 ,n-2 |
Par conséquent : a =2 et 99" -2 =1 {
n—2
Onen déduit que: (3q-1)(3q+1)=2" .
3 2n-2
Donc, il existe un entier naturel m tel que : 3q -1 = .
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Il en résulte que : 3q+1= 2+2n—2.

Le demier résultat est vrai uniquement pour q = 1.

Donc ; Gif® =g
2n—2 _ 23
On obtient : n=>5.

Par conséquent : a=2,n=5ety =6.

Soit x une solution de I’équation (E).

4 divise 7y et, 4 et 7 premier entre.Donc, d’apres le théoréme de Gauss, 4 divise y.
Par conséquent, il existe un entier relatif k tel que : y = 4k.

Donc, 4x =7x4k x =7k

Par suite, tout couple (x,y) solution de (E) est de la forme (7k,4k) ot k élément de Z.
Réciproquement soit, un couple (7k,4k) avec k un entier relatif.
Ona: 4x7k =28k et 7x4k =28k.
’ Donc: 4x 7k =7 x4k.
11 en résulte que tout couple (7k,4k) ou k est un entier relatf est solution de (E).
On conclut que les solutions de (E) sont les couples (7k,4k) avec k élément de Z.

a9

l. a) 5x3-2x6=15-12=3
Donc, le couple (3,6) est solution de (E).
b) Déterminons les solutions de I’équation 5x —2y =0 (E')
Pour (x,y)élémentde ZxZ, (E) < 5x =2y.
Soit (x,y) une solution de I’équation (E").

5 divise 2y et, 5 et 2 premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Gauss, 5 divise y.
Par conséquent,il existe un entier relatif k tel que y=>5k.

Et, comme 5x = 2x 5k alors x = 2k.On en déduit que tout couple (x, y) solution de
(E') appartient a ’ensemble {(2k, 5k); k € Z}.

Réciproquement, soit un couple (2k, 5k) ou k entier relatif.

Ona: 5x2k =10ket 2x 5k =10kdonc, 5x2k = 2xS5k.

Donc, tout couple (2k, 5k) est solution de (E).

On conclut que ’ensemble solution de (E') est {(2k,5k); k € Z}.
Résolvons I’équation (E).
Ona: 5x3-2x6=3

Scanné avec CamScanner



Donc, pourtout (X, y) élément de 7 x Z,

(BE) & 5x-2y=5x3-2x6
< 5(x=3)-2(y-6)=0
< x-3=2kety-6=5kouk éément de Z,
< x=3+2kety =6+ 5k ouk élément de 7,

Donc, les solutions de (E) sont les couples (3+2k,6 +5k) ol k élément de Z.

Pour x ¢lément de Z, (S)= {3’(:(12 [15]

5x=35 [15]'

2x3x=2x12 [15]
= .
5x=35 [15]
6x=24 [15]
=
Sx=35 [15]
= 6x~5x =24-35[15]
= x=-11[15]
= x=47]15]
Réciproquement, pour x élément de 7

Ona: x=4[15]=>x=4+3kx5keZ
= x =4[5]

Et: x=4[15]=>x=7-3+l5kkeZ
=x=7+3x(-1+5kjkeZ
= x=4[3].

Parsuite: x =4 [3] = {3)(:';12 [15].

5x=35 [15]

Par conséquent, pour x élément de Z, (S) < x =4 [3].
S) = x=4+3k;k e Z

On conclut les solutions de (S) sont les nombres 4 + 3k aveck €lément de Z.

Autrement
x=4+5p; peZ

Pour tout x élément de Z, (S) < {x=7+3q; g€z’

Il s’ensuit que : 4+5p="7+3q
Donc : 5p—3q=3

Scanné avec CamScanner

. Avomaths e Arithmétique Terminale C




Avomaths e Arithmétique Terminale C

Déterminons les entiers relatifs p et q vérifiant I’égalité 5p—-3q=3.
Ona: J5p-3q=3 ©5p=3(1+q)
3 divise Sp et, 3 et 5 premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Gauss, 3 divise p.
Donc, il existe un entier relatif k tel que : p =3k
Par conséquent : 5x3k=3(1+q);
q=>5k-1
Donc le couple (p,q) est de la forme (3k,5k — 1).
Réciproquement, soit un couple (3k,5k — 1) ol k est un entier relatif quelconque.

Ona: Sx3k =15k et 3(1+5k—1) = 3x 5k = 15k donc, 5x3k = 3(1+5k —1).
Par conséquent, les couples (p,q) sont les couples (3k,5k —1) ot k est un entier relatif.

x=4+5x3k; peZ

Donc: ()< .
X=7+3x(5k-1); qeZ

S) = x=4+15k; peZ
x=4+15k; qeZ
S) e x=4+15kpeZ

. 23x3-17x4=69—-68 =1donc, 23x3-17x4 =1.
2. Soit (u,v)€lément de Z x Z,
(E) ©23u-17v=23x3-17%x4

< 23u-3)-17(v-4)=0

< 23(u-3)=17(v-4)

< u-3=17k et v—4 =23k avec k élément de Z.
(E) ©u=3+17k et v=4+23kaveck élément de Z.

Il s’ensuit que les solutions de (E) sont les couples (3 +17k,4 +23k) ou k élément de Z.

3. Les suites (an ) et (bn ) sont des suites artithmétiques de raisons respectives 23 et 17.
Par suite, pour tout entiers naturels n, a =aj+ 23n et bn = b0 +17n.
a = 2+23n et bn =5+17n.
Donc : ap=bq<:>4+23p=5+l7q
< 23p-17q =1

Par conséquent, le couple (p,q) est solution de (E).
Ilenrésulteque: p=3+17k et q =4+23k
Ona: 0<p=<20l14 = 0<3+17k <2014
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g 2011 W= 17 °
Or: — 1= =~0,17¢t ~7- =118,

Donc: 0<p<2014 = 0<k <8 (1).

Ona: 0£q$2014c>034+23ks2014
4 2010
@___ —_—
23Sk - 28
4
Or: —ﬁ=—0,17et 2010:87

Donc: 0<q<2014 s 0<k <87 (2).

De (1) et (2), on déduit que : p=3+17k et q =4+ 23k avec 0< k <87.

)

L (e ax+by:ax0 +by0
= a(x—x0)+b(y—y0) =0
=1 € Xg =X et y- Yo = ¥y aveck entier relatif.
S X=X+ X ety= Yo * Y} aveckentier relatif.
Donc, les solutions de (E) dans Z x Z sont les couples (xO + X5 Yo + yk); k € Z.
2. Ona: amx +bmy0 = Ime.
Par suite : (E) © ax+by= amx . + bmyO
= a(x—mx0)+b(y—my0) =)
& X—mx, =X et y—my, =y, aveck entier relatif.
S X =mx,+Xp et y= my, +y) avec k entier relatif.
Les solutions de (E) dans Z x Z sont les couples (me T Xy My + ¥y )k eZ.

3.0na: (E)© ax+by=ab+c
(E) < a(x—b)+by=c

(E) & a(x —b) + by =ax, +by0 car ax0+by0 =c.
(E) & a(x—b—x0)+ b(y——y0)= 0
ox=b+ X, T Xq ety = Y +Y0 ou k est un entier relatif,

Les solutions de (E) dans Zx Z sont les couples (b + X tXgo Yy F yO); keZ.

10575
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23
Pour x ¢lément de Z,ona: 9x =1[5] or 1 = 8I[5].
Donc : 9(x-9)=0[5]
On en déduit que § divise 9(x —9) avec 5 et 9 premiers entre eux. D’aprés le théoréme
de Gauss, 5 divise x—9. Dong, il existe un entier relatif k tel que X — 9=5k;x=9+5k
Réciproquement :
x =9+ 5k = 9x = 81 +45k
= 9x = 81+ 45k
= 9x =1+80+ 45k
= 9x = 1H16+9k) x 5
=> 9% =1[5]
Par conséquent : 9x =1[5] @ x =9+ 5kk € Z.

Les solutions de I’quation (E) sont les nombres 9 + 5k avec k élément de Z.

P

Ona: 4x(3k +1) -3 x(4k H) =1 et 1x(Bk+1)-3xk =1
Donc, d’apres le théoréme de Bézout, d’une part 3k +1 et 4k +1 et d’autre part,
3k +1 etk sontpremiers entre eux. On en déduit que (3k +1) et k(4k +1) sont premiers

k+1)

T, est irréductible.

entre eux. On conclut que la fraction

- B+k? k2 (k)
ma: okd . 2k4
Comme : PGCD(2k +1,k) = PGCD(k, 2k +1 - 2k) = PGCD(k, 1) = 1

alors les nombres k et 2k+1 sont premiers entre eux. Il en découle que k2 et 2k +1sont
premiers entre eux.

De plus : PGCD(2k +1,k+1) = PGCD(k +1, 2(k+1) — (2k +1))
=PGCD(k+1,1) =1
Donc, les nombres 2k+1 et k+1 sont premiers entre eux.
Par conséquent, k2 (k +1) et 2k+1 sont premiers entre eux.
k2 (k+1

T est irréductible.

On conclut que
25

x est une puissance de 5 inférieur ou égala 5",

Lorsque n est impair,ona: x =5 et a=n.
Considérons le cas ou n est pair.

Ona: x® = 59 ayec gk =n.
Il en résulte que que x est de la forme Sk ot k est un diviseurdenet a =q
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. Ona: 3a(a +b +1) =a2 +b2 +a +b ) 2
Apres développement des membres de gauche et de droite on obtient :
a@+b+5)-2bb-1)=1. (2):

2. a) Delarelation précédente, on déduit par le théoreme de Bézout que a et 2 sont
premiers entre eux donc, a est impair,

Si b €tait pair, on aurait a + b + 5 pair ce qui est impossible.
On en déduit que b est impair.

Par ailleurs, d’aprés la relation (2) et tenant compte du théoréme de Bézout, les nombres a
et b sont premiers entre eux.

b) Suppasons que b soit strictement inférieur a a,
Ona: (2) =a@ +b +5) =l +Db )
2
(2) =b +b2 + 5b <1+2b2 -2b

2) =>7b<1 ce qui est absurde car b est non nul.

On en déduit que b est donc strictement supérieur a a.

3. En considérant larelation (2) ,a est supérieur ou égal a 3. D’apreés la relation (2), a et b
sont premiers entre eux et la somme de trois carrés présentée est divisible par 3. On en
déduit que a et b ne sont pas divisible par 3. Par conséquent, a est supérieur ou €gal 4 5 et
b est supérieur ou égal a 7.

4. a) Laissé au soin du lecteur.
b) Démontrons que si a=35 +n alors A =n+1

A=0B+n)5+n+7+n+5)-2(7+n)(7+n-1)
2
A= +n)2n +H17) —=2(@¢ +13n 42)
2 2
A=2n" +27n+85-2n" —26n -84

A=n+l.

Démontrons que si A=n+1alorsa=5+n.
Ona: A=al@a+7+n+5)—2(7+n)(7+n-1)

A = aa+n +12)— 2n° — 26n 84

2
Parsuite: A =n+1 implique a(@+n+12)—2n" —26n-84 =n+1

2
Donc : a(a+n+]2)—2n2 —26n -84 =2n" +26n +85
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a(@a+n+12) = (n+5)(2n +17)
Ils’ensuitque: a = n+5 et a+n+12=2n+17
Donc: a =n+35.

On conclut que A =n+1 sietseulementsi a=35+n.

5. D’apreés la question 4b), A =1 siet seulementsi a =5
a@a+b+5)—2b(b—1)=1 siet seulement si a =5

On en déduit que a(a +b+5)—2b(b—1) =1 siet seulement sia=5etb=7.

Donc, les valeurs de a et b qui vérifient la relation (1) sont a=5 et b=7.

Lorsque n est impair,
el D STHT B denit G

’ §2 42" o0 ()P 2750 5% 20, 4 5x 2" 2 420
P N P B N TR L e

Par conséquent, 1+ 2" 43" 44" 5" 46" +7" est divisible par 7.

Lorsque n est pair, il existe un entier k tel que : n = 2k.

1+2™ 3% 4% 150 16" 4 7™ = 1445 49K 1165 4258 1365 4 49"

Ona: 9€ =95 [73:16% =2 (73,25 X =4 ¥[71.36 X=177)

Par suite, 1+4k+9k+16k +25k+36k:2+2><4k+2><4k [7]

1445 1+ 9K 4 165 4 255 4 36¥ = 2(1+2k +(2k)2) [7]

k+3
23
1+4k+9k+16k+25k+36k=2( ) (7]
2K
K k. k _k .k .8
1+47 +9 +16 +25 +36 =2——— [7]
ok
or, 8=1[71:8 =1[71:85 1= 0[7]

Donc, 1+4° +95 +16% +25F +365 =0 7],

Par conséquent, 1+ 4% +9% +16° +255 436 + 495 est divisible par 7.

, SN | RS , QU | R o R |
Donc, pourtout entier natureln, 1+2 +3 n+ 4 n+ 5 n+ 6 +7 estdivisible par 7.
, ] n_ .n .n i
Démontrons par récurrence que 1+2 +3 +4 +5 +6 +7 est divisible par 4.

Ona: 1+2] +31 +41 +5] +6l +7l =28

108 N
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S |
Donc, 1+2° +3" +4 +51 +6I +71 est divisible par 4.

Supposons que pour un entier k, 1 + 2k + 3k + 4k + Sk + 6k + 7k est divisible par 4.

k+l _k
Démontrons que A =14+2" 43Kt | kol | okl el okl L par 4.

. k k. k k k k
Puisque 1+27 +3" +47 45" 16 £ 7% gt divisible par 4 alors il existe un entier

naturel p tel que : 1+2k +3k +4k +5k +6k +7k =4p

k
1=4p-(2 +3k +4k +5k +6k+7k).

k
Donc: A=4p+2 +2x3k+3x4k+4x5k+5x6k+6x7k.

Par suite: A= 2k -i-2><3k +2k +2><3k [4].
A= 2><2k +4><3k [4].
A=2x 2k [4].
Pour tout entier naturel non nul k, zk est un multiple de 2.

On en déduit que 2 x 2% est un multiple de 4. Il s’ensuit que : A= 0 [4].

) n .n n .n .0 _.n o
Donc, pour tout entier naturel nonnuln, 1+2° +3 +4 +5 46 +7 est divisible

par 4.

n .n n .n _n .n
Comme 4 et 7 divisent [+2 +3 +4 +5 +6 +7 et,que 4 et 7 sont premiers

, n ,n 0 N .0 .n
entre eux alors , pour tout entier naturel nonnuln, 1+2° +3" +4" +5 +6 +7 est

divisible par 28.
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VIl - NOMBRES PREMIERS

I—

\/27 =16, 46.

Les nombres premiers plus petits que 16,46 sont :2,3,5,7, 11 et 13.
Ona: 273=2x136+1; 271=3x90+1; 271=5x54+1; 271 =7x38+3;

271=13%x20+11.
Donc, aucun de ces nombres premiers ne divise 271. Par conséquent, 271 est un nombre

premier.

p n’est pas premier donc, il existe a et b tels que : p = ab.

b 4 b(a—i)

Donc: 2P —1=22 —1=(2b-1)_212
1=

Par conséquent si p n’est pas un nombre premier alors 2P _1est décomposable.

On en déduit que 2p —1 n’est pas premier.
@

Les nombres premiers intervenant dans la décomposition de x"" sont les nombres
premiers qui interviennent dans celle de x. Puisque p est présent dans la décomposition de

n : : :
x , alors p est présent dans la décompositon de x. Donc p divise x.

N

@)

~

—t

. n e . . . o
si u" est divisible par un nombre premier p alors p intervient dans la décomposition de u
en produit de facteurs premiers.

k

Posons: u=1TIIp

0j
i=] !

n_ . ngj
P -
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Or p estparmi les nombres premiers p; donc u™ est divisible par (pn)oli )

Donc, u'" est divisible par p™

On considere les schémas ci —contre 7623 | 9 27440| 5
847 | 7 5488 | 16

121 |15 1 343 7

49| 49

Il en résulte : 7623 = 32 X 112 x7 et 27440 = 24 ><5x73.

I
®
2 4 2
a) PPCM(A;B) =3 x5x7% x112; PPCM(A; B) = 13073445,
PGCD(A; B) = 3x 7" x11; PGCD(A: B) = 79233.

b) PPCM(A;B) =13 x17x19x23; PPCM(A; B) = 1255501,
PGCD(A; B) = 19; PGCD(A; B) = 79233.

¢) PPCM(A;B) = 2> x 5x7x11x132 x47; PPCM(A; B) = 13073445
PGCD(A; B)=2><132. PGCD(A; B) = 79233.
@ f
3 4 |
a)Ona:12=2"x3 et 48=2 x3.
4
Donc:X=24;x=16 ou x =2 x3; x=48.
- 3 .2 557
b)Ona: 126 =2x3" x7 et 2520=2"x3 x5xT.

Donc : x=23><30t><5><7B avec a € {0, 1, 2} et Be{0,1}.

1 en résulte les valeurs de x : 40, 120, 360, 280, 840 et 2520. |
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a) Ona: 9O=2x32x5 et 6=2x3.
Done, x =2% x3k.

Pour a=letk=1, x=2x3x1=6.
Pour a=2etk=1, x=22x3x1=12.
Pour a=3etk =1, x=23><3x1=24.

Pour a=4etk=1, x=24><3><1=48.
Pour a=1letk=2, x =2x3x5=30.

Pour a =2etk=5, x=22><3><5=60.

Par conséquent la valeur de x qui convienne est 30.

I121=12x11x10x9x8xTx6x5x4x3x2x1

=210x35><52><7><11.

Donc, le nombre de diviseurs de 12'est 11x6x3x 2x 2 soit 792.

TN
10
4 .
1. Les diviseurs de pn sont les nombres de la forme plavec iallant de 0 an.

Donc, ’ensemble des diviseurs de pn est {1;p; p2; i 5 pn |

nt+l
-1
2. Ona:S=l+p+p2+,,+pn=p 0
p_
. +1
Par suite : (p—l)S:pn -1

pxp  -(p-1)S=1

Dok fi 5} 4 n
A I'aide du théoréme de Bézout, on conclut que p et S sont premiers entre eux.

3. 101° =10510100501 et 1+ 101+ 1012+ + 1015 —~ 10615201506,

Il'en résulte que 10510100501 et 10615201506 sont premiers entre eux.

@

Les puissances de 5 qui interviennent dans les différentes décompositions en produit de

facteurs premiers des nombres inféricurs a 1000 sont : 5, 52, 53 et 54

4, .
5 intervient seulement dans la décomposition de 625,
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3. , N
57 intervient dans la décomposition des nombres 125, 250, 375, 500,750, 875 et 1000.

2
57 intervient dans la décomposition de chacun des nombres 25, 50, 75, 100, 150, 175,

200, 225, 275, 300, 325, 350, 400, 425, 450, 475, 525, 550, 575, 600, 650, 675,
700,725, 775, 800,825, 850, 900 ,925, 950, 975

5 intervient dans la décomposition de chacun des nombres 5, 10, 15, 20, 30, 35, 40, 45,
55, 60, 65, 70, 80, 85, 90, 95.

Les nombres pouvant générer des zéros dans 100! sont: 5,10, 15, 20, 30, 35, 40, 45,
55,60, 65, 70, 80, 85, 90, 95 ( chacun donne 1 zéro d’oit 16 zéros), 25, 50, 75, 100 (
chacun donne 2 zéros d’ou 8 zéros). Au total 24 zéros terminent 100,

D’autre part, les nombres pouvant geénérer des zéros dans 500! Sont : 5, 10, 15, 20, 30, 35,
40, 45, 55, 60, 65, 70, 80, 85, 90, 95 ( chacun donne 1 zéro d’ou 16 zéros), 25, 50, 75,
100, 150, 175, 200, 225, 275, 300, 325, 350, 400, 425, 450, 475 ( chacun donne 2 zéros
d’ou 32 zéros) et 125, 250, 375, 500 ( chacun donne 3 zéros d’otu 12 zéros). Au total 60
zéros terminent 500!.

Enfin, les nombres pouvant générer des zéros dans 1000! Sont : 5,10, 15, 20, 30, 35, 40,
45,55, 60, 65, 70, 80, 85, 90, 95 ( chacun donne 1 zéro d’ou 16 zéros), 25, 50, 75, 100,
150, 175, 200, 225, 275 , 300, 325, 350, 400, 425, 450, 475, 525, 550, 575, 600, 650,
675, 700,725, 775, 800,825, 850, 900,925, 950, 975 ( chacun donne 2 zéros d’otl 64
zéros), 125, 250, 375, 500,750, 875 et 1000 ( chacun donne 3 zéros d’ou1 21 zéros) et 625 (
donne 4 zéros). Au total 105 zéros terminent 1000!.

@
1. On ne peut avoir p= 2 [10], p=4[10], p=6[10]et p= 8 [10] p serait divisible

par 2 Onnepeut avoir p =15 [10]. p serait divisible par 5.
D’autre part, chacun des nombres 1, 3, 7 et 9 n’ont pas de diviseurs communs avec 10.

On en déduit que : p=1[10], p=3[10], p=7[10]ou p=9[l10].
2. On ne peut avoir p= 2 [6]ou p=4[6] p serait divisible par 2. On ne peut avoir

p = 3 [6]. p serait divisible par 3.
D’autre part, chacun des nombres 1 et 5 n’ont pas de diviseurs communs avec 6.

Donc, p=1[6]ou p=5[6].

e

13
1. Ona: p1+p2+p3+p4=1+3+7+9[]0]
Py +P, +Py +Pg =20 [10]

Py + Py +Py+py=0[10]

Il'en découle que py +Py +P3 +py est divisible par 10.
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2.0na: Py XPyXpyxpy = [x3x7x9 [10]
Py X Py X Py xpy =189 [10]
Py XPy XP3 X Py = 9 [10].
Py XPy XP3 XDy =Py [10] car py = 9 [10].
Il s’ensuit que: py X (pl XPy X D3 -1)=:0[10].
Or p4 n’est pas un multiple de 10. Dapres le théoréme de Gauss, on conclut que

Py XPy xpy —1 est multiple de 10.

Ona: p=1[6]ou p=>5[6].
Si p=1[6] alors pour tout entier naturel n, p2n =11[6]
Si p=35[6] alors p2 =1 [6]. Donc, pour tout entier naturel n, p211 =1[6].

n,
On conclut que pour tout entier naturel, | p "o [6].

15
L ona: 42 174 caa 240 =107,
2. Supposons que ak =1 [p] et k ne soit pas multiple de kO'

Donc, il existe des entiers naturels g et r tels que: k = ko +ret0<r< kO'

k ko+r
Par conséquent : a =aq 0rt _

(ak0 )q xa'.
puisque a0 =1 [plalors  (a0)% =1[p]
(akO )q xa = lxar[p]
2 = a[p
r

a =1[p] car ak =1[p)].

Ce dernier résultat contredit le fait que k() le plus petit entier tel que ako =1[p].

k
On conclut quesi @ =1 [p] alors k est multiple de kO'
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p étant supérieur ouégala7,ona: p=1[8)], p=3[8], p=5[8Jou p= 7 [8].

2
Donc: p- =1[8].

Par conséquent, il existe un entier naturel k te] que: p2 =1+8k

Ona: 17% <1291
4.2
(177) == [29]
4
17x(Q7 )2k =17 [29]
2
On conclut que : 17P =17 [29].
p2
Ona: 17 =17 [29] |
5 |
l
17% ~17=01[29] |
2_4 |

17x(17° 7 =1)=0[29]
Puisque 17 et 29 sont premiers entre eux alors 29 et 13 n’ont pas de diviseurs en

2
X -1
commun. On en déduit que : 7P T -1=0 [29].

Par conséquent, 17(p—1)(p+1) —1 est divisible par 29.

17

~

p étant un nombre premier, le reste de la division euclidienne de p par 6 est 1 ou 5.
Donc, il existe un entier naturel k tel que: p = 1+6k ou p=5+6k

Deplus : 96 =1 [73].

1+6k _ 0x (96)1('

Si p=1+6k, ona: oP =9
11 s’ensuit que : (96 )k =1[73]
9x (9% =9 [73]

Donc ; 9P =9 [73]
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De méme : 86 = | [73].

Done : % =173

sx(8®)* =8 73]

8P =8[73] @)

g 6.k
Si p=5+6k, ona: 9p=9‘i+6k =95><(9 ) -

11 s’ensuit que : (96)k =1[73] et 95 = 65 [73]

9 x 9K = 65 73]
Donc 9P = 65 [73]
De méme : (86)k =1[73]

8% x (8%)X = 64 73]

8P =64 [73]
De ce qui précede, on a: oP _gP - [73]
Par conséquent : (9-8)OP 1 +9P 2 xg+. . +9x8P 2 48Py 1 73]
oP1 L oP72 g+, +0x8P 24P = 1 73]

oP1 L oP2 gt +0x8P 24Pl 12 73

On en déduit que pour tout nombre premier p supérieur ou égal a 5,

9p-1 + 9p—2 M8F W HIR 8p_2 +8p_1 —1 est divisible par 73.

£ 2 *‘\\
18

Si b et ¢ étaient tous les deux divisibles par p, on aurait a divisible par p. Absurde.

Supposons alors que b ne soit pas divisible par p et que c le soit.

7/
az =pk+r, b2 =kp+ret ¢ =pq avec O<r<p et O<r'<p.
Il en résulte que : a2 +b2 +(:2 = pk+ r+ pkt ® p

2
112+b +02 =pk+k'+q)+r+r.

A S e o
Deplus, a” +b” +c¢” est divisible par p, alors il existe un entier naturel m tel que :

g .2 2
a +b” +c¢” =pm.

—
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[l s ensuit que pPk+k'+q)+r+p = pm
r+r=pm-k-k'-q) t

ponc: m>k+k'+q. |
[l en découle qu’il existe un entier nature] s telque: k+k'+ q=m+s &
par conséquent : p(M+s) +1 +r' = pm
pm+ps+r+r =pm |

ps+r+r=90 |

Onconclut que: r'=sp=r=0, ce qui est impossible. |

2 -2 2 .
Donc, a~ +b" +¢™ est divisible parp sib et ¢ ne Je sont pas tous les deux a la fois.

@
9

Il existe des nombres premiers PPy Pp_1etpy tels que::

o Q
¢ =(p11 ><p22 X...Xpﬁk )n,

’ Q o
Par conséquent : ab = (pll ><p22 X XD IO(lk) n
Donc, les nombres premiers intervenant dans chacune des décompositions de a et b sont

: " . n

présents dans la décompositions de x" . De plus, comme a et b sont premiers entre eux
les nombres premiers dans la décomposition de a ne sont pas ceux qui sont présents dans
la décomposition de b. Il s’ensuit qu’il existe un entier naturel j inférieur a k tel que :

o G 02

) n
r:1-(p1 XPs X ) etb=(pj+l ij+2 X X Py )n.
a a aj 0j+1  Gj+2 Ak —
Donc : p=p11><p22><,...><pj‘l etq:pji1 ><pji2 x...xpklfllxpﬁk.

P 1750
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st

VIl - NOMBRES DE FERMAT, NOMBRES
DE MERSENNES, NOVIBRES PARFAITS

50

F0=2 +1=2+1=3; F0=3.
7! 2

F1=2 +1=2"+1=4+1=35; F1=5.
22 4 »

Fy=2" +1=2"+1=16+1=17; F, =17.
23 8

Fy =27 +1=2° +1=256+1=257; ; = 257.
24 16

Fy =2 +1=2" +1=65536+1=65537; F; = 65537.
29 32

F5 =27 +1=2"" +1=4294967296 +1 = 65537, F3 = 4294967297.

1. Soit i et j deux entiers naturels compris entre 1 etp — [ avec i < j.
Il existe des entiers k., et kj tels que: ai=pk, +Let aj= pkj +Tj.
Par conséquent : aj—al = pkj + rj - pki +rL,

al(_l—l)zp(kj—ki)~t~rj—ri

Supposons que : L =rj.

Il s’ensuit que : a(j—i) = p(kj - ki ).
De plus : 0<j-i<p.

Donc les entiers p et j—1isont premiers entre eux. Or p divise a(j— 1).
D’apres le théoréme de Gauss, p divise a. Ce qui est contraire a I’hypothése.

On en déduit que les entiers I et I sont distincts deux a deux.

2. Les restes possibles de la division euclidienne de a par p sont : 1, 2, 3,..,p- 1L

Or, pourtout iallant de 1ap —1, ai=r [p] avec I<r<p-1,

Par suite ; ax2ax3ax..x(p-1a =1><2><3’<---X(P‘1) [p]
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®-11"" = p-1)1 [p)

e-DiEP ~n=0[p)

Donc, p divise (p— 1)!(ap—1 ~1);

De plus, comme p et-tout enier naturel compris entre 2 et p — 1 sont premiers entre eux
alors p et (p —1)!sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Gauss, on conclut que

p divise ap_1 =k
Par conséquent : L Ip].
On en déduit que : a x aPl _ axl [p].

Donc : aP = a [pl.

©

Ona: OF = 0.Donc, 0° =0 [p].
Supposons que pour un entier naturel s, sP =5 [pl.
Démontrons que : (s +1)p =s +1 [p].
Ona: (s+1)p=sp+1p [p]
(s+1)p =sP 41 [p]
Or:sP =5 [p]. Donc : sP+1=s +1[p].
Par conséquent : (s+ l)p =s+1[p].

On conclut que pour tout entier naturel a, aP —a [pl.

=
2n+1 on n
1. Pour tout entier naturel n, Fn+1 =2 +1=2 42 +1= (22 )2 +1

o= 2
Deplus, F =2 +1 implique 2° =F -L

: _ ~ 2
Par conséquent : Fn+1 = (Fn -1)7 +1

2. Démontrons ce résultat a I’aide d’un raisonnement par récurrence.

0

F0+1—2=F1—2=5—2=3;F0+]—2=F0=kl;lol7k.
0

Dofic: i

one; Fy,q—~2= 11 K.
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On suppose que pour un entier naturel j, Fj+1 -2= ];10 Fk'

jH
: . -2 = E.
Démontrons que.FG+l)+1 2 kHO K
2 L o=1-1)
. — - —1=(F.,, -1+DF 1
Ona: Fyopy=(Fyy =7 -1=(Fy i
rI
Frryn = B Fg =20 = By > 2
j+l
Donc : FG+1)+1—2=kl;[0Fk.
n
On conclut que pour tout entier naturel n, Fn 41 2= k];[ 0 Fk'

@

Soit deux nombres de Fermat Fm et Fn ol m et n sont deux entiers naturels tels que :

nsm
n-1 m-1 m n-|
Ona: F -2=1J1E =(]I F [T F [T F.
n k=0 K (k=0 k)(k:m k) k=m+l K
m-1 n-1
F -2=(JI E)xF_x H F
n (k=0 k) m" g_m+ K
[m—l ][ n-1
F -2=0bF . oub=| IT K IT F |
i m k=0 k=m+1
Donc: Fn - me =2.

Il en ressort que les diviseurs communs possibles de F,et F,, sont 1et?2.

Or les nombres de Fermat sont impairs. On en déduit que 1 est le seul diviseur commun

de deux nombres de Fermat. Donc deux nombres de Fermat sont premiers entre eux.

©

Sip divise F_, alors il existe un entier naturel k tel que: F =k
n n p‘

2n
Par suite : 27 +1=kp

n
98 Bk
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2]
2" ) = kp-1)?
2"%2 2
2 =Kk’p® —2kp+1
2n+1
2" —1=(p-20p
2n+1 '
Ilenrésulteque: 2 =1[p]. 1‘
n+l n n
1. Pour tout entier naturel n, 22 —-1= 22 x2 = = (22 )2 .|
i 2n+1 2[‘1 2n {‘
Par conséquent : 2 -1=02° =DR2° +1 |
2n+1 . n n
2 +1—2=(22 +1—2)(22 +1)
Donc : Fn+1 = (Fn - 2)Fn +2.
2. Pour tout entier naturel n, Fn+l -2= Fn (Frl -2).
.“x%xﬁx%.

De proche en proche, on aboutita: F ,, —2=F xE _;x

n
i

Donc: Fn+1—2=kI;IOFk.
l'H‘l n |
2.2
1 3 =i =l
2 2 g 9 gu.0 22 .2
=27 -DI27) +(27) @O 127410
2+1)

n n_
20271 L0222 282 2

Donc: F 4 -2=3(2")

Il en résulte que 3 divise FnJrl -2
n

2. Pour tout entier naturel n, Fn +1 o

n
Il s’ensuit que [] F, est divisible par 3.
k=0 K

De plus les nombres de Fermat sont premiers entre cux.
F. =3 est le seul nombre de Fermat divisible par 3.

On en déduit que k
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©

4
1. L D

6 I PR
Mg=2"-1; Mg =31.  Mg=2"-Mg=63. M;=2" -1 My=127
0 .
Mg = 2° - 1; Mg = 255. Mg =2° 1 Mg =511 Mjg =2 1 Mg =1023,
M, =2 21 M, =2047. My, =22 —1; My, = 4095.
) i e (A : 12 = s )

13 14
M3 =27 -1; M;3 = 8191 M, =2 -1 My, =16383.

15

16 .. _
Mjs=2" -1 Mg =32767. M =2 -1; Mjg =65535.

17 18 .. _
M;=2" -1 M17 =131071. M;g=2" -1 Mg = 262143.

19 20 _

p.2 M2,M3,M5,M7,M13,M17 etMg.
3. Pour qu’un nombre Mersenne soit premier il faut d’abord que la puissance de 2 dans
I’expression de ce nombre soit d’exposant un nombre premier.

@a

Supposons que n soit non premier. Donc, n=pqoup et qsont sup érieurs ou égaux a 2.

Parsuite: 2" -1=2P1_1= (2p)q =1
2" 1= @) 2P 0P D).
p>2 implique 2P —123. Deplus, @P)4 7 4+ 2Py 42, 2P 1152
Il s’ensuit que gt peut se décomposer en produit de facteurs supérieurs ou égaux a 2.
Par conséquent, 2" _1n’est pas premier.
On conclut que si M = 2" —1 est un nombre premier alors n est premier.

Rémargque : 23 est un nombre premier tandis que M23 = 8388607 = 47 x 178481.

Ce qui permet de dire de M23 n’est pas un nombre premier.

La condition n premier n’ est pas suffissante pour conclure quant 4 la primarité de M .
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aD
a
|. a) Les diviseurs propres de 2asont : 1,2 et a,

ponc: 2a=1+2+a = a =3.0n en déduit que 2a est un nombre prfait sia=3.
Le nombre parfait obtenu est 6.

b) Lasomme des diviseurs propres dedaest : 1+a+2(1+a)+4
Donc: da=1+a+2(1+a)+4=>4a=7+3a
=>a=7.
On conclut que 4a est un nombre parfait si a est égala 7.
28 est le nombre parfait obtenu.
2. Lasomme des diviseurs propres de 8a serait 1+2+4+8+a(l+2+4)

Donc: 8a=1+2+4+8+a(l+2+4)=8a=15+7a
Ilen résulteque: a=15.
Donc, a n’est pas un nombre premier.

2
Les diviseurs propres de ab sont : 1, a et b.
Il s’ensuit que ab est un nombre parfait si: ab=1+a+b.
Donc : : ab-1)=b+1.
b étant un nombre impair doncb — 1 et b +1 sont deux nombres pairs consécutifs avec
b -1 inférieur & b+ 1. Or dans notre cas présent, b — 1 divise b +1.
Il en résulte que b +1 est un nultiple de 4 et b — 1 est seulement un multiple de 2.
On en déduit que aest égala2. Donc: 2b=1+2+b.
Par conséquent : b= 3.

)
B

. .n . n n . 2
1.Si Xy est un nombre parfait alors : x y=S+yS+x o S=1+x+x"+..+x

Ona: (x=D)S=x"=1et x=-Dx"y=x-DS+yx-DS+x"(x-1)

Donc : (x-l)xny=xn—1+y(xn—1)+xn(x—l)

+1
xn+1y—2yxn ry = Ly

n+l

xn+1—2xn+l)y=x —1.

(

Scanné avec CamScanner

n-1




ique Terminale C

n+1
2. Supposons x est impair alors pour tout entier naturel n, X

+1

—1 est pair.

Donc : Vn € N¥, (xn+l —x" +1)y= x =1

, 5 n+l
Il en résulte que y divise X =

o s . . n+l .
Ce qui est impossible car y impair et x —1 est pair. o
Donc, x ne peut étre supérieur ou égal a 3 et x étant premier, on conclut que x est égal a 2.

3. D apres la question 2) : (2n b 2x 2"+ Dy=2" -1
+1
(2n+1 _2n+1 +l)y = g
B 2n+1 1
Il en résulte que : y= Bl
+1
Et : My=2"@"" -1
4. Si 2"ab est un nombre parfait alors :
-1
2Mab=1+2+..+2" +a(1+2+...+2n)+b(1+2+...+2n)-+—ab(1+2+...+2rl )
n—l

Donc: 2"ab=(1 42 +.. 2™ @ 4b 4) 4bl 2 + 2 ™)

Or: (+2+..+2%y2-1=2"-1

1424+ +2™ 1"

et e 2 ab=n - ijasbs HmabE® -1

ab= 2% Ba-EB D)

Ilen découleque : a=a+b+loub=a+b+l.
Donc: b+1=0 ou a+1=0.cequiestimpossible.
Par conséquent ,on ne peut pas trouver deux nombres premiers a et b différents de 2 tels

n . :
que 2 ab soit un nombre parfait.

+
5. a) 21><(21 1—1)=2><3=6 etl+2+3=6.
Donc, 6 est un nombre parfait.

+
22><(22 1—l)=4><(23—l)=4><7=28 el+2+4+7+14 =28,
Donc, 8 est un nombre parfait,
4 24+

2% @ _1y = 496,

121 g
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Et: 1+2+4+8+16+31+62+124 + 248 = 496
Donc, 496 est un nombre parfait.

+
26251 1y = 2% w64 = 64x127 = 8128
Et:1+2+4+8+16+32+64+127(1+2+4+8+ 16+ 32)=8128
Donc, 8128 est un nombre parfait.

+1
b) 210(210 -1)= 210 %2047 =1024 x 2047 = 2096128

Et : 2047 = 23x89. Par conséquent 2047 n’est pas un nombre premier.
Donc, 2096128 n’est pas un nombre parfait.

212213 _1y = 2!% 2047 = 4096 x 8191 = 33550336
Deplus: 1+2+4+8 +16 +32 +64 +128 +256 4512 4024 2048 4096 8191

Et : 8191+ 8191x 4095 = 33550336.
Il en résulte que 33550336 est un nombre parfait.
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