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Ce manuel de mathémaliques de Terminale D est conlorme au programime en vigueur.
Il comporte qualtre parfies : un pré-acquis, douze legons, un raisonnement et un mémenio

« Un pré-acquis : ce sont des résumés des legons de laclasse de Premiére D indispensables
4 la classe de Terminale D.

= 12 legons : chaque legon est organisée de la fagon suivante :
- Le titre de la lecon : il est conforme a celui du programme.
» Une image | elle illustre et suscite une réflexion sur le titre de la legon.

« Une situation d'apprentissage : elle a les caractéristiques sulvantes : un contexte, une (ou
des) circonstance(s) et une (ou des) tache(s).

- Les habiletés et contenus : ils sont organisés pour faire apparaitre le plan suivant lequel
sara traitée la legon.

- L'installation des habiletés : elle présente une succession d'activités en rapport avec
le plan précédent et permettant le développemont des habiletés et contenus. Chaque
actlivité est suivie d'exercices de fixation.

- L'apprentissage de la rédaction : il présente de -icices comrigés. Ces exercices sont
suivis de points méthodes.

- Le résumé de cours : il présente 'essentiel de la legon a retenir.
- Les exercices  ils présentent des exarcices rangés en trois groupes :

- Exercices de renforcement : ils convoquent au moins deux habiletés d'une méme legon.

- Exercices d'approfondissement : ils convoquent des habiletés de plusieurs iegons.

- Situation(s) complexe(s) : ses constituants sont ; un contexte, une (ou des) fonction(s),
une (ou des) ressource(s) et une (a trois) consigne(s) indépendante(s).

* Le coup de pouce : il présente pour certains exercices d'approfondissement ou situations
complexes, des indications a |'utilisateur. Ces exercices sont signalés par un asténsque.

= Un raisonnement : il résume les raisonnements mathématiques et les points meéthodeas
essanliels ulilisés dans la lecon.

« Un mémento : il présente un résumé succinct de chaque legon du manuel,
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Legon 1

Lecon 2

Lecon 3

Lecon 4

Legon 5

LIMITES ET CONTINUITE D'UNE FONCTION

1. Calr_:u! de limites & partir des limites de référence
2. Limite d'une composée de deux fonctions
3. Techniques de caleul de limites

4. Prolongement par continuité

3. Interprétation graphique de limites

6. Continuité d’'une fonction sur un intervalle

7. Fonctions continues et strictement monotones
SUr un intervalle

8. Techniques d'encadrement des zéros d'une fonction
9. Puissances d'exposants rationnels

DERIVABILITE ET ETUDES DE FONCTIONS

1. Dérivabilité 4 gauche, dérivabilité a droite d'une
fonclion en un point

2. Dérivabilité d'une fonction sur un intervalle

3. Dérivée d'une fonction composée

4. Derivéa d'une bijection réciprogue en un point

5. Dérivées successives

6. Point d'inflexion

7. Inegalites des = aments finis

PRIMITIVES

1. Primitive d'une fonction
2. Primitives des fonctions de rélérence
3. Primitives &1 opérations sur les fonclions

FONCTIONS LOGARITHMES

1. Fonction logarithme neperien

2. Equations - Inéquations

3. Danvees el primitives

4. Fonctions logarithme de base a.

5. Etude de fonctions faisant intervenir a fonction
logarithme népérien

FONCTIONS EXPONENTIELLES ET PUISSANCES

1. Fonction exponentielle neperienne
2. Equations - Inéquations

3. Dérivées et primitives

4. Fonctions exponentielles de base g
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Lecon 9

Legon 10

5. Elude d'une fonction faisan! intervenir la fonction
exponentielle népérienne
6. Fonctions puissances

CALCUL INTEGRAL

1. Intégrale d'une fonction continue
2. Technigues de calcul d'une intégrale
3. Calculs d'aires

4. Fonctions du type - f;md:

SUITES NUMERIQUES . 161

1. Généralités sur les suites numériques et
raisonnement par récurrence

2. Convergence d'une suite numérique

3. Suite arithmetique-suite géométrique

4. Suite n°, b", In(n) : croissance comparée

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

1. Définition d'une équation différentielle

2. Equations différentielies linéaires du premier
ordre & coefficients constants

3. équations différentielles ' 7= 125 du second
ordre a coefficients cor

NOMBRES COMPLEXES

1. Nombres complexes, forme algébrique

2. Opération sur les nombres complexes

3. Conjugué d'un nombre complexe

4. Affixe, point image

5. Module d'un nombre complexe

6. Arguments d'un nombre complexe non nul

7. Nombres complexes et configurations du plan

8. Forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul
9. Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul
10. Formule de Moivre : Formules de Euler

11. Racines n*™ d'un nomibre complexe non nul
12. Equation du second degré dans €

139

189

PROBABILITES CONDITIONNELLES ET 229
VARIABLES ALEATOIRES

1. Probabilités conditionnelles
2. Variable aléatoire
3. Loi binomiale



Lecon 11 STATISTIQUE A DEUX VARIABLES

1. Série stalistique double

2. Ajustement linéaire par la méthode des
maindres carrés

3. L'estimation

Lecon 12 NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

1. Nombres complexes et configurations du plan
2. Nombres complexes et transformations du plan

261
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Préacquls:

EQUATIONS ET INEQUATIONS DU SECOND DEGRE DANS [

b, bt ¢ sond des nombres réels avec a £ 0

o i) an © by 4o estun pabyndae du scoond degré, La fonction féfinie par f15) = ax' = b + ¢ et une fencisg
pelynime du second degré,

* AE} ' + b+ o= 0 ost une équation du second dearé.

o & =8 - darest le diseriminam e v on de (E),

ra—

| Signeded 450 And l A<o
 Zérols) de flx) ou ey P Pits de zéro ou
ool | BT e RATT A ! Pas de salution
 Factworisation de fix) Hry=mx— £ ) =x) Sy =alx=x) Fas dc Tactonisation
i Signe de a a I'extéricur des zéros Signe de o 1 o
gne de fix) ot signe de —a entre les zémos ou nul Signe de

- Résoudre une indquation dum:-mddagrédum:-::m*+m-rr?ﬂ{mp{n:£ﬁ:zu}mﬁmu etadigr e

signe de ax’ + bx + ¢ et en déduire les solutions de Ninéquation,

Soemme et produit des solutions

~Six, ef x, sont les solutions de (E), alors z, + 1, = _'E'% By = ';—'.

- Lreux nombres réels ont pour somme § et pour produit P i et sealement si ils sont solutions de I'¢

F=5¢+P=g,

EQUATIONS LINEAIRES
DANS [R2

ar+by=¢ h
i5): ar+by=¢ st un systéme de deux équations

linéaires dans ®°.

Déterminant d'un systéme d'équations
linéaires dans B*

~ Le déterminant de (S est le nombre réel noté A tel
T

- 81 A =0, alors (5) n'sdmet pas de solution ou admet
ume anfinate de solutions,

Si 4 #0, alors (S) admet une solution unique,

GENERALITES SUR LES
FONCTIONS

Comparaison de fonctions

f et g sont deux fonctions d'ensembles de dédinition
respectifs D.r oD,

* Les fonctions f et g sont égales lorsque D = D e,
pour tout x € D, , flx} = glx).

+ Pourtout x € D N D,

Jix) = gled = 0 e o) = plxp (fest supéricure i g),
fix] = glx) =0 = fixi < glx) (f est mférieure 4 g).

equation :

Somme, prodult el quotient de fonctians
I et g sont deux fonctions d'ensembles de définition

respertils 0 et D:'
ki Doard ¥ € D,. n D,~ U+ EMx) = flx) + giln),
lutxE DN [','IJ_ (fiedx) = fix) = gix).
= flx)

R EDAD telque glx)#0, Eéi:l— -g—ﬁ
Composition de fonctions
J et g sont dewx. fonctions densembles de définition
respectifs D et [
-:Eﬂ’“.ﬁ.:e H}HﬁI]EEﬁ'

-Pourtoutx €Y, g of(x) = gfix)]

Applications injective, surjective et bijective

S0t fest une application de E vers E

*  estune application injective si et seulement si
Ya€E, YheE, flol=Ab=a=h

= fest une application surjective si et seuberment si :
YvEFR 3z€E /y=/r)L

= {est une application bijective s1 et sculement 5i :

YvEF 3x€E /p=jx),

Une application bijective est une application i la fois

inpective et surjective,

» f est une bijection e /' $a bijection réciprogue,

Ona:YyeEYweEER fx)=vex= (.

B o



LIMITES ET CONTINUITE

o Lumite e I soamme

_!i-l-:}ﬂ'ﬂ B { ll ! i k. it o
I Ii—ﬂrﬂﬂ III i o] =T b, = o
Pﬂlf"'.ﬁk.ﬂ 14 i S b i 7
« Limite du produi
mfix) | ; ; w | | 4 | o
hmgls) F oo ~o - —t0 =% w
. +asil >4 ~5i > )
Jimy i Hx) ful’ ou o +x +a -t 1
—osil< +aesif<0
« Limite du quoticnt
b fix) {1 1 |40 |=x|+=] 0 150 <0
Img(x) 1120 |+ |~ | 4w |0 |=o | 0 | Octg(x}>0 | Oetg(n)<0 | Oetgin)>0 | etgl)<0
Do [ #] o |27 1]t] = | = | =~ | =
Continuité
E-unid.,.l"l.m.vr:I’:mr:ﬁnnd'-mmmhln:itdi!:ﬁm'liunEj,hel::runéli-mmuitﬂ-r
Jfest contimee en a si fadmet une limite finie ena et Jim flz)=fla).
DERIVATION
Nombre dérivé en un point
f est une fonction d'ensemble de définition &, eta un élément de &
Sif est dérivable ena alors * )= 1@ AE)=[le)
Dérivée et opérations sur les fonctions
Fonction | w+v | kulkeR) uv W T Vi %+ ulax + b)
Dérivée u'+ ku' wv+w' | v L?L ﬁ; o+ auax + h)
Dérivée et sens de variation

| est une fonction dérivable sur un intervalle K.

s [ est croissante sur K si et sealement si (' est positive sur K.

» [ est décroissante sur K si et seulement si 7 est négative sur K.
» [ est constante sur K si et seulement i/ est nulle sor K.

Flimqj.lli




EXTENSION DE LA NOTION
DE LIMITE

Limite & l'infini de fonction polyndme el
rationfnelle

= La hmnte d une fonciion polymdme 3 1 inting est épale
a o limite de son mondme de plas lo degre

= La lmte d une fonction rmtionnelle 4 infini et
cgabe A la limite du quotient du mendme de plus hau
degre du numérateur par le mondme de plus haut
dewrd du demvminatewr

Azymptotes
= La droite d'éguantion © = @ est asymplote verticale 4

(¥ | Vlorsque I““ JAlrr=+oion=m) ou

WM =+ (ou=ae) ou M fir)m bo

{OM—20 )

= La droite d"équation v = b est asymptote
horizontale 3 (Y ) en +o= fresp.—x) lorsque

__lE“_jt_.I"lJ"'= b resp lim Az)= b]'.

T ea =i

ETUDE ET REPRESENTATION
GRAPHIQUE D'UNE

FONCTION

Parits

= LUne fonction f d"ensemble de définition &, st paire
lorsque pour tout x élément de & ,ona:

—x €4 et A=x)=flx)

» Line ﬁ:mct:mf d’ensemble de définition & est
impaire lorsque pour tout x ¢lément de &, yona;

“x €Y et f=x)==fx)

Axe de symétrie

Le plan est muni d’un repére orthogonal,

La droite d'équation 1 = g est axe de symétrie de la

représentation graphique dune fonction £ lorsque 1"une

des propositions est veaic ;

s YrERWquea+rEY, ,ona:
fla « x) = fle — x).

o YaEY, ,ona:da-x €Y, et:f{2a = x)=1fx)

# La fonchion : x e Na + x)est paire.

:.r-.rE‘?{l el

Centre de symétrie

Le plan est muni d*un repére onhogonal.

Le point Ada ; b) est centre de syméinie de la repré-
sentation graphigue o une fonction J lorsque Mune des
propositions est vraie :

o Wy =W owlguews v oy B ".I'_I L O
fer 0 x) ¢ fla—x) = b

o WYES Jomal 2o rl‘—"’..l" el 2= gy Nxp- 28
= L r-.mumn R o A R | impaire,

X ey

Asympiole obligue

La droite d"équation - v = ax + b est asymprote
obalacpue a7 Jen b fresp, =) lorsgue

rl:i.ﬂ.1.,L | fiei—lar+h)]=1

tr;;u:r_ ,l!m_‘lﬂ.l'l—lr:;r thyl=10]

SUITES NUMERIQUES

Suites arithmétiques

(1) est une suite arithmétique de raison .

« Pour tout entier naturel », & o

= Pour tous entiers naturels o |:| pou,=u *(n-ph
» Pour tous entiers naturels n et p rels qur:_n <,

o, .

Sultes géométriques

(v,) est une suite géométrique de raison g,

» Pour tout entier naturel », v LT

. Fnurluusenuﬂsnsmrelsnel:p v =g

= Pour tous entiers naturels n et p tels que p <,

WY, huky, - vr[I—i—q-_:a:—}.s.iq 1L
STATISTIQUE

Soit ([a ; a_ [, n) une série statistique regroupée en
clazse.

&, esl le centre de la classe d'effectif n et N est I"effec-
||n.;|ta|

Densité d’une classe

d= ectif de la @
amplitude de la ¢liusse -

Moyenne de la série statistique

. 15|KH|+{."HJ'!,+..-+¢:,}{-;|;,
= ™ -

Variance et écart type

> mXle—rF+n,xle.—F¥+.. +nxloe,=rF
V=
™
ou

Tt T o s o —y

v=|:-| L e [ "'—ﬂ.li'}'
M

e o=y

!;. Préacouis
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DENOMBREMENT

Cardinal
soi Aol B deus ereembles fims

o cardl ALHY = Eardi Ay cardi®Y = ek ANRY

s cardi A BY = candi AV = cardi By

p-uplels
L& mimee e IHIH1L'L'-1I'11:1 ersenible de m Sements osl -
Arrangemants

Le nombre d'amangements de g elements d'un én-
seible de n éléimenes, | < P, et Al

Ar=gXila—]Ein="T}% P

W
p facteurs

AT Rl =l P B

x= F_F.—!"

Permutations

Le nombre de permututions d'en ensemble de noélé-

prerts. &5t 2 !

p=arp=1juju—e_ s 3=3=|,
NB0'=]
Combinaisons

Le nombre de combinaisons de p elémens d'un en-
wemble de m élements, 0 £ p <, est:

P Tampip PO SPSS

PROBABILITE

Ci=

® PAY

Nombre decas possibles
= “;r’i& dans une situation d'égquiprobabilite

ek
« P{AUB)=PA) + P(B)~ FANE)
o Si A est I'évenement contraire de A, alors

PR )=1-PiAL
BARYCENTRE

Barycentre

« A, B et C sont (rois paints du plan ot a.
des réels tels quea < B+ e # 0.

Si 5 est e barycentre des trois poants pondéres (A, a) .
(B, b} : (C, ) alors les propridtés suivanles sont équi-
valentes

w aliA 4 H?.'II+:.-GT_'= i}
- _{1-:— e

Hoet ¢ sont

AC

) N - S
—hFel g Thie

o [Pour 1out point M du plan,
aNIA, = A +cMC=la +h+e MG

_ Nombre de cas favorables d la réalisution de A

| u cose+ cosh=2c0s —5 cos

Coordonndes du baryoenire

L plan est muni duo repene (00, 1, 11
Si € ool I haryeentre des iy poimis pondércs
(A ab: (B IO ) Ew

|_[J'-_"r'r'" T

e

UL W WL PRV
iR

ANGLES ORIENTES ET
TRIGONOMETRIE

Farmulas d'addition

o cosa — B) = cosa cosh + sina sinb
s cosle + b) = cosg cosh= sing sinb
o sinfa — &) = sena cosh - gosa sk
s sinfa + B) =simr cosh + cosa sinh

Formules de duplication
¥ COSAT = COsTd = St
» #i2a = Jeotsr = sing

Formutles de linéarisation

» b *cogda
& Do - 3

| = cosln

B L Sy

Formule de transformation d'une sommd
gn un produit

arh  a=b
ol

. b
s cosg = cosh =-2s5m "—E"':sm '“.,

, . et a=h
w - sina 4+ sinb = 1 sin '—z ok T

£ ; g _ o=
o sing=sinb=2cos 5 sin

-

—b

Farmule de transformation d'un produit
8N Ung Somime

i
o cosa.cosh = 5 [cos(a + B) + cos (o - b
1
s sinasinh= =5 [ cos (@ + b) - cos {a - b))
o sinaoosh = %[:.'m[rl + by + sin (a2 - b]]

o Coda s = '-I_,'Eﬂrl!u b ) = san e~ 1))

n Préacquis




COMPOSEES DE TRANS-
FORMATIONS DU PLAN

Composition

o monl F o F b alaoms .:1_:' ey eenine A& ¢l
dangles oneniés respectits @ ol i

B Fiir Crar:

eorad st Ly retabion she cemtee A o ‘angle anenie
Mo

= St b et & deas homathities de méme cendre A el
i rapparts non mals respecif et 4,

w ol = By

o Bk e Phometbetic de centre A et de rapport 1,

ORTHOGONALITE DANS
L'ESPACE

Droites orthogonales

Diéfinition

= Om dit que dewx droites sont orthogonales lorsque les
paraliéles & chacune d"elles passant par un méme point
sont perpendiculaires.

otation | (D) onthogonale 4 (L) se note - (D) L (L)

La draite {AE) est onhogonale 3 la droite (BC).

Wemmrigues @ e donites orlssgonnles de Fexpag
e wonid s dcessarement ciplunmines,

Lomsgulelles be sont, elles soml steantes el oy gy
apielbes sont perpenidicalines

Droite arthogonale & un plan
Définition

= {hn it quume drodte (1) est onthogonale & up
plan (P} lorsgue (1) est osthogonale & deux deosies
wocnnles de (1

Voeabulaire et matation

On dit aussi que (D) est orthogonale & (P),
On mote (D) L (P)

Plans perpendiculaires
Diéfinition

- On dit que deux plans sont perpendiculaares bossque
"uns conticnt une droite orthoganale & I"autre,

4 ]

| { ,-;:
L~/
(] ; Vs

rd

n P'I'-I-BNUH



Comment assurar Ia continuiie
entre la production et les achats 9

SITUATION D'APPRENTISSAGE

2500 Une entreprise fabrique ou maximum B0 verres de lunettes par jour
& l'aide d'une mochine,
2000 Cette machine nécessite une intervention technique & certaines
phases de la production, ce qui ougmente les codts.
1600 Un legiciel @ permis d'obtenir lo courbe représentative (¥ ) de la
fonction de colt total ci-contre.
1000 Des éléves de ta closse en visite dans cette entreprise, observent
avec stupéfoction cette courbe qui différe de celles quils ont
500 / Vhobitude de voir. Ils sollicitent leur professeur de mathématiques
pour comprendre le tracé de la courbe. Celui-ci leur répond qu'une
étude de la notion de continuité d'une fonction pourrait les aider &
55 0 0 o comprendre le tracé de la courbe.

Legon 1 Limnites. gl continuité d'wne fonctson



HABILETES ET CONTENUS

%

Ies propridtes relolives nux opérations sur i85
limites

o Tirite d'ume fonction en uliisant les
Iimites de réldrence

i L] Lt =L

gl

la prapnele relative & la limite d'une fanction
COMpotée

Determings

la limite d'une fonction composée
3 Techwigues de calcul do limites

wOnnaitra
la propriété relotive @ la limite d'une fonction
mongtene sur un intervalle ouvert
Daserrrifar
ko limite d'une fonction en utilisant :

- UNe expression conjuguée

- la définition d'un nombre dérivé

- les propriétés de comparaison

(minoration, majorotion et encodrement)

4 Prolongesneni por continuité

TIinE

Y
h

un prolongement par continuité d'une fonc-
tion en un point

5 imerpretaton graphigue de limites

Mrenfifiior
les notions de branches parobeliques de
direction celle de (O1) ou celle de [0J) dans
un repere (0, 1, J)

gl =ty

graphiquement ;
fix) _
o M

refer

= lim

-, L

¥

lirry ”,‘] = | {resp—)
im Hlﬂ' =
“1‘“_" rt‘.'} = P {I’ESP-"’"'
: o une fontion sar
Jri i
L fre

= les propriétés relatives oux opérations sur
les fonctions continues sur un intervalle

= la propriété relative & la composée de deysx
fonctions continues sur un intervalle

« le théoréme des valeurs intermédicires :

« les propriétés relatives a I'image d'un inter-
valle par une fonction continue :

- en utilisant son tableau de variation
- en utilisant une méthode algébrigue
Determiner ;
limage d'un intervalle par une fanction continue
- en utilisant son tableau de variation
- en utilisant une méthode algébrique

7 Fonclions continues et strichement mone-
fones sir up intecvalle

Connaitre :
les propriétés relatives aux fonctions

continues et strictement monotones
sur un intervalle

Déterminer :

« le nombre de solutions d'une équation du
type fix) = k.

« la formule explicite d'une bijection réciproque
quand cela est possible,

Démontror :

= qu'une fonction fest une bijection d'un inter-
valle I sur un intervalle J dans le cas o f est
continue et strictement monotone surl.

. l*exist‘en:e d'une unigue solution de
Véquation f{x) = mr (m réel) sur un intervalle

LS é;tunt continue et strictement monotone
SUr

Lgon 1 n Limiibies. o1 comlinuitd d'une fonction




. Pexistence d'une unique solution de I"équa-
tion fix} = 0 sur un intervalle ouvert 1 , b, f
étant continue et strictemant monotone sur Identifier

Ja, Bl « une nocine ii-iéme d'un nembre positif
Représenter ; « une pulssance d'expasant rationnel
I:L-:cu.!rhe de la bijection réciproque d'une Connaitre
bijection dans un repére orthonorme les propriétés relatives aux puissances
d'expasants rationnels
Mober :

« une racine n-ikme d'un nombre positif

Connaifre : :

les meéthodes de dichotomie et de W w_ x) . (%)
balayage » une puissance d'exposant rationnel 1 X«
Déterminar : Représanter :

une valeur approchée d'une solution d'une gmphlquemmt:iﬁ inn:: i el
dquation exes WrlneN xeR:)

xmrireR xeRi)

INSTALLATION DES HABILETES

Activite ﬂ Calcul de limites a partir des limites de référence

1. Roppelle les limites suivantes ; ﬁrnﬁx':‘ﬂnjmxﬂ:lwﬁﬂ:l_;ﬁg;g;:rﬁml' im 2

N = ! X
2. a) Compléte |e tableou suivant :

¢ | 9 | 100 | 10000 1020 | 1030 1040 | 1050
'I'I'E | | |

b) Conjecture Il_l]mﬂq"‘i.

1
3, a) Calcule rlln] ST

; 4+
b) Déduis-en IIEEEF'E-

&. Soit la fonction fdéfinie et dérivable sur R par %) =sinx.
o) Détermine le nombre dérivé de [ en 0,
b) Déduis-en: lim ﬂ;rﬂ

5. Sait la fonction g définie et dérivoble sur R par ; glx) = cos x.
a) Détermine le nombre dérivé de g en 0.

g =1
b) Déduis-en: Him S5—.

¥ =1
6. Calcule }T‘IDE;]J:,T“ ;

Legon 1 ﬂ Lisviibes ot £ontinuitd @ure fanction




Pour coleuler une limite, on peut utiliser les Hmites de référence,

Exercicas de faation

¥ Calcule les limites suivontes -
ol lim 7 b} tim .
i . | s Ay,

W Reéponds por vroi ou par foux & chacune

des égalités sulvantes -
a m P =en b dm L e
ko L |
Em v - i ..._2_- =
cl "Il.l:l}] v 0 d] .‘I”'Intl.‘. iy | oo,
Activite €

m Calcude les limites survantes :
L gy
al .H.ni' Y=F
-5 |
=

I | .
€ Llll:nrlr?..:i:-.z .T_"I 1

b foy

Limite d'une composée de deux fonctions

soient u, v et f trois fonctions définies sur B respectivement por ilt) = -2x + 1, vix) = ¢’ gt

b =(-2v + 10,

L. Calcule |a limite de i en +0 et Ig limite de v en .

<. ) Développe et réduis flx).
b} Calcule la limite de fen + o

3..0) Vérifie que pour tout x & R, fix) = (voud(x).

B) Compare la limite de fen + et la limite de v en ~o,

=3

On odmet que pour calculer Jim verfx), on coleule ;
M jli'!'lnmlﬂbws'l !Enﬁ.'m= Eelnnm‘ull ;-ﬁ,.'!’[““] - [.

Exercices de fixation ;

B Pour chaque offirmation, une seule des trois
réponses proposées est exacte.
Indique le numére de I'effirmation et Ig

lettre correspondant & la réponse exacte.
1. Soient u et v deux fonctions telles que

Jim ulcy=b et Ji:nﬁ vix)= [, alors
a) Jm vl ={ ; b Jim voui(x) = b ;
¢} Jim veutx) = L.
2. Seient u et v deux fonctions telles que
;Iiznﬂ uir) =3 et I:TE: vt} =-5, alors :

a) :“E"z ueply)=-5

bl lui“z veur(x} =-5;

c IIlf.n2 wevx) = 3,
3. Soient u et v deux fonctions telles que
’En}_ruhhz ot .||[n21.m=~::. alors ;

a) iﬂrgm{wnur] =2;:b) m pen{n) =2
c _;Iirrg'rw (verhix) = ~ox,

B Colcule les limites suivantes -

1'1-?111_..(( J.'+1 -2, TEJ!"!:WE[ %} ;
3, i $1958

i—

B Pour chaque offirmation, une seule des trois
réponses proposées est exacte.
Indigue fe numéro de I'affirmation et I

lettre correspondant 4 la réponse exacte,
LOna .?ﬂ_.. (=2x + 3} =~ gt Jimy =,
alors -

o Iirgt{hlﬁi‘r]‘ =400

b} E":I‘ &y # 3=

c) i II_rp“h (-ix+3)P =0

L 1 Limnites ol conginuilé &'ing ferictan




2.0na fim wix)=4 o lim Jx =2, dlors: B 1.0l Caleule lm {r'-2c+Shet fim Jx.

4 . b IirrL1 Jufx) =2 : b) Déduis lim_ ,x'~2x+5,
a.m Vi) =2,

o) lim yu(x) =

2. a) Colcule Iirn 5x et lim SNy

X
1.0 1I = sin y m&r
ne. m uixi=0 e J'[ﬂn == =1, alors: b) Déduis Iu'n L B
Elnl_n{,ﬂ] . .
a) ". r:[r;T' =& b II m, E“E"g}} =1 3. a) Calcule !Iﬁﬁ_ﬂ lim_ - {8

5, T" xuilv) =1,

. Y
b) Déduis E{ 5] -

Activité e Techniques de calcul de limites

3.1. Utilisation d'une expression conjuguée

1. a} Justifie que : pour tout x élément de J0; +ecf, o+ 3 —x = 3
b) Déduis-en ||I'!I x4+ -y VE+3+x
ol Calcule:  fim ' +3+x.
: 2-3
2.0) JustlﬁEthE:puurt_qg_t_:_;ﬂé_mmtd!]._ﬂ;nh St 4x = — 3 .1.'3

¢) Déduis-en lim_,x'+2x+34x.

Pour calculer une limite, on peut utiliser une expression conjuguée,

Exercices de fixation

B Colcule les limites suivantes en utilisont une expression mn]uguée

Jx+1-1 : Jr+11-13
a) !II':'EI v bl jl:_rr_lz T T

BE £n multipliont le numérateur et le dénominateur par: 1 - cosx:

1

icalcule llrn SNy

WY Colcule chacune des limites sulvantes en utilisont une expression CONjUgUEE :

u}‘!'rﬂb-.,rx"+1+x i bl lm WA +2e+x+1
£ o — s e
c) Mim i?"—'t pod) lim VX xe3 4,

®E Colcule chocune des limites suivantes en utilisant une expressian conjuguée :
a) fHm ye+i-x ; b} lm e e2utxen;

1.-"_+1—-1-‘

1;..1'm-

od) lim Y x4,
N ==

1 n Limites &1 contingié d'une fanetion



4.2. Utilisation d'un nombre dérivé

On considére la fonction fdéfinie par ()= v+ 2.
1. Détermine le taux de variation de fena,
yXté-2
ShE N

Jk+2-3

2. Déduis-en les limites suivantes | lim e =7

[ S

Pour colculer une limite on peut utiliser un nombre dérive,

e .
B2 Colcule les limites suivarites : lim S i S

B2 Calcule les limites suivantes :
— " i
r=i .'l' i 5- x-4f x
3.3. Utilisation des propriétés de comparalson
Soient /, g et i trois fonctions définies respectivement par flx) = 2x + sin, glv) = 3x + 2coax

l.a)Démontreque:vxeR, fl22x-1. b) Déduis _ lim _g(x).
b) Déduis-en ) Ijg“ﬁx'] : 3. o) Démontre que: v e R, - Al £ %,
2.0) Démontre que ¥ x e R, glx) S 3r+ 2, b) Déduis ;"5".;. Alx),

On peut utiliser des comparaisons paur calculer des limitec.

Exgreices de fixation

Sachant que ;v x & J0 ; +oof, Calcule Fm_flx).
e & SRR T~ TR ] 2. Soit fune ion tetle que toutx>1
21".I+1'?:*1 Vs m Ew Fﬂ?ﬂ'ﬂ i I
i prm—— el & E_ﬂt}— %‘5—-
Colcule: lim Jx+1-=.7%. ¥ x
i Colcule 1im_flx).
=8 1, Soit fune fonction telle que pour . 1+ cosr . i
fune lle que pou Caleule: b 309 oty AgiOX
mutx}l,FEﬁr}E o v

Activité 'ﬂ Prolongement par continuité
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0,1, J). | 4. fest-elle continue en 3 7 Justifie ta réponse,

On définit la fanction fde lo moniére suivante: | 5, Soit g la fonction définie par:
fix)=x-2six<3 glx)=flx)sizr < 3
flx)=x—8six >3 g(3)=1

1. Détermine 'ensemble de définition de f. glr) = flx)sic > 3

2. Calcule puis compare I@n‘gﬂx} et IIIEI'I:‘Jr‘iJlr}. Justifie que £ est continue en 3.

3. Trace lo courbe représentative de la fonction [

Legon 1 ﬂ Lismites ot continuilé dhune fonction




-

l fonction g est appelée |a

Lo
continuité en 3,

w On considére |g fenction f définie sur

FLA W]+ par: I " L __®

- E ¥ I .

Ju§'ll1'lE que | on peut prolonger fpar cn:n-:li
nuité en 1 puis donne Ie profongement.

ﬂ' On mnsiflére la fonction § définie par :
= ¥ N=12
Lo fonction (est-elle prolongeable par conti-
nuité en 3, si oui denne son prolongement,

prolongement par continuité de f en 3. On dit que f est prolongeabie par

) Onconsidére lo fonction défime sur B° par:
fl) = sin v sin |
1. Justifie que pour tout r élément de B",
ILxl] = |sin x}.
2, Déduis-en gue [ est prolongeatle par
continuité en 0.

m.ﬂl Interprétation graphique de limites

1, Soit [ la fonction définie par flv) = 2v° + 4x + 3,
dont lo courbe représentative (¥ J est donniée
dans le repére orthogonal (3, 1, J) ci-dessous et
M{x, flx]) un point de (¥ ).
soit alv) le coefficient directeur de la droate (DM},
o) Détermine graphiquement . I_|rL Sl
b) Détermine aix) et calcule : !in;lm alx).
¢) Quelle sera la direction de la droite (OM)
lorsque x tend vers +o 7

2. Soit f la fonction définie por flx} = 2,/ x dont
la courbe représentative (7 ) est dannée dans fe
repére orthogonal (0, I, J ci-dessous et M [x, jlx))

un point de {t. ). -
Sait aly] le coefficient directeur de lo droite (OM).

a) Détermine graphiquemnent lim M)
b) Détermine alx) et calcule tm el

¢} Quelle sera la direction de la droite (OM]
lorsque x tend vers #oo 7

fest une fonction de courbe représentative (1" ) dons le plan muni d'un repére orthogenal (0, 1, J).

On odmet que :

w 5 ﬂr‘[lt_ﬂt'} =+t @l
mrz:rhniique de direction celle de la droite (OJ).
« 5 lim fl)=2cet lm Ty

paroboligue de direction celle de lo droite (01},

lim ﬂxi}zi'h::-_ alors on dit que la courbe (¥ ) admet en +2 une branche

= 0, olors on dit que la courbe (¥ ) admet en +oo une branche




Exercices de fxation

B Ecris dons choque cas le numéro de Foffirma- | B Ecris dons choque cos le numéro de ['offirma.

tion suivi de lo mention "VRAI" si l'affirmation ion suivide la mention "VRAI" si Faffirmation
st vraie ou "FALIX" s elle est fousse, est woie ou "FAUX" si elle est fousse,
Soit [ ume fonction de courbe représentative 1.0n considére ta fonction fdéfinie par -
() dans le plan musi d'un repére orthogonal P =9t gy =1
(0, 1, J) tel que ll":':; flv) = - ot . flx) = = Ay =3 et de courbe
: _f_'['!t ﬂ.i__'f}.' =0 représentative (1 J dans le plon muni
L {t ) odmet en +x une branche parabo- d'un repére orthoganal (0, 1, 1),
ligue de direction celle de la draite (o). 4 bidictia =
2. (1 ) admet en —= une branche parabo- E”? .-Jd" d‘iﬂ::t?:nﬁlr::e ;:ré':mup?é?:
lique de direction celle de la droite (O1), N ECN :
3. [t ) admet en += une branche pargbo- b} (£ ) admet en +x une branche parabo-
lique de direction celle de la droite (0, lique de direction celle de la dreite (0J).
4. 1) admet en o une branche parabo- €l (¥') admet en ~x une branche porabo-
lique de direction celle de la droite (0J). lique de direction celle de la droite (O1).
B Recopie et remploce les pointillés par las 2.0n considére la fanction f définie par -
mots ou expressions qui conviennant, XY .
30it f une fonction de courbe représentative Sy = Jx+3 ©tdecourbe représentative
(¥ ) dans le plan muni d'un repére Ffr'; dans le plan muni d'un repére ortho-
orthaganal (0, 1, J), gonal {Q, I, J).
1. ‘ona: i = :
.Lnrsqu ona:dm f=—on a) {‘ffl} odmet en +o0 une branche parabo-
m_ :-'fii} =0, on dit que la courbe (i ) lique de direction celle de la droite (01).
odmet ef .. une ....... de direction ... . b} m‘;; admet en += une branche parabo-
2 lorsquon @i lim flx) = v et fim lique de direction celle de o droite (0.).
T — gy ¥ — g
Ty =t on dit que la courbe [‘F) odmet
Ly [T, . - de direction ....... ;

Activité a Continuité d'une fonction sur un intervalle

6.1. Opérations sur les fenctions continues sur un intervalle
Soient f et & deux fonctions continues sur un intervalle K,
Soit x, e K,
1.a) Coleule lim (fx) + gtx)) ; Jdim (flx) = glx),

b) Justifie que /'+ g et £ sont continyes enx,
2. On suppose que: glx,) #0.

L)
a} Caleule :"'_"E. 2

b)) Justifie queéest continue en x,,

S

* Sifet g sont deux fonctions continues sur intervalle K, alors f + g et Jir sont
continues sur K.

» Deplussi Yre K Eix) # 0 glors é 21 ;:,: sont continues sur K.

Legon 1 ﬁ Limites &t contitmité d'yne fanctian




w Ecris dans choque tos e numars de I'affirma- i Soient 1, J et K trois intervalles tefles que | c K

est vraie ou "FAUX" 5i elle est fousse.
Soient I, Jet hlh'ﬂiihlmlesteiluquﬂ c Ket
JeKetfet g deux fonctions continues sur K.

el ) ¢ 1 et fet g deux fonctions continues sur L.
1. [+ gestcontinue sur [,
2. fir est continue sur K.

1. .F + 1 est continue sur .
2. {.¢ est continue sur |

3. S.i_g ne s'annule pas sur I, olors ! - g5t
continue sur 1. &

&. |.g est continue syr

/
3. 5i g ne s'onnule pas sur J alors -, est
continue sur J.
&, fizest continue sur K.

WP Recopie et remplace IH_puintirHés par les
mots ou expressions qui conviennent.
Soient et g deux fonctions ... sur un inter-
volle I 5i g ne ... sur T alors .. est..surl.
Les fonctions ... et ... sont ... sur L.

B Ecrisdons chague cosle numéro de l'offirma-
tion sund de lo mention "VRAI" i 'affirmation
est vroie ou "FAUX" 5i elle est fausse,

5.2. Composée de deux fonctions continues sur un intervalle
K el K sont deux intervalles de B,

Soit fune fonction continue sur K telle que fIK) K et g une fonction continue sur K.,
Sait x, €K,

. Calewle N i i
1. Calcule fim flx) et r-!mﬂ #{x) puis déduls im {gef ).
2. Justifie que gof est continue en x,,

K et K" cont deux intervalles de &,

5i fest une fonction continue sur un intervalle K telle que f/(K) = K' et g une fonction
continue sur K' alors g« est continue sur K.

Exercices de fixation

=N Ecris dans choque cas le numéro de laffirma- | BF Recopie et remploce les pointillés por les
tion suivi de la mention "VRAI" si l'affirmaotion mots ou expressions qui conviennent.
est vraie ou "FALX" si elle est fousse. Soient K et K deux intervalles de &.

soient [ et J deux intervalles telles que I c J, Si fest une fonction .. sur un intervalle K
J une fonction cantinue sur [ et g une fonc- telle que ... et @ est une fonction .. sur K’

tion glors ... est... sur
continue sur f1).

1. gof est continue sur 1.
2. gof est continue sur J.

6.2. Image d’un intervalle par une fonction continue
[est la fonction continue sur B et définie

par flx) = x*~ 1 dont le tobleou de variation suf x [-b _ﬂ_ t.!
[=6 4] est ci-contre : 35 15|
1. Détermine & l'oide du tableau de voriation de M) | \\ 5 fv |
limage par [ de chacun des intervalles

suivants : [~6; 4], [-6; 41, 1-6; 4L, [-6,0],[0; 4] et]-6,4].
2. Détermine & 'oide de lo méthode olgébrique, limage
par [ des intervalles suivants: [0;4],1-6; 0( et [-6; 0],

Legon 1 Limies et continuibé d'une fonctian




3. al En remarquant que [-6 &) = [<6 : DJul0 ; 4], justifie @ Faide de lo méthode olgebrique que
-6, 4]1c]-1:35],

bl Soit v e-1:35).

Démantre que v admet un antécédent 1 par | dans [~6; 4]

¢} Deétermine alors limage par [ de [-6; 4).

| Symnese |

On admet gue :

= Limage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

* Limoge d'un intervalle fermé par une fanction continue est un intervalle fermé. _

* 5ifest une fonction continue sur [,5] olors fl, h)) = [, M] ol m et M sont respectivernent le
minimum et le maximum de { sur [, h).

Exercices de fivation

Seit fune fonction continue sur [a, bl m et
M sont respectivement fe minimum et le
maximurm de |/ sur [a, b).

= Ecris dons choque cas fe numéro de "affirma- . P i) z 5
tion sunvi de lo mention "VRAL" si Faffirmation oy 12
est vraie ou "FAUX" si elle est fousse. flx) il “-1_1 s e —a it

Pour chaque affirmation, une seule des trois

1. L'imaqge par [ de [a, b] est [ la), /(b)) réponses proposées est exacte. Indigue sur
2. L'image par f d'un intervalle fermé est ta copie le numéro de I'affirmation et la
un intervalle fermeé, lettre correspondant 4 |a réponse exacte.

3. L'image par [ de [a, b] est [m, M).

4. L'image par f de [a, b) astim, M[ 1. L'imoge par fde [0 ; 6] est -

il . : _ ol [~4;-1] ; b} [-1;5] ; ci-4;5).

<@ i:.,-ﬂ-'f,r::} Eflﬂ FONMERIES SN it AT 2. L'image par f de}-= ; 2{ est :
Détermine I'image des intervalles [-1; 3] et a ]E:ﬂtl v B) [<1;40 ¢ e} ]=1;4].
11; 51 par o fonction 3. U'image por fde [0;2] est :

=15} = =1:5[ = -1: 5.
= Fest une fonction continue sur B dont le to- o) =151 ; bH-1:50 ; Qi-1;5(

&, L de , B] est:
bleau de variation sur J-c, 6] est le suivant - | a) I:jl'ﬂﬂ‘::{ WIE:]-_ [_i-ﬂ: [ ] ¢} [=4 : #ec.

E.4. Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement manatone

Soient a et & deux nombres réels tels que a < b et fune fonction continue et strickement monotone sur

un intervalle K. (¥ ; 1 est bo représentation graphique de la fonction [ sur lintervalle K dans le plan muni
du repére (0, 1, J).
Recopie et campléte les pointillés par lo réponse qui convient,

7 [ 1 O R e PR """“'_'_J-*. Aadite-..
5 / : I
[ r"'-l- 7 E I

.! - ’ E
7 | i '
I+ ' ;
| D P PE LT ¥
o 1ol i & % & MWhor 9 . d
1 o 1T @7 ] ] :] bl 7 ] ]
Limage par fde [a, b] est... L'emage par /' de [, b] est

Lecon 1 E Limsies ot continaibd ' ung fenction



=

L oL b A0UY NOmbres réel tefs que g« het fune fonclion continue ot strictemaent
mOnolone Sir un inMennlle K

K
g fest sirictement ¢ foissard e sur K | et abrictemaent décraissante sur K
la. B] e, Fl] [fthy, fland]
Jei. W 1 b fiv), i flv) | | lim flxh, Wem flxd
e Wa, e A  m b,
. M | IIIIT_Tjr.rIIrl. i) ' (A, ll'rm.rj'hll

= Remplace les pointillés par les mots ou expressions qui conviennent,

soent a el b deux nombres réels tels quea<h
monatone sur un intervalle K,

et fune fonclion continue et strictement

flK)
H.. —_ — - ST 5 — S — .|
L1 ¥ eststrictement croissante surK | fest strictement décroissonte sur K |
o Bl [fla) AN | T e o
. bl et ].r"'-" ﬁj{r:, Jim fll
a, b LAAa), fim Ayl TR PR
hl ﬁ] ........................... - mb]. _]Ii.llnﬂ':m I_
| : -
o Ecnis le numéro de l'affirmation suivi de lo mention "VRAI" si l'offirmation est vrgie ou "FALUX"
si elle est fausse,
solent a et b deux nambres réels tels quea<het funefonction continue et stricternent crolssonte
sur un intervalle K contenant g et b,

L. Limoge par f de [a, 5] est [ /() fla)).
£. L'image por [ de [a, b est | fa), ,"T:. [LE31R

3.Limoge por  de Ja, bl est] Jim ), im Ao
&. Limage par ( de Ja, bl est [ /{h), _"l]lu,l'.i’i'}l.

W Ecris le numéro de l'offirmation sulvi de la mention

“VRAI" si l'affirmotion est vraie au "FALX" si
elle est fousse,
soient ¢ et b deux nombres réels tels que g < b et [ une fonction continue et Strictement
décroissante sur un intervolle ¥,

L. Uimage por fde [a, b] est [ /1), fla)).
2. L'image par [ de [u, b est [ flu), Ilirﬂl L3

3. L'imoge par [de Ja, M est ) lim_flx), !"."n L.

4. Limage por fde Ja, b est [ ity lim ).




6.5. Théoréme des valeurs Intermédiaires

Soit f la fonction continue sur B telle que flv) =+ - 1,

1. Justifie que f([1; 2]} = [0: 3).

2. S«:iil_t',:I un eélément de [0 3].

Justifie que v, @ ou moins un ontécédent compris entre 1 et 2 par /.

oo

S0it f* une fanction continue sur un intervalle K . et b deux éléments de K, _
Tout nambre réel v compris entre fla) et 1) admet ou moins un antécédent par /
compis entre a et b,

Exercices de fixation _
Remplace les pointillés par les mots ou expressions qui conviennent.
Sait f une fanction continue sur un intervalle K, o et b deux éléments de K.

Tout nombre réel v compris entre ..., ] - SETR OAMEL .. i - unantécédent
par f compris entre ................. -, TR .

&5 Ecris dans chaque cos le numére de Faffiemation suivi de la mention "VRAI" 5i l'offirmation est
vraie ou “FAUX" si elle est fausse.
Soit fune fanction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K.
1. Tout nombre réel y compris entre f{a) et f5) odmet ou plus un antécédent par fcompris
entre a et b
2. Tout nombre réel y compris entre fla) et f{h) admet au moins un antécédent par { compris
entre o et b,
3. Tout nembre réel v compris entre fla) et flb) admet un unique antécédent par (compris
entra g et b,

Activité B Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle

7.1. Bijection

1. €, ) ci-contre est la représentation graphique d'une
fonction [ continue et stricternent croissante sur un
intervalle K dans un repére arthonormeé. Soit v & flK).
a) Détermine le nombre d'antécédents de y par /.
b) Justifie que fréalise une bijection de K sur un
intervalle a préciser,
c} Construis [a représentation graphique de la bijection
réciproque [ dons le méme repére que celui de (¢ A
d) /- est-elle continue sur fIK) ?
e} Détermine & oide de la représentation graphique de
[ le sens de variation de -,
f) Déduis de lo question b) que I'équation fTx) = y admet
une unigue sofution dans K.
2. (€, ) ci-contre est lo représentation graphique d'une
fonction f continue et strictement décroissante sur un
intervalle K dans un repére orthonorme,
Soit v € flK).
a) Détermine le nombre d'antécédent de y par f.
bl Justifie que f réalise une bijection de K sur un
intervalle & préciser.

Legon 1 a Limaigs ot eohbmuibd 4'une fanctian




¢} Construis lo représentation grophigque de la bijection réciproque -t dans fe méme repére que
celui de {"E-l, ).

d) f ' est elle continue sur flK) 7
&) ggg@ine a l'oide de la représentation grophigue de /' le sens de variation de f .
) Déduis de la question b) que Véquation flx) = v odmet une unique solution dans K.

=3

» 5i festune fonction continue et stricternent monotone sur un intervalle K alars fréalise une
bijection de K sur flK),

» Lo bijection réciproque /! est continue et strictement monatone sur fIK) et  le méme sens de
variation que [,

« Pour tout réel m € fIK), 'équation fix) = m admet une unique solution dans K.

Exercices de fixation

@0 Recopie et remplace les pointillés parles | §%) Recopie et remplace les pointillés par les

MOots ou expressions qui conviennent. mols ou expressions qui conviennent.

Si fest une fonction .... et ... monotene sur 5i fest une fonction .... et ... monaotone sur
un intervalle K alors fréalise une ... de ..., sur un intervalle K alors pour tout réel m € fiK).
- la bijection réciproque I “lest..et.. sur I"Aquation ... admet une ... selution dans K.
w.etaleméme.. quef

B Ecris dans choque cos le numéro de U'affirmation suivi de la mention "WRAI" si l'offirmation est
vraie ou "FALIX™ si elle est fousse,

1. 5i fest continue sur un intervalle K, alors fréalise une bijection de K, sur fTK).
2.5i fest continue et strictement manatone sur un intervalle K olors fréalise une bijection de K sur fK).

3. 5i f est stricternent monotone sur un intervolle K, alors fréalise une bijection de K sur f{K).

7.2. Solution de I'éguation fx) =0

1. Soit fune fonction continue et strictement croissante sur intervalle [a, 5] (@ < &),

a) Détermine fla, bl

b) Démontre que si fla) x fib) < 0 alors I'équation f{x} = 0 adrmet une unique solution dans Ja, bl
2. Soit fune fonction continue et strictement décroissonte sur l'intervalle [a, Bla<h).

o) Détermine fila, b)),

b} Démontre que si fla) = fb) < 0 olors 'équation flx) =0 admet une unique solution dans Ja, &L

Si fest une fonction continue et strictement monatone sur lintervalle [a, b] {a < b) et sif (a) x £ (b} <0,
olors I'équation f(x) = 0 admet une unique solution dons Ja, b,

Exercices de fixation e o Sk o i e ol

U Recopie et remplace les pointillés par les mots ou expressions qui conviennent.
Soit fest une fonction ... et ... monotone surun intervalle [a, b]. Si ... alors I'équation ..... admet
une ... solution dans Ja, bl

Ecris dons choque cos le numéro de laffirmation suivi de lo mention “VRAI" si Faffirmation est vraie
o "FALIX" si elle est fausse.
1.5i festune fonction continue et strictament monotone sur Vintervalle [a, b] alors I'équation
ilx) = 0 odmet une unigue solution dans la, b

Lecon 1 WRER Limites of continuité d'une foncon




2. 5i [ est une fonction continue et stricte- | §EE] Ecris dans chaque cas le numeéro de laffirma-

ment monotone sur l'intervalle [«, b] et si

Hex) = f{B) < 0 alors 'équation f{x) = 0 admet est vroie ou "FAUX" si elle est fousse,

Soit  une fonction continue et strictement

une unique solution dans Ja, N, .
3.5/ est une fonction continue sur lintervalle croissante sur lintervalle [-3 ; 73 -dank 1
la, b] et si fla) = flb) < 0 alors I'équation tnEIeuy atie *hiea ot :
flx) = 0 admet une unique solution dans Ja, hl. X -3 | 5 | £
4, 51 r'est une fonction continue sur l'intervalle _ﬂ';] =2 -1 | i
[, ] et si fla) = f{b} < O alors I'équation 5 o —

) = . i ; 1. L'équation f(x) = 0 admet une unigue
:f: ].*:[ 0 admet ou moins une solution dans solition dang 1-3.- 51,

5] 2. L'équation f{x) = 0 admet une unique

solution dans -3 : 7[.
3. L'équation f{x) = 0 odmet une unique
solution dans )5 ; 7[.

Activite @ Techniques d'encadrement des zéros d'une fonction

8.1. Méthode de balayage
Soit f la fonction x = x* = 2 continue et strictement croissante sur [1; 2].
1. On donne le tableou de signe de la fonction fsur [1; 2].

x 1 |13 [ws[1s5]16[17]18]19] 2 |
Signe de f[x) - - “ = - + + | + + +

a} Justifie que "équation flx} = 0 admet une unique solution « dans]1,4 ; 1,5[.
b) Détermine I'amplitude de lintervalle 1,4 ; 1,5[.
2. On donne le tableau de signe de la fonction fsur [1,4 ; 1,5].
x  J1e0]1e1]162 (1,43 144 [165 (146147 [1,68 [149 1,50 |
Signe de flx) = | = + + I &
a) Justifie que o € 1,461 ; 1,42(.
b) Détermine l'amplitude de lintervalle J1,41 ; 1,42[.

3. On donne le tableau de signe de lo fonction fsur [1,41;1,42] :
i x 1,610 [ 1,411 | 1,412 1413 [ 1,614 [ 1,615 1416 [ 1,417 [ 1,418 [ 1,419 | 1,420 |
T : - . | ket

+ + + + * + +
o) Justifie gue o € ]1,414 ; 1,415[. :
b) Détermine Mamplitude de lintervalle J1,611 : 1,412[.

+__|+++|+.+ + |

Soit fune fonction continue et strictement monotone sur [1; 2] et a l'unique solution de I'"équation
fix)=0dons }1;2[.

Pour déterminer un encadrement d'amplitude 10-! de a, on procéde comme suit :

= On subdivise l'intervalle 11 ; 2{ par des décimaux consécutifs d'ordre 1,

« On détermine les imoges par /de chacun des décimoux consécutifs d'ordre 1.

« west compris entre les décimaux consécutifs d'ordre 1 dent les images sont de signes contraires.
« est compris dans l'intervalle 11,4 ; 1,50

Pour déterminer un encadrement d'amplitude 10°" de &, on procéde de la méme maniére.

« Cette méthode est la méthode de balayoge.

Legon 1 ﬂ Limmites &4 continuitéd &' une fonction

tion suivi de la mention *VRAL" si l'offirmation



Ererciots de fixation

i Soitla fonction f définie sur lintervalle
I=l~6:4)por: i =x' - gy a1,
1. I.':Hrguntre que l'équation flv) = 0 admet
une unique solution a sur Fintervalle [0;1].
1. Détermine une valeyr approchiée de a par

W Soit la fonction f définie sur l'intervalle

I=[-4:4]par: flx)= 2"+xt-x+1,

1, Démantre que l'équation flx} = 0 admet
une unique solution o sur lintervalle [-2;-1).
2. Détermine une voleur approchée de a par

to méthode de bolayage a 0,1 priés,

g.2. Méthode de dichotomie

Soit f une fonction continue et strictement
maonotene sur [1; 2],

1. On denne le tableau de signe de la fonction
fsur[1;2]:

X

1

s ;:ia_lﬂm': +— |
g} Justifie que I'équation fx) = 0 admet une
unique solution a dans |1 ;1,50
b} Détermine l'amplitude de lintervalle 11 1,5(
et compare-la & l'omplitude souhaitée,

13
+

2. On donne le tableau de signe de lo fonction
fsier [151,5]

[ ” 1 } 125 |15 _‘
| Signedeflx) | - | ;J *

a) Justifie quea €]1,25; 1,50
b) Détermine lomplitude de lintervalle 11,25; 1,5(
et compare-lo @ Pamplitude soubaitée.

Soit fune fonction continue et strictement monot
fix) = 0 dans Ja ; b

la méthode de baloyoge 8 0,1 prés.

3. On donne le tableou de signe de la fonction

Sfeur[1,25;1,5): =
o T' Ia?s 1.5 |
B - _‘ +

x
Signe de fix) | -
a) Justifie que me]1,375; 1.5 [

b} Détarmine lemplitude de Fintervolle 11,375 15
et compare-la & l'omplitude souhaitée.

4. On donne le tableou de signe de lo fonction f
sur [1,3?5:1_._?1 :

1,5

+

1,375 | 14375 |

*

an B i e

a} Justifie que ae 1,375 ; 1,4375[.

b} Détermine l'amplitude de 'intervalle
11,375 ; 1,4375] et compare-la & l'amplitude
souhoitée,

one sur [a : b] et a l'unique solution de I'équation

Pour déterminer un encadrement d'amplitude 10~ de a, on procéde comme suit :

On divize I'intervalle en deux sous intervalles,

-

On continue cette subdivision de !E.: méme fago
-

« On s'arréte lorsque l'omplitude {

On détermine l'image du centre de l'intervalle Ja ; & par £
; +
si fla) % /1 i‘;—b J<0alorsa e !-:.-. &Eﬁl sinon a € lﬂz—b ﬁ-!.

n que précédemment.

}, avec it étant le nombre d'iteration)

de lintervolle qui contient & soit inférieur & 'omplitude souhaitée, 107

« Cette méthode est lo méthode de dichatomie.

Exercices de fixation [

B9 soit lo fonction f définie sur lintervalle
1=[-4: &) por: flh=x'-6Gx+ 1
1. Démontre que I'équation flx) = 0 admet
une unique solutien a sur lintervalle [0 1.
3 Détermine une valeur opprochée de a par
la méthode de dichotomie & 0,1 prés.

Legon 1

B Soit la fonction f définie sur intervalie

I=[-4;&]par: flf=x*+x"-x+1.
1. Démontre que I'équation flx) = 0 admet une
unique solution a sur Iintervalle [-2 ; -1).

2, Détermine une valeur approchée de o par
la méthode de dichotomie 4 0,1 prés.

Limifes &t continuitd o'wne Tenctan




Activite € Puissances d’exposants rationnels
9-1. Fonction racine st

Soit 1 un entier naturel non nul supérieur ou égal & 2 et I'application @, :[0, 420+ [0, #2[, x o7
Justifie que ¢_est une bijection.

Syrese

= La bijection réciproque de lo fonction x = x* est la fonction racine n*™ .
= Lo racine n**™ d'un nombre positif x s'écrit Vx ou X",

Exercices de fixation

B8 1. Détermine la bijection réciprogue de
lMopplication p, 04| 2 [0; +oof, x 2"
2. Détermine la bijection réciproque de
P'application g, :[0; +so[ + [0; +oof, x = x*

=B Caleule:
g - 51 .3 /.8
1.Y8; 2.V81:3. 5.
B Construis dans unméme repére orthonormé
4, et so bijection réciprogue.

9-2. Puissance d'exposant rationnel
soient fet g deux fonctions définies sur ]0; +[ respectivement par fix} = {x et glx) =,
ou p est un entier relatif et ¢ un entier naturel supérieur ou égal & 2.
1. Calcule pour tout x & ]0 ; +ao[, Sfegix) et go flx).
2. Posons y ={x* ) Tetz={xil
o) Colcule y= et zv.
b) Justifie que =v= .
3. o) Justifie que )= z+ et déduis que y=z.
b} Justifie que pour tout x € 10 ; +e[, fogly) = goflx),

| sminse

» Pourtoutxe ;q_;_m:.[_ PE LigeNetgz2, x7) C =L‘ri ¥
o X7 estnoté V' ou [Vx)",

Exercices de fixation

&= Pour chaque affirmation, une seule des
trois réponses proposées est exacte,
Indigue le numére de 'affirmation et lg
lettre correspondont 4 la réponse exacte.

w Ecris dans chaogue cos le numéro de
l'affirrnation suivi de la mention "VRAI"

ou "FALX" retenue.

Soit x un nombre réel stricternent positif,

1. La racine cubique de x? se note L

2. La racine cinguigme de x* est égale a x i :

3.x estegala V7.

4. La racine carrée de x* se note 1}'? :

Lecon 1

1. La racine carrée de x* est égole & :

a V¥ ; BVEY g/
2. x? est égal g :

a¥x ; BV o 9.
3. La racine cubique de x* est egale & :

a)x ! i bxt gl

Limites of continufs d'uﬁq- anlm.l-l:ll'l




APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice e Utiliser des limies de référence
Calcule les limites suivantes

1-dy | 1-

I -4
al lll'll'la V=3 H )| '.ll_r_n.:L = '!-

By

1= 4y
a) I—_f= 1—13 %1 - 4x).

' |
Jlﬂ T=3 =% et Hrn l-in.':_ur

donc 1|m —_5 = 4o
1—4-.
b}ﬁr= ‘j_.j ® (1= 4x)

1_3 —3- =+ et llm 1=dyx==11,
dont ‘Ilna—ﬁa-—m

Exgrcice e Utiliser le nombre dérivé
Colcule les limites suivantes,

vI+T =3 . 1 YX4+T—2
& fim ST or 0 m SSeoes

[ coriet

Posans: fix) = yx+7 ; f'x) = T—“
etf {z}-g.f'{—ﬂ:—.

s ||%&L§—

Exercice (E) Utiliser une factorisation
Colcule les limites suivantes :
: I_'tl'r_'lﬂ Vrie2r—144x !

| comiee

al Vit +2r—144x= .'-I'l[T +£_1_- "JI‘:'J +4dx

11 ? 3
:H-TIE

al h] fim
e

=|-T|~,,1+'__,|;l+4'x
| o T |
-—,1'1._"1-1-?—".:‘.'2"""'-“
'xEI"ﬂﬂ"ﬂ
=xi- +%—*$_1—+ﬂ-}5|.#'51'm -1]

Legan 1

27

1 1
m o == m - = e
h |l X i I.H r,l X=d %

. UHHHF la limite d'un produit.

o 1 —008K sinx
lim - il ~=0el lim “=~=1
_'.-.aﬂ ¥t} X
o
1 = cosy 1= cosx X
R -
Iirrb-"_m =0et lim 3'—“-1 :oinsi,
-:-‘_:-ﬂ
||m X =1, < =
o 1:donc ,".Tn nn.L‘ 0.
| Moo

On peut utiliser le nombre dérivé pour calculer
les limmites,

..-".:+ 3 =

I—

.h:l‘_t

lim
| F—=—3

'."Eir?_t_— 1—4x,

Méthode.

On peut utiliser une foctorsation
i pour caleuler

.
lim_-/1+

4dr—1+4rx

lim =
LM x = - et W

Danc Ilm

bl Vxf+2r-1-dx= ¥

Limites & cominuid o e fonction




= 1+ -t -ax
) ey
Ity

5 NYE]1; +orf

:——4},5E x€E]l:+mf

(oo 2 17
L-F'I-ITI.':':TI"-F‘T X

lim x=-+o0 et F—d4=-3
Done Nm Jxi+Zvr—1—-4x = =
- -]

E ;
roIciee ﬂ Utiliser I'expression conjuguée et une factorisation

Calcule leg limites suivantes ¥

i _.""_:.—— o ATk
a) - I_[rgm VATEEX—-x : h) . !I_n_‘rm -.-"._r*+2x+.'r

===

a) \-‘EETE._I.'—: " E'FE-'IH#:LI:E + x)
1.-"r.1|;'2+21-+.:

= 77&—
XU+ 2y +

& 2x
/1 + Ex +x

. S 1;
1+1+1 ARdlited

1}
LS

B) Vi T B 4 = WX 20+ 2) (VP 2x —x)
VXt 42y —x

- 2x
E?+Ex—x

= & S X€]~o0;=1]

Exercice @& Utiliser une comparaison
Calcule la lirmite suivante :

o |
im, sin(x) sin (5 ).
Pour tout x € R",
Pour tout x € B*, |sinx] |sin _E.- | = |sinx]|
lim |sinx] =0 donc lim [sinx] Jsin | =0
=0 i -0

[sin & 1.

COSY

. 1~ cosx
HI | Ili_r.nu @ 7

Mainode

Pour calculer les limites, on peut utiliser
l'expression conjuguée,

jj_h!.w'x +2_1-:+;= EE ==]1
—;;14‘?—1

%1 o S = ms.r,!ﬁ + COsY)
x*(1 + cosx)

= _1—cog%y
;rf1+msx]|
sln X o 1
x? l+mm:

sln

li
:I—Tlﬂ

1 1
e let b e =

d im = =1
e S

On peut calculer les fimm
es limit
comparaison. €3 en utilisant une

Jim lsinte) sin( )| = g,
doric Jl[ﬂnﬂﬂtjmt 1:_] =0

Legon 1 Limites et continuig 2'une fongrign




Eyercice 3 Encadrement de saiytian de 'équation flx) =0

1. Démontre que Téquation v'4 v - 1 = g g yne unigue solution o dans [0 1].
2, Determine un encadrement da g d'omplitude 10 ' par lo méthode de dichotomie

1. Soit flo fonction deéfinie sur [ -
fisl=x*+x-1.

Pour tout ¥ € [OS1], £(x) = 3x'+ 1. pour Lol
vE[0; 1L 1Y) > 0. Donc fest strictement
:missﬂ_nte sur 10:1) Fio)==1, Jin=1.
Ona:ri0hx /(1) <0, fest continue et strictement
croissante sur [0; 1), Comme ([0} % £ (1) <0;

donc I'équation /'(x) = 0 admet une unique salu-
tion dans 10; 1[. On conclut que Péquation

v +1 - 1=0aune unigue solution dans 10 % 1

2. L'équetion x*+ x - 1= 0.6 une unique solution
dans JO; 1[.

D%l = % ;_f{'%} ==037etf(1)=1;fl0)=-1

1] par

Exarcice 6 Méthode de balayage

Le plen est muni d’'un repére orthanarmé (0, 1, J),

Pour encadrer i on peut utiliser lo méthode de
dichotomie.

o5 i <0doncD,5<a<l

-'?!f-EE*—‘ = 0,75 on choisit 0,7 car il s'agit de

déterminer un encodrement de u d'omplitude 10
£10,7)= 0,06 /(0,5)% 10,71 < 0donc 0, 5 <a< 0.7

95207 206; f10.6) =-0.18;

{10,6)% (10,7} <0donc 0, 6<a< 0,7.

Soit /' lo fonction définie sur [~& ; &) par f{x) = % (x? —12x).
1. a) Détermine / "(x) pour tout x élément de [-4 ; 4).

b} Dresse le tableau de variation de £

2. Démontre que I'"équation / (x) = 0 admet une unique solution a dans [3 ; 4.
3. Détermine un encadrement de o d'amplitude 10 ** par la méthode de baloyage.

1. @) Pour tout x &lément de [-4 ; 4],
[ =3a-3=F x-2lx+2)
b} Signe de la dérivée /.
v €[4 -20u(2; 4], (x) 2 0etvee[-2;2],
[ <0,
f-31=2, fl-a) =4, f@) =4 et fls =4

x |=3 -2 ) [
| 4 4
mw| N /
% %
fest continue et st:ictemen; croissante sur

!l;ﬁltelquejﬂl;ﬁjl=|—3;4]-

Leon 4

| Matiode

On peut encadrar une solution d'une équation
par o méthode de balayage.

2. fest continue et strictement croissante sur
3:4] telque((3; 4} = |-5:4].

Or, fi3) = fl&) < 0 donc l'équation f{x) = 0 admet
une solution unique dans lintervalle [3 ; 4).

1, Determinons wn encadrement de o
d'amplitude 0,1.

x [3[3a]32]33]34 357 .. T4]
Signe - A"

— e ST -

Y50 T O Il ol
Comme f(3,4) % /(3,51 < 0 donc 34 << 35,

Limites a1 continudé d une fonctian



Résumé de cours

'ﬂ Calcul de limites a partir des limites de référence

€ Limite d'une composée de deux fonctions

11, Limilles en += af g =00
m est un entier naturel non nul,
- Nl T
bm v'=+x0;: |im —1:=n; lim yX=+0; lim = ={),
K F=tay X F ] ratmy ¥
im_x" = +oo sinest pair
V"o lim - =0

M x" = —cosinestimpair’ ¢~ wx

1.2 Limites en O 1
im -+ = +00 5i nest pair.
:—l

“%‘Hﬂ, fim = = : “:1
it Ty = oo sinestimpair.
Fea
<
siny cosx—1
Im === . =
a=Q X 1 JME X 0

1.3. Limites en ', a € R, de ~—1——
(x=a)

1 :

- 1 ;"::'l"é':'x_—;'ﬁ"' = +00 8i 11 est pair,

s=va fp=—gh o N EN— i

> PL“_' -_ﬂ}l D:'E-Fﬂﬂﬂﬂl'l'lpﬂ'.

1.4, Rappel des opérations sur les limites

a) Somme de fonction

;;Efﬂpmrlin'ﬁ'r.eena ] f - | -

i_!-h;gnpuurlim‘utema L |+ | |40 -x -0

[Alorsf+ gapourlimiteena |+ | +m | = -0 | Onne peut conclure

'hﬂ'mlu&dﬂun:thn

Sifopouriimiteena| € | & |  §  |ew| = +00U - o0

5igapourimiteena | L +a0 - +00 | -0 | 4 0

Atﬂ'ﬁfqgﬂpﬂ‘lf #2050 £ > 0) -msi £ 0) On ne peut

limite en o ExL o0 (si £ <0) |sanfsi £ < g)| | TP = conclure |

c) Quotient de fonction (L= 0 et [ 2 0)

Sifa pour limiteena | [ | ¢ 0 4o - 0 iy~ o |

5ig apourlimiteena | L | += 0 i O O o

Alnrs"iu-pm‘ L| o |Onnepeut | +w{sil>0) | -mfsif »q) On ne peut

Bke o o E Cniclure | iL<0) | +xisiL<0)| conclure
e — = I

m Soit veu lo composée de deux fonctions u et v, g un élément ou une borne
d'mﬁrtmnkmrlmulwumdﬂheﬂn.bﬂtmmmhn

Si lim wix)=b et Jim wix) =, alors Jim veuix) = ¢, MEs; ey

e

Logon 1 ﬁ m““"”ﬂid'ml




Résume de cours

o Techniques de calculs des limites

- .

3.1. Utilisatlon d'une exprassion eonjugide

Methode

Pour colculer une limite, on peut -
« Utiliser l'e

Xpression conj
« Simplifier b

ou factoriser 5 nécessaire.
4.2. Wilisation d'un nombre dériva
Méthode
Pour calculer une limite, on peut
« Utiliser le taux de variation defena: Em fix) = fla}

- _ ' Tema =
« Caleuler /*(x) puis *(a),
» Conclure enutiisant jim A0=S) _ i
3.3. Utilisation des proprigtés de comparaison
& est un nombre réel,
Pour calculer une limite par cemparaison on peut utiliser les propriétés suivantes ;
Sifl) = gls) sur [b: ), alors Jim ()= lim glx) (@ €[b; e ).
Si glx) = f(x) sur [a; +oo] et im_gle)=+om, clors _lim_f(x) =+,

E= 5 =t

i glx) € 1(x) sur [a; 4] et lim f{x) = —=, alors Hrgmgl,:] = -,
St gle) Sf(x) surl-o; al et tim_glx) =+oc, olors _im_f {x) =+
Siogle) < f(x) sur J-= a) et im_f(x) = —=, dlors im_glx) = -,
Si sur [a; +ool, fx) < gle) < hix) ex Jim fle)=1; lim hilx) =, alors Nim glx) =1L,
Sisur]==;al, flds gl Shlx) et tim_flx)=E; lim_h{x) =, alors im_glx) =L,
On odmet les propriétés suivantes

Soit [ une fonction croissante sur un intervalle ouvert Ja ; B, (a < b).
= 5i f est majorée sur Ja ; bl olors fadmet une limite finie 4 gouche en b,
« 5if est minorde sur Ja ; b, olors fadmet une limite finie 4 droite en a,

3.4, Limite d'une fanction monatone sur un intervalle ouvert,

Bemarque

De maniére onalogue, pour une fonction f décroissante sur un intervalle ouvert Ja ; b -
» 5i fest majorée sur Ja ; B[, alors fadmet une limite finie  gouche en b,

« Si fest minorée sur Ja ; bi, alors fadmet une limite finie a droite en a,

m Soit f une fanction croissante sur un intervalle ouvert Ja ; b, (2 <b).
« 5i [ est non majorée sur Ja ; b, alors fa pour limite +w0 & gauche en b,
« 5if est non minorée sur Ja ; B[, alors fodmet une limite -2 & droite en b,

Lecon 1 RENE Limites ot continuith @'ung fonction



Résumé de cours

Remarques
De maniére analogue, pour une fonction f décroissonte sur un intervolle ouvert Ja ; Al

= 51/ est non majorée sur la ; b, alors f"a pour limite +oo & droite en a.
= 5i /" est non minorée sur Ja : b, alors fa pour limite — & gouche en b.

Prolongement par continuité
Rappels

m Soit fune fonction d'ensemble de définition EE", et.x, un élément de &/, .
Ondit que fest continue enx, si fadmet enx, une limite finieet_lim flx)=/lx).

FProlongement par continuité

Soit f une fonction d'ensemble de définition & et x, un nombre réel
n‘oppartenant pas a 51!'.}.

On dit que fadmet en x, un prolongement par continuité lorsque [
admet en x, une limite finie.

Bemarque

Soit g le prolongement par continuité de f'en x,,
Jglx)=S ) sixe,

Ona: {E’fxr-}= Jim

Interprétation graphique de limites

Dans cette partie, fdésigne une fonction, & son ensemble de définition et (%)
sa courbe représentotive dans un repére urtl‘{ngunnl (a1, 4.

Rappels

Asymptotes paralléles aux axes

m Sait fune fonction de courbe représentative (¢, ).

= Lorsque fo une limite b en +o (respectivement en -}, on dit que la
droite d'équation v = b est une asymptote 4 la courbe (¥ Jen +oo
(respectivement en —oo),

« Lorsque f* a une limite infinie & droite ou & gauche en x,, on dit que la
droite d"équation x = x, est une asyrmptote & la courbe (¥ g o

Asymplote oblique

m Soit fune fonction de courbe représentative {1 ),
Lorsque ﬂrl;ftf {x)-{ax+b) = O {respectivement im_ f(x-tax + b} = 0)

on dit que la droite d'équation )= ax + b est une asymptote 4 la courbe
i .J an +uo (respectivemant en —a).

Legon 1

Limites ai Conbinuite d'ung fonction
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Branches paraboligues

W Soit f une fonction de courbe représentative (¥ ,j-

v L
Lorsquona lim (v} = +wou-wet fim 'ﬂlr ) < 40 oy~ (respecti
I = drng” T s '

_ X
vement lim_f{x)=+mou-met Im_“¢
On dit que la courbe {t ) admet en + (respectivement en —= une branche
parabalique de direction celle de (0J) (respectivernent (O1)).

© continuité d'une fonction sur un intervalle
6.1, Qperations sur les fonctions canlinuos sur un intervalle

m Soient /et ¢ deux fonctions continues sur un intenru!le K.
» Les fonctions f+ g, /g, k f(k € R) et | f] sont continues sur K.

= 5i r ne s'annule pas sur K, alors % et é sont continues sur K.

6.2, Composée de deux fonctions continues sur un intervalle

m Soient K ot K' deux intervalles.

Soit f une fonction continue sur K telle /' (K)cK ' et g une fonction continue sur K'.
La fonction gef est continue sur K,

6.3, Image d'un intervalle par une fonction continue

m L'irage d'un intervolle par une fonction continue est un intervalle.

m Soit fune fonction définie sur un intervalle fermé [a, b].
Si fest continue sur [a, b], alors flla, A1) est un intervalle fermé [m, M] o
m et M sont respectivemnent le minimum et le moximum de fsur [a, 5],

Remargue
Limage d'un intervalle ouvert por une fonction continue n'est pos toujours un intervalle ouvert,

&.4. Image d'un intervalle par une fonction continue et strictement monotone

W Sait fune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K.
S 1K) estun intervalle ou un singleton,

Le tablequ ci-oprés précise [ (K] suivant lo nature de K et le sens de variation de f.

el Lintervalle /K) - |
bmteniie fest strictement croissante sur K | fest strictement décraissante sur K
bk | e L b flan
M ] Jien, f ), N, f ) ] fim f16, Jim i
Lagan 1 Lirmites et eontinuité d'une fonction
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Ll B | Ut fim, 0 ] Ilif_lflh_f'[.'f],.”ffj]
| k| l,"_'n,_r't;-;._r'{a'-ll LF iy, fim fixt
| _]‘—”_b__ ) ".';‘_f..rf . f1o)) [Fib), tim £l
Jar ; 4o ] Jim £, tim [ 1_lim_ftx), lim £ 00t
'__ R | ), m f0, tim £l 1 lim_fd, lim_f 0ol

6.5. Théoréme des valeurs intermédiaires

Theoréme
50it /' une fonction continue sur un intervalle K, @ et b deux éléments de K.
Tout nombrre néel compris entre {a) et /() a ou moins un antécadent par fcompris entre a et b,

a Fonctions continues et strictement monotones sur un intervalle
7.1, Bijection

m Si_f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K, alors -
= fréalise une bijection de K sur f(K).
= Sa bijection réciproque /! est continue et strictement monotone sur f{K).
= fet /" ont le méme sens de variation,

7.2, Selution de I"'équation f{x)=0

m Soit f'une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K.
Pour tout réel m de (K}, l'équation %) = m admet une unigue solution dans K.

Corollaire

Soit fune fanction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b].
Si f{a) x f'(b) <0, clors I'équation f (x) = 0 admet une unique solution dans Ja, H[.

a Techniques d’encadrement des zéros d'une fonction
Soit fune fonction continue et strictement monotone sur [a, b]. Sif(a) = £(b) < 0 alors
I'équation / (x) = 0 odmet une unique solution « dans Ja, A

' Déterminons un encadrement de ¢ damplitude {.

8.1. Méthode de balayage

Méthode

« On commence par balayer l'intervalle [a. ] avec un pas de 1.

Clest-a-dire qu'on calcule f (a). /(@ +1),/(a + 2),... On S'arréte dés qu'on a trouvé deus
entiers consécutifs 71 et n+1 pour lesquels f'(n) et f (n + 1) sont de signes opposes,

On sait alors que o € i ;1 + 1L

« On balaie ensuite 'intervalle [ ;7 + 1] avec un pasde 0,1. On colcule donc £ (), fin+01),
Sl +0,2),... et on s'arréte dés qu'on a trouvé p de sorte que fin + 0, p) et fin + 0,p +0,1)
sont de signes opposes.

Logon 1 Limites et continuité o' yne fonction
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» Oncontinue en bolavont Fintenolle [ a0, 00,0001 over un pas de 0,01
Bl ainy die wuite

v I"' BN =1 P 4 tbe Mirhg
Methode
« On détermine g cenre A

3 delintervalle Jo, M.
v On colcule f [ 440 |

-I:

- |.J'
o 51 ) I\ 51 0, alors i & 14: 2 ] siRan 0 E |” b |rr|

« & 'I'nmplimde 2 de lintervalle l“- " | ou i\‘ '.-'J| estinférieure o {, alars

on s'orméte, sinon on répéte le processus o fols jusqu'd ce que Vamplitude E'" soit

mférieure & [

© Puts.sanr:es d'exposants rationnels

S 1 Fonct on racine o

EZZED soit 7 un entier naturel non nul.

La fonction racine n*™ est lo bijection réciproque de la fonction : R+ R, .
L

Notation
Limage de tout nombre réel positif ¥ par la fonction racine n*™ ect notée 3 r ou x° .
Sin =2, olors on nate | x et on lit rocine corrée de x.
Sin= 3, alors on note | x et on lit racine cubique de x.
Conséquences
« VXER, VI =(VaP=x
Yeh, yek,
y=4x" x=)

« Lo fonction rocine n*™ est continue et stricternent croissante sur B .
» Lo courbe représentative de la fonction racine n*™ et celle de lo fonction x = x* sont
symétriques par rapport 4 lo droite d'équation v = x dans un repére orthonormé,

Bemarque

On étend de méme oux racines n*™* toutes les propriétés de calculs établies pour les
FOCiNes Carmées,
5.2 Pulssance d exposant rationnel

w Soient pe 2, gEN"etr el

On appelle x 4 la puissance % ,le nombre réel noté x - , défini par :

xiexlY. vxeR, xi=Vars(Vah,

Remargue
On étend de méme oux puissonces d'exposants rationnels toutes les propriétés de
calculs établies pour les puissances d'exposants entiers,

Logon 1 Limites ot continuil fune Tenctan




- Calcule & 'aide d'une foctorisotion, les limites

. Calcule & l'aide de l'expression conjuguée les

' Colcule & l'oide d'un taux de variation,

A l'aide de propristé sur les limites d'une
composée de fonctions, colcule :

¥ —4:\:.?—1 & 1 Ilm._a :
Vivez i m ($=8)5

lim =
g cos| o :|

#0,

suivantes -

P lim xS -2Jx.

1_\-!1!.'—2 B
ti, X
:—':n'l r—1

limites suivantes - lim

=1

- I __._ |I_-
:I_lrg% vI—T=x:

les limites suivantes.

20
xT-1 =2 —2
x=-1 - X—-2 i

Pour chaque offirmation, une seule
réponses proposées est exacte,

Ecris le numéro de I'affirmation et lo lettre '
correspondant 4 lo réponse exacte., |

L fim (v2x7+5x+1 +x+1) est égale d :
a)+mo ; b) = 2 ).
! Ll
2. : ETIISIﬂtE}!ﬂégﬂ[Eﬂ':ﬂJﬂj b+ ;) 1,

est égale & ;

lirm
T

lirm
rea

des trois |

' x
3 0m iy

al=x: b+ ¢ 1.
&, J_H.EE “S+7 est égale d :
a) 0 ; b} =200 ; ¢)200.

Colcule : 1. lim x+simnx ;: 2.
s g

tﬂ.l‘ﬂ-__ll

lim i‘?’?‘

F—tpp I+

Caleule les limites suivantes,

. XEg. . ;
o) M 3 comys ) WM X-dxei-1;
€) lim JeEf+3=yx+1.
X = T

- Caleule les limites suivantes

SiFz-idiza |
-r L]

a)  firm-
=~
A+ —J1+x
bJ lim o LR S, il 3
& :- a I?

a  Deéterming les limites suivantes :

x
rlanx |, Jx_ —dc+3y
1. Jlﬂ]cﬂif_&r }rE-IﬁT_w{ A+ 7T }.
e
3. I"{'],‘r‘ 1 = cogy

40 On considére la fonction fdéfinie sur

J-=0; O[U]0 ; 4] por ; { X =7 ==z
fM2y=0

Etudie la continuité de /en 0.
‘41’ On considére lo fonction fdéfinie sur & par :
S lx) =x% sin % six#0etfl0)=0.
Démontre que fest continue 0.

42’ On considére la fonction f définie par :

" L -r ™

flx) = —'ru:w L six#0 etflo) = zl
Etudie la continuité de f'en 0.

= C p. Sin{Sx

13/ Calcule ; rIl_r_nD sin(21) *

14/ Soit la fonction g définie sur R par :
glr)=3x'+2.sinxet(¢ )sacourbereprésentative
dons un repére orthagonal (0, 1, J).

1. o} Démantre que pour tout x € B,
' = 2 S gl = 37+ 2,
b} Déduis _lim_ g(x) et : En:m glx).

2. o) Démontre que pour tout x > 0
w2 gl _ a2 ’
L R :

x x
b) Démontre que {€') admet en 4+ une
branche parobolique de direction celle de (QJ).

45 L'affirmation suivante est-elle vrai

Justifie la réponse. e i
a) 5i pour tout nombre réel y >

L fx)
J__J_rl'tlm X =0.

0, 0=/ (x) =,

alors

48 On considére |g fanction f définie par -

fld = Viltx+2-3

=1 “, Six#1.
Peut-on prolonger f 5
i Par continui
sl oui donne son pmlungﬁmentl..l i
ar leumhﬁhdéﬁnhpﬂ,ﬁ]__r cos(x)—1
e

a) Détermine le domain iti

& ¢ e de définition d
b.’-mcnlme la limite de fen 0 et delduis-il{ un
prolongement por continuité g de [ en g

Lirmites et continuing d'une fanction




18 Vérifie que la fonction i définie par :
Kix) = 2+ 1 EL'r +3
oy -

) = 1_5
hix) =52 '.u.n.'=—;

et un pmlnngement |:|-|:|r continuité de fa
fonction k{x} = 11 kT B el i

sive p-|

Pud| ==
[

Ao 1 L i
soit { la fonction définie par ;

fl= — A

1. Détermine l'ensarnhle de définition de /.
2. Démontre que fest prolongeable

por continuité en 0 et détermine son
prelongement.

Sait { la fonction continue définie sur Vintervalle

1
[=5 ;3] et dont le tableau de variation est
le suivant,

1
| X =5 0 1 | 3
| (x) + 0 - 0 o+

!f-{.'l.: -2 f,ﬂ_l"\.&* ix ;#_H_,_,..-r""l

1. Détermine limage par [de I ntenrnﬂe[n 1}
2. Détermine l'image par fde lntervalie E-“f +3].

Soit fune fonction dont le tableou de variation
est:

X

£

=) =2 +x
Détermine, en justifiant, le nombre de
solutions de I'équation f (x) =0 sur E.

22 Soit fune fonction dont le tableou de varigtion

est:

X |,

fx)

1. Détermine limage por [ de lintervalle ]-; 5],
2. Détermine, en justifant, le nombre de

solutions de 'équation f{x)=1sur &

Lecon 1 BEX

23 [ est une fonction continue sur & dont le
tablegu de variation est le suivont
| ; i :

I : 6 |
= 3
i) \ /’ \ |
| 2 1
Détermine l'image par [ des intervalles

suivants ; [0;2]); 120 00 ;12 +=lil»i 2l
et ]0; +aal.

24] fest une fonction continue sur & dont le
tﬂ-tllEﬂH de variation est le suivont :

|_mj =

rtr] /\“_,,.—f"

‘1- ﬂémnntre gue I'éguation flx) = 4 admet une

unique solution dans [ 3 ; +],
2. a) Démontre que I'&quation fix) = 0 admet

une unigue solution a dans -2 ; 1)
b) Démontre que pour tout x & [1 ; 4],

Jix) = 0.
3. Démontre que Péquation i) =
oucune solution dans [1 ; 3].
vre|-wia] fix) <0
vie o =l Sy >0°
25 Soit fune fonction dérivoble sur B et définie

par flx)=x=x'+x+ 2.

1. Dresse le tableau de variation de [

2. Démontre que I'équation f{x) = 0 admet
une unique solution a.

3. Détermine un encadrement de a d'ampli-
tude 10 7,

26/ Représente grophiquement la fonction

x + {x dans le plan muni d'un repére
orthonarmé (0, 1, J).

27 Soit lo fonction f définie sur R par :
flx) =2 - 4x74 202,
1. Calcule les limites de fen += et en —x,

2. Détermine lo fonction dérivée [ de f que
'on factorisera.

3. Résous I'équation /' (x) = 0 puis détermine le
signe de lo dérivée .

%. Dresse le tableau de variation de la fonction £
5. D'oprés le tobleau de variotion, Détermine le

nombre de solutions de I'équation : f{x) =1,

0 n'admet

&. Démontre que ;

Limiles et continuité d'une fonctien



@8 On considére lo fonction fdéfinie sur R par :
Fle)= Vafa et -,
On note par (v ) sa représentation graphigue
dans un repére orthonorme (0, 1, J ).
1. Etudie les limites de fen —oc et en 4o,
La courbe (¢ ) admet-elle des asymptotes
horizontales ?
<. Démontre que la droite (D) d'équation
reE=3y - -; est asymptote oblique & (v ) en —=,
28 On considére Ia fonction 7 définie sur R par :

3

S = -2y pge-3,
1. Etudie les limites de fen —o et gn 4o |
2. Dresse |e tableou de variations de ba fonction £,
3. Démontre que |'dquation fx) = 0 n‘admet
aucune solution sur l'intervalle [2 ; +oef,
4. a) Déduis-en que I'équation Jix) = 0 admet
une unigque solution & sur B,

b} Donne un encadrement de a4 10 ! prés,

180 Seit {'lo fonction définie sur R\(1) par:
- - |

fl)= =23

1. Etudie les limites de f aux bornes de san en-
semble de définition,

Déduis-en que la courbe () représentative de
la fonction /* admet une asymptote verticole
dent on dennera une équation,

2. a) Trouve les nombres réels i, b et ¢ tels que,

pour x différent de 1, f{x) = ax+ b + .r_f‘l_'

Déduis-en que (¥) admet, en +wx et en o,
une asymptote (D) dont on donnera une
équation.
b) Etudie suivant les valeurs de r ig position
de () par rapport & (D),
3. Etudie les variations de lo fonction [ et
dresse son tableau de variation.
4. Construis la courbe (1) et ses asymptotes,

Exercices d'approfondissement

341 Calcule les limites suivantes.

a) lim Via'+24 ;) lim Ye*e2e®—x+4
a2 X o b
]_I' p—gr— :I--
pn VEERT=T yr-2
c) Tln_% - 1 d) IFI!_TIEI vy g

32 Soient f, g et /i trois fonctions définies
respectivernent por f{x) = 2x + sin,

2lx) = 3x + 2cosx et fi(x) = x* cos( :. s
l.o) Démontre que: Vxe R, fx)22x -1,

Legon 1

b) Déduis lim [ {x).

2, o) Démiontre que: ¥x € B, glx) € 3x + 2,
b} Déduis _lim_ g(x).

3. 0) Démontre que : ¥ x & R*, =x' < filx) = x?,
b) Déduis lim filx).

33 On considére la fonction fdéfinie par:
I . S
)= o i N
1. Détermine l'ensemble de définition de /.
2. Calcule la limite de fen 1.

3. La fonction fest-elle prolongeable par conti-
nuité en 1 7 5i oui, définis ce prolongement.

34 On considére la fonction [ définie par :

1 X +a
= +*
S X —dx+3

X=1"
1. Détermine I'ensemble de définition de f;
<. 0} Détermine & pour que fadmette un
prolongement par continuité en 1.
b) Définis dans ce cas ce prolongement,

35 Pour tout nombre réel strictermnent positif @, on
considére la fonction _,r: définie sur [0; a] par

AL aain :-Ix} :

1. Démantre que /. réalise une bijection de
[0;a] sur [0 :-:'i:],

2.0n note f ! la bijection réciproque de £
Dresse le tobleau de variation de 5

3. Démontre que ; [ =1,

36 Involutions

Le |::un est rapporté & un repére orthonormal
{0, 1, J).

En ﬂ:lﬂll&.m_ﬂlim._m, une invelu-
I 1 - -

tion est une i
qui est s Propre réciprogue
1. 50it | i i
54:r|_ _ql F_uf_'lrctmn_.l'" définie sur [0 i 1] par -
S = 355
al Démontre que pour tay
i txde[D-
ona fof (x) = 5 3

Limites &t continyis dune fanctian



b} Demontre que f est décroissante sur [0: 1).
c) Démantre que [ est une bijection de [0 ;
1] sur [0; 1] puis détermine {  Ia bijection
réciproque de f, -

d) Trace lo courbe représentative (v Jde f.

57 Soit [ une fonction dérivable sur 10 ; += et
définie par f{x)= Jax' sy +2ve1,
On admet que pour tout x € }0 ; +oxf,
fro= —2l_,
2ydy 4y

1. Demontre que [ réalise une bijection de
10 ; +oc{ sur un intervalle J & préciser.
2, On note [ la bijection réciproque de .
Justifie que [ est continue sur J, puls donne le
sens de variation de ' sur J.
3, Explicite /() pourtout x € ).
&, o) Démontre que I'équation flx)=x+ 2
admet une unigue solution a dans ]~:~ ',';r L.

b) Détarmine par lo méthode de balayoge,

une valeur approchée de a & 107 prés.

38 Soit/ lo fonction définie sur intervalie
1=[-= ;3 parfl) =ax+ by + ¢, 00 @, bete

sont des nombres réels.
On donne ci-dessous son tableou de variotion,

| x |-4 0 1 3,_!

26 i
1. Détermine l'expression de /.
2. Détermine f{[- L3
3. Démontre que I'équation f {x) = 0 q‘dmﬂ
une solution unigue a appartenant a l_i - 3]

Vérifie que 1,6 < a <1,7.
&, Btudie le signe de [ (x} suivant les valeurs de x.

39 Soit fune fonction dérivoble sur J0; 1 et défi-
X
riepar: fix)= /55
On admet que fest strictement croissante sur

J0;1L . .
1. Démantre que [ réalise une bijection de R

sur un intervalle J & préciser.
2, Explicite f*(x) pour tout.x €l

40 Soit / lo fonction difinie sur | par:
fix)=x"- q“'.":_j'T1 gsix>0
flx)=1+ Sqsix=s0

1. Détermine a pour que [ soit continue sur B,
2. Reproduis et compléte la représentation
graphique de /dans le repére ci-dessous.

3, Démantre que I'équation flx) = 0 odmet une
unique solution a dans lntervalie ]1; 2[.
Donne une valeur approchiée por défout de a

&0,1 prés,
4, Résous dans R I'égquation [ {x) = 0.
5, Donne le signe de [{x) suivant les veleurs de x.

Soit la fonction [ dérivoble sur -1, 1[ et définie
par: flx) = ﬁ
On admet que pour tout x € ]-1; 1,

; 1
= I Y o
1. Etudie le sens de variation de /.
2. a) Démontre que l'équation flx) = x admet
dans }-1 ; 1[ une solution unique .

b} Démontre que: a > g

3. Déduis le signe de f (x} - x suivant les
valeurs de x.
&, Démontre que [réalise une bijection de
=1, 1 sur R.

5. Démontre que pour tout x E |,
S Sl
onasf = e

Le plan est rapporté 4 un repére orthonarme.
Seit / lo fonction de varioble réelle définie par
s

fix)= e i

Sait (¢ ; sa représentation graphique dons le
plan muni d'un repére orthonorme,

1. Détermine I'ensemble de définition &/, de [,
2. Caolcule lo dérivée [ de la fonction [

3. Détermine le signe de [, puis déduis-en le
sens des variotions de [,

&. Détermine les limites de foux bomes de &/,
5. Dresse le tableau de voriation de [,

6. Détermine les éventuelles asymptotes.

7. Construis, sur le méme dessin, la courbe (¥ )
et les asymptotes .

Lecon 1 ﬂ Limifles £ continusd o wne fonction



LA

{ m

Le plan et rapporté & un replre arthonorme, ; :—15 ‘—-
Soit /o fonction de variable réelle définie por :
r'iv) = ¥l1-3] |

Ly-2) °
SOl {¥ ) sa représentation grophique done un 2| 2em
repére orthonarme. o [ o -
1. Détermine lensemble de défwnition S de [
2. Caleule ba dérivee 1" do 1o fonction [,
3. Détermine |e signe de [, puis déduis-en le | e
sens de variotion de /| §15em |
4. Determine les limites de foux bomes de & . T Lo
3. Dresse le tableau de variation de f. *
6. Détermine les dventuelles asymplotes. S
7. Construis, sur le méme dessin, I courbe (¢ J Probléme : Quelles doivent Etre les dimeng,,,
et les asymplates, dune poge pour gque lo consommation g,

i minimale ?

Partie | : Tﬁ":{mifm gue ['gire d'une poge est égale
Soit V¥ la fonction définie sur B par | 300x
VIX) = &'~ 481+ 144y, ol o d de définiti
1. Etudie les voriations de la fanction V sur K. 2 Mémontss que Eeseniae ¢ Enition da
2. Troce I représentati i I fonc- | est J4 ; + ool :
thon m&mﬂm s | {: Dé]t!ermine les limites de cette fonction gy,
On utilisera les unitss grophiques suivantes : bornes de son ensemble de définition,
sur l'axe des obscisses 2 om pour 1 unité et sur | &. Précise les osymptotes 4 fo courbe

Voxe des ordonnées 1 cm pour 10 unités. représentative de /. .
Partie I - 5. Etudie les variations de cette fonction o
) son ensemble de définition,

Pons un carré de c6té 12, on découpe dans 6. Dresse le tableau de voriation complet de f

les quatre angles, des carrés de citérpour | 7. Résous alors e probléme posé.

construire le patron d'un pové droit sons

couvercle, 48" Le gordien d'un phare (point A) doit rejomdra
_ le plus ropidement passible to maison cétiane

Unlnlppme quill n'y @ pas de courant qui foit
dériver le conot, et que la cte est rectiligne. Les

|' . | (point B),
e e SN J Ils:edéph:e!nwnatﬂlnfﬂessedl.‘#hnﬂt
lii e rj. ; /; puss & pied 4 la vitesse de 5 kmyh,

- B ) di”"’!‘l’ﬁl.lﬂ:l:l‘ls utiles sont sur le dessin,
i dm:mm-"lmﬂ Pour que fe temps de
: ST PAFCOUrS 508t minima] ?
5 Ju:me q:ﬁ-l.':: Il l?ndeamm Ve On note xla longueur HM et 1 1x) la durée en )
prendre x @ ervalle [0; 6], ot
2. Démuontre que le volume du pavé est donng lel. Unadoncre o, 15),
par lg formule Vix).
3. Déduis-en lo valeur de x qui rend le volyme e
makimal, A W =
Détermine ce volume, | o Y B 13
Un éditeur doit produire un livre avec fes . "'_ ;f, —.
contraintes suhvontes ; Py ;
Sur chaque page, le texte est imprimé dans | ./ ( |
un rectongle de 300 cm? . Les marges doivent | v _,li " j
faire 1,5 em sur les boeds horizontoux et 2 cm i —e

sur les bords verticoux [voir figure ci-oprés),



o) Démaontre que ; [{x)= Ef -1 5 lﬁ.ﬁ'."‘: ; |
b} Détermine I'expression de la dérivée /'{x).
c) Démaontre que (x) peut s'dcrire
Jr'.ltl.j= ‘_ELT_ TE]{.‘."““E} |

20(,/x*+B1) (5x + 4,/ + B1)
d) Déduis-en le tableou de variations de |
sur [0, 15] et conclus. |

§° Un joueur de football se déplace sur 'axe (CT)
en direction du but.

La droite {CT) est perpendiculaire & droite (AB).
Notations : a = mes ATE . b=mes cTB i
c=mesCTA iAB=8Bm, 0B=19, 0C=9.

K

aejd; "‘:.Er'fetﬂnp-us-e: CT=x,xE]0; 4]

1. Justifie que tana = tan{ ¢ — b)

__tanjc) - tan{b)
= 1+ tan(c) = tan{b) * |

2. Déduis-en que tan o= 180" |
3. Etudie la fonction fdéfinie par f{x) = 180" |
4, Détermine la distance x ol l'angle de tir est |
le plus grand.

i T TR TR AT T AT AT "
B ! - T
shiis AR S N@ TR |
A=t e ol

W8 Soit / la fonction dérivable sur J0; +ocf et définie

purﬂ,ﬂ=5.r+|‘15*1ri x. |
On désigne por (¢} la courbe représentative

de la fonction f dans [e plan muni d'un repére
orthogonal (O, L, J).

Partie A
Soit g la fonction dérivable sur JO ; +oof et

définie par glx) = 18 +'x - 6x +15,

1. a) Dresse le tableou de variation de 2.
b) Déduis que I'équation glx) = 0 odmet une
unigue solution « dans J0 ; +eof.

c) Justifie que 13,5< a < 13,6,
wvxe|0al, gl{x) =0
wrela +oe], glx) <0

Partie B p
x

1. Calcule _fim Six) et _lim J-.I._:'_I

interpréte graphiquement le résultat obtenu.
£(x)

2vx

2. Démontre que :
puis

2. a) Démontre que : v.x €]0; +f, /)=
b) Dresse le tableau de variation q-e |

3. Démontre que fréolise une bijection de

Jax ; #oo] sur J & préciser.

1. Démontre que I'équation x™+x — 2= 0 admet

une unigue solution réelle a,
2. Soit f la fonction définie sur B par

M=x=or.
Démontre que : (o) = 0.

' 180 Soit f la fonction définie sur B par f{x) =x' - 33~ 5.

1. Dresse e tableau de variation de /.

2. a) Démontre que l'équation x’= 3x' =5
admet une unique solution a dans B,
b) Détermine une valeur approchée de a &

10 ~ prés,
3. Justifie que : o' =

a=3"

Bd Soit flo fonction dérivable sur R et définie par

fi0- 574
On désigne par {‘r.',j la courbe représentative
de la fonction f dans le plan muni d'un repére
orthogonal (O, I, J).
Partie A
Soit g la fonction dérivable sur R et définie
par g{x] =x"+3x + 8,
1. a) Dresse le tableau de variation de g.
b} Déduis que l'équation gix) = 0 admet une
unigue solution a dans &
c) Justifie que —2< m < -1.
2. Détermine un encadrement de a
d'amplitude 10 .

vxe|-ooa] ,g{x) <0

3, Dél'ﬂﬂl'ltleque: v’xe].ﬂ:-*m[.g{-r}}u

Partie B

1. Caleule Jim mf {x) et :.Ii";'m fix).
2, a) Démontre que : ¥ x € ]0; +af,
fitn) = 28EL

{Iz+1}f-

Lecon 1 Limites a2 continuité d'une fonction




bl Dresse le tableau de variation de /'
3. a) Démantre que : flap= -g-u.

b) Détermine un encadrement de S o,
4. Démontre que . fréalise une bijection de
10 +oof sur J & préciser.

Soitf - [0, 1]+ R une fonction cantinue telle
que fl0)=0etfl1)=1,

On suppose fdérivable en 0 et en 1etque
FO=f)=0

Le but de cet exarcice est de prauver qu'il existe
un nombre réel o €10 1 tel que f o) = a.
Pour celo, considérons lg fonction g: [0, 1] =R
continue sur 10 1 et définia par :

£lx)=1six=0
g2(x) = @ -—ﬂi'.r‘_;lsl.:; e Jo:1|

g2{x)=1 six=1
1. Etudie la continuité de lg fonctiongenQ et 1.
2. a} Démontre qu'il existe g £ 10; 1] tel que
£la) =0,
b) Béduis gque f{a) = a.

S une fonction de [ : ] vers [a ; b] continue.

Démontre que 'égquation f () = x admet au
moins une solution dans [a ; 5],

Une boite cylindre o pour base un disque

de rayon 12 cm et contient de legu syur une
hauteur de 5 cm.

Ton professeur de physique-chimie plonge
dans ce cylindre une boule de rayon r (le rayon
st exprimé en mm) et constate que la surface
de I'eau est tangente 4 la boule.

Sltuations complaxes

55 Une lentille et lo distance ¢ de son image au

centre sont reliées par lo relation suivante :
1,11

'I’Eu. j‘r EI{V_E de ta classe, affirme dedpur @5
recherches; que plus un objet est éloigné du
foyer, plus son image se rapproche du foyer
image et plus un objet est proche du fv_:lyer plus
san image se rejette a l'infini. A-t-il raison ?

_'-::“':— iy E.hlﬂge
__r_-_ — A
__rm - |:||

A partir de 'interprétation des deux résultats
obtenus, donne ton point de vue sur
Faffirmation de Yao.

Les éléves de votre classe souhaitent fabriguer
un reservoir de 1 m* en téle ayant la forme d'un
parallélépipede rectangle & base carrée afin de
recueillir de 'eou pour lentretien de votre salle
de classe. Vous souhaitez utiliser le moins de
tole possible,

Détermine les dimensions dy réservoir,

Coup e Pouce

D V=dxip-xp

m_ﬂ.ﬂ=,m-ettr—4]{r-3]I=3ﬂl:|
)= AM . MB

m_”ﬂ— 4"*—5"

puis itiliser |g Propeidte da F}rlhul;me.

Determine alors une valeur approchée du rayon B ronfiey) = 30000+ tan vy

rdelaboule d 0,1 mm prés,

N (1) = tan {1

. Limiles et continging A Une e



DERIVABILITE ET
ETUDES DE FONCTIONS

Aujourd'hul, les scientifiques, les industriels, les économistes ..., utilisent tous les notions lides 4 la
dérhvabifité dans leur travail de tous les jours. Ainsi, en balistique, lors de l'envol d'un satellite dans
lespace ou lors de |a simple modélisation de fa trajectolre d'un ballon, I'utilisation destangentes est
primordiale. L'étude de I'évolution de grandeurs (bénéfices, colt, productions, populations, .| et la recherche
de leurs valeurs extrémes {minimum ou maximum) sont grandement facilitées par le caleul dit - ditférentiel - ,

EE

1!

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Au début du cours de cinématique, un professeur de
physique-chimie demande & ses éléves de trocer a

F'aide d'une colculatrice graphique, la trajectoire d'un
mobile dont I'équation est donnée par: x(f) = -+ 5¢+ 1
sitef05letx) = 222 sires,10], o0 fest exprime
en seconde. Les éléves obtiennent la courbe ci-contre
qu'ils présentent ou professeur. Ce dernier affirme que
la fonction en question n'est pas dérivable en 5 mais est
dérivable & gauche et 4 droite en 5. Curieus, les élévent
décident de recourir dleur professeur de mathématiques
pour foire des recherches sur les notions de dérivabilité
& gouche et & droite d'une fonction en un peint.

Lwiﬂ Dérivabilité et Studes de fonctions




HABILETES ET CONTENUS

rivabiiitg o
O ine e Buueha, ddivabilité b draite

Connaitre :
la définition d'une fonction dérivable & gauche
Irespectivernent & droite) en un paoint
Moter
un nombre dérivé & gauche {respectivement
4 droite) d'une fonction
Etudier :
lo dérivabilité d'une fonction définie par
intervalles en un point de roccordement
Représenter :
+ graphiquement des fonctions de
raccordement
= grophiquement une fonction

= comportant une valeur absolue

= comportant une rocine carrée
Interpréter :
graphiguement lo dérivabilité & droite (resp, &
gauche) d'une fonction en un point x,

2  Dorvabiiing o une fanction sur un intarvalle

Connaitre :

les propriétés relatives & lo dérivabilité d'une
fonction sur un intervalle

3 | Dériyvée d'une fonction composés

Connaitre :
la proprieté relative 4 la dérivée d'une
fonction composée
Caleuler :
le nombre dérivé en un point d'une fonction
composée, la dérivée d'une fonction
composée
Représenter :
graphiquement une fonction du type :

- x ~ coslax + b)

- x = sinfax + 5)

- x w tanlax + b)

E ar+ b

T e vdive
~xmaxi+bryrc ditrex+f

-xear+h
-xaxi+hx+c

Dérmontrér ;
qu'une fonction compasée est dérivable en
un point

" Dérivés d'une bijection réelpfogue en un

4

paint i

Déterminer :

« le signe d'une fanction en utilisont ses variations
« le sens de variation d'une bijection réciproque
d'une fonction [ sur un intervalle J connaissant
« le sens de variation de /sur un intervolle |

« le nembre dérivé de la fenction /~* en un point y,
Représenter ;

= graphiguement la bijection réciproque d'une

bijection dons un repére orthonormé

= une demi-tangente

5 Ddrivees successivos

Connaitre

» lo définition des dérivées successives d'une
fonction

= les nouvelles nototions des dérivées

successives % : '%';‘ o %:i (rn € ")
Noter :

les dérivées successives d’une fonction
Déterminer :

des dérivées successives d'une fonction

& Palnt d'nflsxian

Reconnaitre :

graphiquement un point d'inflexion
Déterminer :

un paint d'inflexion d'une courbe
représentative d'une fonction

7 linggnllies des ALCrolssemaenis finy.

Connailtre :
les propriétés relatives & | i
iné
accroissements finis e s
Utiliser ;
linégalité des accroisee i
ments fi 2
- di-rru::r'ltrér une inédgalité PRI
- établir un encadrement

Legon 2 n D-Ermhm&utﬂuﬂuuhnmm




INSTALLATION DES HABILETES

Activité a Dérivabilité a gauche, dérivabilité # drolte d’'une fonction en un point

Le plan est muni d'un repére orthonarmeé (0, 1, J),
On note {¥ ) la représentation graphique de la fonction [ définie sur R par :

ﬂ_ﬂ =+ 2 -TE]‘Ir'D[:_.IrLI.'}=E+ Vx sle [0,1 I_E[Jrﬁ-jsf+x+1 six e[l +uf.
flx)-10)

¥ puis, compare-les.

2. Determine la limite & gauche et & droite en 1 de %ﬂ:ﬂ puis, compare-les,

1. Determine lo limite 4 gouche et & droite en 0 de

':I L=
r=1 X- o7 donc fest dérivable en 1.

x)-f0) '
Iim ﬂ—r-ﬁ_ =+ donc f n'est pos dérivable & droite en 0.

: Ax)-Ao) . ) .
dm " x-0 - 1donc (i} admet une demi-tangente & gouche ou point d'abscisse 0

=
d'équation = f* (0)(x - 0} + £ {0) sait y =x + 2.

Exercices de fixation

B fest définie sur un intervalle K et x, un point de K.
Recopie le numéro de choque offirmation suivie de la lettre de la bonne réponse,

1. fest dérivable 4 gouche en x, signifie que la fonction x -~ %}__:{{x_ﬂ admet :

a0} Une limite en.x,.
b} Une limite & droite en x,.
¢} Une limite finie & gouche en x,.
2. fest dérivable & droite en x,. Le nombre dérivé de {4 droite en x, est noté :
al f' e ) § B)S) o) i)
3. Lo fonction x — % admet une limite infinie en x,,.
(%) admet ou paint d'obscisse x, une tangente :

a) horizontale ; b) verticale ; ) oblique.

[fest une fonction définie sur B telle que : 1. fest dérivable & droite en 2,
fi2)=-3, tim Mx)-Az2) =7 2. fest dérivable 4 gauche en 2.
Vasd K f 2)=1
Ax)-f2) &. () admet une demi-tangente verticale
J!IIEr;;' e =l ': droite w.wnl d'abscisse 2.
Re:ﬂpie le numéro de chaque offirmation J8 ik o 2.
: : : : b. {¥7) admet une demi-tangente vertical
V) si elle est vraie ou de faux 9 e
suivie de vraie (V) 51 RN i obachaed,

(F] si elle est fausse.




B soit [ la foniction définie sur R par:
S = v xsixc-tetf()=x+/r+s3 six>-1,

1. Détermine e nombre dérivé de /" 4 gouche en 1.

2. Détermine le nombre dérive de {" & droite en -1,
3. Interpréte graphiquement les résultats de 1) et 2),

Activité e Derivabilitea d'une fonction sur un intervalle
2.1. Définition

On considére la fonction fdéfinie sur [a, b] par [ (x) = 22,

1. Soit x, un élément de la, Bl. Justifie que [ est dérivable en :

<. On suppose que fest dérivable sur un intervalle ouvert la, bl
a) Justifie que / est dérivable & droite en a.

b) Justifie que /" st dérivable & gauche en b,
¢} Déduis-en la dérivabilité de fsur [a, b].

S est dérivable sur l'intervalle [a, b] signifie que :
= fest dérivable sur Ja, b

= [dérivable a gauche en 5.

= fdérivable & droite en a.

Recopie lo phrase et remplace les pointillés par le mot ou la lettre correct choisi parmi :
dérivable, gauche, droite, a, b.
[est dérivable sur l'intervalle [a, b] si fest... sur la, b, dérivable & ... en et ... & droite en .

2.2. Fonctions de raccordement, Interprétation graphique

On considére la fonction f définie sur & par flx) = x7- | x|.
() sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthogonal.

1. Ecris flx) sans les barres de valeur absolue.

2. a) Etudie la dérivabilité de /" & gauche en 0.
b) Etudie lo dérivabilité de /* & droite en 0.
¢) fest-elle dérivable en 0 7 Justifie ta répnm;e

3. crI'Interpréte graphiguement la dérivabilité de fen 0.
b) Représente graphiquement la fonction FA

La fonction n'est pas dérivable en 0, 5a courbe représentative admet deux demi-tangentes au point

d'abscisse 0.
Le point 0 est un point de raccordement.

Lecan 2 ﬁ Dérivabilité ot dtudes de fanetions




Exercices de fixation

_ Xy -dy=2sgirs1
B On considére lo fonction f définie par : f: ¥ —d I
Axls=——siz > 1
1. Etudie lo dérivabilité de fenl, ;

2. Donne une interprétation graphique du résultat précédent.
B On considére la fonction f définie sur R*par: fly)=|x+1]| L

1. Ecris /'(x) sans les barres de valeur absalue, :
2. Etudie la dérivabilite de f en -1,

3. Denne une interprétation graphique du résultat précédent.

Activité B Dérivée d'une fonction composée

Soient f et ¢ deux fonctions telles que [est définie sur un intervalle 1, g est définie sur un intervalle

contenant f(1} et o un élément de [,
1. On suppose que fest dérivable en g et 2 est dérivable en f(a).

a) En utilisant la limite de la composée de deux fonctions, détermine Sim -

b) En remarquant que
dériveble en 4 et détermine (g=/)'(a).

(x = a) Six)—fia)

(gofhix)~ @@aflia) _ fix)-fla) . (gl ~ (eofhia
r—a

fx}— ]
() —fa}

J , justifie que gof est

2.0n suppose que fest dérivable sur I et g est dérivable sur /1) Justifie que gof est dérivable sur 1 et

donne I'expression de | gof }' en fonctionde f) (' et g' sur .

Si f'est dérivable en o et g dérivable en f(a) alors :
« gof est dérivable ena;

v (g Vla) =1 "a) % (g'of Na).

5i fest dérivable sur I et g dérivable sur [ (1), alors gofest dérivable sur T et (gof) =" % gaf

Exercices de fixation

B Soient fet g deux fonctions, I un intervalle, Relie chaque fonction & sa dérivée.

f définie sur 1, ¢ définie sur f (1) et @ un u désigne une fonction dérivable,
élément de 1. :
Recopie le numéro de chaque affirmation Fenenion e e
et la lettre de lo bonne réponse. 1. Y a) met'. 0" =
1. fest dérivable en a et g est dérivable en 5 1 b) - o
fla),ono: i e

o) gof est dérivable en . 3.cosu c-usin

b) fog est dérivable en a. &, sin i d) e

¢} gof est dérivable en [ (a). 5.4 (1 € N*) e) t'cos u
2. Si gof est dérivableena, ona: 6.ulr e QY f) =il

o) (gef Vla)= g'la) %/ (). ik

b (gof Yia)= g'la) = | *sgiu).

) (gof Yla) = a) % (g'of ).

Liegon 2 ﬂ Dérivabilig et dudes de fonctions




B On considere tes fonctions fet g dérivables sur | 2. Le nombre dérivé de fog en ~1 est -1,
Ret respectivernant définies par; 3. (ge fl'{-t'l i it EL

=" s1et givy=x'+2, i
Recopie le numéro de chaque affirmation W -2)

SUivie de vraie (V) si elle est correcte ou de 4. {foghix)= .;"{Jr' . 2+ 1
faux (F) si elle ne I'est pas. |

1. Le nombre dérivé de gof'en 0 est 0. [

Activité 'B Dérivée d'une bijection réciproque en un point

Soit fla bijl':'::l:iun de R vers R définie par f(x) =x'+ 2 et/ ! sg bijection réciprogque.
1. Calcule limage par rde chacun des nombres réels -1 et 0, Déduis-en £ (1) et £42).
2. @) Justifie que fest dérivable en -1 et en 0,

b) En posant 1 = : ) £ = _'"""j‘}_
[ {x), justifie que ; lim =4 rﬂﬂfuﬂf_}f(( =
x—{—1)}
€l f "t est-elle dérivable en 1 7 5i oul, compare { f *)'(1) et — 1

1 1 Iﬁﬁ‘
: u) - 2
d) Justifie que ulEnz £ :::-er (2) = 7 ,I{m . f " est dérivable en 2.

Jest une bijection de [ vers 4, /"' soréciproque. b Jeta = k).
5i fest dérivable en a et /{a) £ 0, alors f ! est dérivable en b et : £ -4p) = ?-1{—}
: S

& On considére une bijection g d'un intervalle | BBY soit iject]
ouvert I vers un intervolle J, b un élément - ftr}{!:&u:itimn sbstiatebh
de J et a son antécédent par g. Recopie le ]
numéro de chaque offirmation et réponds
par vraie (V] si elle est correcte et par faux (F)

p: nie par
«J ' sa bijection réciproque
etfi0)=1,/(-2}=-9etf(1)=3. et
Ecris le numéro de chaque affirmation suivi

si elle ne |'est pas. de lo lettre de la bonne réponse,
1. 5i g est dérivable en a et g" s'annule en a, 1.Le nombre dérivé de f ' en 1 est ;
alors g ' est dérivable en b. a1 : bl & S
2. 5i g ' est dérivable en b alors Z. Le nombre déri 2
. rivé de §~ -1 ;
(g V(b= (g (BN 1 /™ en3en:
3. 5i g est dérivable en a et g'(a) # 0, alors e 1M 4 9 ';j .
£ ! est dérivable en b. 3. Le nombre dérivé def -+ en -9 est :
4. 5i g “"est dérivable en b, olars a} _1—9 s By L, 1
1 R

(g )ib) = &la)

Activité 'B Dérivees successives

On considére la fonction f derivable et définie sur R par: f{x) = x5 - 2y14 5.
1. Détermine la dérivée [ de f.

J LBcon 2 Dérvabilitd ot Stuses ga fonctions



2. Justifie que " est dérivable sur ol détermine sa dérivée [ qu'on notera aussi {f ) appelée

dérivée seconde de rou d'ordre 7

3, Justifie que /' est dérivable sur R el détermine sa dérivie /™ qu'on natera /" appelée dérivée 37
:I!Efw d'ordre 3.

5, Détermine la dérivée 4+ ga ¢

dr

- ; fr
5:0nnace: [ =k o e :|"1.Ir . Déduis-en des notations similaires pour /™, (et f 1.

5i une fonction f est dérivable sur un intervalle 1, alors sa dérivée [ * sur T est appelée dérivée

premiére ou d'ordre 1 de fet notée aussi ™ ou % ;
» Soil 11 un entier naturel non nul. Si elle existe, la dérivée ir*™ (ou d'ordre 1) de f

sur [ est lo dérivie de la dérivée d'ardre i - 1. On la note /™ ou % A=,

Exgrcices de fixation

= H'-‘F'f'Fi'E le numéro de chagque affirmation Lo dérivée d'ordre 3 de g est la fonction :
5:|.||'.|'! de la Iet’Ere de lo bonne réponse. g)x = (2 +5P ; bl x =0
1. 5i lo fonction f est deux fois dérivable, ¢ x=hx ; d xe=b
alors sa dérivée seconde se note :
dl yF df” df* I B colcule lo dérivée d'ordre 3 de chacune des
a) {E : b) -ﬁ- :€) o+ d Eré [ﬂl‘lﬂiﬂﬂ: subvantes.
2. Sait g la fanction 3 fois dérivable sur R et fixr 5
définie par : glx} = 2x7 + 5, fixm2?

Activité G Point d'inflexion
Le plen est muni d'un repére orthogonal {0, 1, J).

5 St
(T) § ot &+
3- 3+
2- 24
1 1t
4 3 -2 1 0 1 2 3 L 1
-1 I-I-
Graphique 1 Graphique 2

1. Le graphique 1 est la courbe représentative (€ ) d'une fonction g définie sur l'intervalle [3, 1].

On a trocé lo tangente (T) & [‘i:’:‘jl au peint d'obscisse - 1.
Etudie graphiguement lo position relative de (€ ) par rapport 4 (T).

2. Le graphique 2 est lo courbe représentative () d'une fonction f définie sur un intervalle [a, b]
et x, est un élément de fa, b].

Legon 2 ﬂ Dérrvabilite et dtuedas de fonctions




On o trace Ig tongente (1) & (v )} au point Ty

Etudie g rophiguement
Ln définit la fanction fi

On admet de plus que
ol Caleule hiv,) ot vy .

! a (T’
la position relative de (v ) par rﬂPP‘?” | e
:tufﬁntewulle [, bl par: Aix) =_ff£':=:l‘|r bedle = x) = fl,
On rappetie qu'une tquation de la tangente Mest:y=
On suppose que fest deux fois dérivable sur l'intervalle la, ﬁi

My =x.) + L),
etque [ "l } =0,

WXElax, ], Miz0etvyels, b M=0.

! )= e ) <0,
b) Justifie que /i * est croissarite sur fa, x, ] puls que : V x € la,x, 1, {x) - /"{x)

€] Déduis-en que fr est

>
decroissante sur [a, x, | puis que: Vx & [, x, ], hlx) 20,

>
Quelle est lg position relative de (T') par rapport & (. ) sur [a, x, ]

d} En sinspirant des questions
EN dessous de (T sy le, Al

s |

* Latangente np traverse
* Lotangente traverse jg

précédentes démontre que : ¥ v € [x,, A, Alx} < 0 puis que ¥ ) est

pos la courbe (. ) au point d'obscisse -1.
courbe {'ir*; ou point d'abscisse X

* ") =0etsif" change de signe en.x, alors le point d'abscisse x, st un point

d'inflexion de (v pi

Exercices de fixation

B Leplon estrmgnid'an

1 &3t une fonction RUMérique d'une variable
réelle (¢ ) sa représentation graphique est
donnée par lg graphique ci-contra,

Recapie chaque numérg et compléte, 4 partir
din graphique, par vrai (V] sile paint d'abscisse
X estun point d'inflexion de (€') et par foux {3
sinGn,
lLx==-g

hr= f ;

Dans le plan muni dun repére orthagongl
(0,1, 1), (%) estlq feprésentation graphique
d'une fonction fdeux fois dérivoble syr R Lle
tableou de signe de S est donné ci-dessoys,

X l=n -2 1 2
frrm + 0 +0 -p
Recopie le numérg de

complete par vraie (v
par foux (F) sinon,

1. Le point d'abscisse
dinflexion de {¥).

2, Le point d'abscisse 1 est un paint
d'inflexion de v,

3. Le point d'abscisse 7 &5t un paint
d'inflexion de (v 1,

& Le point d'obseisse
dinflexion de {1 ).

25 +o
0 +

choque affirmation et
Isielle est correcte gt

=2 85t un point

2,5 est un point

Legon 2

repere crthaganal (0,1, Jj,

& Leplon est mun d'un repére {0, 1, ),
On considire leg fonctions fet o définies
par: fx) = v g glx) =2,
Pour choque question, trojs reponses sant
Proposées, une saile est exocte, Recopie le

nMuméro de chague questian et la lettre de
lo réponse cofrecte,

lLla représentatian araphique de  gq
Pour paint d'inflexion (g paine o c./ 0dmet

a -1

" o 2
2. La feprésentation graphique da B

:: n‘:lrdm:-: Pas de poing dinflexion
Odrnet | point d'g SCis
Paint d'inflexinn B

t) admet |e Point d‘ubsciﬁse

al

point d'inflexion, =1 comme

Dl!n'd!b-lll'll'-." I T



Activite @ Inégalités des accrolssements finis

Soit fune foniction dérivable sur un intervalle 1, a et b deux éléments de I tels que a < b, m et M

deux nombres réels tels que : v v € [g, b, m < /() £ M.

1. On définit lo fonction g sur [a, b] par : glx) = f{x) - mix .
a) Détermine g'(x) sur [a, b] et donne son signe sur [a, i), —
b) En utilisant le sens de variation de g sur [a, b], compare gla) et 216 puis déduis-en l'inégalité
mib=a) <£(b) - fia).

2. On définit la fanction ) sur [a, 5] par : fifx) = Mx -/ (%),
a) Déter_r_nine I{x) sur [a, b) et son signe sur [a, H]. ,
b) En u:uhsnnt te sens de variation de / sur [a, b), compare hia) et hilh) puis déduis-en I'égalité
S = fla) = Mib - a),

3. Déduis des équations 1. b) et 2. b) que : mib - a) £ (B - Ma) S M[b - a).

4. On suppose que pour tout x € 1, |/ "(x)] = M. Soient a et b deux éléments de L.

al Trnuu:e un encadrement de /“(x) sur [a, b].
b) Déduis des questions précédentes que : | f(B) - fla)] <M | b - al.

Soit [‘est une fonction dérivable sur un intervolle ouvert I.

. Snientﬂetbdeu:éiénwntsdaltu:H:h},S'ﬂe:fsmdeu:réelsmetMteisqueh’xE[a.-!rl.m'sf‘l’.!!EH.
olors ona: mib - a} = (b} - f(a) <M b = a).

» Si¥xEl] )] <Molors pour tous élémentsaet hdel,ona: |/ (b)-fla) <M & -al.

Exercices de fixation
50it g une fonction dérivable B telle que

B Compléte chacune des phrases par
l'inégalité correcte. pour tout réel x, |g'(x)] < 3.
1 Si f est une fonction dérivable sur un Pour chague inégalité, écris V si elle est
intervalle I, @ et b deux éléments de I (g < b). vraie et F si elle ne I'est paos.
5l existe deux réels m et M tels que : a) 8=f(3) - f1-1) 220,
VYx€E[a,blmsf(x) =M alorsona: ... b) 8</(3) +f(-1) < 20.
2. 5i fest une fonction dérivable sur un c) |e(3) - gl-1)] < 3.
intervalle [ et s'il existe un nombre M. Tel d) 1e(3) - gl=1)] <
O o s alors pour tous réals le3) - gl-1] =12,
aethdel,ona:|fiM-Sta)zMb-a]. | B Fﬂ rappelle que pour tout nombre réel,
B Scit fune fonction dérivable sur lntervalle cgaK £ 1.
[—'I,Ji'lr] Sello it pocr boE pel e 1. 31 Dérnr.:ntre que pour nombres réels a et b,
2<fx) <5. on a: [sina - sinb| < |a - b).

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice o Etudier une fonction définie par intervalles
Le plan est muni d'un repére arthogonal (O, 1, J).
On considére lo fonction fde R vers R définie par f(x} = x'+ x* - 9six < 2 ot =34 S a e
On note (¥') sa représentation graphique, S AL
1. o) Etudie la dérivabilité de fen 2,
b) Précise les tangentes a (©) au point d'abscisse 2,

Legon 2 Dérivabiité et études de fonctions



<. 50t g la restriction de fal2, v
2.1, Etudie le sens de variotion de ¢ et dresse san tableau de variation.
22; Démontre que g réalise une bijection de [2, 4] sur un intervalie K & préciser,
2.3 a) Coleute p(2,2),
3.5 m D‘?mnh”_ﬂ ':f'l-l'e ' est dérivoble en 5 et calcule (g')(5) ;
-0it i la restriction de f & |-, 2] et v ) sa représentation graphique.
a) Calcule les 2 premigres dérivies de i,
B} Démontre que (¥ ) admet un point d'inflexion dont tu préciseras les coordonnées,

| comge |

L. @) - Dérivabilité de /' & gouche en 2. Pour la dérivabilité en 2, il faut choisir la fonction

qui convient. Pour chague question, identifier

; fixy—fiz2 S x »
‘Iu:n? '.'i'T'E{ ) - ||m? L:_—ﬁg -3 Fintervaile et choisir la fonction qui convient.
]
.3 | ; o
= fim *-* L= 12 o =23y + 3+ 6)
£og: XD L =2 Tobleau de variation de 2.
= -4 = [
Jim, (x5 4 3x 4 6) =17. | x |2 .
n [ ; +
Donc fest dérivable & gouche en 2 et /' (2) = 17, £ %
. i 2 3 = o =t
- Dérivabilité de /& droite en 2. gilx) | 5 e
lim Sx)-A2) = | 3+va-4-3 ; prr— .
x=2 x=2 o, x—2 2.2. Dérnnn!rnns que g l.'l!ﬂllE:E une bijection. |
. - > g est continue et strictement croissante sur
= fim = #T_rd [2,+=] telle que g{[2,+=[) = [3, +=[ , donc g réo-
rpd il lise une bijection de [2, 4+ sur [3,+[ =K.
= fim [T o AL - 2.3. a) Calcul de g(2 /2 ),
A Y fe=2)®  #gal e > P e
Donc /' nest pas dérivable & droite en 2 SRR ISIF UGN M5
S itP‘ e ¥ b} Démontrons que g est dérivable en 5.
UL Gl | TSR DEtS Carivauie e, Onag *5)=242,0rgest dérivableen 2 /2

b} Tangentes a (¥ _,} ou point d'abscisse 2.
-0Ona _j’:{i} =17, (¥ ) admet au point
d'abscisse 2 d goguche une demi-tongente
(T ) d'équation: y=17{x - 2} + 3 soit y=17x - 31

-Ona Iimir &)_‘_,EE} = 40, (¥ } admet au point

etz (24/2)= /2 et V220,
Donc &' est dérivable en 5,

De plus ana (g "7)°(5) =
3. a) Calcul de /" et A",
g #1 est dérivable sur ]-=0, 2], A'(x) = 307+ 2v.
d'abscisse 2 & droite une demi-tangente verticale. | /' est dérivable sur -, 21, i*(x) = 6x + 2.
2.1. g est dérivable sur ]2, +[ et ¥ x € 12,40, b) Démontrans que (') admet un point

1
P

SR, |IES Ty
£2/2)  J2

S dinflexion.
gix) = h est deux fois dérivable sur ] 2] et A"(x} = G + 2.
Pour tout x > 2, —-—’g P 0 donc g est W =0ebr =0 x=- 13

VX — :

M <0ex<-1 et} >0 e x> 1

strictement croissante sur ]2+, 3"

- Limite dE.f.En +at: &L en :E._ R s‘annule en — ';- Bn :hﬂngm“t de signe

. - fm3+'|"'.1"1_'4 =3et 1 1
soyre ons:o(-3)=(-3) o (-4} ~0--38 .
im fGd= lim 3+ y =4 = d'odi () admet le point A{ = ;—.-' 79 } Ehtnoha

Lesgon 2 [:"E'rlh'ﬂhllll.ﬂ- i L [T P rﬁ'ﬁ:‘“}ﬁ
E H]



Exercice 9 Utlliser I"inégalité des accroissements finis

Soit [ ln fonction dérivable et définie sur R poar: f(v)= 1’ + 3.
En appliquant l'inégalité des accroissements finis & la fonction [, démaontre que pour tous réels a et fr,

ono:|ya'+3a- vh a3 |sla =)

=

Jestdérivablesur R, ¥ v e R

On 0 LS (%) = e
VAT£D

-¥xER,

Mext+3

-,_P i l,_'.Tz""—E

lx] < V2 +3

P vatea

1€ e <1

vl

Mathode
M = 1 done il fout démontrer |f"(x}| < 1.

C'est-a-dire que =1 £ /*(x} £ 1, soit |'{x)] £ 1.
fest dérivable sur B et pour tout x € B,

I"ix)} £ 1. D'aprés Vinégalité des accroissements
finis, pour tous réels g et b, ona:

[Flal=r (b)) < 1]a - B

soit|a'+3- /b 3|5 |- b,

Exercice g Etudier une fonction du type : x = cos (ax+b), a # 0

Etudie et représente graphiquement la fonction fde R vers R définie par : f [x) = cos|2x+ £,

==

« L'ensemble de définition D de la fonction fest B.
s fest périodique de période 7. En effet six € D
glorsx+meDet [ c+a)=cos{2x+7) + %}'
cos(2x + -g— +2In) = cos{2x + %I=_.I"'{.ﬂ.

» On réduit 'ensemble d'étude & Intervalle [0, i)
« fest dérivable sur [0, n) et ¥ x € [0, 7],

S =-2sin(2x + 5).

-Signe dEJlr'Lﬂ sur {{l.u].
sinlzr+ 5 )20 = 2ms 2+ & <r+ 2k,
olkEZ

u-% +hmexe o 4+ kn

T wlm

tﬂﬂsxi-‘;—- ou “g-<x s cory €0, a]
Sin2x + )0
@g+2bme2r+ -"§~ cin+lm kel

=%+.‘m£x£ %‘- * ke

Legon 2

Il faut déterminer lo période de la fonction et
réduire lintervalle d'étude.

& g-i.ri-ﬁéi carx € [0, ).
Doncf*(x) £ 0 e x € [0, 5 Jul 5=, m.
i i &r

['Wzoexel S, 3

D'od fest décroissante sur [0, 5] et sur [ 3£ xj
et fest croissante sur [% : % 1

= Tableau de voriotion de f.
_ x |0 % -"’é—f m
A - 0 + =
e g
S \ / \
=1

Dérvabilié et études de fonctions




e ————

On construit (¥. )., PUis par translotions successives de vecteurs {01 ) et -7l Qi ).

On obtient {¥ } sur R,

e

'

/ |

AN
) ]
ok N -3

e i
.,.n_;\j/ \\L“h |

O
=a
By 3

Exercice @) Etudier une fonction de type : X +

50it / la fonction de R vers B définie par f fx) =

=

+ Ensemble de définition D de f.
TED=YER et 3x+ —E # S vim kel
Done D=R-(5 + 4% tep),

» [est périodique de périadique 5 .

Eneffet:six €D, alorsx + 5 EDcor six+ 5 €0,

nlursilexistekEEteJquex+%=%+’*T’r
__an , kx
sx=-F+ 3
- & 33, kr
eox= S-Sy 4
r, k-1
Sx=grt—g—
a1

sx= g+ 5 oUkel )
et x & D ce qui est absurde d'oix + 5 €D,

De plus : flx + f}]‘ = tan(3{x + ;—1 +% ) =
tan[(3x + §)+m = flx). o

On réduit, I'ensemble d'étude a [0, 3 I 5 ]

- fest dérivable sur [0, T IGIet .

vx €10, Z 15 ), /1) =301 + ton’(3x+ ).
signe de / ‘(x) et sens de variation de ia |

vx €[0, TIN5 ) f}> 0 donc fest croissante

sur [0, g [ etsur 15:3}

« Tableau de variation
' 1= fim tanX=+xn
tim, /() = Him, tan(3x+ & ) lfi__rﬂ% n,

§ - é :
& " - ~ : -
lim () = tim ton{3x+ § )= .h-rr‘;' tanX = —o

' ﬁ ] __'E :

>

C IX TR

%3":2 5 f é“\L/f

tanjiax+h), a =0

tan(3u+ g ). Etudie et représente graphiquement f.

I Il faut déterminer la périade de la fonction et
réduire lintervalle d'étude.

=1

X |0
S} + +

a0 J3

fi / /T
W3

3 -0

= Courbe de [,
{t') admet une asymptote verticale d'équation

x=E,
On construit {v') sur [0, -’;"T X E Yet par
transiations successives de vecteurs - = i
et E Ol . .
On obtient (Y ) tout entigre sur 0.

| )

:
o ’

BRE!
|

| . | &S I | |
|

T-L
=
|

Legan 2 ﬂ Drrvmbilng o udas de i
Peuct at



Exercice @ Etudier une fonction comportant une valeur absolue

Soit f* lo fonction de B vers & définie par - f 3} = [xf + 2x - 3|,

1. Determine 'ensemble de définition D de /.

2. Détermine l'expression de / (v} sans le symbole de valeur absolue.

3. Détermine la dérivabilité de fen -3 et en 1 et donne le sens de varigtion de [,
4. Etudie le sens de variation de fet dresse son tableau de variation,

5. Représente la courbe de f'dans le plan muni d'un repére orthanarmi.

=

1. La fonction x w ¥ + 2x - 3 est définie sur B Pour étudier une fonction avec le symbole de
Donc fest définie sur B, valeur absolue, on écrit lo fonction sons le

2 =x+ 2x =3 Vx €}~ ~3]u[1 +e0[ symbole de valeur absolue.
Sl ==x*- 2% +3 wxe(-3,1)

3. Dérivabilité de fen -3 et en 1 vx€l-3;-1L f'(x)>0
fim ﬂ;;]_—{hﬂ;:lﬁ - i XX 3)ix — 1) vxel1;1LS  x)<0.
r==3 } $--3 x+3 [ est strictement décroissante sur |- ; —3[ et sur
= lim_x-1=-4. =1+ 1[.
sl est strictement croissante sur }-3 ; -1[ et sur
Jix)-fi-3) {x+3—x+1) f
;rlnl:; = =3} - ,E"]_-a, x+=1 11 +eof,
P T Tableau de variation de f.
gL S Jim, 1) = fim_x'=+00; fim fx) = fim x7=4es

[ =3)==4 et f° (-3) = & donc fn'est pas x |=oo -3 =1 1 0
dérivable en -3. _f-m - !

() admet au point d'abscisse =3 deux

demi-tangentes d'équations respectives : b - m‘l
y=—uz?§etj'=hx+ll Sl \ﬂ/ \\ﬂ/‘"
On vérifie facilement de la méme maniére que | '
n'est pas dérivable en 1 car /(1) =—4 et (/1) = & 5. Courbe de [
et (') admet deux demi-tangentes d'équation :
yeEbr=b4ety=—4x+4,
4. Sens de voriation de /.
[fest dérivable sur ]-oo,~3[UJ1, +={,
wx € |- ; —3[ull,+eol, ) =20+ 2= 2(x +1)
fest dérivable sur ]-3, 1
vrel3; 1L ) =-2x-2=-20x+1)
Signe de f"{x} sur J-o0; =3{u]1 ; +oof
vxel-oe:-3[ X <Oetvxe]l;+ol X} >0, |

Signe de f '(x) sur]-3;1(

Ligan 2 E Deérivabilitd o1 éludes de fonctions



Exercice B Etudier une fonction rationnelle.

: Ll SN
Soit f la fonction de R vers B définie par = f{x) = ar--12 finition dans le plan muni d'un
Etudie et trace lo courbe représentative de fsur son ensemble de defin!
repére orthonormeé.
3 - demfiﬂtiﬂnl
a) Ensemble de définition D de [, Il fout dresser le mhmu:ﬁ avant de
IEﬂﬁIEHE‘tW"M—IZI;Fﬂ rechercher les osympio
; -3 -2 construire lo courbe .
SYERety#2etx# - DoncD=R\5 .2}
b} Limites aux bornes de D,
s 2s g o0, | sgnedefWD
o — [ i B L;- 2 v
I = 3'.:. = I -'-:-;— x 2 ——
"H‘h-fﬁ} J.I—H'l"‘m-i-.:'l_r :!I-Tt ax = _'_1_"__ l I
{fjjudmetl'umdesuhﬁtiﬁescmme "[-”5:'““*'5] B : +—p = -—
asymptote horizontale en +o et en . (2xt-x 61 o I e Et? o
.nnuvxEqu=_3§L ) ~ 0+ + 0- -]
. ot Tl Ll « Sens de varigtions
+ e -3
lT“%ﬂﬂ"%ﬁ“:ﬁ'-W fest strictement crofssante sur ]-5, 5~ [
Z -3 =4
cor i, —V =oet fm B L1 | CswFTLTL
| 3 Hr-2) 4 i décroissante sur |-ac,~5]
1-F x+3 - | est strictement décraissante sur J-o2,-3],
< < -1
Comme lim 13 =+x,ong Tim_ fl) =, sur]—-, 2[ et sur 2,42,
hﬁ xe3 r—:_% + Tableau de variation de
; : x4 B 1 ' ' 2 - '
JIlil'nu {-!l-"inrllzn2 3 X =5 = x |- -5 I . -
< <" 4x-3) : , : 3
M =) i+ L =0 +lly & -f] -
mrI-ET__E—"mELI’!'T?T=1_ u +ﬂ:l i I-lg:- |
z <" 4x—3) \ 14
Comme lim —— =+, ona im, f (e} = #20. ‘ S 1 / \,4 \
:—.Ell E i i |
On dédl._llt de EESEEIitES que les droites d} Courbe de [ B
d'équations x = =~ et.x = 2 sont des On prand ,
asymptotes verticoles & (1), PIENGra pour unités O1 = 1 cm et 0) = § em,
¢} Sens de voriation de f.
« fest dérivable surDet Y x ED, ona;
_ 3"~ 2 - 12)— {3+ B){Ax - 2)
fw= (ax - 2¢ = 12)* 1
_ =120 — B4x = 20 ————— |
= W ea-12) i e ——
_ =x=5)ax+1) o N S
(2x" - x - 6)

Legon ii ;
Dﬂh'lhdqbﬂﬁwﬁ L rmﬂ-ﬁn5




Exercice @@ Etudier une fonction irrationnelle.

soit £ la fonction de B vers B définie par: ({x) =, (x - 1){x +3),

1. Détermine I'ensemble de définition 4 def.
2. Coicule les limites de faux bornes de ‘?

3. lustifie que la droite (D) g équation "_t' +1 est asymptote & (1} en +ot et lo droite (5)

d'éguation v = -y - 1 gt asymptote a {v') en —ao,
4, Etudie lo dérivabilité de fenleten 3,

5. Etudie les variations de I puis dresse son tobleou de variation,

6. Construis (&), (5] et (1),

oo

1. Ensemble de définition Qﬂrdeﬁ
TES sreRet(vr=-1){x+3)20=reRet

X €], =3Jul1, +oof, donc &, = |=ue, -3]u[1, +eof.
2. Limites oux bornes de ..i“

. Hrn (= 1) + 3}=rﬂmﬁx~*=+ﬂnet

Jim x =4 done .I_'Twﬂ'ﬂ &

. Il_lrl'_l'l [x=1){xr+3)= ,IL“.Lf=*m

et lim x=+xdonc lim f{x) =+,

3. Asymplotes

o JSm fl)-le+1)= lim Vet 2r-3-(c+1)

- —4
lim = =0,
T ol TR Bl Tk |

danc  lim
I ==

{1’+2:.——j-|’,x+ 1=0
(D) est asymptote & (€ ) en +x.

Jim_ftx)e(x + 1) VA rax-3+ix+1)
= lim 4 =0.
=t e =3 —x—1

done lim_ Y e z-34+(x+1)=

= [im
X i)

(D) est asymptote 4 (¥ ) en —o,

4. Dérivabilité de f enleten -3:_ B

g "‘%*j"’ L s
Car :I_u_n_aﬂ i: ; = +ao donc f'n'est pos dérivable

a gauci'ue en -3 donc (1 ) admet ou point
d'obscisse =3 une demi-tangente verticale.

f{-"]' .lr'l: b || m '-[_1"_1-]'{-1';31
| a'l

X =1
- .'-"l

Logan 2

pHEtnaoE

Etudier la fonction en faisant ottention &
l'ensemble de définition pour dresser le
tableau de voniation,

.-';-‘+_
:-1 Ya- e

SE“H-’“""' _

X+ 3 -
Car IIvln'= }"—_T =+a0 donc fn'est pos dérivable @

r-‘l 1|'

droite en 1 donc (¥') admet au point d'abscisse 1
une demi-tangente verticole,

5. Sens de variation de J.

» fest dérivable sur ]-oe,~3[u]1,+00] et

¥V x € ==, =3[ull, +eof ,

!{Ji= x i_‘,l"'ﬂ I*“
4 2/(c~-1){x+3)  |ix- x + 3)

o Vx€EJ]m, -3, x)<0et ¥xe&]1,+of,
F =0

=3 fest strictement décroissante sur |-oo,~3[
et fest stricternent croissonte sur |1, +ao[,

« Tableou de variation de /.

X |-m -3 1 4o |
£t - + R

[x) Fo
J,- -W-h-\"-‘uﬂ 4 _._.-—-—""'_'_._'

6. On construit (D), (D') les tangentes verticales
puis (€ ).

YA Déstvabilité et étudas de fonctions




Exercies @ Etudier une fonction irratlonnelle

Le plan st muni d'un repére orthonormé (0, 1, J}: unité 2 cm.

On considére la fanction [ définie sur

Rpar: fix)=x+ JAa=1].

On désigne par (¥ ) la courbe représentative de / dans le plan ropporté ou repére (O, L, J).

L. a) Ecris f{x) sans le symbole de valeur absolue,

b} Justifie que ; E"!‘.x,ﬂ*"} = 0 puis interpréte graphiquement le résultat.

c) Calcule g limite de fen+mx,

2. Etudie lo dérivabilité de " en -1 puis interprate graphiquement le résultat de lo limite. _
On odmet que f'n'est pas derivable en 1 et (¥} odmet au point d'obscisse 1 une tangente verticale

dirigée vers le haut,

3. @) Calcule £ {x) pour tout x élément de o =1[u]l;+ecl

b} Vérifie que pour tout x slément de ] -1 1[, fxy=

1= —x

Vi

4. Justifie que - YXeElm;-1[u] “;— AL M) <o

; V2
YXEI-1; - [ult; v, fx) >0,
3. Dresse le tableau de voriation de I

&. Démontre que la droite d'équation y = 2x est une asymptote & la courbe (¥,

7. Construis (¥,

| comss

lLolvxel-=;-1[ul1;+=f,
Sy =x+ yxt—q
Vie]-1;1 fixl=x+,/1-F
Fi=11==1 et f{1)=1
b}  fim_ Ax) = tlim_x+yx¥1
. i E=l=1)
=" oy Sxl g
= fim t =0
k=X == 1
im_ flx) =0, donc la droite d’équation
¥ =0 est une asymptote 4 la courbe (¥,
Q) lm A= lim x+ /=T =40

car lim x=+omet lim x+/x' -1 =+m,
X = tog 5=t

o SAE)=A=1) _ o xa T T+1
2 ,I'_rﬂi x+1 -11?1 x+1

i

. flx)=f(—1) = lim1+-£=1

llLTr!] & + 1 I-:'_-__1 1-2 — '1

lim flx)-f(-1) =-wmeor lim1=1,

=1 x+1 X1

limx-1=-2et lim/x*~1=0
=1 )

P o 1',-" - 4
i SR XV oX
T XFT et X
o Ry R=T) 1+?—l-"""r
Jim =35 b X1
-

Legon 3

=

« Ecrire la fonction sans les symboles de valeur
absolue.

» Etudier surchaque intervalle le signe de Lo dérivée
en utilisant les résultats sur les indquations
irrationnelles de la closse de 1D

lirm I_J;_-__I_ff_-l ) =+ocar Im1=1,

Fea—1 =
- T

iMm1-x=2 et um1 1-x'=9
K==
=

Fow=1

X}=-
X+1

i -::- _1:
:—:11%4_ e

Donc fest pas dérivable en - 1 ot {C) admet au
point d'abscisse - 1 yne tangente verticale,

_1}

Ona: Hlm

X==—1
<

= =0 gt

]
3.0) f=14 2 _ X —T+x
24/ x" =1 Vai=1
blvxel-1;1(,

fi)=1+ —-_r=-—2r = ."'_:1__......,__?"'_1 —

2 1“'1‘2 ||_'1—_'f:‘
AVXE]-m; -1, foy=¥r -1+

."]__'_.'

¥
VXE]=-m;-1[,x-1e
0<Vx =1 < | x|
1,"{:";'}'—1 R ¢
——

v =1+x<pg

DErivabilité ay fudes g Tnm:tluns




Dumv.rE]-m;-ﬂ,f'ﬁ.r]{ﬂ.

=T 4x

. Jxt—1

YXEN oo, yx'-14y >0, donc M) >0

YYEl=1;+1[, )= ﬂ‘_J‘f_,fI

V1=
Vv1=-x'=x>p dons)-1: 1[1 v

YXEN +af |, fix)=

Vi-x X NNE]-1:41

* SITEI-1;0L V-3 S xetf i) >0,
« Six€]0;1[,alorsona x>0

- -x>0m T-F 55
1=,

= 1-2¢>0,vxel0: 1],

o (1-x/ZN1+x42)>0,

V2
x 0 5 1
(1-xv2)1+2/2)|1 + 0 =
V2
On en déduit que ¥ xe]-1; —2—1,_;"[11:-0
1n'.tEJ£-l[ Jxl<o,
Dol le résultot
N
wxel-oo;=1lul—35 ;1L Fx)<o
‘FIEl-I:%IUI‘F#m{Jwru

Legon 2

5. Tableau de voriation de f,

l T gty =4 1"55 1 4w
TR e |
0

IE- :ﬂ“}mfh]_h=:m1mx+¥f£#__1_1r
Jim ) =2e= lim yxi-1-

fim  f{x) - 2x = _ﬁﬁw

XN )
lim f{x) = 2x = 0 donc la droite d'équation

v= 2y est asymptote & (C) en + oo
7. Construisons (C).

Dérrvabilité ot futes de fonctions



Résumeé de cours

o Dérivabilité a gauche, dérivabilité a droite d'une fonction en un point
Definitions ot notation

Soit fune fonction définie sur un intervalle de la forme Ix,, aliresp.[a, ,'-.‘I,,D-
On dit que fest dérivable & gauche (resp. & droite) en a lorsque la fonction
L R [
; =

“a + b #a) admet une limite finie 4 gauche (resp. & droite).

Dans ce'cns. la valeur de cette limite est appelée nombre dérivé de / &
gouche (resp.d droite) en a,

Notation
Sif est dérivable & gauche (resp.a droite) en a, on note - Jim_ *: }: u[aj = fla)
(resp. lim &;__f‘” = f a). ?

Interprétation graphique-ta ngente verticale

= 5i fest dérivable a gauche (resp.d droite) en a,

olors (¥) odmet au point d'abscisse g & gauche
{resp.a droite) une demi-tangente d'équation :
v=[lallx — a)+ fla) (resp.y = £ allx - al+ f(a)).
- Si la fonction : x = f{?:atﬂ} . [x # a) admet
en a (resp.d gouche ou & droite) une limite infi-
nie, alors (C) admet au point d'abscisse a une
demi-tangente verticale, RSl B o R

fest une fonction définie sur un intervalle ouvert T at aun élément de 1,

fest dérivable en a si et seulement si [est dérivable & gauche en a, déri-
vable & droite en a et_,!';'!ﬂll = [ la).

a Dérivabilité d'une fonction sur un intervalle
2.1. Définltlon

m JSest une fonction définie sur un intervalle ouvert 1 et g et b deux
éléements de [.

- On dit que [ dérivable sur | si elle est dérivable en toyt point de 1,

- On dit que fest dérivable sur [a, 4] si fest dérivable < .
droite en a et dérivable & gauche en A, ur Ja, b, dérivable &

2.2. Proprigtes

m « Les fonctions suivantes sont dérivables syr toutintervalle inclus dons leurs
bles de définition respectifs :x ~a, x 1,
BrSem Fﬂ:r.lf i HrLrEN"IH.E'Ime"'ﬂm.

« Lafonction x -,Ir.]:' est dérivable sur tout intEWﬂIIE inclys dﬂns l’il'llEﬂfuIIE

10, #acf.

Legon 2 ﬂ nﬁmullmniumﬂ,u :




Résumé de cours

m Soient i et v deux fonctions dérivables sur un intervalle K, @ un nombre
"eel et n un entier naturel non nul,

Les fonctions 1 + v, uv, oud et w” sont dérivables sur K. De plus si v ne

s'annule pas sur K, alors les fonctions *:: ot % sont dérivables sur K.

m Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

'9 Dérivee d'une fonction COMposée
Proprlétas

m Soient fune fonction définie sur un intervalle 1, g une fonction définie sur
un intervalle contenant (1) et a un élément de 1,

« Si fest dérivable en a et g est dérivable en [ (a), alors gof est dérivable
en a et (gof')'(a) = f"'(a) x (g'of ){a).

» Si fest dérivable sur | et g dérivable sur fI1}, alors gof est dérivable sur |
et pour tout v élément de I, on a : (gof)'(x) = /'(x) = g'{f (x)).

Conséquences
u est une fonction dérivable.
i Fanction Fonction dérivée
" (n € N*) e
. 1
'I'Iru 2ym
W !
1 '
M u
sinn . W'cosu
L ——
COSH | —u'siny

@ Dérivée d'une bijection réciproque en un point

m Soient fune bijection d'un l'intervalle I vers lintervalle /1), /- sa bijection
réciproque, b un élément de ) et a son antécédent par [ Cest-a-dire fla) = h).
« 5i fest dérivable en a et ["(a) # 0, alors /* est dérivableen betona:

TRCTION, SR 1
U‘"Hb]"' Il f'[f'{b]l]
« Siffest dérivable sur 1 et si " ne s'onnule pas sur I, alors /1 est dérivable sur J,
De plus pour tout élément x de J,on a: [')'{x) = 7o '@J‘l'itt} 1

Point méthode : Exprime f'{x) en fonction flx) puis (/o f ){x) en fonction de x.

Legen 2 Brrvabiiitd ot Gtudes de fanctons




Résumeé de cours

© oérivées successives
Définition et notation

Soit f'une fonction définie sur un intervalle I,

* Sifest dérivable sur 1, alors sa fanction dérivée (" est appelée dérivée premiére {ou

d'ordre 1) de /. On la note aussi f 1,

= 5if" est dérivable sur 1, alors sa dérivée est appelée dérivée seconde (ou d'ordre 2) de f.
On le note /™ ou fo,

» Por dérivation successive, si /"~ ¥ est dérivable sur I, olors sa dérivée est oppelée dérivée
n*™ { ou d'ordre n }de . On la note /™.

Motation ditférentielle fou de Laibnlz)

Soit fune fanction définie sur un intervalle 1.

=i elles existent , les dérivées successives : o fm L, fomer fMde [ sont notées
=1

Qussi successivernent : —‘i; > dr &Y gy

-ﬁh’* [Tt dx-ui et I::ir‘ "
© Proint d'infiexion

Dafinition

On suppose que [ est une fonction définie sur un intervalle [ et @ un élément de I,
On dit que le point d'abscisse a est un point diinflexion de la représentation
graphique (€) de f'si (¥') traverse la tangente au paint d'abscisse a.

Proprieté

JEZIEE soit/ une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I et @ un élément de 1,

5i " s'annule en a en changeant de signe, alors le point Ala, /(@) est un
point d'inflexion de la courbe représentative () de f;

o Inégalités des accroissements finis

Premigra forme

Seit f'une fanction dérivable sur un intervalle, @ et & deux éléments de
Itelsquea < b,
5'il existe deux nombres réels m et M tels que pour tout ¥ élément de

[a, b), m<'lx) < M, alors mlb = a) < £(b) = f(a) < M(b - a).

Deauxiéme farme

m Sait fune fanction dérivable sur un intervalle .
5'il existe un nombre réel M tel que pour tout x élément de LIr'())=m
alors pour tous nombres réelsa et bhde I, | /(a) _.ur{b'“ = Mla - (4] U

Lagon F H Db rivmbadling: e Elistig ga fanctions



Exercices de renforcement

W Le plan est muni d'un repére orthogonal (0, 1, J),
(T } lo représentation graphique de la fonction
Jde Rvers R
Etudie dons chaque cas lo dérivabilité de / enx,
el précise les tangentes au point d'abscisse x,,
Lfk=x=x-3 sixz2

fio= 22 ey £m3
E-Il'l':l:h“ix*ﬂ _q,-u=4j
3. _.Irl:.l':l = 'l"..'i'} il | -TI,'_" 1

B Le plon est muni d'un repére orthogonal (0, 1, 1),
{C) la representation graphique de la foncticn
g de K vers R définie par: glx) = x'- Iei+ x - 1.
1. Caleule g%x) et g"(x).
2. Démontre que (C) odmet un point d'in-
flexion dont tu préciseras les coordonnées.

B Soit/ la fonction de B vers R définie par :
Y
fom=(33).
Démantre que f est dérivable en -1 et caleule /°(-1).

@ Détermine dans chaque cas la dérivée de
sur lintervalle I.

1.f=(-x+1p =R,
2. fix) = cos'(2x) I=R,
afl=Va'exe1  I=R,
afig=(ZSL) 1=Rieml
I=R

M= s

B On considére la fonction g de R vers R

définie par : gl = 252

1, Démontre que & est une bijection de

J-1 ; 4oo] sur J-oe; 3L

2. Démantre que g * est dérivable en 0 puis
caleule (g )"0}

) On donne la fonction f définie sur B par
j==x*+2¢'+ L ]
étnruppelle { ') la courbe représentative de f
dans un repére orthonorme (0, 1 J}.

1. Etudie la parité de f.
7. Détermine les limites de foux bormes de

san domaine de déﬂnir.lu_l'l- ]
3. Calcule la fonction dérivée de fet étudie

son signe. i
4. Dresse e tobleou de variation de /.

5. Trace la courbe représentative de f.

W Soit la fonction f:]- % : 'E-IE—-H X+ tony.
1. Démontre que fest une bijection.
2, Démontre que f ' est dérivoble en V3
et calcule () (V3 ).

Détermine les & premigres dérivées de f sur
R dans chogue cas.
1.1 =5x*-12x* =3, 2. flx)=cos(2x +1),

1

3. [ [x} = sing &f)= 3T

B Soit / la fonction définie sur 10 % [ par:
fl= o=

1. Etudie les variations de /.

2. a) Démontre que j est une bijection de
J0; 51 sur [1; +oel.
b) Calcule /(1) et f*{2).
e} Justifie que [ - est dérivoble en chocun
des points 1, .2 et 2 puis calcule le nombre
dérivé de /! en chacun de ces points.

@ 1. scit la fonction g définie sur R por:
2
= i — |
Sﬁj ¥ Irl‘*_a

a) Démontre que g est dérivable sur B et

]

e = G AT

b) Etablis le tobleou de variation de g,

¢} Caleule g{1). Déduis-en une étude de

signe de glx) sur K.
2. Soit la fonction fdéfinie sur B par
S=23e-x.

a) Dresse le tobleau de voriation de .

b) Donne une équation cartésienne de la

tangente (T) & la courbe de fen son point
d'abscisse -1,

) Troce la courbe représentative (C) de la
fonction f.

@ En utilisont I'inégolité des accroissements
finis, démontre que ;
1

1 e
<. * .
'P'ﬂ'?ﬂ.m_ a+ faEEJa.

B pémontre les inéqalites suivantes
1. Pour tout nombre réel x 2 0,
ona:(1+1¥<1 +%x.
2. Pour tout nombre réel x, on o : |sinx] < |x].
@ On considére un triongle ABC rectangle en A

tel que AB = 1. On désigne por x lo distance
AC (x € ]0; +=).

Legon 2 ﬂ Dérnabiigg et dtudes de fonctions




Soit H le projeté arthogonol de A surla droite (BC).
1. Exprime I'aire dy triangle ABH en fonction du
nombre réel positif v, C

2. 0n notera f (v} cette gire.
Etudie les varigtions de
lo fonction f déduis-en la
valeur du nombre réel x .

telle que l'aire du triangle” ) H
ABH est maximale. \
On considére la fonction f L
définie sur By{1) par : A B

S =it

24 1. Démontre que fest continue en tout point

de son ensemble de définition,
2. Pour tout / € R*,

calcule ;.‘{Ir'ﬂ‘—_ J{=1+ k) '..Ir-[--'ll.

utilise ce calcul pour étudier lo dérivabilité de
fen-1,

3. Précise I'ensemble de dérivabilité D de fet
détermine la fonction dérive /" de f;

4. Dresse le tableau de variotion de lo fonction f;
5. On désigne par (') la représentation
graphique de f dans le plan muni d'un
repére arthonormé (0, 7, 7 ).
a) Démontre que les droites (D) et (D.}
d'équations respectives y =x+lety=-x -1
sont des asymptotes 4 la courbe (£').
b) Ecris une équation cartésienne de
chocune des demi-tangentes a (¥ ) en
son point Mo d'abscisse -1 et représente-
les dons les repéres (O; 7,7 ).
c) Trace la courbe (),

A8 Soit [ lo fonction numérique de la variable

ot
réelle x définie par: f(x) = E—l'_lt *A'; 2

On désigne par () lo représentation
graphigue de [ dans un plan affine muni d'un
repére (O ; T,I ).
1. Détermine les nombres réels a, b et ¢ tels
que pour tout x € B\(- % Lona:

o’ - dx+2

i

2x+3
2. Démontre que {¥°) odmet deux asymptotes,
la droite (D) d'équation y = ax + b et une droite

(D) dont on donnera I"équation.
3. Soit 1 le point d'intersection de (D) et (D7),
Démontre que I est un centre de symétrie

pour (£).

sar+h+ o,
2t + 3

Legon 2

&

ar

Dt

4. Etudie les varigtions de / et représents
graphiquement | (on étudiero la- position de
(¢} par rapport & 'asymptate (D).

5. m étant un parométre réel. Utilise () pour
astudier l'existence des solutions de I'équation
suivante dans R :2x?=2(m + 2)x —3m+2=0,
6. Ecris une équation de la tongente (T) & (¥) en

: 3
son point A d'abscisse - 5 .

Exercices d'approfondissement

On considére la fonction [ de [ vers R définie
par: fix)= yix=2)"~-1.
On note (C) sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (O, 1, J).
1. o) Démontre que fest définie sur :

I=]=0; 1JUL3 ; + ool

b Colcule tim flx) et lim flx).

c) Etudie la dérivabilité de /'a gouche en 1 et
4 droite en 3, Interpréte graphiquement le
résultat de chaque limite,

<. a) Démontre que pour tout x € J-o0, 1[UJ3,+ oof,
ona: iy =——S=E
i) B rper s

b) Dresse le tobleau de variation de f,
3. Démantre que la droite (4, ) d'équation
¥=x =2 est una usyrnpmi:e a (C) en += et
que lo droite (A ) d'équation v = —x + 2 est une
asymptote & (C) en —ao,
4. Trace (4,); (A,) et (C).
5. Soil gfl_g_fnrn:t_i.nn de R vers R définie par :
gl) = /x4 x[+3.

a) Détermine I'ensemble de définition J de

la fonction g,

b) Démontre que £ est une fonction paire.

¢} Trace lo courbe représentative (C') de la
fonction g,

Le plan est muni d'un repé

re orthogonal (0, 1. J
tn la rE'I:IIEE'Eﬂtﬂtim grap I:q { ; L

hique de la fonction f

1. Jl-lﬁ-t.iﬁe quae ir‘!ﬂﬂEmhle de 1
est Dr: R-{1}.

2. Ecris fsans |
3. [JEEEr{ninehE *¥mbole de la valeur absolye.

en 1 et donne E.Iur:étﬁgge‘mg“‘f‘:h““dfﬂftf
des résultats nierprétation araphigue

Wbt et ftudes gg gor,



4.4} Détermine les limites en +o g flx) et fix)

puis interpréte graphiquement les résultats.
b) Calcule la limite de fen -,

c) Démontre que lg drojte (&) d'équation
. 1
Y= X% 35 estune asymptote oblique &
I en=x.
5. Etudie la dérivabilité de Jen2.

Précise les tangentes éventuelles au point
d'ebscisse 2. -

6. o) Etudie le sens de varigtion de fet dresse
son tobleau de variation.

b) Détermine une équation de la tongente
(Ty & () ou point d'abscisse 0.
7. Trace dans le repére (O, 1, J), les droites (T),
(&) et les tangentes au point d'abscisse 2 puis
construis ().
{Tu prendras pour unité: Ol =0J=1cm).

Le plen est rapporté & un repére orthonarmeé
(0, L J) (Umité : 1 cm). On note () la courbe
représentative de la fonction f dérivable et

définie sur B par ;[ (x) = h_:rgfﬁ
Partie A

1. Détermine les limites de fen +x0 et en -0
puis interpréte graphiquement les résultats.
2. Détermine a et b pour que la tangente (T)

& {¥') au point d'abscisse 0 ait pour équation :
y=bx+3.

Partie B

Onsuppose queta=4etbh=3. .
1.Démontre que: VX e R fx)=3+ ;"f1 :
2. Caleule (] .

3. Etudie le sens de voriotion de [ puis dresse

son tablegu de varigtion.
4. Démontre que le point A (0] 3) est un centre

de symétrie de ().
5. Sait Ji la restriction de /& [1,+sf.
o) Démontre que h est une bijection de
[1,42[ sur un intervalle K préciser.
bj Dresse le tobleau de variation de it o
bijection réciproque de fr.
6. 0) Résous dans [1,+50], 'équation: f{x} =&
b) Démantre que /i ¥ est dérivable en 4 et
i -134{4).
2 #i;‘.s;rp;r;::,n!;m}ti ; (i), construls (V') puis
(v ") lo courbe représentative de fr .

Legon 2

19 Le plan est muni d'un repére orthenanmé (0, 1, 1.

A- On considére lo fonction f définie sur B par

f)=x+ % Jax' +1, [¥) désigne lo
représentation graphique de f.

1. o) Détermine la limite de fen =« et
interpréte grophiquement le résultat.
b} Calcule la limite de [ en +oo,
e} Démontre que la droite (D) d'équation
¥ = 2x est asymptote o (] en +o0,
1. a) Démontre que  est strictement
décroissante sur [,
b} Dresse le tableau de variotion de /.
&, o) Détermine une équation de la tangente
(T} & (C) ou point d'obscisse 0.
b} Trace (T}, (D) puis construis ().
Tu prendras pour unité : 10 =0J = 2 cm.
B-
1. a) Démantre que réalise une bijection de B
sur un intervolle J & préciser .
b} Dresse le tobleau de variation de /1,
¢) Trace {"f‘r J) dans le repére précédent.
2.0) Démontre que ! est dérivable sur ]0, +=[.

b) Caleule (0} et {1 % ).

| PP
= l_i_tﬁ. “1 sixz0etfi0)=0.

1. a) Justifie que f est continue en 0.
b) Etudie lo dérivabilité de fen 0.

2, Etudie les voriations de [
3. o) Démontre que est une bijection de B
sur -1, 1[.

b} Démantre que / * est dérivable sur -1, 1]
et colcule (1)'(0).

- Seit f la fonction définie sur J0; 5[

par:fix)= ﬁ :

1. Etudie les variations de

<. 0} Démontre que fest une bijection
de I-D,%] sur [1, +ocf,
b) Calcule /-3{1), F(2).
¢} Justifie que [ ' est dérivable en chacun
des points 1, v 2 et 2 puis colcule le nombre
dérivé de (! en chocun de ces points.

22° On considére 'application /- 10 ; nf = R,

T
£ = —M“ :

8ifn T

Dervabilibé et ftudes @8 fonctiors




Le: plan est muni d'un repére orthonormé (0,1, J),
on note (Y ) lo courbe représentative de f.
1, Calcule les limites de foux bornes de 10: x| .

Z. On suppose que (est dérivable sur J0 ; ail.

a) Démontre que ¥ x € 10;al Mx) = _rst; "
- . y

b) Etudie les variations de /puis dresse san
tobleau de variation.

3. a) Démontre que (v ) admet un point d'in-

flexion A dont tu préciseras les coordonnées.
o) Détermine une équation de la tangente
(ThenAd (),
c) Trace les asymptotes 4 (v Ji (T} puis {¥: PL
{Tu prendras pour unité : 10 = 0J =2 em.)

%. a) Démontre que f"est une bijection de
10w sur B
b) Trace (v ¢ dans le repére (O, I, J).

. a} Justifie que /- (= "‘ii )=

F i
b) Démontre que f ! est dérivable en - f—;:'
et calcule [f-*)'(- % )

23 Soit [ la fonction définie sur [1 ; +oof par

Sx)= x' =20+ 2 et (¥ ) sa courbe représen-
tative dons un repére m{hnnun-né (0,1, J).

I. 1. Dresse le tableau de variation de [
2. a) Démontre que la droite (A); y=x-1
est asymptote 4 {1’%’}.
b) Trace lo courbe (€').
3. a) Démontre que fréalise une bijection de
[1;+m[surunintervalle ) que l'on précisera.
b} Explicite /-'(x} pour tout x de J.
c) Trace la courbe i."iiz_l,_J dons le repére (0,1,J).
1. Soit g la fonction définie sur [0; 5[

par: glx) =/ mlx ).
1. Dérnontre que pour tout x € [0; % [,
glx)=1+ tan(x).

2. Démontre que g réalise une bijection

de [D; %[ sur [1 ; +=ol.

3. Démontre que g est dérivable sur [1 ; +oc|

et calcule (g “)(x) pour x € [1; +=l.

24 Une entreprise fobrique des boulons.

En courte période, so production totale P en
nombre de boulons, dépend du facteur travai|

ki selon la relation : _
BlH) = —1541 + 175k + 150k, ol la durée de

travoil & est exprimée en heure et est comprise
entre 0 et B.

Le rythme de production R {nu_vitease de
production ) est égal est la dérivée de P et est
exprimé en boulons produits par heure.
1. Détermine la production au bout de 4
heures de travail.
2. a) Calcule R{A). ;
b) Déduis-en le rythme de production ou
bout de & heures de travail.
¢} Etudie le sens de variation de R sur [0,8].

Interpréte le résultat.
3, o) Etudie le sens de variation de R sur [0,8].

b) Pour quelle durée de travail le rythme
de production est-il maximum ? (Donne le
résultat & 10 minutes prés).

&. Surunintervalle od le rythme de production est
croissant (resp. décroissant) on parle de phase
de rendements croissants (resp, décrolssants).

a) Identifie ces deux phases pour la
production.

b} Interpréte graphiquement les résultats,
5. L'entreprise doit livrer & un client une
commande de 3000 boulons. Détermine, &4 10
minutes prés, le nombre d'heures de travail
nécessaires pour honorer la commande.

1. S0it g la fonction définie sur R par :

glx) =x*-3x -4,
a) Etudie le sens de variations de &sur i
b) Démaontre que I'"déquation 2lx) = 0 admet
une unique solution sur B, notée .
Donne une valeur approchs
centidéme pras, B R
c) Détermine le signe de 20x) sur |,

2. 50it f la fonction définie sur

&
foy= Ep2

X *2x”
=1
a) Démontre que la dérivée '
£ ;: le méme signe que gu{;trr}ﬁe:litr:tlﬂﬂ

ermine les limites d 4
de
50N ensemble de d éﬁnitiun_'r aux bornes

g&;ise les éventuelles asymptotes.
ok resse le tableau de o riations de [ et
” ne Une valeur approchée de /'{a).
2 =Démm_; o tre que (o droite (D} d'équation :
€5t asymptote oblique & 1a courbe
(€] de la fonction f

11 ; +oof par:

représentative

e = Dérivabilitg
Bl &tudes ga
anmm




Précise la position relative de (D) et de (1 ). 5. o) Démontre que pour tout réel x,

. Déteprmnime Jne quation de la tangente & flx +m) = flx) + .

i;ﬂilﬂ?ﬂl:itrui: ;fd'lul::f::fni-mm tlest b} Comment déduit-on la courbe () de lo
. ; et les tangentes 3 . 2

gux. points d'abscisses 2 et a, dans urmpé:e | représentation grophigue de fsur B

orthonarme. a8 Soit [ lo fonction définie sur R par :
28 j:r ;:nnsi_t_:!;‘.*re_ la fonction ("définie par = Jt'_E:F et (¥ ,j est 50 courbe représen-
e =1=x, 14x ]
s tative dans un repére orthonormé d'unité

1. Précise l'ensemble de définition & de | i

fonction [ it SEHELIQUS 2 oM i

2. 0] Démentre que pour tout réel x de F.n".f , 1. 0} Etudie les limites de fen + oo et E:n 1
o= _-’1‘-:;.11'?'.- b) Viérifie que:fix) = (x-2)( 1~ )

i e ) Démantre que la droite (A) d'équation :

Déduis-en la limite de lo fonction fen +oo y=x- 2 est asymptote & ().

Interpréte graphiquement le résultat,

Etudie la position relative de (¥} et (4).
b) Détermine la limite de f'en —o=, )t pesition rlativg ca ) 41 (8

3. Demontre que lo droite d'équation ¥ = -2x 2.0) Démontre que Y. € B,
est osymptote oblique a lo courbe (¥ ) en oo, fx)= i “'Lf:;t 24
4. Etude de lo dérivobilité de fen - 1 2ten 1. {1+x%) ; : :
-1 =T b) Déduis-en lE. signe de [ '{x) puis établis le
o) Demontre que: ===,/ e e tableau de variation de f.
. . i~ ft-1) 3. Démontre que I'équation flx) = 10 odmet
Déduis-en la limite de “~~—=— lorsque une unigue solution que tu noteras ¥ dans R.
x tend vers -1. Donne un encadrernent de ¥ 4 10 ' prés,
b) La fonction [ est-elle dérivableen 17 &, g) Détermine ies obscisses des points A et B
5. a) Etudie les variations de la fonction f sur de (%) en lesquels la tangente & la courbe (%)

san ensemble de dérivabilite. est paralléle & (8). A sera le point d'obscisse

b) Dresse le tableau de variations de fsur & . néqative.
6. Trace lo courbe ainsi que les tongentes oux ) Donne I'équation de lo tongente & la
points d'abscisses- 2;-1;1et 2. courbe (¥ ) au point D d'abscisse 2,
: ; ! ¢} Trace la droite (4), les trois tangentes préce-
27 On considére la fonction fdéfinie sur B par dentes ainsi que les tangentes horizontales
= x + cos?(x) et (¥7) sa courbe représentative, et lo courbe ('),
ﬁ] t?:quL ;ﬂm tout réelpim d) Démaontre que lo distance, exprimée en
- a) Démon . cm, du point A 4 la droite (4) o pour valeur
X< )sx+l approchée 3 cm & 1077 prés.
b} Déduis-en les limites de fen +20 et en -oo, On rappelle que :
¢} Interpréte graphiquement l'encadrement La distulnce d'un paint M, (x,; v,) @ la droite
précédent. d'équation ax + by + ¢ = 0 ast donnée par la
2.0n note (D,) et (D,) les droites d'équations |axs + by + ¢

formule : d(M_ ; A) = :
yegetymxt N e v

Détermine les points dintersection de lo cour . .
() avec la droite (D,), puis avec la droite (D,). 2% On considére la fonction f définie de | vers

R por flx) = ax" + 1 - 2 et ¥} sa courbe
3.q) l:lérnunt.re que pour JUL roel %, représentative dons un repére du plon.
'{x) = 1-sin{2x]}. ] 1. Démontre que I'ensemble de définition de
b) Déduis-en le sens de varigtion de la la fonction fest: & = R,
s H ]
fanction f. o 2. Détermine les limites de la fonction [ aux
¢) Résous dans R I'équation f*lx) = 0. bornes de son ensemble de définition.
4. a) Dresse le tableou de variation de fsur [0 =], 3. Etudie lo parité de la fonction /',

b} Trace (D)), (D,) et la représentation

4. Etudie les variations de f.
graphique de f sur [0 ; 7).

5, Dresse le tableau de variation de la fonction /7




a

'« On nate (€) la courbe représentative de f

6. a) Démantre que lo droite d'équation = 2x - 2
est osymptote oblique & (¥ ).
b) En utilisont ta question 3, détermine une
autre asymptote oblique a (v ).
7. Détermine une équation de la tangente (T)
& la courbe (Y } représentative de la fonction |
au point d'abscisse 0.
8. Résous I'dquation f{x) = 0.

On considére la fonction fdéfinie sur R\2} par:
2 -

flx)= e

1. Détermine les limites de la fonction J aux

bornes de son ensemble de définition.

2. Etudie les varigtions de lo fonction . .

3. Dresse fe tableau de variation de ba fonction f.

4, a) Détermine des réels g, b et ¢ tels que

Gr i e
Si=ax+b+—ts,

b) Démontre que lo droite (D) d'équation
¥=ax + bestasymptote oblique & lo courbe
[ ) o0 @ et b sont les valeurs trouvées 4 1o
gquestion &.a).

5. Détermine une équation de lo tangente {T) |
4 la courbe () représentative de la fonction [ |
ou point d'abscisse 0.

B. Détermine les coordonnées des points
d'intersection de [¥) avec I'oxe des abscisses.

On considére la fonction [ définie sur [0 ; +o
3

por flx) =sing-x+ 5‘5* .

1. Détermine les dérivées /', " et ™ dela

fonction -

2. Détermine le signe de fo fonction f en

étudiont successiverment les variations des

fonctions /" et .
3, Déduis-en que, pour tout réelx 20,
x- % LHiNYEX.

4, Donne un encadrement de f pourx £ 0.
5. On considére la fonction g définie sur B por :

g{0)=1etpourx# 0, gle) = i
a) La fonction g est-elle continue en 02
b) La fonction g est-elle derivable en 07

On considére la fonction f définie sur R par:
fix)= Jie1-x,

dans le plan muni d'un repére orthonorme. »

1. Détermine les limites de la Fun:!inn_,r‘auu
hornes de son ensemble de définition.

3 Etudie les variotions de f.

3. Dresse le tobleau de variation de la fonction f |

4, Démontre que la droite (D) d'éguation
~7vest asyrnptote oblique & o courbe () ==,
ou point d'ubsc'lsﬂi* 0, une
i te {Tha ().
équation de lo tangen
6. a) Trouve tous les polyndmes dudﬁefc:r;d :ggr!
| T a droite
colrbe représentative O .me (
d{TTr;:!Enme tangente ou paint d'obscisse 0.

i iste-t-il un qui
parmi ces polyndmes, en exis _
::Lsse por le point A de coerdonnées (2,1} 7

Justifie lo réponse. l et
7, Représente graphiguement lo cou ,
tnngs'lte (), la droite (D), l& polyndme

{s'il en existe dans la question 6. b].

Lebutdel'mrﬁ:eesrdeﬁsuudmi'émmmﬁ::

rER, cosx=x.

Pour cela, on considére la fonction f définie sur
R par: f(x)=x"- cosx.

1, Etudie lo parité de lo fonction f.

2. Démonitre que pour tout réel x >0, F{x) > 0.
3, Calcule, pour tout réel x, (x) et ™) 0d ™ {x)
désigne lo dérivée seconde de o fonction /. _

4. Détermine le sens de variation de la fonction
1" sur lintervalle [0; ).

5. Calewle (0) et déduis-en le signe de f(x) sur
[0;a).

6. Déduis-en le sens de variation de fsur [0; ]
7. Démantre que 'équation (E} admet une
unique solution ¢ sur [0; ]

8. Donne une valeur approchée de @ & 10°°

prés.
9. Déduis-en toutes les solutions de (E) sur B

g, Détarmine,

34 On considére la fonction fdéfinie sur B* par:

fal=x sdnfi-ll_
1. Etudie lo parité de lo fonction /.
2. Démantre que lim uf {x)=0,

3, Onodmet que [im SNy =1
=0 X .

Démontre que: Im flx)=1,
T o ey

4. Déduis des questions 1 et 3 que:
m_filx)=1,

i =
5. Que peut-on déduire des questions 1, 3

et & pour lo courbe () représ '
de |2
fonction f7 e

Legon 2 ﬁil Dbrivalsilig e Etudes da o



35 1. On considére la fonction [ définie sur

10 ; +eo par: flx) = -.-f{é' + —-‘E— et (v.} 50 courbe
représentative dans un repére orthonormeé
(0,1, 1) du plan.
a) Démontre que () admet deux asymp-
totes que tu préciseras.
b) Dresse le tableou de variotion de [
c) Troce la courbe (7L
2. Soit m un réel et (D) ko droite d*équation y = m,
Détermine, suivant les valeurs de mr, le nombre
de paints dintersection de (¥') et (D),
3. Dons la suite, on suppose que :m > 2 ; on
appelle A et B les points d'intersection de (V)
et (D).
a) Démontre gue le produit de l'abscisse de
A por l'abscisse de B est constant et égal 6 3.
b} Soit I le milieu de [AB]. Conjecture |e
lieu du point 1 lorsque m décrit l'intervalle
[2; +=1,
Tu pourras utiliser lo fonction tracée dans 1.

. On considére la fonction f définie sur B par:
R
S = s

1. Etudie lo parité de la fonction .
2. o) Détermine les limites de la fonction aux
bornes de son ensemble de définition.
b} Que peut-on en déduire pour lo courbe
{€) représentative de lo fonction f 7
3. Etudie les variations de fsur B,
&, Démontre que pour tout réel x, 0< " (x) £ 1.
5. Détermine une équotion de lo tangente (T)
4 (¥€) de coefficient directeur 1.
6. Détermine une fonction g polyndme du
second degré dont la courbe (") admet
pour tangente la droite (T).

Les porties A et B sont indépendantes.
Partie A : On considére la fonction fdéfinie par

flo=y¥+1-1

1. Démoantre que 'ensemble de définition de lo
fonction fest = K.

2. Etudie la parité de la fonction f.

3. Détermine les limites de fen +oo et en -2,
4. a) Démontre que lo droite d'équaticn

y = x - 1 est asymptote oblique 4 la courbe

(%) représentotive de la fonction /.
b} En utilisant la question 2, détermine

une gutre asymptote ablique & (¥).

5. Etudie les variations de la fonction
sur [0; +o0 [
6. Dresse le tobleou de variotions de fsur son

ensemble de définition.
7. Précise I'équation de la tangente & {i) au

paint d'obscisse 1.

B. Résous I'équation flx) = 0.

Partie B ; On considére la fonction g définie
sur B por glx) = '@ et g0} = 0, la fonction f
étant celle définie dans la partie A.

1, Démantre que la fonction g est continue en 0.
2. Est-elle dérivable en 0 7 Justifie lo reponse.

3, Interpréte grophiguement le résultat de lo
limite précédente.

38 On considére la fonction f définie par

" [
fi=ax+b+ ——,o00abe o sont dﬂ.
nombres réels, et dont lo représentation
graphique est la courbe (¥) donnee ci-dessous.

w34
(o |
4

Les droites (D) et (D) sont des asymptotes & (¥).
Le point A[D ; 3) est un point de la courbe ().
Détermine les réels a, b, ¢, & & 'oide du
graphique. Justifie les solutions,

39 On considére la fonction f définie sur R par

fle) = a3,
a] Démontre que "axe des ordonnées
est un oxe de symétrie de la courbe ()
représentative de la fonction /.
b) Détermine les limites de lo fonction faux
bornes de son ensemble de définition.
c) Lo fonction fest-elle dérivable sur B 7
d) Détermine les variations de lo fonction
€} Démantre que la droite d'équation y = 2x
est asymptote 4 () en 400,

Lepon 2 ﬁ Dértvabiling ot #udis de fonctions




40 On considére o fonction [ définie sur B par:
o= L
X+
o) Détermine les limites de f oux bornes de
50n ensemble de définition.

b) Détermine les variations de la fanction,

¢} Donne une équation de la tangente (T) & |

la courbe (1) ou point d’abscisse 0.

d) Etudie la position relative de (¢ et de (T).

41 A, Démontre que, pour tout nombre réel

a€ll;1Lona: ya 2a.

B. On s'intéresse aux fonctions fvérifiant les

quatre conditions suivantes :

1. la fonction fest continue sur [0; 1)

2 0 =0etfil)=1:

?ﬂ Il:1 ]fnnn:tiun [est strictement croissante sur

4. pour tout x de [0 il flx)=x
a) Démentre que la fonction g définie par:
Zix)=1= /1 - x satisfoit aux conditions
précédentes. (On pourra utiliser le résultat
de lo partie A.)

b) Déduis-en que, pour tout k € [0 ; 1),
I'dquation glx) = &k o une unique sclution
dans [0 ;1].

c) Résous cette équation lorsque & = %

d) Cette fonction g est-elle dérivobleen 1 ?

2) Trouve un polyndme du second degré P
vérifiant les quotre conditions précédentes,

42 Lors d'une conférence orgonisée dons un
lycée, le médecin chef de I'hipital o donné,
antre autres, les informotions suivontes :

« Line épidémée a froppé les habitonts d'une ville.

m I|i;ﬂnﬂ'?]"jiuj =

Le nombre de personnes malades en fonction

du temps, en jour, peut étre modélisé par Ip

fonction f, définie sur intervalle [0; 30] par :
(==t "+ 3000 ; _

{u vitesse de propagation de la malodie gy

jour f est assimilée au nombre dérivé (1), u

Une éléve ayant assisté 4 cette conférence
désire savoir

- le jour ol il y a le plus grond nombre de
malades et le nombre de malodes ce jour ;

- lo vitesse de propogation de la maladie au
107 jour,

Elle te sollicite. Aide-ia.

m,‘:;dg Paice

3 D, = 1o <3Jul-1; 1Ju[3 ; +x,

Pour représenter la courbe de g, on utilisero
o parité de g et la courbe de la fonction /.

T} (——

=01+ +1

=0

B2 Pour le calcul de lo dérivée de f,

on utilisers la formule trigonométrique
cosla = b) = cosa cosh + sing sinh.

2 Dérwvaty :
sl ﬂ 8 Bt Budes: de tncigns



PRIMITIVES

L'accélération ast la dérvée de fa vitesse.

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Lors du cours de cinématique dans une classe de Terminale D, le professeur de physique signifie
que l'accélération instantanée est lo dérivée de lo vitesse instantanée et la dérivée seconde de
lo position d'un objet en mouvement. Aprés avoir donné les équations horaires de v{i) et x{f), un
sléve curieux demande ou professeur comment ces équations ont-elles été obtenues & l'aide de lo
définition de l'occélération instantanée.

Vu la pertinence de la question, le professeur recommande & 'éléve de se référer au cours de
Primitive en mathématique. L'éléve demande l'oide de ses omis de classe afin de déterminer
I'expression de la vitesse vi{z) et de la position x{1) lorsque 'accélération est nulle ou lorsqu'elle est
une constance.

Ensembie, ils décident de chercher ces expressions.

Legan 3 Primiflives



HABILETES ET CONTENUS

1 | Primitive d'une fanetion

Connaitre :

* la définition d'une primitive d'une fonction
continue

* la propriété relative 4 lo condition

l:l'eni:a.ten:u de primitives d'une fonction
continue sur un intervalle

* lo propriété relotive & l'ensemble des
primitives d'une fonction continue
* la propriété relative 4 lunicité de 1o

primitive d'une fonction prenant une voleur
donnée en un point donné

Déterminer -

« l'ensemble des primitives d'une fanction
continue

= la primitive d'une fonction qui prend une
valeur donnée en un point donné

Justifier :

= qu'une fonction est une primitive d'une
fonction donnde

2 Primitives des fonetions de reférence

Connaitre :
les primitives des fonctions de référence

pétermingr : | .
e dune fonction en utilisant |ag
mmﬁs fonctions de référence

7 Primitives of opfrations sur les fanetians

|

Connaitre :

» les primitives de: u'+; ' (AER) |
o0 xU'OV; ;a% : u'cosu ; u'sini % i
rEQ\[1};w' X u"m € Q\(-1] ol W etvsant
des fonctions dérivables

Déterminer

« les primitives d'une fonction du type

su' +1, Au' (A€ R)

oV X u'ov; -‘f'—];, s u'cosu ; u'sinu; ﬂ
(r#1)

reQ\1); u x u”, me Q\{-1} o0 u et v sont
des fonctions dérivables

INSTALLATION DES HABILETES

Wo Primitive d'une fonction

1.1. Définition d'une primitive d'une fonction continue

&ait i la fonction définie sur R par: Alx)=x+ 2,

1. Réponds par vrai ou faux aux affirmotions suivantes.
a} h est la dérivée de lo fonction H =_t=..—-‘§ +Ir+ g .

¥
b) s est la dérivée de la fonction H:x = 3 4 2x 4 1,

1  est lo dérivée de la fonction H 1 ~+ & + 2,
2. Trouve deux autres fonctions ayant b pour dérivée,




Exercices de fixation

WY Réponds par vrai l"u']' ou par foux (F) & WE Recopie et compléte le texte ci-dessous

chacune des affirmations suivantes. avec les mots ou groupe de mots suivants
1. f et F sont deux fonctions définies sur un E:l Icur;riennent : une primitive, lo dérivée,
intervalle 1. F est une primitive de Feur T i s !
est dérivable wrlet"n".rp-:: L ! ! 1. ¥ x €0 +oof, ... de la fonction 1
P = 0. T:xw2x +1estlafonctiont' :x =
2. h et 1 sont deus fonctions définies sur donc T est ........ de h.: fonction t' sur JO; +2cf.
un intervalle K et Wx e K, i'(x) = rlx). Lvx€R o rnnv:'r.;::n fixirrRst ..o
It est done une primitive de £ sur K, la fonction /i : x = =5+ donc frest ... de
g a2 la fonction f sur B,
i. F est une primitive dEfSur un intervalle 1 LvxeRla fnnctlunf X -_ + Gyl
équivaut & F'(x) = f {x). est....... de la fonction g : x -—-J."+ 4 sur IR,

Pour chaque ligne du tableau, une seule réponse est correcte, Ecris le numéro de la ligne suivi
de la lettre indiquant la réponse correcte.

N ~ Enoncés A B C
Une primitive sur | de la fonction i TSR | ar’
1 — X" XS X Sty 3x
x=3x+y3 estlofonction .. o PR +3 ™2 A 2 "
Une primitive sur [ de la fonction :
2 P H:x = -sinx H:x e sinx+my | Hixes sincén
, hi: x == cos x + m est la fonction ..

1.2, Ensemble des primitives d'une fonction continue

On admet que toute fonction continue sur un intervalie 1 posséde des primitives sur [,
On donne une fonction /" définie sur un intervalle K et F une primitive de fsur K.

I- 1. Démontre que pour tout nembre réel ¢, la fonction x = Flx) + ¢ est une primitive de .
2. Réponds par vrai ou par foux 4 chacune des affirmations suivantes.
a) Toute fonction continue sur un intervalle K admet une unique primitive sur K.

b) 5i F est une primitive de fsur K, alors pour tout nombre réel ¢, lo fonction x = Flx) + ¢ est une
primitive de 1.
11- Soit H une primitive de f.
1. Justifie que (F = H)' est la fonction nulle,
2. Déduis-en que pour x € K, H{x) = Flx) + ¢, ol ¢ est une constonte.
3. Si F est une primitive de /', donne lo forme générole de toutes les primitives de f.

Si F est une primitive de fsur un intervalle K, alors la fonction x — Flx) + ¢, 00 ¢ est une constante, est
une primitive de {sur K et toutes les primitives de fsont sous cette forme.

Exercices de fixation

TEE Réponds par vrai (V) ou par foux (F) & chacune des affirmations suivantes.

1. Les fonctions pelynémes admettent toutes des primitives sur K.
2 Les fonctions rationnelles odmettent toujours des primitives sur B
3, Deux primitives sur un intervalle K, d' l.rm! méme fonction différent d'une constante.

4. Toutes les primitives de la fonction x = —= -.-"'_ sur |0 ; +of sont de lo forme x ~2 /X +kouk
est un nombre réel.

Legon 3 Primitives
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FRTg thxelr HdL::' bX=b; y e JT43 etom JX IR
[ [t
Fonction | vedx?+l | " 2. x
Primitives =

E Dans chacun des cas suivants, F et fsont des fonctions définies de R vers K. Justifie que F et est
une primitive de 1 sur lintervalle 1.

2. Flx) = cos{2x - 1) +51'ﬂ|.r%r'-'}

LR § oo
[z} =-2sinj2x - 1I+% tnsf%—x} I1=R

fly=20-30+2:1=R
4 Flx)= Jx+2 - 3x-2)

. 1 =17 -
. — -18x +12;1=]-2; +5f
S 2yx+2 ' ]

1.3, Unicité de la primitive d'une fonction qui prend une valeur donnée en un polint donné,

[ est une fonction continue sur un intervalle K, efle admet une primitive H sur K.

1. Détermine une primitive F de fqui prend la valeur y, en x, sur K.

2.0n suppose que G est une primitive de qui prend la valeur ¥, en x, sur K. Compare G et F.
3. Existe-t-il une outre primitive de fqui prend la valeur y,enx?

Il existe une et une seule primitive de |a fonction fsur 'intervalle K qui prend lo valeur y, en x,.

Exercioes de fixation

TR Soit la fonction f définie par f{x}= 3 + 1

B Soit lo fonction Flx) = Jx+1 - 2, une
primitive de la fonction /" définie par

sur K.
Détermine lo primitive F de [ qui prend la = L i
valeur 3en 1. e 241 e

Détermine lo valeur qui annule la primitive
Fde surl=1;+m[.

T Dans chacun des cos suivants, fest une fonction définie de B vers R,
Détermine la primitive F de [ telle que Fix,} =y,

1

1 fixj=—6x'+2etx,=lety,=0 ; 2 fix)=cosxetx =x Bty= =5 |
3, fix)= ;T +letx,=lety,==3 ; & fld=x+letx,=-2 ety =-3
mﬁJ Primitives des fonctions de référence
Recopie et compléte le tableou suivant en déterminant la fonction dont lo dérivée est f
[Piive e por: D T,
Fonction dérivée | =0 =1 ‘ tA=2x |flr}=r;r|f{_ﬂ= 1 =
définie par fm f I i Q_ L :FEQ? __f{-ﬂ'—'ﬁi'il"l.f

Legan 3
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F
1 A l'aide des dérivees des fonctions usuelles, on détermine les primitives des fonctions de référence
ou uisielles,

Exercices de fixation

€ Réponds par vrai ou par faux & chacune des affirmations suivantes.

1.¥ x € R, la fonction définie par Fx] = Sx* est une primitive de la fonction définie par / (x) =+*

2. % x € R0, la fonction définde par F{v)=-

1:'. st une primitive de [/ (x) = =g

Jvre 1 —-g: o 5_.3!-'- 4 kﬂ'i , la fonction définie par F(x] = tony st une primitive de g fonction

définie por f(x) =1 + tan®x.

BB [/ est une fonction continue et F est une primitive de fsur lintervalle I.
Recaopie et associe chagque fanction (4 so primitive F.

l_.f': X v '%.T-I‘ .
fix e +1-; »
fixw -1-,- .
T .
fixe =33

o|Fox e 2x7

1

L] FL’EHE

Frxe XX

B Frxes -:I—,[.

mﬂﬁ'ﬁ B Primitives et opérations sur les fonctions

Recopie et compléte le tobleau suivant en déterminant la fonction dont la dérivie est

Primitive F définie par :

Fonction dérivée f définie por

Si=u'+y'

flx) =2’

flxy=v' xuloy

S ) = w'sinu

« La primitive de la somme de deux fonctions est la somme des primitives de ces fonctions.
produit d'un nombre réel par une fonction est le produit de ce nombre par la primitive de

Lo pﬁn‘l-iliil"l‘E du
cette fonction.

« La primitive du produit de lo dérivée d'une fonction v parla e

d'une fonction u est lo fonction composée wov.

Legon 3 Primitives

omposée de la fonction v por lo dérivée




m Pour chacun des énoncés du tableay suivant, &cris le numéro de I'énoncé suivi de la lettre de g
NS qui convient.

" €t ¥'sont deux fanctians dérivables sur un intervolle 1 et ont pour dérivée respective i et v/,
el  —m——m—m—— —r — L 1 o |
L = Enoncés Réponse A | Réponse B| Réponse
1 | Une primitive sur I de la fanction ~ I est 1 =i |
o fonction: ' I :
l _3 }Jﬁne Erifn:ltl've sur [ de la fonction u'y + v’ est lo v u'v v
3 | Une primitive syr | delu_fnn:t_mn rie " ol i r W
"€ Q= 1) est la fonction de la forme : - " i
4 | Une primitive sur I de la fonction “Y=4Y eerin L L u
L | fonction: 2 L,
S | Une prirmit ion 1L | |
| Une primitive sur I de lo fonction 2= odu >0 1| u
i _ Lsurlestla fonction de lo forme : 2V% Ju v iy

3] Détl!mﬁneunepﬂmlﬂwsur]—m;ﬂ{dalulmctinn;f::n—- e 5

=5
: X
festune fonction continue et F est une primitive de fsur lintervalle 1.

Recopie et associe chaque fonction S 0 sa primitive £,

fio-22x+3yp o Fixofiyd
fﬂ"*ﬁ'ﬂ . . Frxm{i-—%-i--_:—_
_;':.IH‘EI:—HF . ’ I’:Jl.'-—--m::a:IJI
f:.xn-i'.t{f"!le; . . F:x”.r_:l']'
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Evercice ﬁ Justifier qu'une fonction est une primitive d'une fonction

Ondonne F et/ deux fonctions dérivobles sur ]n_ ‘ET | définies par
Flxh = tan'x, f[v) = 3"‘“"‘ _

Justifie que F est une Fllil;hiln'e de [ sur h:ll: ;.H

m i..-r'"m_ B
Justifions que F est une primitive de [ sur I“'— -E | . Pour justifier qu'une fonction F st une

: T primitive d'une fonction [
F est dérivable sur ]UJ "EE ' « -on rappelle que F est dérivable ;

: al pwe L ; « on colcule lo dérivée de F ;
YYE |l:ll. [, Flx)=3x pe X tanix + on remarque que F'ix) = fl.
=3x 1y Sn'x
P =3x — x S0
3sin’ donc F est une primitive de fsur [0: 5.
Pl = Sy =W 2
fosx -

Exercice 9 Déterminer 'ensemble des primitives d'une fonction

Détermine les primitives sur ]0 ; +=[ de la fonction f définie por:
hix) = {6x - 237 - e + 11

m ;:fi |
Déterminons les primitives sur } ; +=[ de lo Pour déterminer les primitives d'une fonction
fonction h. écrite sous la forme v X Way:

; i . « on identifie u' et v;
Posons v et i les fnctions définies par : « on calcule lo dérivée de v et la primitive de i ;

|
vix) = 3x'-2r +1; Vix) =6x - 2 etulx) = JE' « on définit les primitives de la fonction sous
On constate que: fi=v' * u'av la forme wovlx) + & avec k un réel.
donc une primitive de h sur J0; #ocf est H=ov.
Soit H :x e m
Alnsi les primitives de & sont sous la forme

" g, ]
o 2N ke

Déterminer la primitive d'une fonction qui prend une valeur donnée

Exercice 9 }
en un point donné.

!I.I &
On donne sur |- ; =1{ lo fonction g définie par: glx) = _*‘1[; uff :

1. Détermine les nombres réels a, b et ¢ pour que gix) =ax+b+ - fif 7

2. Détermine lo primitive G sur J-oo ; =1[ de la fonction g qui s'annule en 0,




[Etanihaey

1. Déterminons I
es nombres réels a, b et ¢
queam=m+b+t—f y sepesr
; x+1y
Faisons lg division eucﬂdién ne :

ﬂnﬂh‘"‘”"-"”lt-l-l,

x4 3 ¥4 241
l_l_rl"'il'.fl-h —ix__l—
B T
N ek Ak
1
Donc gix)=2x -1+ —1 .
(xe1)® ?

Ainsia=2;b =-1etc=1.

2. Déterminons la primitive G sur J—eo; -1
de la fonction g qui s'annule en 0.

Onogle)=2x-1+—7"
gl r R

Mithnde
Pour déterminer les nombres réels d, b et o
y=ax+b+ —F—r:
pour que glx TR
. ondétermine les coefficients &, b et c soit par
division euclidienne, soit par la détermination
de coefficients indéterminée ;
. on détermine 'ensemble des primitives deg ;
+ on remplace x par 0 et on résout I'équation
hi0) = 0 pour déterminer la constante k.

Les primitives de g sont sous la forme

A xi-x+ __:,1 +k:keR.

6(0) = 0 équivaut 8 0= 0+ 555 + k=0,

G(0) = 0 équivout 8 &k = 1.

" -1
Alnsi Glx) =x'-x+ -7 + 1

Legon 3 Prirmitives



Résumeé de cours

ﬂ' Primitive d'une fonction
1.1, Définition de la primitive d'une fonction continue

m Soit fune fonction définie sur un intervalle 1.

On appelle primitive de sur 1, toute fonction F diérivable sur | et pour
tout x de I, F'(v) = f{x).

Bropriété admise

Toute fonction continue sur un intervolle [ odmet des primitives sur L.

Conséquente
« Les fonctions polyndmes admettent toutes des primitives sur R. )
. Les fonctions rationnelles admettent des primitives sur chague intervalle ou efles sont definies.

« lafonctionx ~ /% admet des primitives sur 0 +[.
1.2 Ensemble des primitives d'une fonction

Soit F est une fonction odmettant une primitive F sur un intervalle 1.
« Pour tout normbre réel &, la fanction x s F(x) + k est une primitive de / sur L
+ Toute primitive de fsur | est de la forme x —Fle)+ kol k€ R

1.3, Unicité de la primitive d"'une fonction qui prend une valeur donnee en un point donné

un nombye réel quelconque. Il existe une et une seule primitive de lo

m fest une fonction continue sur un intervalle [, x, un nombre réel de [ et
Yo
fonction fsur lintervalle 1 qui prend lo valeur y, en x,.

e Primitives des fonctions de réference

Fonction f Une primitive de Sur l'intervalle I

x=eclceR) X=X R

e p e

x=X""mEN L Rn
e (FEQ VN xm# J=; Ol ou J0 ; +aof

.r-r.,;L’,f X 2 /X 10 ; oo

s COS X X5 X R

X 5inX K -L05 Y R

X = tanx T

e I—E—l-.f:r.iﬂr[.kez

P .3_—'3? ¥ = —totan x Ve n+knl kel
Remarque

WIE I—% *.i.'r:-'g-hf:r[ KEL;

Cos

—% = 1+ tan?{x)




Résumé de cours

0 Primitives et apérations sur les fonctions

Ui et v sont deux fonctions dérivables surun intervolle L
a7 Primitives |
| W4V e
- oo _wEy
¥ % oy o i ——
u' % w'n € QY1) b '
e | N
o reQ1} ;r—_itu | |

o P

y o

T, sinu ]

w'sing ~cosH




Exerclcas de ranforcement

1 Détermine une primitive de lo forction
suivante sur I‘intervalle | considéré -

SixX)=3x+2,1=R

2 Détermine une primitive de la fonction
subvante sur lintervalle [ considérs :
Fi) =3+ 20, 1= R

3 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervatle | considéré :
Fled=xtee—yx 1210 +xf.

4 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervolle [ considéré

_ﬂ.ﬂ=1r+%,!=]—::~;u[.

'8 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle [ considéré :
) =x+2sing =R

& Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle [ considéré
Szt =cosx + Zsin, 1= R.

7 Détermine une primitive de la fonction
suivonte sur l'intervalle | considére :
e b 3 LA K
S {x) = sinx E—r‘l" 1 7 I
‘B Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle | considéré :
¢ 1
= - - 1=70 : .
fix)=sinx - 10; 4]

8 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur lintervalle 1 considérd

Sl =3x0+ 90 + 2, 1=]0; +acf.

10 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle I considéré

ftxl .

y KX
11 Détermine une primitive de o fonction
suivante sur l'intervalle [ considéré :
flx)= sine+ xcosx, [= R

13 Détermine une primitive de [a fonction
suivante sur intervalle I considéné :

fix)

=cosr —xsiny, =R

=249~ S+ 7=, 1=10; 4a]

13 Déterrnine une primitive de la fenction
suivonte sur l'intervalle | considéré :

[x) = 2esiny + x* cosr, [ = R,

14’ Détermine une primitive de lo fenction
suivante sur l'intervolle | considére :

Sw=tons+ X 1= -5 5.

15 Détermine une primitive de fo fonction
suiwante suf lintervalle 1 considéné .

fix) =2 sine + (Zx + 1)cosx, [ = R.
46 Détermine une primitive de lo fonction
sulvante sur l'intervalle I considéré

O p x =10
SU)= vxA1 =, 10; +x=f.

A7 Détermine une primitive de la fenction
suivante sur Iinbersalle T considérd :

S =33x+771=R

18 Détermine une primitive de la fonction

suivante sur l'intervolie | considéné :
fy=xe+ 20, 1=R.

13 Détermine une primitive de la fonction
sumvante sur l'intervalle 1 considéng :

fh-'} x+1

T 1=1-2;0I.
20 Détermine une primitive de lo fonction
suvanbe sur l'intervalle [ considérs -

I = 1 —
x}= m.l—]-ﬂb. ValL,
24 Détermine une primitive de lo fanction
suivante sur l'intervalle | considérs :
X+1 ]IJ

Hﬂ=—{g—.|=1—m;u[.

22 Détermine une primitive de la fonctian
suivante sur l'intervolle | considérs
3/x=1%
fw=S{5) 1=, 01
23 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervolle | considérg -

_n"[.ﬂ‘—'——“”}; =R,

24 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur I Int-enrutle [ considéré :

fLr]-— ﬂ 31 R.

25 Détermlne une primitive de lo fonction
suivonte sur intervalle | considéré -

S =(3x - 1)3x*-2x + I, I=R.

Primiirres




B8 Deétermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle | considérs -
)= — 1 i‘l |

-{-: :.tz_.]""ﬁrit “.

L Détermine une primitive de la fonction
survante sur lintervalle | considéré :

1=

_f'h-}: ——

=gy 17l

L Détermine une primitive de la fonction
suivante sur ['intenvglie I considérs :

gt
S W.I ]=a0; 0,

& Détermine une primitive de I fonction
suivante sur lintervalle T considéré -

ftt]=£:§f-{.|nm;+m{_

8 Détermine une primitive de la fonction
suivante sur l'intervalle | considénd :

Sl =sin2e+7), 1=R
B8 Détermine une primitive de la fanction
suivante sur lintervalls | considérs
o Jnx L
fix)= prem et L B

B3 Dans chacun des cas suivants, détermine les

primitives sur lintervalle I de ko fonction f
définie par :

a) f (x) = 3t + 207 I=R
b)f b =xt+2x - 7 ; =R
chfle) =6 (204 7)1 I=R.
d) flx)={x=1)x+1); I=R
el flx) = (3x = 2)°: I=R

1#8] Dans chocun des cas suivants, détermine les

primitives sur lintervolle I de la fonction £
définie par :

n}flr}=lt’+%'ﬁi 1=]1;+xf.
4x' +1 1. ;
e T T S
? =
afey= BB Ly

(§oe-vax]

- B . =13
d) f{x)= x:""w- =13 +ocf,

ivants, détermine lpg
chacun des cas suivants, .
iy ntervalle | de lo fenction /

primitives sur i
définie par: N
U}I{:'=l'ﬁfif_—j; I-[ziﬂﬂ‘[
1 __.§-.=.— . Iﬂi_:’::—E[
s pl= = = —F :
b S0 =2'- 77 = Ao ax
Of b =(2x -1 Vx' - % ; [=13; 4|

2 1 gl [=]11;+xf

dfi)= =4S I

cas suivants, détermine les

- :ﬁnmsiﬁ:fﬂ:r?ﬁtemlle I de lo fonction f

définie par :

a) f (x) = 3 cox3x + 2sin(2x + 1} ; I=R

b) f{x) = 3 sin3x sin2x - 2cos3x cos2x; I=R

sin ! I=]0;n

‘:'fm“'_"*?'mx*'_rmx:
=E i indx—Acos3xcos 5r
d)f el = Emﬁrﬂnsin&r :
-1-5:4]
I=1-%7
i 2 v AL 3
=22 do'ze | % g

i

B8 Dons chacun des cos suivants, détermine la

primitive F sur lintervalle | de la fonction f
telle que ;

a)f (e =x'+ 2’ - 4x = 2et F1)=03 : [=R
bSO =14 5 4 et F-1)=1 ;1=]0; +oq]
g =
Afl=x+ L et F1)=-d 12700y
d)flx} =cosx - sinw et Flnp=x

@ Dons chacun des cos suivants, détermine |g

primitive F de la fanction S qui s'annule en 1
sur l'intervalle 1 -

””m’i'??i-“;

b) f ) = 421 s

y 1=]0; 4],

i =] ]

> 1=10; +a[

2
j:; v 1=10; 4o
DSt =sin Zxaxcos Ly

{-}f[_'['} =3yl (x4 5}+
I=R
@ Démontre que | fonction g 4

Sy
Glx)=2x X473 ®stune primitive de la

fnnctﬁ:lng définje par ; glx) = vlf_"'."_m
X +3)

&finig par;

Legon 3 Primitives



@8 1. Colcule lo dérivée de lo fonction [ définie par :
Six)=3x=9x+ 1.
2. Déduis-en deux primitives de la fonction
£ définie par: gly) =9 -9,

W0 Deux fonctions Fet G 51:|r|l définies sur

|30 porfi= SESTEES o

Gix) = 5 3‘;j.a%+ 12

Ces fonctions F et G mnt—elles des primitives
de la méme fonction f sur I:l +eo| ?
Justifie ta réponse.

Wl pétermine l'enzemble des primitives des
fonctions suivantes définies sur U'intervalle 1 -

Lfix=3"+2x-1; I=R
2. [(x) = cosx - sinx ; =R
3ft=20+ 38+ Sx-1; I=R
hff)=+xt $31-2;  1=R

42 Détermine l'ensemble des primitives des
fonctions iuli'u'ﬂnles dé&finies sur Iintervalle [ :

lfh'}——,fff; I=]1;4m]
E'ILr'ﬁT‘.HT“r‘: I=R
Lfw=3 (-3 1=R
&, (1) = -sinl cos™, I=R

W3 Détermine la primitive F de fdéfinie sur R par:
S8 = cos(3r - 3r— %) telle que Fi) =2

4% Détermine lo fonction F, primitive de fsur
I'intervalie I, qui s'annule en 2.

fx)=4x-7, I=R
48 Soit g lo fonction définie sur |2 ; +=f par
= 21201
“ e+ 2y’
1. Vérifie que pour tout x > -2,
— 13
2. Déduis-en la pnrnHiure de g qui vaut & pour
=1

W8 Détermine lo fonction F, primitive de f sur
I'intervalle I, qui prend la valeur 1 en %.

_,f'ir,'lncus 2:—--- } 1=10;:nl.

W7 Détermine lo fonction F, primitive de I sur
lintervalle [, qui vérifie o condition indiquée

ﬂxhﬁ'ﬁﬁ' =R et F@2)=3

WE Détermine |a fonction F, primitive de f sur
I'Jralenralle] qui prend la voleur 1 en 0.

£ibe=

'-"E't'+1 1=10; +oel.

W8 Détermine la fonction F, primitive de fsur
lintervalle I, qui prend la valeur 1 en 0.

R

B0 Détermine la fonction F, primitive de / sur
lintervalle 1, qui vérifie la condition indiguée

fid=axie+1pr,  1=R et FJ/2)=1
B2 Soit lo fonction f, définie por

[ ix) = (sin®x - 3 sin x + B)cos x,
Détermine sur R lo primitive F de [ qui s'annule

en %E

= |-%:

Exercices d approfondissemeni

B2 Soit o fonction définle sur B\ {1} par :
_ Mx+3
fi= 25,
1. Détermine deuxnumhres réels a et b tels gue,

pour tout x # 1 ﬂr}- “,. Lr—b“}*'
2. Déduis-en une pﬂrmtwe de fsur]-=o; 1[.

3. Déduis-en lo primitive de sur J—oo; 1]
qui s"annule en -4,

83/ Dans chaocun des cas suivants F et fsont deux
fenctions dérivables sur 1.

Justifie que F est une primitive sur [ de [
0) Fix) = 2 (3x + 1P VAR T T 4 1;

Si={3x+ 1)+ ; 1=10:+l.

e =SS fge
1=10; +xl,

C]FL"-']"‘ tan’x .Hﬂ sln.'-.' 1=10: +'f[
dJst}={1—+-ﬁ'F} :f{.I]=—¢ﬂn.1.'m5’.:'i
[ = ]=co ;3]

84 Soit la fonction dérivable sur |- o ; 1] et définie

par: fix)= m_;':::h“*:'
a} Détermine deux nombres réels a et b tels
que pour tout x#1; f{x)=ax+ ""'b.l]l

b} Détermine la primitive F de fqui s'annule en 0.




S-ﬂ'it.jf.h':l =y 1

0} Détermine I'ensemble de définition & ,de [.
bl Justifie que la fonction F définie par

2%

PR it

Fi’l-l = l.“g.ﬂ'-%&x—:—E:._fi ~2%  est une
Primitive de [ sur son ensemble de définition.
c) Déduis-en la primitive de f qui prend la
valeur 1 en 0. '

56" Soit la fonction rationnelle de & vers | définie

T T L ]
par: [ (x) ey

a} Détermine I'ensemble de définition o), def.

b} Determine les nombres réels a et b tels que

'“' : L = e -\.r'.-\.lu_ L
tEJrr.._rh:l Hi:}'r-l- E,'l;'-l-z:l--

c} Déduis-en la primitive F de f'sur &,

qui s'annule en -3,

a) Démontre que pour tout nombre réel x,
€05y = cosy — 2sin’ xcosx + sin*xcosy.

b} Détermine les primitives sur B de la fonction
£ définie par : glx) = cos®x.

c) Déduis en la primitive de g qui prend la
valeur —% en—3.

Situntion complexs

" Une entreprise produit et commerciolise

des ordinoteurs portables. Pour des raisons
matérielles, so capacité journalidgre de
production est comprise entre 0 et o0
ardinoteurs. ;

On suppose que toute la production est
commercialisée. Une étude o el que la
varigtion du bénéfice journalier E_Eipllﬁ'té_en
milliers de francs CFA, est déterminee & l'aide

i i : = ~4x + 60,
de la fonction b définie par : b:{.ﬂ
L'entreprise souhaite déterminer le bénéfice
maximal sachant que I'entreprise ne foit pas

Legon 3

de bénéfice et ne perd pos pour 30 ordin —
produits et vendus.

EEJ 1l suffit de dériver Fix) et ona F'{x) = flx)
c) Flx} + ¢ et trouver ¢ tel que F(0} = 1.

&3 Aprés les colculs,ona:
Bla=1leth=-6
¢} Déterminer une primitive sur Oy

i — .
— t Dy

de e o) et une primitive sur D

de {,TPE:{* puis 'ensemble de primilives
de Fde f.

Enfin poser : F(-3) = O pour déterminer la
constante,

©d o) Utiliser cos®s = cosx cos'x et
cos'v =1 = sin'y.
b} Utiliser lo consigne a) pour trouver les
prirnitives de g(x),

EI i) =hlx)etBlx)=-2v"+60x + L kER
trouver k tel que B(30) =0,

Prmitives



FONCTIONS
b &V LOGARITHMES

John NEPER ou NAPIER (1550 - 1817), écossais :

Il decouvre les logarithmes et en livre une table. Les logarithmes permettent de remplacer les
multiplications par des additions et les divisions par des soustractions, ce qul simplifie beaucoup de
caleuls. Le logarithme de base e est dit népérlen en son honneur. || propose un systéme de régleties
facifitant les multiplications, Cette fonction est utile dans les études de séisme et tremblement de terre.

SITUATION D'APPRENTISSAGE

En 2019, une entreprise a fabriqué un million
de bicyclettes pour la consommation intérieure
d'un pays et 250000 pour l'exportation. Depuis
le 1= janvier 2020, les augmentations annuelles
de demande sont en moyenne de 11% pour
lo consommation intérieure et de 40% pour
'exportation, Le responsable de cette entraprise
veut savoir ou bout de combien d'onnées les
exportotions dépasseront lo  consommation
intérieure. Tu es sollicité 4 aider le responsable
de l'entreprise.

Avec les éléves de to closse, vous décidez de
rechercher des solutions,

Legon 4 E Fonctlons loganthmes




HABILETES ET CONTENUS

1 Fonction logarithme népérien

Connaitre -

= la définition de la fancti .
népérien tion logarithme

= les proprigtés algébri
E ques de la fonction
logarithme népérian

+ lo dérivée de la fonction logarithme népérien

= le sens de variation de Ig fonction logarithme
népérien 9

. I'uE{ure de lo représentation graphique de la
fonction logarithme népérien

Noter :
la fonction logarithme népérien

2 Equations - In tfuations

Résoudre :

= des equations et inéquations faisant
intervenir la fonction logarithme népérien
= une équation de la forme :

=kikeR ,neN)

= une inéquation d'inconnue n de la forme

g zaoug'SalgeR ,aeR  ,neN)

Dsriviros et primitives

Connaitre :

= Les dérivées des fonctions du type ln-u ou
I |u|

» les primitives d'une fonction du type
Déterminer :

« Les dérivées des fonctions du type Insu ou
In=ju|
« les primitives d'une fenction du type

w
i

u
I

4 Fonctlons logarithmes do basa i

Connaitre :

« la définition d’une fonction logarithme de
base a (@ € R* \{1})

« lo définition de la fonction logarithme
décimal

« les propriétés algébriques de la fonction
logarithme décimal

Noler :

« la fonction legarithme de base a (e R}
= |a fanction legarithme decimal

5 Etudle de fonctions faksant intarvanir

ia fonction loganthme noaparian

Déterminer :

» |'ensemble de définition d'une foanction
faisant intervenir la fonction legarithme
népérien

» les limites aux bornes de 'ensemble de
définition d'une fonction faisant intervenir la
fonction logarithme népérien

» |o fonction dérivée d'une fonction faisont
intervenir lo fonction logarithme népérien
Etudier ;

les variations d'une fonction faisant intervenir
ta fonction logarithme népérien
Représenter :

graphiquement des fonctions foisant intervenir
ta fenction logarithme népérien

INSTALLATION DES HABILETES

_@j Fonction logarithme népérien

1.1. Définition
11 est un entier naturel non nul,
1. On suppose que : 1 # 1.

Lagon 4 Fanctions Iogarith ms,




1 i
a) Détermine lo primitive V de la fonetion v . = & sur J0; o] qui s'onnule en 1,
b) Détermine V lorsque &7 = 2 et lorsque i = 3,
2. Onsuppose que n = 1.

Soit f lo primitive de la fonction v l sur J0 ; + qui prend lo valeur 0 en 1.
a) Justifie gue la fonction i @ x - { admet des primitives sur |0 ; +xl,

b] Combien existe-t-il de primitives de i qui prénnent la valeur 0 en 1.

oo

La primitive sur ]0 ; +=[ de la fonction x - % et qui prend lo valeur 0 en 1 est lo
fonction logarithme népérien notée In, '

Exercice de fixation S e

Réponds par vrai ou par foux & chacune des affirmations suivantes.

1. La fanction In est définie en -3, , 1 5

— gst la dérivée de In.
2. Lo fonction In est définie en 0. 5. Lo fonction ¥ + - e " F
3. Lo fenction In est définie en 1. 6. La fonction In est la primitive de - qui

4. La fonction x = % est une primitive de ln. | prend la voleur 1 en 0.

1.2, Conséquences de la définition de la fonction In

1. Donne 'ensemble de définition de lo fonction In.
2. Donne lo dérivée de la fonction In.
3. Donne In{1).

[ yize

« L'ensemble de définition de la fonction In est J0 ; +e[.

evxe]0; 4ol In'x = L.

«In{1)=0.

Exercice de hxaton

Pour chaque question, quatre réponses sont proposées dont une seule est juste.
Ecris le numéro de lo question suivi de la lettre correspondant @ la bonne réponse.

a b C d
| 1 | L'ensemble de définition de la fanction In est : R 10;+x] | RBR* =0 0f
' 1
2 |wxe]0;+xInx = x 1 0 -
3 |In(1)= 1 = 0 | n'existe pas
1.3, Propriétés algébriques

Soit @ et b deux nombres réels strictement positifs.

1. Soit & la fonction définie sur 10 ; +oc[ par : hix) = Infax).
a) Démontre que ; ¥ x € J0; +ecf, i'lx) = In'{x).
b) Déduis-en une relation entre A(x) et Inx pour tout x € ]0; +ocf.
¢} Calcule /(1) puis compare Infax) et Infa) + Inx).

d) Caleule In{ab).

Legon 4 Fonctions logarithmes




2.0) En utilisant g relation précédente et Fegolite :.: % b=, exprime In E

b} Déduis-an 1n[ ;ﬁ :I en fonction de Inf
3.a) Al'oide d'une 4

O} Pout tout élément i de @, exprime Infa) en fanction de r et Ina.

 srvwe |

Pour tous nombres rdels o
Ynent Infa™) = ping,

Exercices de fixation

w Justifie que In(4 + W) #inld - 151l -||J
B foris plus simplament :

A=InG+ In5

B=In{2y) + In3 - Ing

€ =3In2 +Ins - 2In3 - In10
DE Il'":a-—fﬁ] * II'II:3+-,"§F

A=ln?7:B=In

1.4. Variations, représentation Eraphique de In et limites de référence
A. Limites de référence
1. Limite en +x

A=In50:B=In-

en fonction de Inju) et In(h),

émanstration par récurrence, démontre que: ¥ n € B*, Infa’) = slna.

et b strictement positifs on a : Infab) = Ina + Inb ; In ;,L =ina - Ind

.| YE® Ecris en fonction deln3:

1

ek
gy +In= 5 n729,

Ecris en fonction de In2 et In5 ;

16 -_
5& 1 C=1In 250,

g; .Iizl;r‘sﬂ:gtl.nf 5it|u qu.-?iun In e5t majorée olors elie admet une limite finie L lorsque x tend vers +m,
ant que I_u*g“ In{Zr} = L et sachont que inf2x) = In2 + Inx, justifie que L= + In2 &t
déduis-en que m Infy) =+
2.Limiteen0

o} Justifie que : pour x>0, Iny = —1n|: %}Iet que Bim Iny = -2
| 7

b} Interpréte graphiquement ce résultat.
¢} Dresse le tobleou de variotion de la fonction In,

d) Justifie que In est une bijection de J0 +0f sur i
= Nototion : L'ontécédent de 1 par In est noté ¢,

3.0n démontre et on edmet que pour tout X 1 $ocf, 0 < Inx < Jx
o) Justifie que : 0 < '-T < ;!f pour tout x € J1; #a2,
¥,

Inx

b) Deduis-enque: lim = =0,
Interpréte grophiquement ce résultat sachont que fim |ny = o
¢] Utilise ce résultat pour colculer .".'.rc':. Jny (Tu puw;:;gr;mer 3 | =I
4. al En utilisant lo définition du nombre dérivé d'une fonction en un

b} En utilisant le résultat précédent, calcule lim In1+x) .
(Tu pourras poser X =1+ 1.} b2y

=3

ol g B =dope fo DX _a, @ o In(
fimng=—c; lim lne=+e; lim “5=0; Ih[l';.ﬂm-ﬂ:m----:

¥

1

ol
X

&
Lizgzn ﬁ Foncliong wmhm

¥

Point, caleyle Irm-ﬂ"-‘. :

r.-1.l'

=]- ||m—.lﬂ'. =
! r--I.uf_

1'-1-



B. Variation et représentation graphigue
1. Etudie le sens de variation de la fonction In et dresse son tableau de variation.

2. Sofent o et b deux nombres réels strictement positifs.
Compare Ing et Inh lorsque @ = b ot lorsque a < b

3. Trace lo courbe représentative de o fonction In.

Exercice de fixation

Parmi les courbes 5uw¢m:e5 dél.ermme celle qul ¢sl Iu rapﬂsentn‘tmn gmphiqua de lo Funcllnn
logarithme népérien.

BT "_r
_,—'—'_'_
=
¥4 - 1+
.-’--F-
14 '_,.-"'f 74

* L i i+
0 ://2 : S
i3 B

3 ¥ 3 & 5 &
I_.l'
2 14
-1( il
Figure 1 Figure 2
i
34
21 2='|
__- 'II'
1+ - RN
Ill'\.

'; ."'l ' ST
9 1 @ 3 & & & 5 1\.\\, I & 5 &
1= 1 .

| -

P =3 B
sl
Figure 3 Figure &

1.5, Ensemble de définition de la composée d'une fonction numérique et de la
fonction logarithme népérien,

1. A quelle condition la fonction f: x =In(x) existe-t-elle ?
2. i étant une fonction numérique, & guelle condition la fonction g : x ~nfulx)) existe-t-elle ?
3. i étant une fonction numérique, & quelle condition la fonction i tx = Injulx)| existe-t-elle ?

1 est une fonction numénque,
o f=lnou 1 o f=Inclu

x €0 e xED etulr)>0. x €D = xel etulx)#0.

Legon & ﬂ Fonctions logarihmes




EM}H"":'“ de fixation

définitions donnés. e

W Choisis o bonne réponse parmi les ensernbles de

[ Fonetin Ersemile dediiniton
’1“ flx)=lni1-) ool | Jostel B .. S
2 SWesn Diso [ | jopeeiy | Midel |
|i__f,'-£1-ﬁ¢t-u_. il | Paseol | livel |

& Deétermine lensemble de définition de chacume des fonctions suivantes.
Lflg=1-nx z.fh1=—5—-2’"[;13+3 3.f1x) = Inx + In{=x + 1.

mgj Equations - Inéquations

Equations du type, (E) : Infu{x)) = In{wx))

a) ﬁi}ﬂﬁll! condition I'équation (E} admet-elle des salutions dans B 7
B) Soit V l'ensemble de validité de (), Compléte la phrose suivante : x € V & .......> O et vixho..
c) Compléte 'équivalence suivante vx € V, Infulx]] = In(vix)) = ulx) = .

Inéquations du type, (1) : In{s(x}) < In{i{x}}

a) & quelle condition F'inéquation (1) admet-elle des solutions dans & 7
b) Soit V 'ensembie de validité de (1). Compléte lo phrose suivonte : X € Vs oo > 0 €8 WKhwcune
c) Compléte I'inégalité suivante v & V, Inful)) < Inlix)) & wlx) < ...

Equations du type, (E) : Infu{x}) = ln{v{x)).

= On détermine 'ensemble de validité V de l'équation (E) : x € Ves uix) > D et vix) > 0.
Inéquations du type, (E) : In(re(x)) < Infv(x)).

« On détermine l'ensemble de volidité V de Mnéquation (1) :x eV e tlr) >0et vz} >0,
 On utilise lo propriété g > 0, 5> 0, Infa) = In(b) <= a = b pour résoudre les équations.
« Onutilise lo propriéeé a >0, b> 0, Inja) < Inlb) = a < b pour résoudre les indquations.

E:‘I::II:“:E-'FI dE ﬁ’"}[;u T AT e ———
Choisis la bonne réponse parmi celles B Choisis lo bonne réponse parmi celles
proposées. proposées.
Equations Solutions | Indquations | ST |
[1]Ine-1=0 0 [1]e 1[Int=0>0  [Hyoon (] 10;11 [Jooct]
2 (Inf-x+1)=0 1 | 0]-1 2 |Inf~x+ 1) <0 J0;4e0[ | 10;11 [J1;9000 |
[3in+31=0 [ -3 [-2[-4] 3 fInbe =2 <ine |11 ;500 [ 25400 [ o
BE] Reésous les équations suivontes dans & : B Résous les inéquations suivantes dans B

I.Im:{l::l;
ZInlx) > Infx + 1),
d.dnfr-3)<1.

Linfx+1)=lnf=x+2) ; 2.Inlx-2}=1




Whctiite ©) Dérivées et primitives
1. u et v étant deux fonctions numérigues, compléte por 'expression qui convient : (vou)'s ... X v's__ .
2. Déduis-en lo dérivée :te la fonction [nep.
3. Justifie que : Incju| = i 7 Infe’).
4. Déduis-en que lo d-!-ri'-'ée de la fonction Ins|u] est -

5. Quelles sont les primitives des fonctions de la Fmrrn& ':, )

=

Propriétés :

* 5iu est une fonction strictement pusitf-u'e et dérivable sur un intervalle K olors
Infu) est dérivable sur K et (Infu))' =

= 5i w est une fonction dérivable sur un mtem:llle K sur lequel elle ne s'annule pas,
olors lnejul est dérivable sur K et (Ineju]) =

» i etont une fonction dérivable sur un mt.gn.uﬂe K sur lequel elle ne s'onnule pas,

lo fonction du type x » 4 [.r]} admet pour primitives les fonctions du type
x = Injux)l+*+ CoGCER.

Exercices de fixation

B Choisis lo bonne réponse parmi celles EE) Réponds par vrai (V) ou por foux (F) oux

proposées, affirmations suivantes.
Fanction | Dérivée 1. Lo dérivée de lo fonction x ~ In{Sx) est
- ki §
1| Inf-2x) | =2 —;:— 1 ader
o = 2. Lo dérivée de la fonction x = Bln{~3x) est
2nl-x+ V557 | 3=7 | =-1 rn-r%-
1 2 ~2 3. La dérivée de la fonction x ~ -2In{-x + 1)

3| Inzx+3)%+3 | T +3| Fe+d

st x H%.
BB Reéponds par vrai (V) ou par faux (F) aux affirmations suivantes.

1. Une primitive de la fonction x = est x = ln{éx) - 2021.

2. Une primitive de la fonction x .IE’: est x = Infx+ 1)+ 12,

3. Une primitive de la fonction x ﬁ est x = Infdx - 7) + 15&

mo Fonctions logarithmes de base a

1. Soit [ tﬂ fonction définie sur ) 0 ; +xf par: 2. Soit la fonction g définie sur 10 ; 4]
fi= por : gix} = g
a) E-l:lll:ul-e lIn'EI fyet Em_ flo. o) Calcule lim glx)et fim_gfx)
b) Dresse le tableau de voriation de f b) Dresse le tableau de variation de g.
¢) Caleule f10,5), f11}, f(2) et (). ¢} Calcule g(0,1), gl1), 2(10) et g(20).
d) Représente graphiquement f. d} Représente grophiquement g.

tegon 4 ENW Fonctions logarithmes




Propeiicts: de base 2.
* Lafonction fest notée log, et est appelée fonction logarithme

YXE)D; 4oy, log.{x} = ::—; ;

* Lo fonction g est notée log et est appelée fonction legarithme décimal.

YXE10; +xl, logly) = L

* @ &stun nombee réel strictement positif différent de 1. . 4o bose
Lo fonction log_ définie sur |0 ; 4o por log (v} = Inx est fonction legarithme de .

B Troduis avec des expressions T Colcule:
mathématiques les phirases suivantes : 1. log, (243) = i
1. Le logarithme en base 2 du nombre § est 2.leg, (512)=
L 3.log, (15625) =
2. Le logarithme en base 7 du nombre 49 est
W it b 2

Activite © Etude de fonctions faisant intervenir la fonction logarithme népérien

On considére la fonction [ définie sur 10+t par: flx)= 1—4:‘.'—“1 .
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére erthonermé (0, 1, J) d'unité 2 cm.
1. ) Colcule les limites de fen O at en +o,

b} Donne une interprétation graphique de chacun des résultats précédents.
E.E}anntmque:velﬂ:mLf'{;p _'r""'.

b Etudie les variations de fet dresse son tobleau de variation,
3.0n note A le point d'intersection de (¢) et (o).

a) Détermine les coordonnées de A

b) Détermine une équation de lo tangenta (T) & (C) en A,
4. Construis (T) et (C).

Pour etudier une fonction faisant intervenir la fonctian In, on peut suivre les étapes
de 'étude d'une fonction dans le cos général.

Exercices de fixation

On considére la fonction g définie sur 0 ; +oo{ par £lx) = (I} - 31y
On note {C} so courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonorme
1. ) Colcule la limite de g en +,

b Caleule lo limite de g & droite en 0 et donnes-an une interprétatin

M graphigue,
2. 0} Démontre que : v €10 ; 40 [, g'x) = MPM a
b) Etudie le sens de variation de g et dresse son tableay dp variotion,
3. Résous 'équation glx) =0,
4. Construis (C).

Legon 4 ﬁ FONChons logariys e



APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exercice @) Déterminer I'ensemble de définition d'une fonction comportant In
Détermine 'ensemble de définition de o fonction f définie sur R par flx) = In(2 - x).

et

Déterminons 'ensemble de définition de la
fanction fdéfinie par /(] = In(2 - ).
Ia I:'J'J| eXERet 2-x>0
= XER et x<2 doncD=]-=; 2

e ]

Ineix) existe si et seulement siulx) existe
et ulx) >0,

Exercice @ Résoudre des équations et des inéguations
Résous dans R les équations et inéquetions suivantes :

a) (B} : In{1 - 2% = Inf2x = 1} ;

| corigt |

a) (E) : In{1 - %) = In{2x = 1). Soit V l'ensemble
de validité de {E).

» XEVeal-x>0et2r=1>0
ﬁ'ﬁ—.l'}ﬂ'lfﬂ?ﬂﬂx?'f
nxel—“l 'l{etxls}f,ﬂn[

donc ¥ = ]1-,‘11.

infl=-x)=ln2x=-1jel-¥=2x-1

u:c‘+1:"l.2_=ll}.
Rl doniys 2220 a1 y3

etx,= i_1;"‘“'f—'3=—1— V3.

« X, EVaty &V

donc S, = {-1+3}

B) (L) : {In x}* = lrx = 2 <0, s0it V l'ensemble
de validité de (L)
reVexr>0doncV =]0; 4],

On pose X = Inx et l'inéquation (1)

devient X=X =2 <0 (X +1)X =2} <0,

X €] =wo;=1[U] 2 ; +={ donc
re]-x; U] et ] =5

Legon 4

B} (L) c{ln xp? = lnx =2 <0}

[JH"'I }}ﬂ.

c} (L) :1n

Utiliser lo méthode :
o Infeelx)) = Infwix)) = wix) =vlx);
« Il suffit de poser X = In(x).

d'oh S, = SnV =1-; e u] € ; +e{n] O ; +uf
ainsi S, =10; -+ [u] & 4.
Résolvons l'm!quutmnﬂ un( gt }:u

soit V I'ensemble de validité de liI ).
s XEVE {.__ltgbﬂan]-a: —%Iu]:-l:*tﬂ[
dﬂﬂ“—]’mp_i[U}_lum[n
- (5] 0mn(£55) it
Lo ixr++15” ..‘-::+5‘H”*':|
esTE]- ."‘f[=5.
¢ S, =S0V=T4;- 3 [n]~0 ;=3 [u] =1 ; e
=]-4;-31

Fenctions. loganthmes




Exerci:eﬁ Déterminer la dérivée d'une fonction faisant intervenir In

Deétermine les fonctions dérivées des fonctions fet g de B vers R définies respectivement par ;
Si= l"[—*—w et glv) = In|3x? - 2x + 7|,

PYxEVrel-oi-1fu ]t Utiliser la formule (inoe)’ = 7
I:Et'—1
= r:':L_=, 3 5“1‘?_1
e B0 1 (3x’-2x+7)'
= 3 « VIER EW = "5 5137
W@ =1 s
T A -+ 7

Exercice ) Déterminer une primitive

1. Détermine les primitives F de la fonction /* telle que : fl= ﬁ - |_m%[ !
¢ Déduis-en lo primitive G de f qui prend la valeur - 1—%?- en i,

[ cores ]

1. En posant u{x) = 3x - 5 on o u'lx) = 3, Une primitive de - est Inofu].
Réécrivons / (x) en fnnctl'nn de uix) et u'x),

On obtient : /' (x) = _.El done
_,F 15!1]:%1nt5_3}+c=_£ﬁc="|_ﬂjg_:ﬂﬂz

Fm-§|n|3.r—5|+cmm=m=§m:5-3x}+c s :
5 ==In2 donc G{x) = FIn(5 = 3x) = In2.
sur]-s; 5L

Exercice @ Etudier une fonction faisant intervenir In

On considére la fonction fdéfinie de Rvers Rpar /R — R
e 1+ e
o T=Tnx
1. Détermine 'ensemble de définition de £,
2. Caleule les limites de fen 0, en +o et en ¢, interpréte graphiquemen
3. 0) On note g le prolongement par continuité de fen 0, Définis o
b) Etudie lo dérivabilité de g en 0. Interpréte graphiquement |g
4. Etudie les variations de fet dresse son tobleau de variation,
5. Démontre que la restriction 2 de f 4]0, e[ est une bijection sur un ine
6. a) Résous I'équation Alx) = 3. Justifie que ki ' est dérivable en 3,
b) Déduis-en lo valeur exacte de (i ~*)'(3).
7. Définis 'expression explicite de la fonction & 1.
8. Construis la courbe de fet celle de /i ~* dans un repére orthonarmg ©,1, 1),

t les deux derniers résultats,

résultat de g limite cq lculée.

rvalle K que 1y determinergs.

LH'F“';'I'I"I- ﬂ Fmﬂmﬂ‘.luiﬂntmn“



1. Ensemble de définition de /

'IEDI" x>*0etl-lnv£0exe]l;+xf
etx#FedoncD =)0;efUle; +ocf,

2. Calcul des limites de fen 0, en +o gten e

« Limitede/ en0
Enposont X = Inx, quand x — 0, X — -=,

im f)= tim 1R = im X =1

oo Lem—g | = §om :E-
Interprétation : [ n'est pas définie en 0 mais
elle admet une limite finie en 0 donc on peut faire
un prolongement par continuité 4 drolte en 0,
« Limite de fen +ux,
En posant X = Iny, quand x — +o, X — +m,
.ET=.f{T] ™ LJ-I-IE.--. % ?TEI'I:I‘H :HE- gl
Interprétation : Ona . EIT:I“ [x}=-1doncla
droite déquation y = -1 est asymptote hori-
zontale & I_Tri 2n +u0,

« Limitesde fene

JI'I-;-“thj - !I!}_ﬂril ¥ il"l-ﬂ " ﬁ T

fim({1+ing)=2
car | *°F 1
Iy =

o, x)= im (110 X g = e
< <

1Iﬂ{1 +Inx) = 2

car
T
I

Interprétation : Ona lim_ f{x) = - doncla
=

droite d'équation x = e est asymptote verticale

a ().
3.0) gle prolongement por continuité de fen 0

g =T six >0,
g0y=-1
b) Dérivabilité de g en 0.
o 1+t
: -gin 1=Inx
i £5-5— = )

i—0 x
=

est définie par : |

2___
= Jm =z =7

%0
car vx €0, e[ x(1-Inlx) > 0.
Donc g n'est pos dérivable & droite en 0.
Et la courbe () admet ou point d'abscisse 0
une tangente verticale,
4, fest dérivable sur 10, el et sur e, +[ et

sy
Fo= -y

« Pour coleuler lo limite en o de f{x) = %

o0 P et 0 sont des polyndmes, en peut faire un
changement de variable en posant X = Inx.
« On peut oussi mettre Inx en facteur,

v x €0, e[U] e, +uf, f"(x) > 0 donc fest stricte-
ment croissante sur 10, ef et sur | e, +ol.

Tableoau de variation
x |0 p +0
1ix) + + |
+ +4
£ -r”/ﬂ _m/

5. Sur ]0, e[, [ est continue et strictement crois-
sante donc elle réalise une bijection & de 0, &

dans -1, +=[= K,
&, a) Résolvans filx) = 3.

filx}=3 e :t:ﬁ =3 ﬂlTR:%ﬂI: vE.,

H(/E) = —2 = 2 eti(/e)#0
e(1-3) °
donc h ~* est dérivable en 3.

OV, M e
7. Déterminons lexpression explicite de lo
fonction /it 7 : On résout I'équation filx) = y.
hix)=y = qf—m =y e ltinx=y-yinre
ln::l-r_}r]:y—ln_::r::"-'i

done kit 1 }=1, o] — 10, e[,
raerd

8) Courbes représentatives de fet de i

Legon 4 ﬁ Foncilons logarithmes




E"Emiﬂeﬂ Etudier une fonction falsant intervenir In

Partie A
On considérea la fonction g définie sur J0, +oof
Par glx) = —x ~ 4iny + 6,
1, Calcule jim Zix) et lim 2Lx).
i ] ]

2, Etudie les variations de g puls dresse son
tableay de variotion,

3. a) Justifie que I'tquation g(x) = 0 admet
une unique solution g e 10, +oof.
b} Justifie que o & 11,8, 1,9[ et donne un
encadrement de a 4 10 - prés,

€} Justifie que wx e J0 ial, glx)>0
BLY X E Ja; +eef, plx}< 0.
Partie B
On considére la fonction [ définie sur J0, +a2(
Pﬂff{-r]m—-%‘ _'r+]+-g|-"'%-1-

1. Caleule jl_l[l"l.. Six) et Jim_f{x).

[ cories

Partie A
1. Calcul des limites de gen 0 en et +m,
l -yl — =
. ,1’5.3{"}=;'L’%'[ X = 4lnx + 6) = 400
car lil'l"l] Inx = —oo et Iimn {-x?+6)=§,
X T
* Jim glx)= lim (- - 4Inx + 6) = -

car lim -4lnx=-wet [im (=x%+ 6) = =op,
L X na drom

2. g est dérivable sur J0, +oof et g'{x) = -2 — %

¥x €]0; +x], g'x) <0 donc g est strictement

décroissante sur JO : +on,
Tableau de variation de g.

x o ]
() -
D
glx) T
-

3.a) 5ur ]0 ; +oo, g est continue et strictement
décroissante donc elle réalise une bijection de

10 ; +=of sur B. Or 0 € R donc I'équation

£(x) = 0 odmet une unique solution e € 10 ; +uxf,

£(1,8)=0,40885
Blona: o4 8)=-0,17741
2{1,8) % g{19)<0donca e]1,8: 1.9
Lo méthode par balayage, nous donne un
encodrement de a & 1077 prés,

2. g) Justifie gue lo droite (D) d'équation,

=1 . 43 estasymptote oblique & (v Yens,
g by Justifie que la dr;:-Fte (0) et () se COuper,
gu point E{-f_ - E*"? pd 3}
¢} Etudie les positions relatives de (D) et ¢ )

. o Elx
3. o) Justifie que : ¥ x € Ja; +ol, [ x) = %sj_

b} Déduis-en le sens de_»mrintinn de fpuis
dresse son tableau de varigtion. _
4. Détermine les coordonnees du point A de

{f}J tels que :’tf.fj,J admet en A une tangente
{T) paralléle a (D).
5. Trace (D), (') et (T) dans un repére orthonggm,

(Q,1, )) avec Ol = 2 em.
Données:Onprendra:a=18;e=27at

JE =1,6.

B-2-c) Etudier le signe de flx) - ( _%x +3)

| x [18]181]1,82]1,83] 1,84 | 185
|g£r} +| + | + + + + |
1,86 | 1,87 | 1,88 1.39‘1,5_]

Lt =g =] =l=]

Donc1B86<a<1,87 410~ prés,

¢} Déterminons les signes de g(x) suivant les
valeurs de x,

TR

-t"-TE]ﬂ:uLnnnx{u t ictemen

décroissante done 1l S EEHE s

d:":' W]r c10: af g{.gti]ﬂ:: gla), or gla) =0

“VXE la; 4] on q X>ge i Al
: t g est strictemnern’

d:éain:nssante done g(x) < ola), ﬁ. gfﬂ}5= 0

d'oli v x e la; +o0[ g(x) <,

O |
X =) E



o il:‘fLI}= IH'I'I { T-I-a.-._z.l{!'-.t-.% = =0
cor _lim_ E:n fim 1 o
x =y X

fim — 4 x+3=-m,

e
2.0} J_Ij.t:sl:l'f'u:ns que la droite (D) d"équation
¥=-7 ¥+ 3 esl asymptote oblique & (¥ Jen-x,

Jim (flx)=(-gx+3))

i
car Il-m __r:_s, =0 lIr:L l‘r = 0 donc o droite (D)

= lim 2y _ 1

i A =0

d'équotion =5 ¥ + 3 st asymptote oblique
aly J}Ezn +x,
I:': Résolvons I'équation j {x)=- E' x+3,
Zlnx = 'l
X

'§1+3+ ‘f-‘t+3=llln.x 1=0

@x= /¢ et f(,/e) ='%* v'e +3donc (D)

et (¥ ) se coupent ou point E( /e ; -ﬁ JE +3)
¢} Etudions les positions re[utl'n.re& de (D) et ().
On cherche le signe de f x} - {--§= x+3)

2nx=1

c'est-d-dire |e signe de =—— ¥

Comme ¥ x €0+ x>0,
Le signe def (x) ~{- x +3) Sobtient en
résalvant l'indquation : 2ine =1 > 0.

2ink-1>0= Inx :-% es X > /€, onendéduit le

toblegu des signes suivant
X 0 JE 0
fo--3n | - [0]

« ¥xel0; velonafix)= 1—— x+3<0doncla
courbe est au-dessous de HJ}I

« ¥xelJe ;+={onaf(x)- E'f
la courbe est ou-dessus de (D).

t'FJJ et (D) se coupent au point E[ /e ; - 1? Ve +3).

(53]
3. a) Justifions que ¥ x € ]0; +a[, f (x} = -32—:3-
{est dérivable sur J0 ; +ocf et

x+3) >0 done

2= 2In1‘+1 =1’ —dlnx + 6
_,r'l:-‘l'l——} x T
nrgtﬂ=—x’--ﬁlnx+ﬁdnn:f'{xl="gﬂ£¥.
Legon 4

b) Déduisens le sens de variation de f puis son
tobleau de variation,

v x £ )0+, 2x' > 0 donc le signe de f '(x)
est celui de gix).

- EI i
| f{xﬂ _ + 0 -
Sens de Variation de [:

v xel0;alf{x) > 0donc [ est strictement
croissante sur )0 ; al.

-wxe Ju;+o]fx) < 0donc [ est strictement
décrolssante sur Ja ; +20[.

o

Tableau de voriotion de f:
x . 0 i o
S " :

1)

§—
TN

4, Déterminons les coordonnées du point A de
(¥ ) tels que (€ ) admet en A une tangente (T)
paralléle 4 (D).

Soit Ala, f(a)) donc lo tangente (T) :

y=f" lallx -al + fla) et (D):y == x+3.

mﬁm:wﬂa}h%ﬁ%m_ﬁ:

& -blna=-6a= ¢! done A.{ei-,ﬂei‘] ),
&4, Tragens (D), {Tf.’} et (T} dans un repére
orthonormé (0, 1, J).

Foncticns logarithmes




Résumé de cours

o Fonction logarithme népérien
L1 Befinition

m La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive sur
10+ de la fonction x » 1 qui s'annule en 1.

1.2. Consequences de la definition de la fonction In

» L'ensemble de définition de la fonction In est ]0 ; +=]. 1

« Lafonction In est derivable sur 0 ; +eof et ¥ x € J0; +=f, {in)'id) = &
e Infl) =0,

1.3. Propriétes aigébriques

Pour tows nombres réels a et b strictement positifs et » un nombre réel, ona:
Fropriété fondomentale

o Inlah) =Ina+ Inb

Conséquences

. I!nl::-;-‘:I=—Inh . Inl:-ﬁ-;lﬂnﬂ—lnb

En particulier

e Infa’) = ring s Inya = % i

1.4, Etude ot représentation gEraphigue

a) Limites de référence

im =40 ; hm lw=-» ; m X =g,

T r==} Tewtay A ’
- L Lk e ¢

e =0 5 B =1 e et

b} Variotion et représentation graphique

Sens de variation
vxelld;+xlinl)= 1 et l >0, donc lo fonction In est strictement creissante sur 10 - e |

m Pour tous nombres réels a et b strictement positifs on g -
o IMfa)=infh) s a=h
e In{g)<Infbj=a<h
« 0<ag<ielnlg<0
o a>1enla) >0

Remarque

La fonction In est une bijection de J0; +oof sur B L'antécédent de 1 e8t noté
Ainsi Infe) =1, on g e = 2,7182. ¢
YHeR Yye ]l +af Inlx)=m e x =",




Resumé de cours

Tableau de varlation Représentation graphlque

| X 0 +.-.|:.--
1 l i
-E - , I T

In{x) e
!=TE:

L.5. Ensemble de définition de la com posée d'une fonction numaérigue
et de la fonction logarithme népéren

Soit m ume fonction nurmérique.

» On nate &, 'ensemble de définition de la fonction f telle que : /= Inew.

YD, e veD etuly)>0,

+ Onnote/ l'ensemble de définition de la fonction g telle que : g = Insful,
YED e xeD etul)z0.

e Equations - Inéquations
Equations du type, (E} : In{r(x)) = In(v{x))
Pour résoudre |"équation (E) :
On détermine 'ensemble de validité V de l'dquation (E): x eV =ulx) > 0 et v(x) > 0.
Puis on utilise |'équation équivalente : (E) : Infu{x)) = In{vix)) e ulx)=vix).
Inéquations du type, (I) : In{ulx)) < In{wiz))
Pour résoudre |'équation (1) :
On détermine 'ensemble de validité V de l'inéquation () : x €V = ulx) > 0 et v(x) > 0.
Puis on utilise l'inéquation équivalente : (I} : In{t{x)) < In(wlx)) == ulx) < vx).

-B Derivees et primitives
Dérivéas
« 5y est une fonction strictement pusl'{h'e et dérivable sur un intervalle K,
olors Ineu est dérivable sur K et (Insu)' = --

« Si uest une fonction dérivable sur un Intem:kler. sur quue1 elle ne
s'annule pas, alors neju| est dérivable sur K et {ineful)’ =-

Primitive

u étant une fonction dériuah{e sur un intervatle K sur lequel elle ne s'annule

pas, lo fonction du lﬂ]E_ admet pour primitives les fonctions du type
x = Injuix)] +CouCeER

Liegan 4 ﬁ Fanctions lagamhmes




Résumé de cours

ﬁ Fonctions logarithmes de base o
4.1 Définition

. - {1}, la fonction
| Denniion [ R logarithme de base a, a € 10 +oo[ = {1}

Ini %)
nnléaiurg“ et définte sur 10 ; +2o[ par tog, (v} = Inla)”

Vocabulaire

. : e,
* La fonction logarithme de base & est Io fonction logarithme nj:él:-ul
» La fonction lagarithme de base 10 est lo forction logarithme aécimat.

4.2 La fonction logarithme décimal

m On appelle fonction logarithme décimal, la fonction notée log et définie

I
sur 10; +mo[ par : log(y) = Ir:{1’;]} .
Conséquences
« log(l}=0;
+ logl10)=1:

* YREQloglld)=p
. silﬂ'EaEID*",ulmsnﬁlng{a:lin + 1.

© Etude de fonctions faisant intervenir la foncti

on logarithme népérien
Pour étudier une fonction faisant intervenir lo fonctien In, on Peut suivre les étopes pour
I'étude d'une fanction dons le cas géndral.




Exercices do renforcement

Sachant que In2 = 0,693 el In3 = 1,098,
Calculeing ; In3+In8 ; In9=Ind ; In72;

n(%) : In() etinaz.

Détermine la valeur exocte de chacun des
nombres suivants :

A= %—Jnif’i ’ H=ln{l—:;}:
E=%lﬁ{1.-_11.] : D=2Anl{ese)).

Simplifie chacune des expressions suivantes :
A=In{y7+2) +Inly7-2);

B=Inly7+2) =In{y7-2);

c=ln (V7 +2)+in(V¥7-2).

Ecris sous forme de Ina chacun des nombres
réels suivants, a € B.*.
A=5n&-3nB+n2:B=In,/3-n9~-1n(3,3);
C=1n{0,1) + In10 - Inf{0,001) ;
D=in{1+/2)+In{yZ-1);

E=in(y3-1) +in( ).

Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
A= n){1eg1eg o145 ) et

B=in@+in(1+ 4 J+in( 1) o1+ F).

1. Démontre que:A=n+ 1.
2. Déduis-en une expression plus simple de B
en fonction de n.

o

© Soit nun nombre entier naturel non nul et aun
nombre réel strictement positif.
Calcule la somme ;
§ = In(a) +Infa" ) + ...+ Ina) + In(1) +In( )
+ ¥ ln(ﬂ—j_;}-l- I_n.[%]
| Dans chacun des cos suivants, ['est une fonction
de B vers R définie por une formule explicite.
Détermine 'ensemble de définition de .
1S} =Inf-2c+3); 2. flx)=In{12x)-In(é+x);
3.f(x) = In{2x’ - 3x + 1)
Dons chacun des cas suivants, fest une fonction
de B vers R définie par une formule explicite.
Détermine 'ensemble de définition ge T
—x
L Sl =lnpax - 5] 5 2000=In(E55);
3. f1x) =Er||-;_‘§—:_i- |

8 On considére les fonctions de /[ g et hde R
vers R définies respectivement par
fix) =infx - 1}+ Infx + 3},
glv} = Inf(2x - 1)(x + 3)] et
hix)=In| 2x = 1}# Injx + 3.
LAt-onf =g?, f=h?g=h7 Justifie les réponses.
2. Trouve le plus grond ensemble sur lequel [
et i coincident.
3, Trouve le plus grand ensemble sur lequel |

et /i coincident.
4, Trouve le plus grand ensemble sur lequel g
et /i coincident,

| Résous les équations suivantes dans R :
Lin2y+1)=0; 2.Infe=3x)=1 ;
3.inlc-3) =In{2x+1); &.In{yx-4) =1,
11 Résous les équations suivantes dons R ;
Lin{-x* +6x-51=0; 2.In{¢ -1)=In2xc;
3. In(5x +2) - Infx + 2) =In{x - 2) ;
4.Iny2e=3 =Inl6-x).

43 Résous dons R les équations suivantes :

an(|-£=% ) =o:
bjin{|x=2[) =in{3x=2) ;
¢) Infa? = 2e] = Infx = 1|.

113 Résous les inéquations suivantes dans B:
L{Ze=-1ll=In(2-x)20 ;
2in(+2x+1)20 ; 3. (1 - lnx)(2 +lnx) 20,

34 Résous les inéquations suivantes dans & :
1.In(2x + 1) # In{x - 3) <lnx;

2. (Irce)? + (lne)? = Slnx +3 >0
3.(1-Inx)(2 +Inx)<0.
18/ Etudie le signe de chocune des expressions

P g et rsuivantes sur B :
plxd = {Inx)iine = 1) 3 gdx) = Txdnl3 - x);

rix) ==xInfx + 1)

48 Détermine le plus petit entier naturel dans les
différents caos suivants :

1. {%]{ 10°*,
2 3(y2) >10% /3.
3. 10°(1,11) = 250000(1,5)".

Legon 4 ﬂ Fanctiona legarihimes.




¥ Colcule lesg limites suivantes -
a} lim(x - — 2} ; i o
1r_-riq;..l 2)ingx — 2y ; by Nim In{-i-}—_f:}l }
c]"m Lrn-_- | 'T__1 . i ¥—3
A=y (5= el tim n( 223

18 Calcule les limites suivantes -

In{x + 1) -
a) i MEFN) gy
) lim Jx i b lim "_}T“-r-l:
im -1 Iy —
DiIm T e s dym A—e

18 Calcule les limites suivantes
a) !Fﬂ.ﬂh{%} » b) lim_xin( 5 2);
€} lim [x+ In{%ﬂ

20 Détermine les limites de Joux bornes de son
ensemble de définition dans chaque cas :

1-f1’.ﬂ=.11n[1+%-]; z.fm}-lr"’—;a‘l‘l-

3. fi)=in| 2= |

21 Coelcule la limite en +x de g fanction :
Infx - 3)
el ITr =S

22 Etudie lo continuité et la dérivabilité de fenx,
dans les cas suivants :

1{fm=!m';—ﬁ-.sﬁx#u
: fim=0

i fm=-%;:lxﬂ1

| Sy =110 x> g

23 Détermine la dérivée /* de la fonction fdans
chacun des cas sulvants ;

16 = 22 2 fg= 2 —in(vE);
3./ ) =(1-x)In{1 -x) +x.

24 Détermine la dérivée /' de la fanction /'dans
chocun des cas suivants :

2
Lftg=t L 2 pm =

Er._,r"(.nn'llr;vf’ln{r 'r;ll }|

25 Soit & la fonction de R vers B définie par ;

hix)=In{2x—J/x).
1. Détermine I'ensemble de définition h.

2. Calcule la dérivée de A,

2+ Inx
TR

Legon &

=

| @8 Dans chacun des cas suivants, déterming ;.

primitive sur K de lo fonction fqui preng |,

valeur ), en X,
3 -
1.!1‘}: :],r_-ﬁi[' "H=|E:+‘_T.-!| .tu-.EEt-}.lu'-_— _;

2= I”'Ti s K=10; 4o, x =€ et y = %

3_}';_.,;}: '_'n_'l'l||if K=]l ;+-:||':[,.:|.":,=||*.“r et ¥, =2iny

27 On donne la fonction f définie sur | par:
Fix) =x Inx,
1. Justifie que [ est dérivable sur JO ; +u=f g
colcule [/ (x).
2. Déduis-en une primitive sur JO ; +oof de ig
fonction In.

28 On donne la fonction fdéfinie de R vers B pgr -
fop= B 13xid
(Sx-2)2x-1)"
1. Détermine les nombres réels a et b tels que,

pour tout nombre réel x de J—m ;%— :

S0= 557 *
2. Déduis-en la primitive de f qui prend Ig
valeur HT? en &.

29 Résous dans BY les systémes suivants :

1_{ X=yp==3

Zlnx — Iny = 4
Inx + Iny = In2

’ 1'| Slnx + 3iny =4 *

B0 Résous dans R? les systémes suivants :

{Inx}{lny) = =15 - J R
1.{ - & +_}’ =24
Infxy)=-2 3 E'[ Ine +iny = In10 ¢

3_{ Inge®) + in () = 2ing
;r,'+_1,.l=—.1 .

31 On donne 1g foncti - :
e i0E on fde R vers B définie por

T=x SiX#0etx#£1,(0)=0et f(1)=-1.
1. Détermine l'ensempia de définition de /.

2. Justifie que 'an
Peut prolan inui
la fenction fen o at enp‘.l et
zt N;tc-tns Zce prninngernEnt
udie |g dériuul::ilité d I
! eEFen
Danne une lntErprétutl'ﬁnggmph?;L?E: b

des np ;
: mbras ts spus o
ferme d'yn Nombre rationne| Iuwun us

log, 243 ; fog,, 9, Iugi{ E—;ﬁ_ ]

Fonctiong I':‘Ea’ﬂhtneu



Expreices d'approfondissement

a3

On considére la fonction fdéfinie par
fll=Intax +b), et (€) sacourbereprésentative.
Détermine les nombres a et btels que la courbe
1) passe par le point A(2 ; 0) et lo tangente &
(¥ ) en A qit pour coefficient directeur -2,

On donne la fonction fde R vers R définie sur

R\(1)par: fpg= XHm1-x]

: 1-x
1. Soit x un nombre réel différent de 1, Calcule

F1+x)+fl1-x.
2, Justifie que la courbe de fadmet un centre de
symitrie dont tu préciseras les coordonnées,

On donne la fonction f'de R vers R définle por :
S =Injad = Gx+ 3]

Justifie que la droite d'équation x = 2 est un
axe de symétrie de la courbe de [,

1. Dans chacun des cos suivants, démontre que
la fonction fde R vers R définies ci-dessous
est impaire :

alfixd=nlx+ '+ 1),
h]fu}=lnlzg-%}, aeER

2. Démontre que le point (0 ) estle centre
de symétrie de (€ ), lo courbe de g o0 g est
définie de Rvers Rpar gl =2~ 14In( 21,

Soit p le polyndme défini par ;

plx)==x? +xi+5x + 3.

a) Calcule p{3) et détermine une foctorisation
de plx) puis son signe suivant les valeurs de 1.
b) Déduis-en les solutions dans R de :

(E} : Infx®} = In{=5x = 3) ==In(-x + 1},

(1) 2 flm{2 = 3x))* = {Inf2 = 3x)} + Sinf2 - 3x) +3 2 (.

1. On considére la fonction g définie sur |1 ; +af
1
par : glx) = -1

a) Détermine les réels a, b et ¢ tels que:

a i [
vex>lLg=vraT =T

b) Détermine les primitives G sur ]1 ; +x[ de
la fonction g.
2. Soit A la fonction définie sur ]1 ; +={ par

hix) == =

a) Colcule A'x).

b) ©n considére la fanction fdéfinie sur

1 +=fpar fix) = szl ":h, -En utilisant les

questions les questions précédentes,
détermine lo primitive F de f qui prend la
vnleur—%{n2+ -%In! en 2,

primitive sur ]1 ; +[ de la fonction

i)
E:X ?I?—_i'

2. Détermine une primitive G sur J1; +oc[ de la
Ax
foncti i ’
con g s Py
3. Déduis des guestions précédentes la

e -4y F
prirmitive F sur ]1; oo def:xHT— qui
s'annule en 2. x=1

' Soit [ la fonction définie sur lintervalle

i__;,:+$[m,:fu}=.f+1r-ln:1r +1).

On admet que [ est dérivable et on note /' sa
dérivée, Le tableau de variation de lo foncticn

Sfest le suivant :

| 1 1
X == ] _f_. Rt ]
S L
a0 oy
S N
1]

1. Justifie tous [es #éments contenus dans ce
tablegu.

2.0 Justifie que P'équation f [x) = 0 admet une

solution a dans l'intervalle I+l;+ m[ !

b) Denne un encadrement de a d'omplitude
1072,
3. Détermine le signe de f (x) sur I'intervalle
!—%:4‘ 5:[ ;
On considére lo fonction de B vers R définie
por: =10 () .
1. Détermine D, l'ensemble de définition de /.
2. Calcule les limites de [ en -, en 4o, &

gouche en -1 et & droite en 1. Donne les
interprétotions grophiques en =1 et en 1.

3. a) Démontre que Y X € Df.

So=in( £ )4 x -2

Lesan 4 Forcticns logarihmes
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b) Déduis-en que la droite (D) d ‘dquation
V=X =In2 estune osymptote oblique & (v )

€} Détermine la position relative de (1 ) par
rapport é (D).

4, Etudie le sens de varigtion de fet dresse
son tableau de variation.

5. Détermine les coordonnées des points A de
(¢ ) odla tangente (T) en A & (¥ ) est paralléle

a la droite (A) d'équation v = %x - 5.
Représente graphiquement les droites (4], (D},

les tongentes aux points A et (¥ J dans un
repére orthonormé (0, [, J).

42 Lo courbe ci-dessous est celle d'une fonction g

définie et dérivable sur ] 0 ; +x[.
La droite (AB) est la tangente & la courbe (€ )
en A,
Ona:A(1;-1); B(0;-3)etCle;1-1).
1. o) Détermine une équation cartésienne de
lo droite (AB).
b) Sur le graphique, lis les valeurs de g(1) ;
gie) et g'(1).
c) Dresse le tableau de variation de g.
2. On suppose que gx) est de la forme
glx) =alnx + - ol a et b sont des réels,
a) Calcule g'{x) en fonction de a et b.
b) A |'oide des résultats précédents,
détermine les réels a et b,
¢} Justifie qu'il existe un unique réel a dons
10; +=cf tel que Ina = - et que 1,7<a<18.
d) Déduis-en le signe de g(r) suivant les
valeurs de x.

la fonction de R vers B deéfinie por:

flx)=x+ lni{fﬁ% |

1. Détermine I'ensemble de définition de f.

2. Détermine les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition.

résultots.

arprate les |
e ue fest impaire. Donnes-en yp,

3, Démontre g :
interprétation gra phigue.

pémontre que la droite (D) 1)’ = ¥ est un,
4.a) —o el en +,

tote & (€ ) en” ;
gzs%:tlz:armine h-.!gl positions relatives de

[ r}et (. _ |
<. gtudie le sens de voriotion de f et drese
<on tableau de variation.

6. Détermine une équation de la tangente [T)
a(t)au point d'abscisse 0,5.

7. Démontre gue sur I'intervalle]l ; +«of
I'équation f (x) = 0 admet une unigque
solution o et justifie gue 1,54 <o < 1,55

8. Construis (¥} dans un repére orthonormg

(@, 1, J).

on considére I'équation (E) : &' — x" = 0, ol
x est un réel strictement positif et n un entier
naturel non nul.
1. Justifie que I'équation (E) est équivalente &
I"équation (E') : Infx) - % =],
2. Soit f lo fonction numérique définie sur
10 : 4=l par : fx) = In(x) -ﬁ.
a) Calcule les limites de /oux bormes de son
ensemble de définition.

b} Etudie les variations de /.
3. Détermine le nombre de solutions de
["équation (E) suivant les valeurs de #.

On considére la fonction g définie sur
I=; 0 par: glx) =<1 - 2x In(x).
Partie A
1. g} Colcule la limite de g en 0,
Interpréte ce résultat,
b) Définis le pralongement par continuité
kdeg.

c) Etudie la dérivabilité de & en 0, Interpréte
ce résultat.

o Bix)
2. Colcule I_Imméx—. Interpréte ce résultat.

3. Etudie leg variati
ons de ¢ et dresse $00
tableay de variation, ¥

&, Justifie que I'equation glx) =0 odmet une

unique solution g e I—fm . ll » puis justifie que
e ]-1,5; 1,4[ o

Donne un encadrement de o & 107 prés.

Lo & Iﬁ Foncimons Iogarihmes




5. Déduis-en que: vre]-w;al glv) > 0et
Yxelo; 0 glv) <0

Partie B

On considére la fanction fdéfinie sur

1=a; 0 par f(x) = -1_ = In{-x].

1. Calcule les limites de fen —x et en 0,

2. Calcule Nim "r['?ﬂ . Interpréte ce résultat.

- R
3. Justifie que [ (a) = "'i;,“ et donme un
encadrement de f(a).

4. Justifie que le signe de /" (x} est celui de g(x).
5. Déduis-en le sens de variation et le tableou
de variation de f

6. Construis lo courbe (¥ ) de fdans un repére
orthonormé (0, 1, 1).

Partie C

1. Justifie que la restriction /i de [ & Ja; Of est
une bijection de Ja; Of sur un intervalle K & déter-
miner. On note /i la bijection réciproque de .
2. a) Caleule Ar{-1) et justifie que /' est
dérivable en =1,

b) Dresse e tobleou de variation de A1,

¢} Calcule fi(-1) at détarmine une équation

de la tangente (T) & (¥ -1} en 1.
3. Construis lo courbe (") de ki * dons le
méme repére orthonormé (O, I, 1L

On considére la fonction u de R vers R définie
par: u(x) = 2x' =1+ 2njx|.

Partie A
1. Résous dans R I'équation 3x'+1=0.

Justifie que u( -ﬂ} == -%' (5 + 2In3).
2. Détermine 'ensemble de définition de u.

3. Calcule les limites de x en —=0, 0 et en +0,
4. Etudie les variotions de u sur R* puis
dresse son tableau de variation.

5. g) Justifie que 'équation ulx) = 0 admet
une unique solution a dans ] 0+,

b} Justifie que 0B<a< 0.9
6. Justifie que : ¥ x € J-o0; O[U] 0 af, wx) <0
et v x e Jo;+oof, ulx) > 0.

Partie B
On définit lo fonction f sur R® par:

=5

On appelle (€) la courbe représentative de

f dans le plan muni d'un repére orthonormé
{0, 1, J ). L'unité grophique est 1lem.

1. Calcule les limites de fen ==,

Lepon 4 Fonctions logarhmes
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Interpréte la limite en 0.
2. Justifie que : f (o) = 30 - 1.'-'_:?" , et que
1,62 < f{u) < 2,1,
3. o) Justifie que la droite (D) d"équation y = 2x
est une asymptote obligue & ().
bj Etudie lo position relative de (i) por
rapport & (D).
&, 0 Justifie que ¥ x e R®, flx)= %
b} Déduis-en le sens de variation de fpuis
dresse son tableau de variation.
5. Trace lo courbe () de f. Prendre a = 0,3

Partie C
Considérons la restriction & de f & J-2c; OL.
1. Justifie que A est une bijection de J-oo ; Of
dans un intervalle K & préciser. On note /!
sa bijection réciproque et (@) lo courbe
représentative de i,
2. o) Calcule h(-1) puis justifie que A" est
dérivable -2.

b} Détermine la valeur exacte de (h'){-2).
3. Détermine une équation de la tangente (T)
o(g)en=2,
&, Dresse le tableau de variation de ™,
5, Construis () dans le méme repére que {€).
6. Sur ]-o2 ; O, on donne la fonction g définie

por gix) =i+ 2L s coucen

o) Justifie que g est une primitive de f sur
10 ;+sal.

b} Détermine la primitive de /qui prend la
valeur & en &

Soit la fonction définie sur l'intervalle

[10; +esf por: f (0 = 2572

Partie A

1. Justifie que /(1) peut s'écrire sous lo forme
1int 1

fi=57 7.

Déduis-en lo limite de fif) quand  tend vers +oc,

2. Coleule () et montre que f 1r) = 3:;“ ;

3, Etudie le signe de f 1) sur [10 ; +oo et
dresse le tableau de variations de [,
On fera figurer dans ce tableau les valeurs

sxactes de f (10) et de f(e").

Partie B : Application

On se propose d'étudier la capacité pulmonaire
de I'étre Humain en fonction de son dge |, !
représentant ['dge en année et g{f) la capacite
pulmaonaire en litre,




On odmet que sur Vintervalle |10 80] an &
L= 2200 10

'E Fﬁﬁnr_- Fexprestion de ¢ff) sur |10 : 60

£ En utifizant la partie A préciser lo copacilé
Puimonaire maximole o1 Mige o elle esl
'-':":t-él"n'ee Bonme une valeur .npnr{ﬁfhﬂ' e
F'dge & un an prés et une valeur exacte puals
opprochée 8 10 ' prbs de cotte capacité.

3. Recopie el complite le tableau de valeurs
suivant

T 10 15 |20 [25 [30 [40 [50 [60 |

pin

4. Lonstruis (v ] la courbe représentative de

dans le plan rapporté 4 un repére arthogonaol
lumikés graphigues 2 cm pour 10 ans sur l'axe
des abscisses, 2 om pour 1 litre sur l'axe des
ordonnées)

Pour les questions 5 et 6, foire opporaitre sur
le grophique les troceés utiles,

5. Determine graphiguement l'intervalie de
temps duraont leguel lo capacité pulmongire
est supérieure ou aqale & 5 litras,

E. Détermine grophiquement & quel dge lo
capacité pulmeonaire a diminué de 20% par
rapport & lo copocité pulmonaire maxirnale.

On veut suivre 'évolution de lo populotion
dans une culture boctérienne, suivanl la
température 4 loguelle on soumet cette cultune,

Pout une température X, en dizaines de degris
Celsius, comprise entre 0,1 et &, le nombre deé
kactéries, en millions, dons bo culture esl

lr[.r|-.-1,¥:!-5-ruui'1m.

1. A guelle température, en degrés Celsius,
le nombre de boctéries dans la culture est-il
moximal 7

Dans les deux guestions suivantes, on fera
apparaitre les traits de construction utiles

7. Détermine grophiguement le nnmhﬁ de
bactéries dons la culture choulfdée a 37,5°C.
3. Pour quelles températures, en degrés
Cetsius, le nombre de boclenies daons la culture
est-Jl inférieur ou égal a3 500 000 7

L &

4

§ Aucoursd'une Slude sur lers rythmes cordiog e

on note toutes les cing minutes 4 partir 4
temps x = 0, comespondant ou début de
rapreuve physiue, le rythme cardiaque -
sportif en pulsations por minute, On consider:
gue fa fonction { définie sur Vintervolle {0} 35
par flx) = —2r + 60 4 32 (iny + I_] petrmat
d'ectimer le rythme cordioque & [linstont
;_lgpr;m.é &1 minutes.
1. Construis lo courbe représentatiee de
lo fonction dans un repére orthogonal er
prenant pour unités graphiques : 2 cm pour §
minutes sur I'axe des abscisses, 1 cm pour 1
pulsations par minute surl"oxe des ordonnéa:
2. Au bout de combien de temps le rythme
cardiaque est-il maximal ? Quetle valeur
atteint-il ?
3. Quel est le rythme cardioque du sportif ou
repas 7
4. A F'oide du grophique, réponds gux
questions suivantes.
a) A quel instant le rythme est-il de 3¢
pulsotions par minute 7
b} Dans les conditions de cette épreuve
on considére qu'une personne est en weés
bonne condition physigue lorsque lo durse
pendant loquelle son coeur bat & plus de
1,5 fois sa vitesse au repos est inférieurs o
vingt minutes,
Ce sportif est-il en trés bonne condition
physique 7 Justifie,
:L“fn;‘f“!e- une personne est considérae
vaise condition igue lorsque
son rythme cardiogue ﬂtt'l!'p:'lr:.'rsﬂ?l li-Epl:I:i::‘ [
¢ d':l'i.iht% dLI r:ﬂ |"|j'|"|e au F'EP'D'E
e sportil est-il en m I .
physique 7 Justifie. e

i'|'|I||_1||;|-\:._ I'-"-E-'“ ':lll'l'u_-q




80 On suppose que lo glycémie (taux de glucose

51

sanguin en gl '} en fonction du temps 3
{en heures] d'une personne observée oprés
mgestion de sirop de glucose est donnée par
FLN) = Inlay + 1) - ¥ + 1 o x varie dans
limtervalle [0 - g ;

1. Determine linstant (en minutes) auguel lo

glycémie de cette personne est maximale,

4. Toute modification de lo giycémie qui s'écorte

de 25% de lo voleur moyenne de 1 gL

proveque des perturbations plus ou maoins

graves chez I"homma,

Deétermine l'intervalle dans lequel doit rester

la glycémie pour éviter toute perturbation,

3. Une glycémie supérieure & 1,25 gL est

appelée hyperglycémie ; une glycémie infé-

rieure 4 0,75 gL est appelée hypoglycémie.
a) Determine graphiquement le ou les
intervalles de temps (en heures) pendant
lesquels la personne observée est en
hyperglycémie (foire apparditre les traits
de construction utiles).
b} Méme question pour "hypoglycémie,

- e

‘.l._‘-

Line infirmiére linérale parcourt chagque jour
entre 40 et 80 kilométres, Elle colcule le
montant de ses frais de déplacement.

Soit g lo fonction définie par :

gix) = 2001 + 2In{0,04x}). On odmet que
gix) représente alors le montant des frais de
déplacement exprimé en F CFA en fonction du
nombre de kilométres parcourus par jour.

On te demande de déterminer le nombre
de kilométres & portir desquels ces frois de
déplocement s'éléveront au moins & 600 F CFA.

| B2 Partie A

Soit 1o fonction g définie sur |0 ; +«[ par:
gle)=x' =1 -Inx.

1. Caleule les limites de g en O et en +x

2. On suppose que g est dérivahle sur |0 +2[.

Démontre que pour toul nombre  réel
4
~1
strictement positif x, g'lx) = ?-"ir_ :

3. Détermine les voriations de g et dresse son
tableau de variation.

4. a) Colcule g{1).
b) Démantre que I'équation glx) = 0 admet

o :r'_?.| _
On désigne par a cette solution,
Justifie que : 04 <a <05

5. Déduis de tout ce qui précéde que :
six € J0; alu] 1;+xf, olors glx) > 0
sixe]a;l [, olors glx) <0,

Partie B :
Soit [ la fonction définie sur J0 ; +oc[

o2, i
pur.fm—.r+x+ Xt

On note (C} so courbe représentative dans le
plan muni d'un repére orthogonal (0, 1, J).

L'umitd est & em sur (O1) ot 2 e sur (OJ).
1. 0) Détermine la limite de fen 0.

Donne une interprétation graphique du
résultat.

b} Détermine la limite de [ en +ac.

2, On suppose que [ est dérivable sur J0 ; +cf.
Démontre que, pour tout nombre réel
strictement positif x, "(x) = EE‘::} 3
3. a) Démontre que : f (o) = 20+ % 3
b) Etudie les voriations de f et dresse son
tobleau de variation,
&, a) Démontre que la droite (D) d'équation
¥y =xest osymptote & (C)en +x,
b) Etudie la position de (D) par rapport 4 {C).
¢) Trace (D) et (C).

On prendra a = 0,45 et o) = 3,1,

une solution unique sur
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__ Sltuation complexe

53 Sur une chaine de production de pidces

metalliques, on soit que si an produit trop
PeU de pidces 4 la minute [cadence faible) on
perd de I'argent et si on produit trop de pigces
4 la minute (codence élevée), les mochines
chauffent et s'usent plus rapidement.

On a réussi & modéliser |g courbe de
rentabilité de la chaine de production par la
fanction f définie par : £ () = 24 Inlx} ~%.1;
définie sur J0; 200) o xdésigne le nombre de
pidces produites 4 lo minute,

Le Directeur de I'usine veut accroitre o
rentabilité de la chaine de production, N'ayant
pas de personnel qualifié, il te demande de

détrnmr:; Leur avoir la rentabilité maximg,
apr

g . i
—_— d - -, -

T3 Etudier la fonction fpuis déterminer
le maximum de f.

Legan 4 ﬁ Fﬂnﬂlnnshﬁnmm“

nombre de piéces por Minyt,
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@8 FONCTIONS
[~ EXPONENTIELLES
-

ET PUISSANCES

La structure des ponts suspendus a beaucoup évolué dans le temps. Cependant,
deur contraintes impartantes sont & prendre en compte 1065 de la construction

d'un pont suspendy, Comment limiter les effets du vent et coux de la résonance 7

SITUATION D'APPRENTISSAGE

-

Pour son premier stoge protique dons linfirmerie de ton
établissement, un étudiant en médecine regoit un éléve malode. I
lui donne des médicaments que 'éléve prend immeadiatement.

Lo fonction qui modélise lo masse M, en mq, de ce médicament
encore présent dons le sang de cet éléve [ heures aprés sa prise, est
la fonction telle que : M(f) = 50g “ %%,

En vue de prescrire s5i possible d'outres médicaments plus tard, fe
stagiaire désire visualiser cette mosse M en fonction du temps £,

Il sollicite le professeur de Science de lo Vie et de la Terre (SVT). Ce
dernier associe la classe au projet.

Motivés pour lo couse, les éléves de lo closse s'organisent et
décident de faire des recherches sur les fonctions.

Legon 5 ﬂl Forclions eponentialies @l puissanies




HABILETES ET CONTENUS

1 Fonction BcponEnkln Hﬁ”ﬁﬁﬂl‘

Connaitre -

* la définition de lo foncti

« Io dérivée de la fonction ex nentielle
népérienne i

* les propriétés algébriques de lo fonction
Exponentielle népérienne

* les limites de réfdrence de lo fonction
exponentielle népérienne

. de& limites des fonctions comportant lo
fonction exponentielle népérienne

« le sens de variation de la fanction
exponentielle népérienne

= la représentation graphique de lo
fonction expanentielle népérienne

Noter

« lo fonction exponentielle népérienne
Utiliser :

= les propriétés olgébriques de la fanction

exponentielle népérienne pour transformer
une écriture

2 | Equations - Inéquations
Bésoudre :

des équations et des inéquations faisant
intervenir la fonction exponentielle népérienne

3 | Derivees & pelmitives
Connaitre :
« les fonctions dérivies dune fonction du type

EXPOU
« los primitives d'une fonction du type ; i'e*

Déterminer
« lo dérivée d'une fonction du type &
« des primitives d'une fonction du type 1'é*

4 Fonetions exponenilelles di Base o

Connaitre ;
« Lo définition d'une fonction exponentielle
de base a (aER_* 1 {1}

. |o fanction dérivee de lo fonction E-_:;pd
. les propriétés algébrigues dela I'un{.um &
. les limites de référence de la fenction exp,
. des limites des fonctions comportant exp.
« la représentation grophigue exp,

Woler:

I fonction exponentielie de base.a [aE R\ 1))

drune fonction falsant Intervenir la
9 !E:'l::‘l';m exponantiefie népérianng

Déterminer :

. l'ensemble de définition d'une fonction
compartant exp

« les limites d'une fonction comportant exp
aux bomes de son ensemble de définition

« les branches infinles d'une fonction
compartant exp

« lo dérivée d'une fonction comportant exp

+ lesens de variation d'une fonction
comgpotant exp

Représenter :

graphiguement une fonction faisant intervenis
la fonction exponentielle népérienne

6 Foncionspussances

Connaitrg ;

« la définition d'une fonction puissance
d'exposant réel non nul

» l'alture et la représentation graphique de lo
fonction ;x = x* (@ € R 1)

+ les prupﬂftés olgébrigues de la fonction
puissonce d'exposant réel non nul

. lup::z::ms retotives 4 la croissonce
comparee des fonctions logarithme ne ien,
expanentielles et puissances i

» laformule de lo dérivée d'une fonction du
type v, a R

» les primitives d'une
m & R\(=1)
Noter «

une fanetion
man |

fonction du type i,

Puissance d'exposant réel

Lagon 5 ﬁ Fﬂrl:l.ll;ruhu” ; i




Ditermines LHilisar

« |'ensemble de définition des fonctions « les limites de référence pour calculer
comportant des fonctions puissances d'outres limites

« les limites infinies des fonctions compertant |« les limites sur la croissonce comparée
des fonctions pulssances pour calculer d'autres limites

« les branches infinies des fonctions Représenter :

comportant des fonctions puissances . graphiquement une fonction comportant
= la fonction deérivée d'une fonction des fonctions puissances

comportant des fonctions puissances . grophiquement une fonction du type i

» les primitives d'une fonction du type u'u”,
m £ RY{-1}

INSTALLATION DES HABILETES

Activité o Fonction exponentielle népérienne

1.1. Définition

1. Justifie que la fonction In admet une bijection réciproque de R vers 0+,
{on l'appelie fonction exponentielle népérienne et on lo note exp).
Ona:vxej0;+o{etyER,

o lnx=y e x=expy ; « Infexp v = v et expilnx) =x

2. Calcule exp({0) et exp(1).

3. On roppelle que : ¥ x €]0; +of, ¥ r € @, Inla’} = Anfa).
Pour tout nombre rationnel r, détermine infexp{r)) et Inle’).
Déduis-en une expression de explr) comme une puissance du nombre réel ,

« Lo fonction exponentielle népérienne est la bijection réciproque de la fonction In.
On la note exp.

Et, % r €, explr) = ¢ (¢ est "¢ puissance r”, "¢ exposant r ° et peul se lire
"exponentielle de r=).

On convient d'étendre cette expression & tout nombre réel x :

v x € R, explx) = & (¢* se lire "exponentielle de x").
« Conséquences immediates
- La fonction exp est définie sur R.
-vxER, Infe’) = x
-vxe)0;tof =
-vxeR, YyelD;+xfe=yemx=Iny
-vxeR e >0

Logon 5
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m Ecris plus sirriplamient --...,....___..,,_-,,,,.-._.......ﬁ Gy, dans chaque £as, le nombre Mgy , :
In{.f_li'}; II"I‘,P ._-} . |I‘I{“;}r} ;E‘“‘"‘ : e ; |-_'_I'""'I u}f'lgz:
; ber=7
B Ecris le plus simplement possible : ot o= 1,
Infe®) + Ine?) = (1), ‘

1.2, Propriétés algabriques

Soient @ et b deux nombres réels, - un nombre rationnel.
1. a) Justifie que : Infe**) =g + b,
b} Justifie que ; In(e* = eN=a+h,
¢) Déduis des deux résultats précédents que :e” =" % &

2. a) Justifie que: ¢~ =

Y

b} Justifie que : e = -E-:
c) Justifie que ; &™ = ()",

| Syntnése

o]
Pour tous nombres réels a et b, et pour tout nombre rationnel r, & =™ &' €7 = 57§

o B
e =5 iea ey

Exercices de fixation

Ecris les nombres A, B, C et D suivants sous | T8 Ecris sous la forme ¢ chacune des expres-

la forme & (0 € T). . sions suivantes :

= i . e B s Bae =T i
A=gixeg; Buexeg; C= o =) (e x g plet x gyt —ri, i ?E b -E:-:I

TR Ecris sous lo forme & chacune des Y Démontre que pour tout nombre réel v, onc

ExXpressions suivontes : y TP Ry

. {e?) T+eT 1+
e x i xe v
elfet=gf)+ e +e)- 1.

1.3. Fonction dérivée de la fonction exp
1. o) Justifie gue la fonction exp est dérivable sur 1.
b} On donne la fonction numérique [ dérivable et définie st R

Pour tout réel x, en remarquant que f{x}) = x,
Déduis-en, pour tout réel x, (exp)*(x).

2. o) Donne le sens de variation de exp,
b) Déduis-enque:VaERVHER e'=e' sa=hete <y o

par: fx) = In{exp(x)).
donne deux expressions différentes de /(x).

« Lo fonction exp est dérivable sur B.

« vxER,lexp){x)=¢e. )
« Lo fonction exp est strictement croissante sur R,

. Pourtousréelsaeth, &= s asbef<e w gy (e > g
' = a>h

Lecon g i 12
Fanct
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 Exercces dotaton |

B Dons chague cos, on donne une fonction

numérique ( dérivable en taut point de son
ensemble de définition ¢/,

Pour tout x élément de 4/, calcule ')
alf i) =¢"-2v+3.: b) [ (x¥) = xe
el M) = A - g,

1.4. Limites de référence

B Colcule /() dons chaque cas, f étant une
fanction dérivoble sur &,

al f{x) = (x? = 1}e*;

b} f{(x) = (" + IHe" - ¢);

Of = g
difin = 318

e+d "

1. La fonction exp étant une bijection de R vers J0; +ocf, déduis-en lim_e'et lim e\

2,0) En posant X = ¢, déterming  lim 5; £

T =t

b) En posant 1 =-x, déduisde 2.0) Iim xe',
N o= —o

3. En utilisant la définition du nombre dérivée d'une fonction en un paint, détermine i E':'i_'l ,
[ s 2
dm €=0; i esvo; im xe'=0; i & ewo ; fm Etat
Calcule les limites suivantes ; B Colcule les limites suivantes :
a) Jim_(1-3x)e' | b Jim (1= 3xje ; o) Hm 3’ '2‘" . b) lim se’ -4
. Wiy g B ' e &=L
Q lim (e"=2x+3) ;d) fim_(e-2r+3); R :
p ) ot Caleule les limites suivontes :
E}‘H".:m x—1 ' ﬂ;'@m =1 al lim gh=1 |, b} 1|m-g::—_—1
X X ! p= 3K I

1.5. Représentation graphique
1. Dresse le tableau de variation de la fonction exp.
2, Troce la courbe représentative de la fonction exp

Exercice do fixation

Parmi les courbes ci

-dessous, indique celle qui représente la fonction exp.

dans le plan muni d'un repére orthonormaé,

Legon 5 ‘E Fanctions exponentielies of puissances



Activits © Equations - Inéguations de Io fonction €XP: résous 1es équatig,
i

1. En utilisant les propriétés relatives ou sens de voriatid

suivantes,
0e =3 b)e =g en=8id e =BT 20 crion exp,1650US 165 Inéquay,
2. En utilisant les propriétés relatives au Sens e variation de
Suivantes,
a)e' e v ble-r£13;c)em e
3. On considére 'équation (E) : v & R, &¥ = 5¢"~ 14=0.
On pose X = ¢".
a) Justifie que résoudre {E) revient & résoudré I'éq
b) Résous I'équotion (E).
¢) Déduis-en les solutions de (E). g -14%0.
) En utilisant tout ce qui précéde, résous Finéquation &

- 14=0.
Lpnlll:l-n {EI, : x] = 5?: 1&

« Pour tout nombre réel @ élément de ]-20; 0]

- L'équation : &' = g, n'n pos de solution dans R

- L'inéquation : &' € @, n'a pas de solution dans &
« Pour tout nombre réel @ élément de ]0; +<l.

- L'équation: e'=a, = x=lna.

- Les indquations : & £ a, € >4, .. 5ont respectivem
« Pour résoudre une équation du type P(e) =0 ou une!

e* = X, avec X > 0, et P un polyndme.

at équivelentes 4.X <ina, X = Ina,...
iéqﬂtiun du type P{e?) =0 {Pie 20, .}, onpas:

Exercices de fixation

B Résous dans R les équations suivantes: B Résous dans R les inéquations suivantes:
1. e¥-i=gh b e +7=0 1, et <e b grrze”
2. e'=1 5, @M= 3, gt 5 e s
.e7=0 6. (et "= 2" ~el=0 3 ¢ % (e 6 e +5<0

BB Résous dons R les équations sulvantes : B8 Résous dons R les inéquaotions suivantes:
1, -5 +4=0 1. e¥=3+220
2, 2" - =3=0 2. e¥+e'-620

activite ©  Dérivées et primitives
3.1. Dérivée de &
an donne une fonction numérique & dérivable sur un intervolle K de R et an considére la fonct

numérique f définie sur K par : [ {x) = &,
1. Justifie que fest dérivable sur K.
2 En utilisant lo formule de lo dérivée de la composée de deux fonctions, S P

o fonction numérique dérivable sur un intervalle K et fest I fonct: ‘ A=
on fest dérivable surKet, ¥x ek, /x)=u'lx)en onction définie por :/ (¥

Legon 5 Fenctia
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Exercices de fixation

B Détermine la dérivée de lo fonction [ sur | T8 Détermine fo dérivée de la fonction f sur

l'ensemble K dans choque cas. I'ensemble K dans chaque cas.
Lilkd=e® ' K=R: 1L/ = ¢ K=R;
2f)=e " K=R; 2./ = e K= RMD; 1);
3.l = e K=)0;4x[; 3. () = (x? = S)e ", K=R;
b fl)=3e "+t KR b f{x)= gff‘?‘.l::n*.

3.2, Primitives de 'e"

Soit K un intervalle de R, i une fonction numérique dérivable sur K.
1. Donne la dérivée de la fonction fdéfinie sur K par: f{x) = &),
<. Déduis-en les primitives sur K de lo fonction : x w u'(x)e”,

K est un intervalle de B et 1 une fonction dérivable sur K,
Les primitives sur K de la fonction i'e* sont les fonctions e* + ¢, c € R

Exercices de fixation

= Dans chaque cos, on donne une fonction nu- | T Détermine, dans chaque cas, les primitives
n'nérlquf:-fcnnﬁnue sur un intervalle K de B de la fonction [sur K.
Détermine une primitive F de fsur K. o) flx) = 26 - xe et K= R :

| é = 0] =
A A b b/ 1x) =3¢ + 2retK=R,

b fix)=e"¥etK=R;
cflx)=7e et K=R; ﬂf““‘ﬁef‘eth::n;

df ) =xe" et K=R; d) f(x) = Bsinfx) x e ot K = B,
el flx)=9'e™" et K=R.

Activité o Fonctions exponentielles de base g
4.1. Définition
Une caisse de retraite ploce un capital d'un milliord de francs CFA dans une bongue ou toux

d'intéréts annuels de 5% le 1* jonvier d'une année.

On pose C,=1eton note C_(me N) la valeur acquise (en milliards de FCFA) par le capital & la
fin de la n*™ année.

1. Calcule la valeur acquise 4 la fin de 1** gnnée.
2. Justifie que lo suite (C ) est une suite géométrique de raison 1,05 et de premier terme 1.

3. Justifie que : vn € N, C_=(1,05)". Déduis-en, une fonction C qui donne la valeur acquise
par le capital, 4 chogue instant . '

» ¥x € [0;+f, Clx) = (1,05).

La fonction définie sur B : x + (1,05}, est appelée fonction exponentielle de base 1,05.
= Soit a un nombre réel strickement positif,

Pour tout nombre réel x, on définit a* par : a* = g,

La fonction : x ~ a" est appelée fonction exponentielle de base a et noté .
définition est B € exp_et son ensemble de

Lecon 5 Fonctions exponenticlies ef puissances




B Ecris chaque nombre sous la forme =,
a)3% ; b) 7,777 ; o 20221, |

Ecris chaque nombre sous la ferme g0
gewa 3 b es™dl oo et

4.2, Propriétés algébriques
Solent @ et b deux nombres réels strictement positifs, | 4, Justifie que: VX € R &LV
1. Justifie que: vxe Retwye R ona: o' =o' a, |5, Justifieque V¥ € B, etV)

ye R ona: (@Y =g,
e R, ona:a't’ ={aky.

. . ety yER ONO:
2. Justifie que:YrYeER ong:g™ = ; ) Ejuﬂ]ﬁ-eﬂqt.IE.VIE“- 4
3'J"'51iﬁ"5q'-'ew-‘*-'ER.EH'.rEmnnn:cr‘"=::—:. I -(5)-

Pour tous @ et b éléments de )0 ; +oof et pour tous nombres réels el Vs

—

@xgt =g |a’ ={'£11"1' %=ﬂ'” |
{ay = a™ a'x b = (ab) ] %: = f%] J

Exercices de fixation

&8 Donne chacun des résultats sous la forme B Vrai ou foux ? Justifie.
2= (i € R). Aucune justification n'est demandée. o) X2 =2 .
512tx2i=,, | 2 o o=, ‘ il 1)
[ o7 = 3 b) S =125% 2,5 ;
SP= ELI B = .., ¥ b, iy (2P
@ o ‘ &) Br=dt ;&) S =2
4.3, Limites de réference
Soit @ un élément de 10 ; +af,
Calcule les limites suivantes : a) :ﬂrgma': b) im_a'.
Soit 2 € R*.\{1):
0,si0<a=<1 . [t=si0eg <
. lim a‘={ . e Jm_a's _
g feo i > 1 0,514 > 1
Exercices de fixation
YED Colcule les limites suivantes: B 1Coleule fim (2+- 5
= b X == g "
a) lim 0,999 ; b fim 001 Tu pourras utiliser -
T 7Y X T 0
a tm(5) di lim_ (475 :xEEn.E_‘5=5;H%}_1]‘
. ¢ : i Ig:ul,e.- I
1V (2Y o2 _?}- a i lim (7 - 5%
i Fe r pusig vl '
o im_(($)+(F)+(7) :
o 3 TP - 1
f) lim “‘H *(T]' +[T} 7).
x =t

Lecon 5 F
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4.4. Etude et représentation graphlque

S0it @ un élément de 10 1[u]1 : +=,

On considére la fonction numérique [dérivable et définie sur B par : [ {x) =a".
1. Justifie que : v € B, f (%) = {Ina)a".

2. Dans cette question 1 a > 1, justifie que lo fonction [ est strictement croissonte sur B et dresse son
tableau de variation,

3, Dans cette question : 0 <g < 1.
Justifie que lo fonction fest strictement décroissante sur R et dresse son tobleou de variotion.

Soit @ un élément de J0; 1[U]1 ; +ecf et/ la fonction numérique dérivable et définie
sur R par :.,i;:,:} =g

Pour tout nombre réel x, 1, 1) = {Inaje™ = (Ina)a,

Sia>1, olors fest strictement croissante sur R

50 <a <1,alors fest strictement décroissante sur B

Exercices de fixation

By Les fonctions f, g, h définies ci-aprés sont Le plan est muni d'un repére orthonormié

dérivables sur B.
Calcule lo dérivée de chacune et donne le
sens de la variation,

(0,1, 10.01=1cm.
On considére les fonctions fet g définies sur
R par: [ 4 = (1,87, glx) = (04

= N
al flx) = ('9'] ' On note () et (€ ) les courbes représen-
b} glx) = 1.25: ; tatives de f et g dans le repére (0, I, J).
& hix = (2). Construis (€ et (€.

Mﬁe Etude d'une fonction faisant intervenir la fonction exponentielle népérienne

Soit f lo fonction numérique définie sur Rpar:f{x}= %,r‘ —X+XE”.
1. Détermine les limites de fen —oo et en +x.

2.0} Justifieque vx e B/ xd =[x - 1)1 -2}

b) Etudie le sens de variation de ["et dresse son tableou de varigtion.
3. Démontre que l'équation [ (x) = 0 odmet une saluticn unique a dans J1 ; +=f et vérifieque 1,59 <a < 1,6,
4. Construis la courbe représentative (C) de fdons le plan muni d'un repére orthonorme,

Pour &tudier une fonction foisant intervenir la i:'l.'.ll'l':ﬂﬂl'l exponentielle népérienne,
on peut suivre la démarche d'étude d'une fonction dans le cos général.

Exercice de fixation

Soit f lo fonction de R vers R définie por:f {x) = xet .
1. Détermine l'ensemble de définition de f.
2. Détermine les limites de faux bornes de son ensemble de définition.

3. ttudie le sens de voriotion de fet dresse son tableau de variation.
4. Construis la courbe représentative de f

Legon 5 Fonctions exponentielies el pussances



Activité 9 Fonctions puissances

6.1, Notion de fanctian pulssance

1. Définis 37 & l'gide d'une fonction déja étudide.
<. Pour tout v élément de 10 420, définis de méme

Soit @ un nombre réel,
* On appelle fonction puissance d'exposant a, lo fonction @ x ~ X"
"YXEJD; +oof, xt = pone,
" Soit 7, la fonction définie sur 10 ; +o{ par : J =

L'ensemble de définitian def estD =10 +enf,

Définis la fonction puissance d'exposant a dans chaque cas :

da=2 ba=-f;0a=001;da= -

6.2. Etude et représentation graphique

Le plan est muni d'un repére orthonormeé (0, 1, J). 01 = 2 em.
30it a un élément de RYO).

On considére la fonction numérique [ définie par : f (x) = x.

On note (1) la courbe représentative de fdans le repére (3, 1, J),

1. Détermine les limites de fen 0 et en +oc,
2. Justifie que : ¥ x €10 ; +oof, /{x) = ax*,
3. Determine le sens de variation de fet dresse son tableau de variation,

Soit a un nombre réel non nul et [, la fenction numérique définie sur 10 ; +oof par:
) =xm,

. +oo, gid <)
s |im x*=
=0

O,sid >0
{ O.sig=0
fim x%=

T = g +oo, gier > 0

« Pour tout réel x de ]0; +=0f, (f)'(x) = axo-1,

Exercices de fixation

& Colcule les limites suivantes -
a) imx® : b} limx § ;oo im x - d) lim .r"??' :
a0 r—[] X =gy o
Le plan est muni d'un repére orthonorme (O, L. 0l=2cm,
On considére les fonctions numériques f, g et /i définies respectivernent par ;
Sl =x?? giy)=y? ethix)=x"",
On note (¢ M6 ) et (e ) les courbes feprésentatives respectives de £ et h dans
le repére (O, 1, Jj. '
Construis (€ ), (¢ ) et (¢) dans le méme repere {Q, I, J).
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€.3. Croissance comparée
Soit o & N",

5 o 1 M v , T | fl
1. Justifie gue : % N { ‘;[ } yol X ="". Déduis-en . ![F_l;lm P
2. Justifie que ;x* e’ = (-1} x ‘:‘,. ol X ==x, Déduis-en . E@mff'.

: e 1 (InX = : Inx
3. Justifie que : i {_5': } oll ¥ = v Déduis-en i I_I.Tﬂ O,

4. Justifie que : x®lny = - I;‘E'.: LouX= 31[ . Déduis-en Hmu xinx.
i
S0it o & ]0 ; +oof,

L]
lim x"e*=0: lim Z-=+o0: =0: lim DX _
Lim Jim o .Tllinnrlnr ﬂ4IET'I;Iw = Q.

Exercices de fixation

BB Réponds soit par vrai (V), soit par faux (F).

\ x - Irux =
im X ; : L - £ =
o) Jm e =io i bl lm Tr=0 ; o lm, T ;i od) Em oo

pel

B Calcule les limites suivantes ;

a) Hm x%et*t | h;kﬂﬂ;m?IT ] :J:h_r&x""lrux.

6.4, Fonction u® (o € B*)

Soit K un intervolle de R, u une fonction numérique strictement positive et dérivable sur K et g la
fonction numérique définie par : glx) = (ulx))".
1. a) Justifie que g est dérivable sur K.

b) Pour tout x élément de K, calcule g'(x).

2. Détermine les primitives sur K de la fonction : x — u'(x){u{x))*

Soit u une fonction numérigue dérivable et strictement positive sur un intervalle K,
a un nombre réel et g_la fonction définie sur K par g _(x} = (uix})".

« Lo fonction g_est dérivable sur Ket vx e K, g_"(x) = ae'(x){ufx)}* .

« Les primitives sur K de la fonction w'w®, o # =1, sont les fonctions -E%Tu*“ ;

Exerclces de fixation

Dans chaque cas, détermine 'ensemble de définition de la fonction numérique 2
al flx) = {1 -2 b)) = In(x—2)F ; &) fix)= (e —2e')".

1. Soit fla fonction numérique définie sur J-oo; -2[ul0 ; +oof par: f{x) = (x* + 2x) ",
Pour tout x slément de ]=o0 ; =2[U]0 ; +oof, calcule /" (x).
2.50it [ Ia fonction numérique définie sur -0 ; O[U 11 ; +=o[ par ./ (x) = {1 - %}F‘
Colcule f*(x).

Lecon & Fonclions expdaantigies ot puissanies



APPRENTISSAGE DE LA REDACT |ON

Exercice @ calcuter des limites
Calcule lesg fimites suivantes «

Jim (2 ax e

[ comet

Cimi2- A .IiITI }13‘

Colculons les limites SUTVantes : IIm {2 - 3ne,

¥ b
m(2=3xet, im E-‘T ot Jim <

Bm (2= 3r) = oo

" l b g

i e esse M 2300 =,
[T ) ™
[Limite du produit] *
VXER, (2-3x)e" = 2¢ - Jxe”,
lim 2¢'=0
JI_“'I—‘W Axer=0 '”[.W[E We'=0
[Limite de lo Enrl'l.l'ne]
. o 3

Exercice @) Calculer des limites

, 1=

ot ¥
¥ hh-“-'l.-1 -it )

% o utilise les limites de référence pour calcule

[es limites,

= ||I'I'-I _1_21'

L

2r=1

!5'5. K=1= 2 K — =

On donne la fonction numerique /définie por: £ () = x* - 2x - Infe’ - 2).

)

Colcule - IE’E‘,J"““ rl_anw v
Eff]lrtz:*-ﬂ[
*wxeling;+=[;

fix)=x - 2x - Infe* (1 - 2¢ )]
= x! - 2 - (Infe") +In{1 = 2e-).
la<0eth<0:Infab)=Ina+Inb

Infe”) =x
=xi=3x-In{l-2¢e")

=il - % = %—In{l - 2e™")
-
i {1 -%—::;Inﬂ ~2¢7)=1

=t

| fim x* =+

= lim flx)=+o
E k-

Legon &

Paur lever l'indétermination, on met &° en
focteurdonse*-2 : @ =2=¢" (1 - 2¢ ™).

"Wxeg]n2;+xf ;

X
28 -3 Linp-2en
LIS
Jm (1= % = 2sin( = 2e )y = 1
o 00
= Jm S e,

FonCions exponursjeties us Buassaroes



Exercice @) Résoudre des équations

1. Résaus dans & I'équation : ¢ - 3* + 3=10,
2. Résous dans & I'équotion : ¢ - 4¢ ' = 0

oo

1. Posons . = ¢
eV -4 +3=0
s Faohi+3=0
e (f=1t-3)=0
w [=loui=3
o &=louyt =3
ez V=0 0our=In3
5={0:In3)

Exerc I{E'o Resoudre des inéquations

Reésous, dans K, les inéguotions suivantes
al(l):e"=2e" +etcD

difl):ln{e’-1) 20

=

gl =2+l

e (e-e)fg0

= (¢ = e)*=00u (¢ - e <0 (impossible)
o ¢ =-egul

w &=

= =1

5, =({1)

b el = 2et+ 250
Posons X =&,
(IJe=X-2X+2>0
A==y -4 xl=-4<0
YEER, X'=3K+2>0donc
YreER (e -2e'+2>0
5,r=?.

e’ -be+820
Posans X = &',
(I}e= X' -6X+8>0

2 est un 2éro évident de P, ou
PXi=X -6X+B=(X-2)(X~-4)
donc (Ic) &= (¢ =2)(e* -4) >0
s &<y oy e ra

e & €Ink Gux >2Ind
§=]-w: In2[UJ2In2 ; +=|

d) Contrainte sur linconnue x |
e=1>0ee' >1

x>0

V,=10; 4l

b (1): e = 20"+ 220
el{l }:infe’ - 1|20 :

Wdihedy

L]
« Onutilise le falt que ¢ = (¢} et on pose [ = ¢

« 5 une équation ou une inéquation comporte
¢ ™', on peut multiplier choque membre par ',

2, En multipliont choque membre par ¢, ono |
@ -hie =0 e ¢ =420

g plt = g

= 2x=n2 «» x=Ind

| s=(In2)

g l):et-be"+8>0,
. =1
fHIJJ —E']-T'é-{ﬂ.

Lorsqu'une inéquation est de lo forme Ple’) 20
{ou >0, 0u <0, £ 0), ou P est un polyndme de
degré i, on pose X = &7,

*Infe*-11s0=e-1%1
=St

= x 2 1n{2), En tenont compte de V,
5=]0;In2]

e} {I } * Contrainte sur linconnue x
e-1%0

X0

'h’l_=!'

“Infe’ =1 €0 e o' -1 21
a=lap=1%1

= DLe's]

& ¢ % 2 (0€e': toujours vraia)

& x 2 |n(2)
En tenant compte de V ,
§=]-2;0[u0;In2)

f f—% <0 es (' - e = 2] <O six # In2
=l St P

=0y <|nd

§=10; In2{
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Exerci
‘*"—‘-‘9 Résoudre des Inéquations

1.0) Onpose 1wy e B, Plx) =2x" - Ix* - S5y + 4,
Vérifie que : v v e R, PO} = (2x = 1)(x? - 3x - 4),
b) Résous dons & linéquation : Py} = 0.

2. Résous dans Vinéquation : 2¢* - 7 2 §e- - 4o,

[ Coes

1. a) annse:v:re'n,Ph-J=2x*-?xT-5x+ﬁ.

VXER, (Zx - 1){07 = Jx = 4) = 3y 4 (= -
{*E+3lx+¢=1r*~—1r=-sfx+lfﬂﬁ il

PlY) = (2x = 1)(x- 33 - 4),
b Ainsivrem, X=3Ax-G=(x+1)x-4)
Ply=(2x=1) (x + 1}x - &)

méthode _
Dans la derniére question, multiplier chaque
sor X =&

membre par ¢ et po
2. En multipliant chogue membre par ¢, ona:
2e¥ =T 25¢" — 4
Je¥ = Jet -5+ 420

2P =Te) -5e"+4z0
x =0 =] .J-. & o i p
2 Ple*) = 0, ou en posant X = &%, l'inéquation
2x -1 = - 0 + 4 devient P{x) = 0.
X -3y -4 + 0 - - & ~12¢"< 1 ou e 24, d'aprés 1.b)
Pix) = B 0-0 « < % ou € 24 (-1% e toujours vrai)

x==Ind ou xIng

Px)20 & -15x= % oux=g
54 = I=00 ; =In2Jul2in2 ; +cf,

s=[-1; % Julé ; +oof.

Exercice@ Etudier une fonction comportant la fonction exponentielle
On considére la fonction g définie sur R par : elx) = (x + 1)% -,
Soit (¥) la représentation graphigue de lo fonction  dans le repére orthonormal (O, I, J).
Unité graphique 2 cm. o

1. Calcule lo dérivée g de g et démontre que g'(x) est du signe de (1 - x%), Déduis-en les variations de
2. Dérmontre que ! e

o) im_g(x)=+oo.
b) y !I'rgmg{.r} =0 et précise I'asymptote & (¥) correspondante.
3. Trace la courbe () dans le repére (O, 1, 1).
Tu placeras en particulier les points de la courbe d'abscisses respectives -2:-1:0:1et 3
¥ 3 B "

1. 2'lx) = 2{x + 1™+ (x + 1)? (=™} = {1 - x%)e™,
v x € R, & > 0donc le signe de g'lx) dépend

Plx) est un polyntme,

Pour calculer Ig limite en +o de Plxje ™

du signe 1 - x% on développe Ply) g =
D'ol g est décroissonte sur J-o0 ; —1[ et sur Pour calculer la limite ap —o dap
11 ; e on ﬁhelﬂppe. Plx) o ZERELRLES
£ est croissante sur ]-1 ; 1[. *
- -
2. a) #I_l_rgmg(.t:l-:!lnjm{r-i-‘l} €™ = +ococar ;

& d"équation y = 0

w4 gpe+xe " =0car | ®5LOSymptot
b} lim gtx)= fim ¢=+2xe , Prote en 1o,

lim e =0,
E=—rog

fim 2xe™ =0 ;

]

lim x*e=0.
b -

Legon B Fancti
—ﬁjtmn H“ﬂﬂﬂnﬁlin“&'ﬁﬁ-‘l Puissy
neis




3. Le tableau de wvariation

s 1

B -1 1 o | |
] R T S

— .
gt) \?\ﬂf*' -_\\‘D

|~

:\\\._.Hn.u-l-‘"-.ﬂ-

-3 -2 -1 0 1 % 3 %

Exercice @ Etudier une fonction comportant une fonction exponentielle de base a

Soit ¢ la fonction numérique dérivable et définie sur B por : glx) = (1-x).3",
1. Etudie le sens de variation de Io fanction s

Z. Colcule les limites de g en +o0 et en —a,

=

LY xER, glx)= =(x - 1)etn On pourrg écrire 3" = gt
210 =~[1+ (x - 1n3)e™ = —{xin3 + 1 - In3)e™
=={xIn3 +1 - In3)3*

33 D'ol, g est stricternent croissante sur

; Y
£'lx) a le méme signe que ~(xIn3 + 1 - In3) i1 =gl
Mn3+1-IN330 e x>1-—% im {1-x)= a0

1 " 241 F—ee = lim _glx)=—oc.

s¥XEJL- s el gl <o rl_a-nmaa=+m K=
D'od, g est strictement décroissante sur sYIER, glx)= 3°-x3
(1~ s #0L. lim 3=0
-?xelw;l—ﬁg L glx)=0 JrI_i_i',!'lhm-.r:ﬂ'=i.'ll"Jr'-l-rﬂu;-'g':*ﬁ_!:"‘

Exercice@) Etudier une fonction puissance

Le plon est muni d'un repére orthonormé (0, 1, 1). 01 = 3 cm.

Soit f'la fonction de R vers R définie par: f(x) = (x + 1) = 1 gix > -1 et, f{-1)=-1.
1. Determine l'ensemble de définition de f.

2. Etudie la continuité de £ & droite en —1.

Etudie la dérivabilité de & droite en -1,

3. Etudie le sens de variation de fet dresse son tableou de variation,

4. Construls la courbe représentative (C) de / dans le repére (0, 1, J).

C e

L-1eg, u étant une fonction et & un nombre de réels,
Et, sur R \(-1), x € 9, = x+1>0 la fonction " est définie pour tout nombre réel
= x»-1 x tel que u(x) > 0.
E'E_rE [_1 1 +':I:{
2. lim (x+1)=0et lim x™* =0 cor 32 >0 D'ow, fest continue & droite en -1,
5 Six)-11-1) [+ 1)
g =1, . = e
D'ou, J_';E,flﬂ J_';ﬂ x-(-1) _J_'_?, x+1
« lm fE)=t-1) = lim (c+1)* 7 =0cor 3/2 -1>0.
_}— 5

Legon 5 Foanctions axponentielies et pulssances



O'ol, f est dérivable & droite en -1 et &, 7
fdi-1)=0.

ﬂr:_nl:. {¥') odmet une tangente horizontale au ;
point d'abscisse ~1.

3-VXE[-1 4ol S (x) = 3/Z (0 + 1) et
J7x) > 0, donc fest strictement croissante sur

I

[=1; 4oy,
X '1. o 5 0 |
f'ix) |0 +
+aty -1
) o fﬂd__.__da- 1

S S = i G+ 1) -1 = oo

Legan 5




Resume de cours

@ Fonction exponentielie népérienne
1.1. Definition

On appelle fanction exponenticlle népérienne, el an nate exp, la bijection
réciprogue de la fonction logarithme népérien,
EL, ¥ v e R, explx] = ¢,

Conséquences de la définition

« L'ensemble de définition de la fonction exp est R,
expill=1let exp{l)=e

» YXER exply)>0

« Lo fonction exp est dérivable sur &

« La fonction exp est strictement croissante sur B,

s YIER Inle)=xetvxelD;+x] e~ =1

« VAER, VYye]l +x],¢'=y = x=Iny (onooppliqué In membre & membre).

1.2. Propriétés algébriques

m Pour tous réels a et b, et pour tout nombre rationnel .

o 200 = it i -E""E'El.' N £|.=E'M: o &= (Y.
[

1.3. Fonction dérivee de la fonction exp

La fonction exp est dérivable sur R,
YrER, [exp)lxl=expx=¢.

Pour tous réels a et b,
cfeet moa=b ; @< w a<h ; (@>e waxh)

1.4. Limites de référence
. : e : [ i i N
. ,".“_"TEEU:' dl:-l'l;lﬁE'=*‘:¢, « Bm xe'=0; « lm “—=+x; . .IHTE-_'L

PR PO § X

1.5, Représentation graphique

| = |-= b

| e -
)
& _ﬁ

0

Soit (¢ ) la courbe représentative de lo fonction exp.
Soit (T} 1o tangente & (¥} ou paint d'abscisse 0. & 9

Ona(M:y=x+1




Résumeé de Cours

a Equations - Inequations

= Pour tout nombre réel a élément de |-« ; 0]
- L'équation : ¢' = a, n'a pas de solution dons .
- L'ingéquation : ¢" = @, n'a pas de solution dans K.
= Pour tout nombre réel a élément de ]0 ; +={.
- L'équation ; &' = g, e x = lna, | )
- Les inéquations : ¢' < a, &' > a, ... sont respectivernent équivalentes ax€lna, x = Ina,..
= Pour résoudre une équation du type Ple’) = 0 ou une inéquation du type
Ple") <0 (P(e”) 2 0, ...}, on pose ¢* = X, avec X > 0, et P un polyndme.

a' Dérivées et primitives
3.1, Dérlvée de ¢*
m Soit « une fonction numérique dérivable sur un intervalle K et fla fofeson

définie par : £ (x) = &9, ——
Lo fonction fest dérivable sur K et, v x €K, f"(x) = u'(x}e™".

3.2, Primitives de fr'e"

m Soit & une fonction numérique dérivable sur un intervalle K et fla fonction
définie par : / (x) = u'(x)e*. -
La fonction fadmet des primitives sur K et les primitives de [sur K sont les
fonctions F telles que : ¥ x € K, Flx) = & + ¢ {c € R).

0 Fonctions exponentielles de base a
4.1. Définition

m Soit & un nombre réel strictement positif et différent de 1.
= Pour tout nombre réel x, a° = ¢,
« On appelle fonction expenentiefle de base a, la fonction : x «— a*.

Exemple
La fonction exponentielle népérienne (x = &') est lo fonction exponentielle de base e.

4.2. Propriétés algebriques

m FﬂurtmﬁﬁetbéléTEntﬂdE]ﬂ:'l'm{ﬂtpnurmus nombres réEIfr.TEt}-',
4 ey e i g AmLgne Tl
Ex@=a ;G =@ k=a i @Y=av ; axbi=(aby ;

f-(8),

Legon & iii Fonction
n %I'IHHHB Btpumﬂm



Résume de cours

4.3. Limites de référence

m Soit o un élément de B *\(1).

Sia>1,alors:
v lim g'mexel lim L=4m
T'_""'-"-'- e TR
- T'_E'EIE.H"=U
S5i0<a<, olors:
s lim a'=0
L
T e -ﬂ._
= ..ll@tﬂ =+oet Nm_ S

4.4, Elude et représentation graphique

Le plan est muni d'un repére arthonormé (0, 1, J).

Soit @ un nombre réel de 10; 1{U]1 ; +oc[ et £ lo fonction numérique dérivable et définie
surRpar: f (x)=a",

On note (C ) la courbe représentative de f- dans le repére (0, 1, J).

Pour tout réelx ; f (x)= e et 280 = (ng) £

O<a< @>1
| Limites et branches infinies
lim a'=+m0 lim a* =0
Il'Il""lﬂ I e
lim a'=0 [im a*=4o0
=" X — ol
'ﬂ_.= g_“=
|1Em:«a x e ;_I_?“-l-gu. X e

= (¥ ) odmet en —oo une bronche porabo- | « Lo droite (O1) est une asymptote & ()
| lique de direction celle de ladroite (0J). | gp -m,

« Lo droite (O) est une asymptote 8 (€} |, (¥ ) admet en + une branche parabo-
en +oo, Irque de direction celle de la droite (OJ).
Dérivabilité
. J|': est dérivable sur B
« Pour tout nombre réel x, £'{x) = (Ina)e™ = (Ina)a’,

Sens de variation
vxeRSfx)<0 vxeR,f'lx) >0.
I D'ad, f, est strictement décroissante sur B. | D'ol, f, est strictement croissante sur
I R
Tableau de variation )
I x —0 +0 X =00 3
£ - £ :
5 +o
0




ﬁEEumé de COurs

Exemples

Pour tout nombre réel x, Ly
vyeERE T { ¢ )

=g-=(F) =05y

1
251et0<05<1. E:-letﬂ:.f-c:‘i

© Etude d'une fonction faisant intervenir 1a fonction exponentielle népérienne

Paur étudier une fonction foisant intervenir lo fanction 'EHPHHE'I'ItiIE'llE. on peut suivre leg
étapes de 'étude d'une fonction dans le cas géneral.

a Fonctions puissances

&.1. Notion de fonction puissance

m Soit @ un nombre réel.
On appelle fonction puissance d'exposant g, lo fonction de R vers i
qui & tout x associe X,
Et, ¥ x €]0; +o[, x*= ™.
Ensemble de définition
Sait & un nombre réel de R et £ \a fenction numérique definie par fix) = x° est J0 - 4]
6.2. Etude et représentation graphique

Le plan est muni d'un repére orthonorme (O, I, J).

&ait @ un nombre réel de =\{0} et /. la fonction numérigue définie sur JO ; 4o, par: fix) ="

On note (€ ) la courbe représentative de f  dans le repére (O, L, J).

_

a<0

=0

Ensemble de définition et calcul

o =10 +ocf
«YXEJO; 4, yo= pim

= e

Lecan 5§ iiil
Fonciions Expanentisiias at PuUISSANCes

il



Résume de cours

_Limites et branches infinies

: limi v = 0
2 v~}

« Im k" =4+
e limx"=+m0 P #
r=0 Si0<a<lalors lim % =0
e lim x*=0 ki
i == 4o ﬁu}ir H,l'l;l %:-H:ﬂ

» Lo droite (0J) est une osymptoted (v ). | ) nd.:ll:ﬂ:;n +ao une branche porabo-

= Lo droite (O1) est une osymptote & v ) | lique de direction celle de lo droite (OI)
[ 8n o, ’ lorsqueD<n<l,
| » [ ) odmet en +20 une branche parabo- |
| lique de direction celle de lo droite (OJ)
'] larsque a > 1.

Dérivabilité et fonction dérivée
= [ estdérivable an tout peint de ]0 ; +x{,
» YxEll; o, ((){x)=ax-!.
Sens de variation
J'(x) ale méme signe que o,
¥xel0; ], ') <0 VX Eell; +eof, [Mx)>0
S, est strictement décroissante sur J0; +xf, [, est strictement croissante sur ]0 ; +aof,

| Tableau de variation

S—

[ x 0 +o0 x - o
| £ - L | ¥
L ) o fi | +o
& "‘“—nh__h L] -
| _'_,_,.,—'—"'_F
E;emp-ln de représentations graphiques 4|
Courbes représentatives (), {Tf et () Méthode
des fonctions numériques f, g et h définies | Identification de I'allure & I'oide d'une
} [l
=gl =xt et hlx)=x 8zl
fix) E:I L'allure de (" ) sur }0; +oof est celle de la
e>1,0< — <1et ~<In3<0 courbe de la fonction : ¥ — x!
f H L 1] o 1 5

L'allure de (¥ ) sur ]0; +2c[ est celle de lo
courbe de la fonction = x — x|

s

L'allure de (¥ Jsur J0; +ocf est celle de la
courbe de la fonction : x — % ;

Legon 5 Fonctions exponentislies et puissances.



Résumeé de cours

I.-":'; Ch'llli."_-'.l“-“'-r\:. '-"“‘f'l'll'la"lr-l:'rr!-

m SoitaeRm:

i

T""l\'.rﬁ I|-.|gull"

lim 1 _ g, lim x“Inx = 0,
o s g @ Ik
lkl‘ﬂml_ﬂ"ﬁ =0

6.4, Fonction u*

S0it 1 une fonction définitive sur un intervalle K et .

» La fonction x ~ (u(x))* est définie pour tout x tel que u(x) > 0.
= 5 1 est dérivable et strictement pasitive sur K, alors :

- lo fanction u* est dérivable sur K et (1)’ = at'te ' ;

i Low +e,cERetaz -1,
- les primitives sur K de la fonction w'te sont les fonctions —TTu c,0ER #

N e

. Fﬂ!‘h:ﬂnﬁﬁ ﬂhﬂﬂl‘lﬂntm"eﬂ e



Exercices de renforcement

B festune fonction de B vers B

Calcule, dons chague cos, les limites de Soux

bornes de son ensemble de définitian,

Lit)=e'-xi+x=1;2flx)= _',;'.: T
3. = 41

= |

5~Itﬂ=f;~;:—g i S S=in( 52

&
9. f(x) = ;—1'_‘3% 10,/ (x) =#'_;1.
i1
11. A =1 R
I{t} X i II.ILI'} W
BfW={5e" ;14 (=i 5

15. £ (x) =IE"-I]I ﬁ;.fé‘-l

{2 Démontre que :

YxeR, In(l+e&¥) =In(l+¢ ) =3y
A el
1 A+e "
P |
P T

13 Démontre que:¥XeR, 1~

=
a
Y

w Démontre que : ¥ X R, i.:

5 Résous dans R I'égquation et lnéquation suivantes.
2. (x+4){elx-1) >0,

l.efvr+2e3x-3=0;

(8 Résous dans R, I'éguation suivante :
=Gelr+ 17elr + 16e°-5=0.

Résous dons B % R les systémes d'équations

suivants ;

LAl AL ST
'8 Calcule: . .

o im S5t i b) jim St

: £ =X
Q) e =Rt BT oy

'8 Calcule les limites suivantes ;

e’ —1 ; i 3 aaed.
u}:m o i b} lim & gy

o dm_(r+e? ;d) lim (v
: f) Im e¥-3¢'-2;
¥ == og

el fim_fx+1)e"
g} |irp1x+z'-ﬂt.

Legan &

& f ()= x4 xot

g =2

7./l =3x-Infe +1) ; &f 1) =(x - 1}e 7Ty

=0.

' A0 Détermine les limites suivantes,

L oEm 1T . o2 um (2es e
y y={ by * ._l--‘hu !

T Déterminela limite suivante: ."'!L e verpel

13 Démontre que pour tout nombre réel x :
| (e =elte M+ 1-e Ve

43 Colcule les limites suivantes :
Jm 25 =2 ym 521,
A& Détermine les dérivées des I‘n:w:‘tims suivantes :
110 = (rt- 20)e; 2. (1) =+ e
3./ = Sy
45 On considére la fonction définie sur R par:
Six) = (ax + bx*+ cx + d)e™ dont le tableou

lim

B T &1

de varration est :
| x —x _E_ F) +0 |
S ) - 0 = 0 =+
a0
"-,___-‘_‘-‘i_g
S ~
~18 ot
Détermine a, b, c et d.

48 Soit la fonction [ définie sur R por :

Fix) = {4 - x) e,

1, Détermine la limite de fen -,

2. Détermine la limite de f en +oe, puis
interpréte graphiguement le resultat.

47 Soit /* lo fonction définie sur & par:
fl)=1-¢"

1. Démaontre que pour tout réel x <0, f(x} < 0.
2. Démontre que pour tout réel x 20,02 (v} < 1.

8 Détermine le signe de chacune des expres-
sions suivantes sur K :

a)i-e ; Ble*-1 ; cle¥-e'*
de-et ; el1-2k
@8 1. Résous dans R I'équation (E) :

9x-3x-2=0.
2. Résous dans R |"équation (F}

I3x5"-8x5"-3=0.

Fonctions exponanticlles & puissantes




20 Résous dans R chacune des équations I b) Erudie le signe de la dérivée de / puis dresse

suivantes, le tableau de variotion de la fonction f.
&y AsE e 4. Détermine une équation de la tangente (T) 4
a) t 24 l:' “{"g ]] H la courbe H.Jj au point dobscisse 0.

5, Troce soigneusement lo courbe (¥ ), en indi-

bl 4%+ 1= (356)0 1, quant Io tangente harizontale et la tangente (T),

21 On considére la fonction fdéfinie sur R par : 35 Poul, étudiant de 19 ans de corpulence
M) =x3 ¢ ) est sa courbe représentativedans | moyenne et jeune conducteur, boit deux
le plan rrivni d'un repére orthonormé (0, I, J). verres de rhum, Lo concentration C d'alcool
1. Détermine les limites de f'en —o et en 4. (en g.L ") dans son sang est modélisée en
2. Etudie les variations de fsur R puis dresse | fonction du temps 1, exprimé en heure, par lo
sen tableou de variation. fonction f définie sur [0 ; +{ par Al =2te.
3. a Etedie lo branche parabatique de fen -=, 1. Etudie les variations de o fonction fsur

b) Détermine une équation de la tangente
(T) & la courbe () ou point d'abscisse 0,
4, Trace {1, (T) et les asymptotes éventuelles,

I'ntervalle [0+

2. A quel instant la concentration d'olcool dans
le sang de Poul est-elle maximale ?

22 On considére la fanction fdéfinie sur R~{~2} Quelie est sa valeur 7 Arrondis & 10 ** prés,
par : flx) = ¢+, (') sa courbe représentative. 3. Coleule lim  2te ™.
1. Détermine les limites oux bomes de Interpréte le résultat dons le contexte de
l'ensemble de définition de f. Donne une lexercice.
IEICIILON ApGUE Bl AL 4, Paul veut sovoir ou bout de combien de
2. Etudie les variations de f. temps il peut prendre sa voiture. On rappelle
3. Détermine une équation de la tangente d la gue lo législation autorise une concentration
courbe (') au paint d'obscisse 1. maximale d'alcosl dons le sang de 0, 2 g. L™
— ] ) POUT Un jeune conducteur,
23 Soit lo fonction fdéfinie sur B, paor: a) Démontre qu'il existe deux nombres réals
_ﬂ-ﬂ= %._ %{E"""Lﬁ'l.ﬂﬂﬁﬂhﬁ;ﬁﬂ L8 et -’Itelsql.u! :f‘f:] =_|I"1.r‘.:}=1.'r,2.
courbe représentative. b} Quelle durée minimale Poul doit-il
1. Calcule fi~x). Que peut-on conclure sur {t ) attendre avant de pouvoir prendre le
2.Colcule tim flx) puis déduis-en  lim_flx). volont en toute légalite 7
variation de la fonction /0 F'm':':""" Tu pourras coleuler f(4) et rentrer bo
4. Démontre que 'équation flx)= 0 admet une fanction g = /- 0,2 et utiliser lo méthode de
unique solution a dans l'intervalie [0 ; +x{, puis dichotomie,

justifie que 'équation flx) = 0 odmet exocte- On considére la f !
ment deux solutions sur & et que ces solutions % Rdéﬁ":‘ onction numérique g de [1; +xof
sont opposées, Gizids e par: gly) =" =y,

La fonction g est deux fois dari ;
24 Soit la fonction fdéfinie sur R parflx)= fivable sur [1; +odf,

i . 1. a} Justifie que la fi . I
i ETTE a Tonct '
On note (1) sa courbe représentative. pst "'L'i‘:tﬁmﬂﬂttruigsuni;?n dérivée, g' de g,

1. o) Justifie que: YA€ R, e’ -x>0. bl Justifie que : v v ]1 ; +cnf, g'(x) > g
b} Déduis-en I'ensemble de définition de /. 2. Démontre que : v rell - ﬂ[ g .
2.0} Démantre que si x#0,ona:flvh= ——. iealibii
o Bt quitl 170, 6na: ) .’-;__ 1 3. Justifie que lim i'; = da,
b} Détermine les limites de fen +oo et en -, o
Interpréte géométriguement les résultats, ¥ ot (neERT)

3. a) Détermine lo fonction dérivée /' de f, _ (Tu pourros foire le thangement : y =

X

U JI‘.IE[iﬁ-E due: him

il

G Forctions exponeniipnes o Piissan
ces



2% On considére la fonction numeérique fontinue |

et définie sUr | par : ||‘.[_-,‘:| ={2r+ 1)pt -7,

On donne la fonction numérique F dérivable et

définie sur & par: Fx) = (ax + Hle' * a
sont des nombres Iréals.{ & et

Déterminf_: les nombres réels o et b tels que F
est une primitive de [ sur B

* Le plon est muni d'un repére orthonorme
(0, L, J). Unité graphique : 1 em,

On considére la fonction f'de R vers R définie

par: fix)= :—.—%

La fonction fest deux fois dérivable en taut
point de son ensemble de définition. (v
désigne lo courbe représentative de f,

1. Justifie que le point Aflln2 ; %‘p est un centre
de symétrie de (¥ ).

2. Calcule les limites de [ oux bornes de son
ensemble de définition.

3, Etudie le sens de varigtion de fet dresse son
tableau de variation,

4. ) Justifie que la droite (T) : y = 2x + 3, est
tangente & (¥') ou point d'abscisse 0.
b} Justifie que : v x eR\{In2],
-2¢" (2" —2)(e" + 2
Déduis-en lo position de () par rapport 4
(T} sur J===; In2[.
5. Trace la droite [T) et construis (7).

¢ Le plan est muni d'un repére orthonormé
{0, 1, J). Unité graphique : 1 cm.
On considére lo fonction f de B vers R définie

X
-8
par: fix)==x+1+ 5.

On note () la courbe représentative de /.

1. Démontre que le paint A{2In2 ; g =2In2} est
un centre de symétrie de (¥7).

2. Calcule les limites de f oux bornes de son
ensemble de définition,

3, Vérifie que ; vx € RY2in2},

B q2e" 16
fixy== ET"_T
4. Erudie le sens de variation de f et dresse son
tableau de variation. {On prendra :

finte-2/5)1=3,19 etflin{6+2 /5 ))==057].
5. g} Viérifie que : ¥ x RM2In]),
) =-x+3-5=7

b} Verifie gue : ¥ eBY2In2},

i) =-x+2-5

——

e -4

%2

a3

6. a) Justifie que lo droite (D) : y = -x + 2, est
une asymptate d (¥ ] en +o,
b} Etudie lo position de (v} par rapport & lo
droite (D).
7. a) Justifie que lo droite (DY) : ¥ = -x +3, esl
une asymptote a (¥ ) en -,
b) Etudie la position de (V') par ropport & la
droite (D).
8. Trace les droites (D) et (D) puis construis (¥ )
avec soin.
9, Trouve une primitive F de  sur |- ; 2ind{
(sans le symbole de la valeur absolue).

| On considére la fonction [ de [0 ; +of vers B

Siy=x"six >0
floy=1
Etudie la continuité et lo dérivabilité de fen 0,

définie par :

| On donne la fonction fde [0+ vers R

définie par:fiv) = (35 | six#0etf10)=0.
Etudie la dérivabilité de fen 0.

On donne la fonction fde [0 ; +=of vers R défi-
=k
njﬂpﬂr:.,r'txh{-';{—zjl six#0etf{0)=0.

Etudie lo dérivabilité de fen 0.

Exercices d'approfondissemeant

Le ptan est muni d'un repére arthonormé {0, 1, 1)
o0 l'unité grophique est le centimétre,

On considére la fenction numérique g définie
sur J-0; -1[U[0; +o[ par:gir) =( <) * s
xEl0etg(0 =0

Le fonction g est dérivable en tout peint de
son ensemble de définition.

On note (¥ la courbe représentative de g,

1. Justifie que : im_ gld=1, Ilrnt g2} =40,
jl£1ﬂ,g{t!|=ﬂet lim gl =1.

2. Etudie la continuité de g en 0.
3. Justifie que g est dérivable en zévo et g'{0) = 0.

4. Etudie le sens de variation de o et dresse
son tableau de variation.
5. Trace (') et ses asymptotes,

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(0:1;1). OI=2cm.

Partie A

1. Ondonne la fonction i de R vers R définie par :
A(x)=xe' - 5.

a) Calcule les limites de /i oux bornes de
son ensemble de définition.

Lecon 5 Fonctons expononiielies & pussances




b) Etudie le sens de variati
tion de /i et
50N tableou de variation, I et dresse

El:‘.l Justifie que : I'dquation - Ifx) =0, a dans
‘intervalle [=1; +=[ une uni [

; H que solution
comprise entre 1,32 et 1,33, o
d) Justifie que ; { vve |~ vy < 0

vxe b4 ol iy =0
2. On considére lo fonction £ de R vers B
définie par: g(x) = ' - Sinx - 5,
a) Caleule les limites de g aux bornes de
son ensemble de définition,

b) Etudie le sens de variation de g et dresse
son tableau de variation,

¢ Justifie que : I'équation : glx) = 0, a dans
lintervalle 10 ; »[ une unigque solution a
telle que : 0,51 < a < 0,52,

d} Justifie que : I'équation: x € [2,18: 2,19],
glx) =0, odmet une unique solution 7.

&) Justifie que :

| vie |ne[u]g: & = LX) >0
weelafl g <0

Partie B
On donne la fonction fde R vers R définie par :

{ Jix) = e" — Sxin(x}
Sfioy=1 ’
On note () la courbe représentative de _,|I" dans
le repére (O;1; ).
1. Viérifie que : f (a) = &* + (5 = &a
2. o) Caleule la limite de fen +.
b) Justifie gue (¥) admet en +oo une branche
parabolique.
3. a) Justifie que [ est continue en zéro.

b) Etudie la dérivabilité de f en zéro,
Interpréte graphiguement le résultat.

4. Etudie le sens de variation de f et dresse

son tableau de variation, :
5. Construis la courbe () avec sain.

Le plan est muni d'un repére arthonormé
direct {0, I, J). Unité graphique : Tcm.

Partie A .
On considére la fonction [ de B vers R définie

: ‘=1
Pﬂf:fﬁl='“|“"h“-

On note () la représentation grophique de i3

dans le repére (O, 1, J).

Legon 5

F

1. Justifie que lo fonction [ est impaire,

2. Caleule les limites de f aux bornes de son
ensemble de définition.

3, Justifie que : ¥ x € K,

(6" - 1)le’ - &) < Des x €]-2In2; 2In2[.

4. Viérifie que, pour tout x élément de
A -15¢'
R\-2in2; 2in2), 0= T e =4

5. ) Etudie le sens de variation de /.

b) Dresse le tableau de variation de f.
6. Soit¢la fonction définie sur J=2In2 ; 2in3;
par: @x)=/(x) - -g-,r.

a) Viérifie que, pour tout x élément de

J-2In2; 202, ©'00 = Frre s T = -

b) Etudie le sens de variation de ¢.

c} Justifie que :

[we lalulg; + 2l g0 =0

vielofl gty <0

7. a) Détermine une éguation de lo droite (T)
tangente & (¥') ou point d'abscisse 0,

b} Etudie lo position de (¥") par rapport 4 la
draite (T) sur J=21n2 ; 2In2[,

8. Trace la droite (T) et construis (¥) avec soin.
Partie B

On désigne par () l'arc de [€) relotive &
l'intervalle ]-2In2 ; 2In2[.

On considére lo fonction g de R vers R définie

por:n( 54 ).

On note (I") lo représentation graphique de ¢
dans le repére (0, I, J). i

1. Justifie gue (¥ o 0 pour équation :

y= In{ —"“_f'-‘_—_; }

2. On donne la transfarmation r du plan

d'expression analytique - { J:r_: f
o) Détermine I'écriture cnmplex: de .
b Etudie la transfarmation r.

3. a} Justifie que (™) et I rlo
rotation r, MEARA e

b) Denne les asym i
_ ptotes de (") puis
construis (M) soigneusement,

Gnctions eaponantioies &l puissances



38 Le plan est muni d'un repére orthanormé
(O, 1, J). Unité graphigue : 1 em.
Partie A

On donne lo fonction g définie sur R por ;
gl =(x + 1)et-* + 1,

1. Calcule les limites de ¢ oux bernes de son
ensemble de définition.

2. Etudie le sens de variotion de g et dresse
son tableau de variation.

3. Justifie que I'équation : g{x) = 0, admet une
unigue sclution a telle que : -1,13€a<-1,12.
":r-.5f—u=~,u[ Lix) <0

&. Justifie que :
vxe la; +oof gy >0

Partie B
On considére lo fonction fde B vers B définie
par: fx)={x+2)(1 -9,
On note (¥) lo courbe représentative de f.
. ) (a-1y7
1, Vérifie que: fla) = “—r—.

a+1
2. Colcule les limites de faux bormes de son
ensemble de définition.
3.0) Vérifie i vxe R, "{x) =g (x).
b} Etudie le sens de variation de fet dresse
son tableau de variation.
&, On donne lo fenction & définie sur [0 ; +o0f
par: hix)=f{x) = 3x+3.
a) Justifie gue la fonction dérivée i de h est
strictement décroissante sur [0 ; o],
b} Vérifie que : h"(1) = 0.
¢} Etudie le sens de variation de h.
d) Justifie qgue : v x [0 ; +x[, hlx) < 0.
5. a) Justifie que la droite (T) : y=3x - 3, est
tangente & (€] ou point d'abscisse 1.
b} Etudie la position de {¥°) par rapport 4 la
droite (T} sur [0 ; +ocf.
6. Justifie que [¥') admet en =20 une branche
parabolique de direction celle de la droite (OJ).
7. a) Justifie que la droite (D) : y=x + 2, est
une gg,:lr[npt.ﬂt.& f ﬂ'if: :| By oD,
b) Etudie lo position de (') par rapport 4 la
droite (D).
8, Trace les droites (T) et (D) puis construis () .

37 On considére la fonction numérique f définie
par: flx)=x'+x - 2lnje = 1. .
Lo fonction fest deux fois dérivable en tout
point de son ensemble de définition.
On note () la courbe représentative de fdans
le plan muni d'un repére (O, 1, J).

Legon B

- Partie A

XY Fonctions exponentielles el purssances

1. Justifie que la fanction fast paire.
2. Justifie que : Iimg flx} =4,
i
Interpréte graphiquement ce résultat.
3, Calcule la limite de fen +0 puis justifie que
IIm-‘IrE =+,
.0 X

=

Donne une interprétation graphigue de ces
résiltats,

4. Vérifie que ;¥ x €R",f(x) = 2= 1= 52
et f"lx) =2+ 2 e

5. Justifie que 5:1 fanction dérivée ' de [ est
strictement croissante sur J0 ; +oaf.

6. Justifie que l'équation ; x € ] ; +=,

x)=0, odmet une unigue solution a comprise
entre 1,04 et 1,05.

vie el fixy <o
viclut=| Sz 0"
8. Etudie le sens de variation de fet dresse son
tableau de variation {tu prendras [ (a) = 0,92).
9. Soit @ un élément de ]-oo ; O] et (Ta) la tan-
gente a (¥') au paint d'obscisse a.
Etudie la position de (¥) par rapport & (Ta) sur

J-=; 0.
10. Construis [€).

7. Justifie que :[

On donne la fonction numérique fdéfinie sur
10 =1(UJ0; ool par f(x) = xin(1 + +).
Lo fonction [ est deux fois dérivable en tout

point de son ensemble de définition.

1. Viérifie que : v x €)-a0 ; —1[U]0 ; +oof,

1 1 o v
_;"-'Lﬂﬂln[i‘l-E]—I“‘ et f"{x)= ;W

2. a) Justifie que : . En;im_,r‘Lx]=::| gt : ETWJPN =0,
b) Etudie le sens de variation de /.
Déduis-en que : vx & J-ao;-1[U]0 +of, i) = 0.
3..Ju5tiﬁe que: Ijrgw_}'h'} =1, .r“—l?l : Sflx) = +am,
,;il-.. 1=0et I!!"Lﬁ"]:'l- <
o

Partie B

Le plan est muni d'un repére orthonarmeé (0, 1 1)
ol I'unité graphique est le centimétre,

On considére la fonction numérique g définie
sur J=oo ; =1[U[0 ; +oof par: glx) = (1 +: jr
sixg0etgl0)=1. '




Lo fonction g est dérivable en tout point de | 40 Le plon est muni d'un repére orthogonal (0, 1, )

=on ensemble de définition.

On note (v ) la courbe représentative de g
dans le repére {0, 1, J). (Tu utiliseras le fait que;
VX el 1[I0 ; o], i) = o 0,

1. Justifie que : Jim gfc)= et : Iiﬂn1 £ly) =+

uis colcule i im ol
P e prﬁ;.:tt} et lim gl

2. 6) Etudie la continuité de i en 0.
b} Justifie que g n'est pas dérivable en zéro
et que lo droite (0J) est tongente & (¥ ) ou
paoint d'abscisse 0.

3. Etudie le sens de variation de g et dresse

s0n tableau de variation,

4. Construis (Y ) et ses asymptotes.

Le plan est muni d'un repére orthonormé
(@, L, J). Unité graphique : 2 cm.
On considére les fonctions et g de B dans &

définies par: | fix)= { xX- % }r-:s}.r #0-
fioy=0
etglx)=x'-xl+x+1,
{v ) désigne la courbe représentative de /.
Partie A
1. Etudie les variations de g.
2. Justifie que 'éguotion : x € R, glc) =0
admet une unique solution & dans B,
3.0) Justifieque ;-1n=0.
b} Détermine, par bolayoge, un encadre-
ment de o d'amplitude 10 2,
&, Etudie le signe de glx} suivant les valeurs
de x.
Partie B
1. Colcule les limites respectives de { en +uo
et en -,
2. a} Colcule les limites de [/ & gouche et 4
draite 2n ZErog,
b} Etudie lo continuité de [ en zéra,
ftx)

3. a) Calcule:: ‘Fn'_nl:I -

b} Interpréte graphiguement le résultat
abtenu,
&, Justifre que ; pour boul x de B*,
fw= £
5. o) Etudie les variations de A
b} Dresse le tobleau de variotion de /.

41

Unités graphiques : 2 cm sur (O1) et 0,5 em sur (0y)
On donne les fonctions f et g de B vers B définie,
par: f{x]={x"+x ¢ IJr': et glx)=2x'-x -1,
(v ) désigne la courbe représentative de /.

Partie A

1. Factorise grix).

2. Détermine le signe de g{x) suivant les
voleurs de x,

Partie B

1. Colcule les limites respectives de f en +x et

£ =00,

2. Calcule les limites de lo fonction /& gauche

et & droite en 0.
flx)

3.q) Caleule ﬁn;':l_

T ouhestleprolongement

par continuité de f 4 gouche en zéro.
b} Interpréte graphiquement le résultat
obtenu.

4, Justifie que : pour tout xde ", flx) = "Efﬁ et
5. Dresse le tableau de voriation de [
6.a) Calcule : Em @ et fim !-Er—f ;

T =T
b} Interpréte graphiguement le résultat
obtenu.
7. Construis la courbe (% ).

I == 530

Le plen est muni d'un repére orthonorme
(0, 1, J). Unité graphique : 1 cm.
On considére la fonction (de R dans R définie
par: My ={x+1)ei " siv 21 .
) fin=0
{€) désigne la courbe représentative de fdans
be repére (O, 1, J).
Partie A (Etude de lo fonction /)
1. a) Calcule lo limite de fen +o et en —=.
b) Calcule les limites de [ & gauche et a
droite enl. '
2. a) Etudie lo continuité de fen 1.
b Eth;[[e la dérivabilité de fa droite en 1.
3. o) Etudie le sens de variation da [
bl Dresse le tableau de variation de /.
Partie B

(Représentation graphique de la fonction /)

1. Justifie que la droite (T : v = Vo v+ o5 oSt
tangente d (¥ | au pnint{ J‘ak:“is'rg:!f;: R
4. Justifie que la droite (D) : v = X, est uné
osymptote 4 (Y ) en +20 ot en -,

3. On donne o fonction 2 de B dans ® définie
parield =M -{/ex+ /& i
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ol E:}l::lﬁ.lle,[:'t-‘]] et donne larrondi d'ordre 7
de @'l 5.

b) Verifie que : vy g LATRE

Y e5

-1t

¢} Etudie le sens de wariotion de

d) Justifie que : '

"-""-I . l| -|1.+x|::‘-:.ﬂ i

I el 1l glin o
Fi-1=0

.1-.'I1t ..} =

Vi e |t elx)= 0

e bt <o
e 10 position de (T) par rapport & |

courbe (v ), Pt ragpe ’

4. Soit it la h:un::tin-n définie de R*\(1) dons B
LR 1
X

e} Justifie que ;

par: iy} ==—¢ vv -1,
o} Donne un arrondi d'ordre 2 de b
b} Calcule les limites de i en —ac et en +a0,
¢} Etudie le sens de variation de Jr,

d) Détermine le signe de fi(x) suivant les
voleurs de x,
e} Etudie la position de (') par rapport 4 1o
droite (D).

5. Troce les droites (D), (T) et construis ().

L'atmosphére terrestre contient de I'azote qui
est transformé sous l'effet du rayonnement
cosmigque, en carbone 14, radiooctif, noté »C.
Les étres vivants contiennent donc du *C qul
est renouvelé constamment. A leur mort, il
n'y a plus d'emprunt de *C & lextérieur et e
carbone *C qu'ils contiennent se désintégre.
Le temps écoulé depuis la mort d'un étre peut
donc étre évalué en mesurant lo proportion de
o qui lui reste,

Soit N{r} le nombre d'ctomes de 14, existant &
I'instant t, exprimé en années, dans un échan-
tillon de maotiére organique.

La vitesse de désintégration est proportion-
nelle ou nembre d'otomes présents.

En oppelant N, le nombre d'atomes de “C
initial, N{f) = N g "8en8,

1. Quel est le pourcentage d'otomes de cor-
bene perdus au bout de 30 000 ans 7

2. On appelle période (ou demi-vie) du cor-
bone 14C, le temps ou bout duguel lo moitié
des atomes se sont désintégres.

Détermine la période du “C (4 1 on prés).

3. On analyse des frogments d'os trouvés dans
une grotte. On constate qu'ils ont perdu 40%
de leur teneur en carbone.

Détermine I'age du fragment d'or,

41 Lo hautewr, en matre, d'un plant de mais & [5ns-

tant | st modélisée por la fonction f définie sur

[0; 4 por: M} = 5" iar 001 £ est exprime

en jour, i et b sont des constantes réelles.

O sait qu'é Finstant 1 = 0, le plant mesure 0,1 m
&t que 50 houteur tend vers 2 m.

1. Détermine a et b, .

2. 0n a représenté lo courbe de la fonction 4.
La vitesse de croissance du plant de miis cor-
respond & la dérivée de la fonction h.

A l'oide du grophique, détermine une voleur
approchée de l'instant { ol lo vitesse de crois-
sance est moximale. _

A quelle houteur du plont cela correspond-il ?

Feyubier |on v
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Un inspecteur de police qui arrive sur le liew d'un
crime dermande au midecin légiste de prendre
la température de la victime, Elle est de 32°C.
1l prend lo température de lo piéce, qui est de
20° C. Une demi-heure plus tard, lo termnpéra-
ture de la victime est de 31° C.

La Ioé de Newton sur le refroidisserment d'un objet
en milieu ambiant permet de modéiser la term-
pérature de la victime en posant T{f) = Ae ™+ 20
ou | représente le temnps, exprimeé en heures,
depuis ta mort de lo victime et Tir} lo tempéra-
ture de la victime & l'instant ¢, en degré Celsius.
On admet qu'd l'instant du crime (f = 0), la
température du corps était de 37° C

1. Détermine la constante c.

2, Détermine I'heure du crime.,

On s'intéresse 4 la chute d'une goutte d'eau qui
se détoche d'un nuage sans vitesse initiole, Un
modéle trés simplifié permet d'établir que la
vitesse instantenée verticale, en m/s, de chute
de la goutte en fonction de la durée 1 de chute
est donnée par la fonction v définie pour tout
nombse réel { non nul par ;

vij)=981% (1- ¢ ©'):lo constante m est la
masse de la goutte en milligramme et lo cons-
tante k est un coefficient strictement positif lia

Legan G Fonclions esponenielles et puissances




au [rqttemen[ de |'oir. On rappelle que la vi-
tesse instantanée est la dérivée de lo position

?5' TR L R TR

L = - - - =

A S e

"5 .- i | o =

W ] g™

"y _I:' A .."- 5 !

a‘ .'r-. mr = d
Lo - -.'Jﬂq." L

Partie A

1. Etudie le sens de varigtion de la fonction v.
2. Lo goutte d'egu rolentit-efle ou cours de sa chute 7
3. Justifie que la limite de la fonction v en +
est 9,817 .

Cette limite s'appelle vitesse limite de lo goutle.
&, Un scientifigue affirme qu'ou bout d'une
durée de chute égale & ", la vitesse de o
goutte dépasse 39 % de sa vitesse limite.
Cette affirmation est-elle correcte ?

Partie B

Dans cette partie, onprend m =6 et k=39,

A un instant donné, la vitesse instantanée de
lo goutte est 15 mfs.

1. Depuis combien de temps lo goulte s'est-elle
détachée de son nuage 7 Arrondis le résultat
ou dixigme de seconde.

2. Déduis-en lovitesse moyenne de cette goutte
entre le moment ol elle s'est détochée du
nuage et Iinstant ol on a mesuré sa vitesse,

Arrondis le résultat au dixiéme de m/s.

Situations complexes

* Des éléves en closses de Terminale D désirant |

faire la médecine aprés le BAC ont organise une
sortie d'étude ouw Centre Hospitalier Ulnivar-
sitaire de ;

Au cours de leur passoge ou service pédiatrie
ils ont été stupéfiés par les informotions sui-

vantes données par un médecin.
« Le modéle de Jenss est généralement consi-

déré comme le plus précis dons lo prévision de
|a toille d'un enfant.

Legon &

47
|

ne lo taille en {em) & l'dge x
lo farmule de Jenss donne :
2XSE.n

50 hix) désig

hilx) = 79,041 * 6,39x
i intéressée

_ gham-amyt o

par o pédiatrie est reva.

ja QvEC CES informations. Els

5 amis de classe de l'oider 4
pations suivantes :

' t la tail

|@ toux de croissance @ e

-u:l'gunﬂ;liz:td'un an 7 d'un enfant de 30 mois 2

Indication : le tauX de croissance al'dgex

est h'lx)

- A quel dge |?ﬂ tﬁ;ﬁ;ﬂﬂ ¢
ws foible ! .
?::i:tl:ﬂ{ﬂiwe er:l;;lnsse de Terminate D, tu es

llicité pour les aider. :
Epﬂndmeuri préoccupations.
pendant lo féte de fin d'année de leur établis-
sement, la prametion Terminale d'un lycée g
invité e députe de leur région & prononcer ung
conférence. Le chef de classe de la TD, a noté
les informations suivantes.
« Selon les spécialistes, notre région a un fort
taux de naotalité et le nombre d’hobitonts est
modélisé par la fanction fdéfinie par ;
flr) =12¢* ot flx) est lo population exprimés
“en millions d’habitants pour 'année 2020 +.x.
Notre région ne peut nourrir plus de vingt
millions de personnes. Lo population en 2020
est estimée 4 5 000 000 F.
A eatte allure, lo population vo tripler bientdt et
on s& demande bien pendant combien d'annee,
apréss 2020, la nourriture sero-t-elle suffisonte. »
Eberiué par l'utilisation de lo fonction exponen-
tigdle pour évaluer une population, lechef declasse
rapporte ces informations  ses amis de classe et
lewr demande de répondre aux préoccupations
soulevées dans la demigre phrase.

Détermine I'année & partir de loguelle la
naurriture sera insuffisante,

Une &léy
nue de lo sort

demande a €
4 pré-l:lccu

roissance est-il le piyg

-

E—————

an_ﬂdtﬂuzt

5 Colculer hi1) et 411)

Caleuler 1{2,5) et h2.5)

Etudier les variations de h sur l l B ]

B 1.710=3%5e x=421 ¢ 45 en 2005.

Z. Réspudre V'équation f(x) = 20.
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CALCUL INTEGRAL

e

La notion tintdgrale est lée & Nevaluation de T aire sous une / 1 \ \
courbe. Intdtessans-nous A 1a terrassa de celte splendide villa .
Li calewl intégral pourralt alder & évaluer |'aire do calte TETTaSSE,

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Une eleve du Lycée Classique d'Abidjon en classe de Terminale D, découwre dans ses recherches
qu'un solide cornpeis entre deux plans == et == h dont la section avec un plan 4 lo houteur = oyant
paur aire 5(:), o pour volume le nombre réel V définipar: Ve | §iz)ds.

Elle montra la farmule du volume V & ses camarades de closse ﬁill.EMErvailtﬂs. décident de s'informer
pour lo comprendre.

Logon & Calcy ntdgral




HABILETES ET CONTENUS

T 1 kg & e foncion conee___{} +lo technique du changement de variable
: affine

AN I ~alEulior

. lo définition d'une integrale une intégrale en utilisant :

« les proprigtés de lintégrale : |« les primitives des fonctions usuelles
- lindorité « lo relation de Chosles
- signe d'une intégrole | « une intégration par paorties
- relation de Chasles ; |« unchangement de variable affing
- inéigalité et intégroles: | o unefonction du type i % ‘i)
- Inégalité de la royenne (les deux formest |, lgparitéoulo pﬂﬁditm d
. la valeur moyenne d'une fonction
une intégrale | ‘colculor
3l II'|'r l.il‘rl!ﬂirE'

ia valeus moyenne d'une fonction

|
Datarminar | 4  Fonclibhs 9o Trpe X == j':-ﬂ F ke

« b m d'umne htégl'ﬂl.ﬂ' [
. un encadrement d'une intégrale Ehilinf

L Interirete [ les variations d'une fonction du type
graphiquement une intégrate L AT

5 Tochnagues e caloul 7 ans tegale ['allure d"une fonction du type

s g | fUtet
« la technigue de l'intégration par parties

INSTALLATION DES HABILETES

ﬁntlﬂi;.ﬁ-’u Intégrale d'une fonction continue
1.1, Motlon d'integrale

On considére une fonction fcontinue surun intervalle 1, a-et b deux élements de L.
1. Soient deux primitives Fet Gdela fonction fsur I, Exprime G{x} en fanction de Fix). pour tout v E L.
2. Vidrifie que : Fib) = Fa = Gilt = Gia.

Le nombre réel Fib) - Fla) ne dépend posde lo primitive de f chaisie sur 1, 1l est appelé intégrole di
o h-l'iﬂ.r-.

On le note: JL. x helx ou [Fix)L
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Exprcices de fixation

Caloufe les integrales suantes ;

j-ll..r &1 :Irfrr:_jll|: u ,._11:. ]-,.-,l“ :_’.--' | ogr v 2r e T r.rJ",_j._ {gr=5 HL‘.'-_:- = r* A Il'l'._ﬂ- —r—.u'r.

le' =1}
W Réponds por vroi ou por foux,
| u =
a) [ dv=1; b)[" cosavdr= T o) | *idv= .
T8 Recopie puis relie chaque phrose & l'écriture mathémaotiques qui lui correspond.
Phrases Ecriture mathématiques

1 L'Intégrale de -3 & 6 de glxldv est égole
a9,

2. L'intégrale de 0 & 5 de (r* = 3) .

3. Ulntégrole de 14 v de : dr est égale &
In, awvec.y > 0,

i) _ll'lrI : it = iny s ovec.y =0
il

b | ,Blx)dy =9,
=5

cl 1||:] (rf =3,

1.2, Interprétation graphique de Vintegrale d'une fonction continue el positve

On considére o fonction [ définie par /(1) = % r+1et(v )socourbe représentative dans

le pian muni d’un repére orthonormeé (0, 1, J). Unité graphigue : T cm.

1, Construis (¥ ) &1 hachure la partie (D) du plan délimitée par (¥ ), oxe (O1), et les droites
d'équations ;v = =T et xm= 3,

2. Trouve une primitive F de /et colcule Fi3) - F(-1)

3. Caleule & l'oide de formule d'aire du tropéze, 'aire de (D) et comparea le résultot au nombre
réel [F(3) - Fi-1IL

Lintégrole de o & b d’une fonction continue et positive f est I'gire, en unité d'oire, de lo partie du plan
limitée par lo courbe de f; 'oxe des abscisses el les droites verticales d'éguations x =g et.x = b,

Exerclees da fixatian

TN 1. Le plon est muni d'un repére orthogonal | R Leplonest munid'un repére orthonorme (0,1, J).

(0, 1, J). Unites : 2.cmisur I"axe des obscisses Uniwds : 2 cm

et 1 cm sur l'axe des erdonnées. On considére la fonction f définie par :
2. On considére la fonction [ définie sur B i) = 8

par:f{x)=-x'+x+ 6. X

Calcute, en cm?, l'oire de la portie du plan limi-
tée par lo courbe de £, 'oxe des obscisses et les
droites d'éguotions : x = -2 et x = 3. On admet

Calcude, en cm’, Vaire de lo partie du plan
limitée porla courbe de J, l'oxe des obscisses

et les droites d'égquations :y=-1et ¥ =5,

que (1 ) est ou-dessus de (O0) sur =2 ; 3],

1.3, Proprigtés de V'intégrale

Sgient [ et ¢ deux fanctions continues sur un intervalle 1. S0t a, b et des éléements de I, a, m et M
des nombres réals.

Sqit F une primitive de [sur | et G une primitive de g sur L.

1. En utilisant lo définition de l'intégrale, calcule ;

a) I_ﬂ:"_j'i:.r}:ir_

bi f:{ et _{_ flxhd puis trouve une relation entre ces deus intégroles |
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) |f fiv) et ,l' flx)lx +J' fix)ddy puis compore-les ;

d) _il"u.ir-r:lnh' et ”1{..;. flajele puis campore-las :

e) I|' (fix)+ gixddy et _J':r_.r'l_mh' : jl g{xhdy puis compare-les.
2.0n suppose que a < h. - I
a)l Onsuppose que Y x € [a; b], flr) 2 0.
Compare Fla) et Fif) puis justifie que fl fixjey 2 0.
b} On suppose que ¥ v € [a; 4], flx) < o).
Denne le signe de fix) - g(v) et déduis-en une comparalson de |r Fieyely el f a{xhaly.
) Justifie que ¥x € [a; b), m < f{x) =M, alors i (b - ) £ il fixhale <M (f = al.

d) Déduis de lo question précédente que si ¥ .x € [ir; b), | Av)| = M, alors | f fixpfe | =M ih =

soient | et ¢ deux fonctions continues sur un intervalle K.
Sabent ¢, f et ¢ trois éléments de K.
Sment i, i1 et M des nm'lt:res réels.

. |f il x hedy = {:Iﬂ-ij' 1[1.?:1’1:—-1' i

[ Axrde= [ fxrde+ [ fixrds.

J'l. Nt plx)de= f M jely + ||' glxde,

J' aflx)=a 1]';n A x e,
« S 20sur[a;h], alors ,||'IL filxhde =0,

« Si f <gsurla;h], :|l-=:|rsjr ﬂnf.[-.'{j' gl x )y

« Simsi=Msurla;h,alorsmib-a) E_,I' _.r'lI X Jolx = M(h —a),
i |f]Msurta; b, clors | [ fle e | < M -a)

Exercloes de flxathon

B 1. Justifie que, pour tout nombre réel 1, On admet que ¥x € [0 +x],
cos' ! = cosf (1 - sin /), 1= FC —— =gyl
- - e = ! ;
LR = % | II H
2. Caleuls JL ¥ oos il Détermine un encadrement de l'intégrale :
= . 3 e
% Colcule Fintégrale suivante : _JI" [t — a4 fdy B x4+

1.4. Valeur moyenng d'une intégrale
Soit la fenction fdéfinie sur B par ; fix) = cosy, Calcule ':_1 i ]{ Noxhdx.

==

{ étont une fonction continue sur [ ; b], le nombre réel I-T_ I'L_ﬂ.r hlx est
appelé valeur moyenne de f sur [a ; b).
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Eusrcloes de fination

By SoitreR, fl)=3x"'-x+2 H Soit f [.T] = 'iT-_- LI ER
Calcule o voleur moyenne de fsur [-2; 4]. | Colcule lo valeur moyenne de fsur [0; In3].

WB Technigues de calcul d'une Intégrale

. |
1. a) Détermine une primitive de la fonction f, définle sur B por: f{x) = 1—17 ]

b) I:1|éu=1||.|is.-n!n_.I':J - fF ot

2. Solent i et v deux fonctions dérivables sur un intervalle | telles que ' et ' solent continues sur L
Soient a et b deux nombres réels de | tels que @ < b,
al Donne la formule de (v)(x] et pour tout x E 1,

b} Déduis-en que f wixhvishde = [nix)vix) | - ]' alxhvix) de.
o)
3, Colcule || {2y -3} enfaisant un changement de variable nlfmr-_r c'est-a-dire en posant t = 2 -3

4, a) Justifie que lo fonction v = cos v est poire, puis compare lI' cosdydy et |r cos2yedy,
b} Justifie que la fonction x —5in 2y est impaire.

Colcule |I' sin2yely .

!.l

T _ A
c) En supposent que 0+ 5 = 5 @l 3 =
. I- o -
colcule puis compare les intégroles suivantes: | cos2udy ot ]ID cos2udy.

. _J'-'_r[ﬂd.r-lFLrJI' = F{h} = Fla) o Fest une primitive de fsur [a ; b,

« Solent i et v deux fonctions dérivables sur un intervalleli ; b
ci les dérivées i et ' sont continues sur [u ; b), alors:

JI" al e e = [t b ) | - J' ' x 11 x bedv . C'est lo formule d'intégration par parties.
« Pour calculer j'."' Mo x+ 5 1oy, on peut procéder comme suil :
- Foire le changement de vorioble : 1= a 1+ 8.
Ona; df =acdr. Dol dy = 4 ﬂ'-"-

- Utiliser I'égalité ; J|',I’1rc'|.1",|h-’lr£1"j| 'ft.::].ﬁr

« Sgit [ une fonction continue sur un intervatle K symétrique par rapport o 0.
Pour tout élémentade X, ona:

-Si [ est paire, olors : | A= 211!: xidy,
- 5i fest impaire, alors - jl: flxldv=0.

. Soit fune fonction continue sur B et périodique, de période T.
Pour tous nombres réels g et fona:

I!I:I_HJ el =J_:" ﬂ Xidy j:u-:_ﬂ_!; iy = j:r ﬂ-'”:d'l.
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Exorcices de fixmtion

B Coleule les intégrales suivantes : B Coicule les intégroles suivantes &n utilisant

2 4 & un chongement de variable affine :
T SN

F s ¥ ' - —r II'I ol STy +F 3

|, xeah; _J': cos2yely | -II'I gy ¥ [Fr/artade o | Ay,

B Colcule fes intégroles suivantes en utilisant B Colcule les intégroles suivantes en utiisant
une ou deux intégrations par parties : la parité ou la périadicite.

-3 o ; o
v+ 1)etdv; [ xsinvdy; [ Iy g Ty ~3
|t 1etdy ,l" vsinvely ; | Invey I eosvdy ; | ¥ ginvedv et [° tanvely.
e | Lt | - |

- - d=

-
el JI_:I e,

m@_& Calculs d'aires

Soit les fonctions [ et g définies respectivemnent par: flx}=xv+ 2 &t gl =,
On désigne par (¥ ), (¥ ) les courbes représentatives de [ et £ dons le plan muni d'un repére
orthonormé (0, 1, J). Unité grophique : 2 cm.

1. Calcule en cm?, I"oire de la partie du plan délimitée par:
a) {r ) (O1) et les droites d'équations x = -1 gty =2
bl i¥ ), 1Ol) et les droites d'équations x==1ety =2,
(o WL L f] et les droites d'équationsy=-1etx=2,
2. Caleule en cm?, l'aire de lo partie du plon délimitée por :
a) (¢}, (O1) et les droites d'éguations ¥ = 2 eL.Y =4 |
b) (v ), (O1) et les droites d'équotions Y =2 et ¥ =4
g} (€ _1 (¢ ) et les droites d'équations v = 2 et ¥ = 4.
3. Déduis-en, l'oire en cm? de lo portie du plon fimitée por (v}, (¥ ) et les droites d'equations -
v==1elx=4i, '
[

g r

Le plan est muni d'un repére orthogonol (O, 1, J).
1. 50t { une fonction continue sur [a ; b], {¥ , 1 50 coutbe reprisantative, [4) est la portie du péan
limitée par (¢ ), 'axe des abscisses (O1), les droites d'dquations ¥ =a et x =/

a) 5i [ est positive sur [ ; b, olors on o @ (4] =_|I:h 1 x b i
b} i f est négative sur [a; b], alors ena: ..f{a:n}:*_j!r'~ flx Dedy v
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r——

¢ 5 f n‘a pos de signe consiont Suf (@ ; 1), slors on écnt la ; b] comme réunion d'intervalles

sur lesquels [ @ un signe constant,

2, Soit [ et @ deux fonctions continues suf [z b), 10 et X .J lurs courbes représentotives
respecives.

A est o partie du plan délimitée par (¢ | Yl les droites d'équations ; ¥ =a elx= b

4i o £ fgur la ; bl alors.: (A} = 1 ]‘r [ fixi=gl v h|ele ]r.rd- :

£} Saitles fonctions [ei2 définies respectivermsent pat fld = et gir) = y x . On désigne par (e
), leurs courbes représsentotives darns le plon miun d'un repére arthonormeé (O, 1, 1h
Uniité graphique © 2 €.
Colcule en cm?, 'aire .1{4) de la partie du plan limitee par (¢ ), (¢ ), loxedes abscisses (O1),
les droites d'équations ¥ = getx=1

B Dans chacun des cos subvants :
‘I_ Dﬂﬁne |u fn:n-HJI__E Elpil';il! de |n fami“n I|"_ 3. C'ﬂl-f.u!E' I-"n'-lre dl.l dnml:liﬁe Eﬂl.{l-lié a rﬂidﬁ'
; : : d'une intégrale,
7. Décris le domaine ctlorié.
a} bl cl

- J‘,..-"
m—

| 21T

£ Soit lo fonction | définie par i =x-1.0n désigne par [v 119 courhe représentobive
de [dans leplon i d'un repére orthonorme (0. 1, J}. Unité grophique : 2.cm.
Calcule, en cm’, l'aire . i{4) de lo portie du plan limitée par (it ), Voxe des abscisses {01,
las droites d'équations X = -2 et x=3

mhit&o Fonction du type :x = [ firdf

Soit la fonction g définie par glx)= _]; j - dretlo fonction [ définie sur]=1; 1 par flx)= : —_1 -
1. Détermine lo dérivée de lo fonction g en utilisant lg définition de l'integrale d’'une fonction. '
2. Répands por viol ou faux & chocune des phroses suivantes :

g} g est définie sur 1=1:1L

b) ¢ est croissonie sur F1:1k

e) g0} = 0.
d) g est une fonction impaire.
e En écrivant ,;'_1—'; = '1'{ | '1:7 * -1-1_- T II démaontre gue - glxl= %ln{ -:-*:-'-:.—]II.

Lecon B ﬁ el Wbigrad




On odmet gue
Si une fonction f'ﬁl continue sur un intervalle K et o un élément de K alors

la fonction x = j fi t Velr de K vers B, est l'unique primitive de f qui s'onnule en o,
Cette fonction est dérivable sur K et so dérivée est ln fonction fc'est-a-dire que :

= Flx)= qu At 1t alors % x € K, F'{v) = (x).

B Soitlafonction /i définiesur B par | [ Soit aun nombre réel strictement positif et
i) = ,I' _ 1_1*“_ [ [3] fnnchaanérme sur [0 +xf par:
Flx) = I|I ae™ df.

Etudie le sens de vorigtion de /.
Sans calculer Fly), détermine F'lx).

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Evercicc @) Calculer des intégrales
Colcule les intégroles suivantes :

In3 3
[= Jl, 1{{{-,, i et 1= J( Iu,ti Ve,

m =

= InJ l.l Lf.l' L
f ,* P f T om « On multiplie l'expression —"-—¢ par *5-
] i3 Et'l"' k| e :
" '3')': 1ep¥ it pour avair I'expression #1—
= -%l Inf 1+ |[™ Posons n(y) = ¢* + 1, on o) = 3™ donc
L r
= L. .1 . ”_'l-';}
—IEEE—InHr- 1] I'expression 1% ,,estde!-ul‘ ok
p III-;-. i I‘m“: [- (n2)°  {In5)° = Posons J-r{.rl—lm ona w'ix)= —1-- done
] — h et Wl bt e 4
B Ly inv Jdve 2 2z I:—1 * Inx) @ o forme 1'{x) 1(x).

X

E L--'-'lr.'r.-a Déterminer la valeur moyenne d'une fonction

1. Détermine graphiquement la valeur moyenne de la fonction carrée sur lintervalle {130
& Calcule cette valeur,

| =

3 1. Les domalines coloriés ont lo méme gire,
2. Utilise 1o formule de |a voleur moyenne,

j JE
i i 1 3 2 " 1|.!-':| 1
1 | | e R £
Th . I M b | -
A | 3 1 13
e
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Exerc 4{:1.-a Calculer une intégrale en utilisant une intégration par parties
Calcule Intégrale P & I'oide d'une intégration par parties,

P= J.“ pewTie My

: - - .
Posans stk :1'1‘ #:3atalxl=labyisl=y _,' iy = fuixviag) - f apyy vy
abors viy) = He i - i
P= fli_l.'-i-'l:l.-

: 1 L
|T' |u-'I|I' f | =-‘rﬁ+_§.4_- l_['g.*-'-ﬁ_ﬁt'!']
--!—ﬂ- ] I. =§
=|_l ----- I | gl. | . - o i + gf .

Ex un:n_---ﬂ Caloule I'aire d'une partle du plan comprise antre deux courbes

Soient les fonctions et ¢ définies por f{x)=x"et gir}=  v.Ondésignepar (v ), (¢ ), leurs courbes
représentotives dans le plan muni d'un repére arthonorma {0, 1, J). Unité grophique 3 cm.

Colorie la partie (&) du plan délimitee por (¥ ), (¥ ) et les droites d'équations y=0etx =1 puis
calcule &n.om?®, Valre Al4) de catle partie,

On utilise o formule
@)= [ St~ gt i, 0<g~fsur fa; b)

L'alre {4} en cm’, de lo partie & du plan délimitée por (¥ ), (Y ) et les droites d'équotions x =0
H N i i 1 i |
ctx =testoiti)= | V¥ —vhic) x9=9R 4 -5 1 =slx F-F)-@2x GF-50
A =3 e,
Exercic !:e Déterminer le s5ans de varlation d'une fonction définie a 'aide d'une intégrale

On considére lo fonction F définie par: Flv)= | : T; Fy dt.
Détermine le sens de variption'de F,

| cort oo

Soit la foriction F diffinie por - F{v) = f Sdi Onutilise le theoreme.

.l Si-une fonction [est continue sur un intervalle K
et la fonction f definie par: f¥) = 77 et i un Slement de K alors la fonction
Festl un:lque primitive de fquis unrnulun 2; & f firsade de K vers B, est lunique primitive
R dmwm“}" il de [ qui s'annule en 4. Cette fonction est démvable
Fiih=flxd= - : o etcomme VX ER, Ly sur K et sa dérivée est lo fonction fcest-G-dire que :
0, alors F est strictement croissante sur . siF{n = _f fithalr, alors¥ x € K, F'lx) = f {xh
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Résumeé de cours

© (ntégrale d'une fonction continue

1.4 Maotion d'integrake

m f estune fonction continue sur un intervalle K, a et h sont deux éléments
de K et F est une primitive de [ sur K.
On oppelte intégrole de o et H de [ le nombre réwel Fib)-Fla),

i0n la note : f fixyile ou |Fixil.
&
Onoa: f fixidr = [Fix) [ = Fih) = Fla).

Yocabulairg

. ir fiviele selit - intégrole lou somme) dea & b de £ ixldy,
« [Fix)] " selit : *Flv) pris entre a et [
. et b sont les bornes de l'intégrate [ fixjdr.

<]
« Lalettre ¥ nintervient pas dons le résultat de f fixtae. On peut donc lo remplaces
par toute autre lettre différente de a et b, OnV'oppelle wariable muette.

ona: [ fvde= [ fnd = [ Rerds =...= Fib-Fla

Exemple
Considérans la fonction f définie par /{x) = 1*. Une primitive de / est lo fonction F definie
i ¥
par Fly)= % x*. Donc _Lr T ! ;...1." ! =F{1] - K0} = ; x1*-0,
i

BEH

1.2 Inteiprétation graphigue da Pintegrale d ung fonction continie & posdtive

Solt f une fonction continue et positive sur un intervalle [o | h] et {i  }sa courbe repre-
sentative dans e plan muni d'un repére erthogonal (O, 1, J).

h
J" fix)ele est L'oire (en unités d'oire} de lo pertie (&) du plan limitée par 1o courbe [T ],
Faxe (O1), les droites d'équations x = a et v = b

NB:1pa=01%0L %
# 1!
u _f

{
— b

Lundedger

N.B.

& Soit THA) Valre de [(A), On g 02a) = f fividy wan
« (&) est oussi 'ensemble des paints MLy ; 1) du plan tels que: I uii_ff-{;ﬂt!
« §i fest une fonction continue et négative sur lintervalle [a ; b,

alors, ) = [ -Anld wa
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Resume de cours

L. 3. Proprigles a1 infoefnalda

Conséquences de la définition
.’.I fixyee =0 et Jr fixhely =—‘j':" Flahady,

Egalité de Chasles
Soit fune fonction continue sur un intervalle K ; @, b et ¢ trols éléments de K.

Cna: fr:m{r fr:mirrf fixpalr,

Linearité
Soient f et @ deux fonctions continues sur un intervalle K ; @ et b sont deux éléments de
K el oc un nombre réel. Ona:

. ,J'_-hl.r':,r;*._::mhlr = f!mu’x +j:';mhh-
. I.ll orf [x)edx = I:-:J._rt Finyely.

Comparoison
« Sait f'une fonction continue sur un intervolle [a ; bl
Sif 20surla; bl alors [ flxide 20,

S <0 surla; b, olors jq fivihe £0,
« Soient [ et g deux F:m-:tmns continues sur un intervaile ] hl.

Si < o sur [a ) b], alors _J' fixifs = J vy,
« {'ost une fonction continue sur un intersalle [ ; 41, m et M sont deux nombres réels,
Siam < 5 Msur [ ; b), alors mlh — a) £ fﬂ fixydy € Mib = a).

Si | /] Msur [« ; bl alors |_r finyde | £ Mib = al.

N.B.
« Les colculs exacts dintégrates sont foits avec les primitives ou en utilisant les
différentes propriétés du cours (liniarité, relation de Chasles...).

« Pour encadrer une intégrale, on utilise les propriétés de COMpParoison
(positivite, respect d'ordre, les inégolites de la mayenne],

1. 4 Valeur movanneg dune ToRoin

m f est une fonction continue sur un intervolle [u 3 b1 ; e < b)
On oppelle voleur moyenne de [ sur {2 ; ), le nombre réel u tel que ;
LY

1
ji= .I‘J—_:rj.‘ fixjalx .

NB @ Si {f [, 0]} = [, M], olors m S p £ M. [ )
Lo voleur moyenne p d'une fonction positive fsur [z 4], pheeeety

est la hauteur du rectangle de base (b — a) ayant la méme |
alre {en unités d'oire) que lo partie du plon délimitée par lo =

courbe (¥ ), Uaxe (O1), les droites d'équations

y=getx=h




Résume de cours

Exemple
Sait lo fonction [ définie par /() = cosy,
La valeur moyenne de fsur [0; x] est:

I"I__ FI 0 J[TEI:II.I :;I.'
= -_1__:Isim1,,"
=0,
€) Techniques de calcul d'une intégrale

Utilisation d'une primitive :
_J'" flr)dr =] Flr) | = Fib) = Fia) ol F est une primitive de fsur [a; b).

Integration par parties
soient 1 et v deux fonctions dérivables sur un intervalle [u ; B).

Sl les dérivées 1" et v* sont continues sur [ir; k], alors :
»l B

J wpv ey selevix}) - f a{ryvicye.

Chongement de varioble affine

Pour calculer f f (o v+ ik, on peut procéder cormme suit :
- Faire le changement de varlable : f = «v + Lovec =0,
Ono;di=edy. Dobdy= L: dli.

2 > i gl B [
- Utiliser l'égalité: | [ (=x+phdv= | Zdr,

Intégration des fonctions paires, impaires, périodiques

- Fmt‘Hl

Spit fune fonction continue sur un intervalle K symétrique par rapport a 0.
Powr Lout élément @ de K, ono:

- 5i fest paire, alors : _f Fivhedy =E_f;- Fivhady .

- 51 fest impaire, olors : f  fixyde =1,

« Periadicité
Soit {une fonction continue sur I et périedique, de période T,
Paur tous mombres réels g et b, ona:

,!{ ﬁ,T fixydy = f_n.mn- : f it fixpedy = |I'ﬁT fixidy,




Résume de cours

© calculs d'aires
L2 plan est muni d'un repese arthogonal (0,1, ).

1. it / urie fonction continue sur it ; A1, (¥ ) 50 1 T

courbe représentotive, (A) est lo partie du plan | -

limitée par it ), loxe des abscisses [01), les droites 1“

d'équations v = g et X =5 - 1 . _

a} 5i fest positive sur [a; ], alers ona: .

Y= _JI:I flrpedy e : »uf-i’ﬁ'
{r )

b & fest niégative sur [a ; b], clors on o’ '

k
A== f Flckely ik

¢} Seit la figure ci-contre: |

; |'|:|!I.:|=:IF j'r.rm'.r—‘f: fixhady *f-l fLv ey :luu _I| /,\

2. 50l fet g deux fonclions continuessurfajbl (L)~ ﬂl 11 ; o
el {0 ) leurs courbes représentatives respectives. \

& est lo partie du plan délimitea par (¥ ), (4 I]. les '
droltes d'éguations sy =g et X= .

Soit 1o figure cl-dessous ouona: & < fsur far b, C'est-a-dire quef = g st positive sur
[ 2] donc Jla)= f [ fixi— gind |ebe ar,

L. -’.- =
[ o
s (1] .__-':

| 0‘ Fonction du type : x == f; fiehalt

Théoreme |
&j une fonction /est continue surun intervalle K et g un élément de K, alors

la fonction x = f finadr de K vers B, est l'umique primnitive sur K de fqui s'annule en . |
catte fonction est dérvable sur K el 50 dérivee est la fonction [ c'est-o-dire que

£ FL) = j flivdle . alors ¥ x €K, F v = f (),

Lot B Caleyl indpral




Exercices de enforcemant
W Calcule [es intégrales suivantes :

f: fr+ 2"l _!I -3¢" " ely f B "ol

, i ;
_{ cos” (2 s Jr oAy sinvay ;
g

By
O T W F

II l: 1 o Jab; _ﬂu ,5 dr; J:-.

1 - |
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,Ir cos'fsin' 1l ;
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A
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J: -...r-!rh'._j; l,.Hrh. . ;

2 Caolcule les intégrotes suivaontes  Poide d'une
integration por parties:
f" (pe1)e'alr: .!‘.. In(k =+ 1) ; [-Hmr]"iv;
| e | F
jll TP ”;-.f.l. JIJ o
& Calcule les intégrales suivantes & laoide de
deux integrations par parties :
J‘: Fedr: J:- v ooa?y o { @ gindy oy,
4 5Soit les intégrales J et K définies par :

J= J|“ voos” (20} dv et K =j . rin® 12y,

a) Coloule ; J - K 4 "aide d'une integration par
parties.

b Calcule ; J+ K.

¢] Détermineg b waleur exocte de J et celle de K,

8 Colcule les intégrales suivantes & I"aide d'un
chongement de varioble affine.

] - .
_{ v+l f a2 S

W& Soit fla fonction definie sur [-2:2] dont la
représentation graphique est ci-dessous.

Calcule f : Il v hede

Leton b

% Dons chacon des cos sulvants, exprime ['gire
du domaine colorié sous forme d'intégrale.
{On ne demande pas de calculer Fintégrale)

1 2.
/. Illl_.-""-\\.LH- -_.-
' |

/ )

¢ i) Wi
3 &,
{io) [
- ; f.-"' |'I
I{ i e /
~, 9 T — N
-\_.l'i E._ J_,..' L

B Soit la fonction o définie par : glx) = [2v - 3|
dont lo représentation graphique (¥ ) est
ci-dessous {an vert].

-

Calcuke 'aire (en unités diaire) de la partia (4}
du plan délimitée par la courbe (Y \_:l, Iaxe (O],
at les droites d'equotions x=0 Bt x = 4,

W On considére la fonction numérique [ définie
por: fivi= | ;‘ ofr , (v ) désigne lo courbe

représentative de f dans plon ast muni d'un
repére aorthonormeé (O, 1, J).
1. Trouve l'ensermnble de définition D_de 1.
2, Détermine Lo signe de [ Tv] sumant les
wolewurs de x,
3, o) Etudie le sens de variation de .

bl Déduis-en le signe de [ [v) subvant

tes valeurs de x.

Calcul irégral




Wl On considére la fonction / de | —

-1 ! wers

==

[=1 ; 1] définie par: f{x} = sin ¥

1. Démontre que fest une bijection.

{On désigne par F sa bijection réciproque.|
2. Etudie lo dérivabilité de F.

1. Damontreque: Y I e ]=1; 1L Fixl=— 1

T e o g
4y Diéfirne la fonction F, sur |-1; 1], parune intégrole.

5. Calcule Jlr 7 1_ r-_-n’.r.

On considére la fanction numeérnque | definie

oI 2
par:f{x}= : -—|,--..|’.r.

1. Trauve 'ensemble de définition D de [,

2. Démontreque:¥Yx D, fTv)20
3. 0] Etudie le sens de varation de /.
bl Deduis-enque:¥YxED , Flvi20

Lors d'une émission télévisee, les telespec-
toteurs sont appelés G envoyer des messages

téléphoniques par SMS, pendant une duree de |

5 minutes,

Pendant ces 5 minutes, les appels arrivent |
ovec un débit variable en fonciion du temps. |
Si v @5t le temps exprimé en minutes, le débit, |
exprimé en milliers d'oppels par minute, est |

donné par lo fonction [ telle que .

« flv)=-4x" + By pour ¥ E [0; 1].

« fivi=Inr -y + S pour v € [1;5],

On odmet que le nombre totol d'oppels requs
pendant ces 5 minutas est donné

par _J'H fixicle

1. Construis lo courbe (v ) représentant o

fonction fdans un repére orthogonal,

2. Viérifie que lo fonction Jest continue en 1.
1. Colcule le nombre total d'oppels requs
pendont ces 5 minutes,

On considére la fonction f de 10 ; +=x[ dons B

déﬂnie-p-ur:_.%-l:_lfl" :q dlt . (v ') désign la courbe

representotive de fdans le plon muni d'un repére
arthanomné {0, [, J). Unité grophique : 1 cm.

Partie A : On considére lo fonction ¢ de

10 ; #x] vers B deéfinie par; glx) = ‘T

1, Calcule les hmites de & oux bornes de son
ensemble de définition,
Z. Etudie le sens de variation de g.
3. Etablis le tableou de variotion de g.
o Cateule lim ¥ et interpréte
grophiguenment le résultat,

o) Danne les arrandis d'ordre 2 respectifs de

1), w2), gl3), gta), {50, gl6), 2(7) et gis).
b) Construis la représentation graphique

(") de ¢ dans le repére (O, L, J).
Partie B
1. Détermine le signe de flx} suivant les valeurs
dex.
Z. a) Démontre que: ¥y € |5 +x[,
fix)> %l. =1
b} Déduis-en ko limite de fen +x,
3, Démontre que: ¥y €10 #0f, o> 05
&, a) Démnontre que WYX € 101 M) < Inx,
b} Déduis-en lo limite de fen 0.
5. a) Etudie le sens de variation de [,
b) Déduis-en le signe de f[v] sulvant les
yaleurs de ¥,
¢} Dresse ke tobleou de variation de [,
&, 0} Troce la droite (T) tangente a (¥ | au

point d'abscisse 1.
b} Détermine une équation da (T).

fiA .
7. Calcule lim I el interpréte

X
graphiquement le résultat.

8. Construis [v ). (On prendro - f (0.5} ==2,95;
Fi2}=148; (312227 : fla)=310et

f (6] = 5/54.)

Le plan st muni d'un repére orthogonal (O, 1, J).
Unités graphiques : 2 om sur (O1) et 1 cm sur {OJ).
On considére Io fonction F de B vers B définie
par:Flx) = f « ¢t . On désigne par (¢ ) la
courbe représentotive da F dons e repdre (0, 1, J).
Partie &
l.Démontreque:YxER, #1224

3
2, Démontre que 1 ¥x € [0 +a0], ":';- + 1 =Flv)

Paortie B
1. Détermine le signe de F{ v} subvant les

valeurs de x.
2. Démontre que lo fonctian F est impaire.
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3. Trouve es limites de F aux bormnes de 500
ensemble définition.
&, o) Etudie le sens de variation de F,
b Déduis-en le signe de Fix) suivant les
valeurs de x,
L Drésse le tableou de variation de F.
&, Trouve une édquation de la droite (T), ton-
gente & (1 }, au point d'abscisse 0.
7. Détermine puis interpréte le résultat abtenu,
8. Trace la droite (T) et construis (¥ ).
NB ; Pour la construction, on préndra :
Fi05) =06 ; F(1)=15 : Fll3)=4
et F2) = 16,5

L'abjectif est de colculer les intégrales

suivantes: 1= J' —-‘f"*—--;
. WO L
. e I
= . A P T i S
'I__II:-_. ‘.1_;1__2':{\.“- 1]! v+ 24y,

1. Soit la fonction fdéfinie sur [0 1) par
fi=lnfe+ Jx'+2).
o) Calcule ko dérivée de lo fonction
¥ v X +2.Déduis-en lo dérivée [ de /.
b) Colcule la valeur de [,
2. o) Sans colculer explicitement J et K,
virifie que: J+ 2= K
b) A l'oide d'une intégration par porties
portant sur Iintégrale K, demontre que :
T Rt
c) Déduis-en les valeurs de J et de K.
Partie A
sait ¢ o fonction définie sur {2 ; 20] par:
i) = x - 2-2inlx)

1. Etudie les variations de lo fonction ¢ puis
dresse son tobleou de variation.

2. Justifie que la fonction ¢ s‘onnule
exdetement une fois sur I'intervalle (2 ; 20].
Indigue la valeur arrondie & une décimale de
ce nombre.

3, Déduis-en le signe de lo fonction ¢ sur
Fintervolle [2 ; 20] et récapitule ces résultats
dans un tableou.

Partie B

Le plon est rapporté 4 un repére arthogonal,
les unités graphiques étant 1 cm sur l'oxe des
abscisses et 5 cm sur I'oxe des ordonnees.

Seit { 1o fonction définie sur (2 ; 20] par :
flx)= :—l:‘% {t ) désigne lo courbe
représentotive de la fonction / dons le plan
muni de ce repers.

Ligan &

ir

1. @) Justifie que la dérivée f 'de f o le mame

signe que  sur ]2 ; 20,
bj Etudie les variations de lo fonction /.
déterrmine io limite de [ en 2 puis dresse le
iohleou de variation de cette fonction.

2. Prouve qu'il existe un unique point de lo

courbe (¥ ) ol lo tangente & |0 courbe &n ce
point est paroliéie 4 'oxe des abscisses.

3. Trace la courbe (¥ |,

Partie C

Sait ¢ Io fonction définie sur [2; 20] por :
rlx) = :.-_.r a7 =2 = 2xinlx)

1. Justifie que g est une primitive de ¥

sur [2 ; 20).

7. 5oit | le nombre défind par: 1= ||'I". §ivjar,

a) Exprime le nombre | uniquement a l'aide
de nombres entiers et des deux nombras
inZ et In5.

k) Donne la valeur de | orrondie a deux
decimoies.

Partie A
On considére lo fonction ¢ de R vers B définie
par ; glx) = g x'+ 1 —=2nl-x).
1, Détermine 'ensemble de définition de 2.
2. Catcule o limites de g en - eten 0,
3. Etudie les variations de g sur ]-= ; 0] puis
dresse son tobleou de variotion.
&, @) Justifie que V'équation gix] = 0 odmet
une unique solution o dans ]== ;0] .
b} Justifie que: =2<u<-1.
5. Justifie que ;¥ x € ]-= ;af, glel <00t

o & s 0L ely) >0
Partie B
On définit ko fonction § sur - ; Of par :
2 =X}
Irb'.b_‘_a.,r_l_'_ -;._.
Onappelle (i )la courbe représentotive de | dans
ke plan muni d'un repére orthonorme (0, 1, J),
Unités grophiques : O =2 em et Gl = 1 cm.
1. Calcule tes limites de fen 0 et en -,

Interpréte graphiguement le résultot en .
7. o} Justifie que la droite (D) d'égquation

¥ =-§ v =1 est une asymplote oblique o (v jen=x.
b} Etudie lo position relotive de (¥ ) par
rapport & (D).

3, o} Justifie que 1 ¥ X € J-=; 0f, flx)= F—:ﬂ ;

b} Déduis-en le sens de variotion de f puis
dresse con tableau de variotion.

Caloyl miEial




4. Troce lo droite (D) et lo courbe (i )} de f
Prendrg o= =1,
Partie C
1. @) Hochure lo portie du plan A{ A} limitée
par: {v ), la droite (D), les droites d'équotion
r=detyv=—1o0 A<=-1.

b) Caleute I"gire A[4).
2. Caleule A{- 2).
3. Calcule lim Al A,

Le ptan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, J)
ou l'unité grophigue est le centimétre,

Partie &
On considére lo fonction [de B vers 8 définie
par: fiv) = =de' + 3,
On note (¥ ) la courbe représentotive de /' dans
te repdre (O, 1, J1.
1. a) Calcute les limites de faux bormes de son
ensemble de définition,
b Calcule Gm "'!11 : P
Interprate graphiguement le résultat,
2. Etudie le sens de variation de / et dresse son
tobleau de vaniation.
3. a} Justifie que la droite (T); v=—2v, est ton- |
gente a [1 ) ou point d'abscizse zéro.
b) Verifie que : ¥ v ER, /"(v) = 4¢' (e = 1),
Déduis-en la position de (7 | par rapport 4 (T).
4, Etudie lo position de (¥ ) par rapport & lo
droite {D): v = 3.
a2, Troce les droites (T) et (D) puis construis (v )
OVEL S04 .
6. On pose : H_=_I (3= fixpdy of festun

nombre régl strictement négatif,
a) Imterpréte graphiguement lintégrole K
b} Colcule K,
€} Hochure le domaine du plan constitué de
points de coordonnées (v ; 1) telies que
XE0et/ (x)£yve 2 puls détermine aire,
en cm-, du domaoine hachurd sochant gu'ells
vout en unitd d'aires K
Partie B I
1. Justifie que f définit une bijection i de
|- ; In2] vers un ensemble que F'on précisera, |
2. Construis lo courbe représentative (v ‘) de f .
3. Justifie que lo bijection réciprogue & * de /it
n'est pas dérivable en -1,
&, Dresse [e tableou de variation de fr

20

5. Colcule (& )00

6. Pour tout 1 élément de [~1 ; 3], explicite & {v).
Le plan est muni d'un repére arthonoarmeé (0, 1. J)
ou l'unite grophique vaut deux centimétres.

On considére la fonction [ définie sur Iinter-
valle }-1; +={ par: f{x) = x - L2 eriv}
so courbe représentative u:luns un :epe-re
orthonorme,
1. On note " lo fonction dérivée de /.
Coloule /" (x) pour tout v de Iintarvalle |-1: += [,
2, Pour tout v de l'intervalle |-1; + [, on pose
Nl ={1 +x)=1+In (1 +x),
a) Vérifie que I'an définit ginsi une fonction
strictement croissante sur -1 += [
b Colcule N(0). Déduis-en les variations da .

3. o) Demontre que la droite (D) déquation v = x
es! osymiptote obligue d la courbe (¥ ],
bl Colcule les coordonnées du peint dinter-
section de lo courbe (v ) et de la draite (D).
&. Soit F lo fonction définie sur [0 ; +=[ par :
F {2 = [Inf1 + 1)),
o} Justifie lo dérivabilité sur [0 : +] da
la fonction F et détermine, pour tout réel
positif .y, F'{x).

b Calcule JI'I Fnbedy.

On considére la fonction | définie sur [0; +x[ por
Fivd = xin{v + 1) et (v ) s courbe représentative
dans un repére arthonorme,

1.a) Demontre que / est strictement croissante

sur [0 +of,
b) L'oxe des abscisses est-il tangent & la

courbe (¥ } au p-mnt O 7 Justifie lo réponse.
2.0npasel= j -‘1_—1 .

o} Détermine trois réels a, bet ¢

tels que pour tout rée‘l différent de -1,

'I.

ve1

b) Colcule 1.
3. A l'aide d'une intégration par parties et du
résultot de la question 2, calcule, en unités
d'aires, l'aire A du domaine plan délimité par
la courbe- (Y ], les droites d'équation
r=0,x=1 et I'oxe des abscisses,

21 Détermine les fonctions / définles et continues

sur l'intervalle [1 ; +=[ tels que pour tout résl
g |
w21, | e = 2in(v).
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Eoient o et b deux rdels strickement positifs |

vérifiant o < b, On considére les droites (D) et

(D'} d'équation respective = ar et v = by,
On considére les hyperboles (H) et (H)

d'égquation respective v = % eLy= F':: .
Le point A est le point d'intersection de (D} et
{H), B celui de {D') et (H), (C) celul de {O') et (H'),
et (D) celul de (D) at (H').

1. Fais une figure.

2. Caleule I"gire du quodrilatére curviligne

ABRCD en fonction de a et .

Dans le repére arthoganol {2 ; 7.7 ) lunités
graphiques : || || = 2 cm et || 7| = 4 cm,
détermine l'oire (en cm®) du domaine plan
délimité par la courbe (¥ ) représentative de
la fonction logaorithme népérien et les deux
tangentes & (¥ '} oux points d'obscisse 1 et .

Soit ;@ §] —@® continue telle que, pour tout
xEla, bl onaifla+b=x)= flx)
1. Démantre que :

.{.-IL..,-I[..-]:I'. = ‘{'E'b'_l'.- e

Application ) .
2.0) Justifie que: || vsinydv =5 j'u siny d
b) Déduis-en Q xsiny dy.

On considére ba fonction fdéfinie sur §-1 ;1]

par flx) = In| - 5 | etlv ) so courbe représen-
tative dons un repere arthonorme (057, 7 ).
1. Etudie la parité de la fonction f,
Gue peut-on on déduire pour lo courbe (v ) 7
2. Etudie les variations de la fanction [ sur
-1;1[.
3. Détermine les Umites de [/ aux bornes de son
ensemble de définition.
&, On considére la fonction F définie sur J-1;1[
par:Flv) =[x -1 In {1 - x} - {x + 1} Inlx + 1),
a) Démaontre que la fonction Fest une
primitive de la fenction /.
b} Détermine alors Lo voleur exacte de

:=_1'4:"

) Justifie que ;1= -

fixy d.

_5:1-_3'1"5
1"' 333543

On odmet e théoreme suvant :

Spient a et b deux réels tels que o < b el fune
fonction dérivable sur (o ; K] telle que [ ' est
continue sur [@ ; Dl Cn note (¥} lo courbe
representative de fdans un repére arthonorme

27

{@:7 .7 ) Lalongueur L, en unité de languewur,
de I'arc de courbe défini por io courbe (v ) entre
les paints &la ; fla)) et Blb ; flb)) est égale

Jl P — T
aL= | 1y de

La chainette &st lo courbe obtenue lorsquion
suspend une chaine entre dewx paints A et B,
Cette courbe g une équation de lo forme ;

v = flx) ol Fest lo fonction définie sur B por:

fig = 55"
Calcule lo longueur de la choinette entre les
points d'abscisses =1 et 1.

On considére !n fonction / définia sur [2 7 +x]

4x +1 -13\-9
raftn= el

1 I:Id.-termine les nombres réels a, b et ¢ tels
gue [ [v) =
2. Colcule: =

h i
"'l.-1+ e

,f firdr .

On mns.'ldém la fun:tiun_.l"déﬁnie sur [1; +=]
po:filv) =

L.Pourgz 1 détermine lla) = j| findt en
fanction de i,

2. Determine fa limite de [a) lorsque a tend

VRS
3. Interpréte graphiquement ce dernier
réguliat.

On considére la fonction Fdéfinde sur B par :

vl =11 =27 )" et [t ) sa courbe représen-

tative dans un repére arthonarmé (07, 7 ).

1, o) Détermine les limites de [ en o gt en ==,
bl Etudie leg variations de [,
2. A I'orde de deux intégrotions par poarties

successives, détermine A= | finedr.
Interprete graphiguement A,

3, Pour tout réeltdﬂ [1:4],

an pose Fx} = i ity dt.

a) Démaontre que F est dérivable sur [1 ; +o0f,
b} Détermine 'expression de Flv) et colcule
im limite de F en +=,

¢} Interpréte graophiguement ce dernier
resultat.

&, On veut résoudre I'équation Fix) = -4,

Lgon @ Ei Cajcu mbigral
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o] Demontre que cette équation est
equivalentea: 2inll + x)=x.

b) Etudie le sens de voriotions de lo
fonction & définie sur [1; +»[ par:
hix)=2n{1 +5) - 1.

€] Démontre que, sur Iintervalle [1; +2{,
Féquation : Zin(1 +.x) = ¥ a une unique
soution o,

d) Donne un encadrement de a d 10" prés,
e] Datermine f«) sous la forme d'une

fonction rationnelle de, puis une valeur |

apprachee a 107 prés,
1. Sgit ¥ un réel pu:ksltif
O pese i) = 1%
Demontre que pour tout nombre réel t positif, :

[
- _‘pl
fex =1

2. Démaontre gue fa fonction fest continue

sur B~

3. Prouve que : f(2) = 1.

4, Déduis-en qu'll existe un réel ¢ appartenant |
a[1;2] tel que: fic) = 1.

Soit i un entier noturel. On définit lo fonction
flmj"

i,

foeur[l;elenposant:f [x)=

On pose alors | = |I' ANEN A

1. Démontre que | =~ :. “{n+ 1,

2. Calcule LI.
3, Déduis-en I, L etl,

Le plon est rapporté & un repbre orthonormé |
(0 F. 7). (Unité graphique 2 m).

On considére lo fonction f“définie sur [0; n] por :
fx) = siny.

Roppels : Pour tout o réel, cosl2a) = cos*a-sinta
et sin(2a) = Zcosa sin.

1. Représente graphiguement la fonction 7.

2. Exprime sin®y en fonction de cos2y,

3, Déduis-en lo valeur de {J sin’r eff.

4, Détermine l'aire de lo partie du plan
délimitée por la courbe de [, I'axe des obscisses i

el les droites d'equation vy =0etr=m,

On considére lo fonction [ deéfinie sur
Jixi=xinlx + 1).

On admel que pour tout x de [0; 1] .ena: [
Sihtx+ 1) sx= 5 + &,

[D‘.Ilpﬂr:|

= 2

35

1. a} Détermine un encadrement de f{x]
sur (0 1].
b} Déduis-en un encodrement par dewx
rationnels de |I fix)dr.
2. On considére la fonction 2 définie sur

10 += [ par:gly)=In{1+ ].]

a) Démontre que la fonction G définie sur
10 ; +@ [ par: Gls) = (v + 1) Inly = 1) = xin(v)
est une primitive de g sur J0; +=[.

b Déduis-en l'inbégrale -'I. eix) e,

On considere les fonctions [/ et = définies sur

1
par - flx) = et gli) = Ti it

X
1o "
1. Coleule lintegrale: A = |  fividy .

2. Soit lintéarale : B= [ vy,
Colcule I'intégrale C=A+ B,
3. Deduis-en lintegrale B.

1. Detarmine les réels a, b, i tels que pour tout 1
différent de 3, ©.—

=atvhe gt

BT §
2. Calcule Jl .:.h

.|'! B N
3.-Eu1:u|e:.|' e "H:h.

gz 1= 25Ny

Dans la figure ci-dessous, on donne les courbes
repreésentotives des fonctions [ et ¢ définies
respectivement par ;

flx) = {x + )& =1 et glx) = xt+ 2x,

Deterrmine 'oire comprise entre les courbes

(¢ ). 0¥ Jetles droites d'équation v=-1etv=1.
3
1 .-"J
il S0
e
"o, .'-l.
oy __,-" 1 -

LEgon B |ﬁ Calcul intigral



g XErcices

AT Omn considére la fonction Fdéfinie sur

Vintervalle }-1; 4= par : flx) =x - " .'LT* 11]

{7 ] 50 courbe représentative dans un repérg
orthonormié.

1. On note fla fonction dérivée de f{x).
Cateube f{x) pour tout v de lintervalle =1 j+cf,

2. Pour tout v de l'intervalle }-1; +x{, on pose
NiT)=(1+2F~-1+In(1+x)
a) Vérifie que |'on définit ainsi une fonction
strictement croissante sur J=1 ; +%[. |
b} Colcule N{0). Deduis-en lesvariations de f.
3. a) Démontre que lo droite (D) d'équation :
v =x est asymptote oblique o la courbe (¥ ),
b} Calcule les coordonnées du point dinter-
section de lo courbe (Y} et de la droite (D)
4. Soit F la fonction définie sur |-1:+x[par |
Flx)=[in(1 + x]]%
a) Justifie lo dénvabilité sur 1-1; +={ de la
fonction F.
1] I}ét«urmln_el, pour tout réel positif x, Fivh.

¢} Calcule |! fix) .

on cn'r'l-sldﬁ-re tes fonctions /et 1: définie sur K
par ; flx) = et gly)= - =| ;

h“"‘ i

1. Détermine les limites de et de ¢ oux bornes
de leur ensemble de dafinition,

2. Détermine une primitive de lo fonction.

3. Démontre gue pour tout x réel, flv)+elv)=2.

4. Calcule les ntegroles 1 = [ fora
ell'f plvyedy.

§. Eerie | ot | ehocun sous la ferme Ina ol o est
une fracthon.

A l'gide d'une intégration por porties, calcule
chocune des intégrales suivantes.

1]= II'I i oy i = ||I Inedlt
= .-{. I: =1 :I;ir'l,l.'q.f'l - 1= .j. | x Elr';.f'l,' X

5.!: f" 3 ‘:{f.l'.

0 Wi+X

A I'aide d'un changement de varioble offine,
calcule chocune des intégrales suvantes,

1.A= J[I_Jr*-. 1=t ; 2.A=_|LI (dy+ 7V dy;

.II-N s

=1

3.A= [ eoslane xidy; 6. A=

A l'aide d'un changement de varioble offine,
colcule chacune des intégrales suivonies,

L e

1.B= |f = _-rl'.'|1EE=i12'_'l-'.‘-lih

1.B= j gind Ty # 8 v -4 B= ||I 5 ' o ot

A l'oide d'un changement de varioble offine,
colcule chocune des intégrales sulvantes

1L.C= ||:|I:=:=5| 2y e é )& sinl v - 2_;'”-1'1' ;

g -
B |5 i hbe | ™
A l'alde d'une double intégration par porties,
colcule chacune lintégrate subvante,

[= J'.I'1 exh o' v

A l'oide d'une double intégration par parties,
calcule intégrole sunante.
1= [, eoave'dy,

o

1. 5out f lo fonction définie sur {1 ; ==c{ par

fx) = 555 et Hla fonction définie sur

[1; 4% par Hix]l= _,ll' fif el
a) Justifie que /2t H sont bien définies
sur [1;+xl,
b} Quelle relotion existe-t-il entre Het f 7

¢} Soit (C) lo courbe représentative de f dans
un repére orthonormeé (O ; 7, 7 } du plon,

Interpréte an termes d'oire le nombre Hi3),

2. On se propose, dons celle guestion, de
donner un encodrement du nombre H(3).

a) émontre que pour tout nombre
réel x>0,
K e T
}_‘_‘.‘_:, =M f—_{'"
b) Deduiz-en gue : II,J fi x sl = 3nj 1 :j |
“taf 1=% )= [Mini1 - e iy,
¢} Démontre quesil <x =< 3,
afors Inf 1- :

d) Déduiz-en un encodrement de
_F"lln- 1—¢"" iy, puls de _ff fi x el

neinf1-).

| il =&

Lecon & E|i| Caloul nfegrmd




48 But de l'exercice : opprocher In(1 + &) por un

polyndéme de degré 5 lorsque a opportient &
Iintervalle {0 #x|.

Soit o dans Uintervalie [0 - +«], on note
I, e} = |L ","?; et pour k € N, on pose

L = [l
1. Colcule 1, (o) en fonction de .

2. A l'aide d'une intégration por partie,
exprimez [ (a) en fonction de o.

3. A l'oide d’'une intégration par partie,

démontre que I, fu} = - '&r-_':!'_' + 1, 1)

pour tout & € K.

&, 5ait p le polyndme définl sur B par:

L
5 A Tl o o

Deémaontre en calculont 1, {a) ; 1, la) et 1 (e},
que : L (@) = In(1 +a) - Pla).

5. Soit Ju) = ot -,

Coleulez Jia).

6. 0] Démantre que pour tout t € [0 ; ul,

pix) = %.1"' - -;-.vr' + ;—r.\"‘

b) Démontre que pour tout & €[0 ; +«[,
Ha) = Liah =0,
7. Déduis-en que pour tout a e [0 ; ==,

linf1 # ) - Plaj = 4.

8, Détermnine en justifiant to réponse, un
intervalle sur lequel Pla) est une valeur
gpprochée de Infl +a) & 107 prés.

Pour tout entier noturel i, on définit

Jox 'I.:-'-' “sircelc af J -'.:: & eoaTdy
1. Colcule ] et J..

£. Enintégrant por parties-|_etJ_, démontre

[ fot =1

|-nl.+J, =3

3. Déduis-en les enpressions de | et J en
fonction de a.

4. Determine la limite de 1 et celle de J_
quand n bend vers +a

que:

La choinette est la courbe subsant laguelle
se tend un fil homogéne, pesant, flexible et
inéxtensible suspendu 4 ses extrémitds o deux
paints fixes.

Leicgn &

On mantre et on admettra dons ce probléme
que, ropportée d un repére arthonormé

(@ ; 7.7) convenable lo chaginette o pour
dquation: v =f(v) =58 sdiestun
= 2d i

paramétre réel positif dépendont de la longueur
du fil. On note C lo courbe représentative de |,

On lgisse pendre un tel fil d'une longueur de
& m entre deux points situds & une méme
houteur et distonts de 2 m; Le but du probleme
est de colculer une voleur opprochée de o
fléche prise par le fil, c'est-a-dire la distance d
indiquée sur le schéma,

2m

.|

A. Etude de lo chainette

1. O prend & = 1 1 étudie les variations de /{x).
Determine ses limites en +x et en—w,

2. Troce les courbes C, C. et C,

{unité graphigue 1 cm)

1. Prouve gue pour toul A, la courbe C =g
déduit de lo courbe €, por une homathétie
dont on precisera le centre et le rapport.

Dans toute la suite on prend . strictement
positif,

B. Recherche de o

Pour une courbe d'éguation 1 = flx), un petit
glément de courbe o pour longueur o tel gue
a5 =+ e,

Soit
I.: h i i .
I:!:!‘ s 14'[51’;' "‘fﬁ'“‘ﬂ AFEET

w5 = ("1 s

1. Fais un schémao montrant que vous ovez
compris quelque chose oux explications
precédentes et démontre que lo longueur de

la chalnette est Ly = £—f-

2. Exprime en fonction de & la fléche &(4) de la
chainette C .

C. Le probléme consiste done & trouver la
valeur de b pour laguelle L) = &,

1. Donne une valeur approchée 4 107 prés de
la solution a de I'équation (B} : L{i) =4

2 Caipul inégras
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2. On cansidére la fonction w1} = *—
Caleule ¢°(t) et démontre quee p'(t) est
toujours positive.

Diétermine la limite de @ft) en +o et déduis-en
I'existence d'une unique solution de (E).

3. Détermine alors les coardonnées du
minimum de la fonction f (x) oinsi que d{a).

D. Une varionte (nettement plus élaborée)
de lo question précédente est lo sulvante :

1, Resous Pequation dinconnue v, v’ = 4lr=1=0,
2. Déduis-en que L{x) = & dquivout a
A= 2+ 40T,
3. 5oit g lo fonction définie par :
Plix}= inl2r+ 47+ 1),
o) Etudie les variations de g sur k.
b} Troce so courbe représentative ainsi que
o droite (D) d'équation v = 1.
¢} Démontre que l'dguation g{v) = v o une
seule solution comprise entre 2 et 3,
& 00 note: =12 4+l
a) Démaontre que pour tout v de 1, giy)
oppartient a 1.
bl Prouve que pour tout t de 1,0 = g'{y) = 0,5.
Déduis-en que pour tout x de |,
l2ix} - a] = 0.5}y 4.
5. On considére la suite 1_définie par = 2
et pour toutn 20, u__, =gin ).
a) En utilisant la construction du 3. b)
conjecture le comportement de & .
b) Démantre gue pour tout n,
[ - al £ 0,572 - a|. Conclus quant & lo
convergence de i,
¢} Bétermine un entier i, el que i, soit

urve valeur approchée de o & 10 = prés.
d) Ameliore le résultot obtenu ou C.3.

TR Rk =] T

45" Un coutuner, pére de I'un de tes comorodes
de closse, doit produire en grand nombre une

pigce de la forme du dessin bleu ci-dessous,

Afin de prdvoir ou méeux so commande de tissy,
il te sollicite pour connaitre la surface de la
piéce qul représente lo portie du pton dalimi-
bée par (0 1, (v ), les draites d'dquations :
y=05et x=1avecgly) ==+ 1 et fr)= : ]
L'unité est le métre,

Alde-le 4 colculer 'aire de cette piece.

ﬂ#;ﬁgﬁhﬂt’

12 f Fiviefy =jr Tieyely *I : fiviete.

ET) Cette aire est : _j' (FEv) — (vl i

Ligan & ﬁ Caleul indégral
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s NUMERIQUES

7/ | SUITE

Less Trasctiles SN oS TNgLres ivvaripmnies puar CFuEnEen e m
d'dchalle (pnous pafons sussl de “structures autosimiinres”
@l sont la representaiion i_."J__'||:||'.||'||_|Jl it el s T Fre RS

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Un concours scolaire dénommeé a Une école, un grand
arbre » o &té lanceé por to SODEFOR. Le principe est
de planter un arbre d'une essence de son cholx. Le
concours est lancé début octobre 2020 et prendra fin
début juillet 2023. L'étoblissement qui oura l'orbre
le plus grand sera primé, Le club environnement du
Lycée de Gargons de Bingerville décide de se procurer
un arbre d'une essence rare, Les membres dudit club
font des recharches sur cette essence el s'opergolvent
gque son évolution, en centaines de centimétres, peut
étre modélisee par g suite {n ) définle por 1, = 0,3 et

|H'F ].

pour tout entier noturel m, L, = %{ s 1.

L'un des membres du club offirme que, dans un articie
lu sur internet, Il a découvert que 1o houteur moximale de cel arbre, en trois ans, est 2710 cm.
Devenus hésitants quant aux choix de cet arbre qui leur tenait & corur, les membres du club décident
de faire des recherches sur les suites numérigues et leurs limites,

SUSIFS NAMTAr e




HABILETES ET CONTENUS

GANOTANEES Suf WS SUEY FRIMangUEs & =
i roiRDAMBMent Sal rmourrenc ‘ Obieerrmfrror

» la limite d'une suite
« la plus petite valeur de n telle que :

« o définition d'une suite

® Croi J‘rﬂ!‘lﬂ".;:EH
. E‘grs:]?s::nm = la plus PEtFtEﬁwleur de n telle que:
= constonte lu -1|<10°, peN
* majorée a _
- minoree
s hornés | 4
3 R LD T
= MENer un raisonnemeant par récurrence | = les Pf-ﬂ'l:l_ﬂ!t!'s sur la convergence :
* des suites géomaétrigues

Detmaritree : ) :
= Qu'une suite est monotone | des suites arithmeétiques
« Qu'une suite est majorée etlou minoréa Mo anniafre

! = una sujle géomeétrique convergente pu
divergente

[} = s

le comportement d'une suite récurrente

Fraduire
= une situation donnée & Paide d'une sulte :

= » arithmétique
« la définition d'un suite : ; Eﬁ-‘;ﬂﬁﬂ;;ﬂmmque

* Comvergente

- divergente 4 Sulte &, &, inln) : crolssance companie
« les théorémes de compargison
= les proprigtés sur les suites monotones Connnitre
« les propriétés sur la convergence des 5 :
suites numérlua 9 . ;:uE:y E::ﬁnftﬁ{ﬂ sur la convergence des suites
- les proprités sur lo divergence des suites « les propriétés sur les limites et comporte-
Mumériques ments gsymptotiques comparés des suites
|V — (n{dd 5 (%), b = 0 et {n*), « réel
» qu'une suite est canvergente I ReC ol

ou divergente = une suite du type n* convergente ou divergente

INSTALLATION DES HABILETES

Hﬂﬂ!ﬁ' Géneralites sur les suites numériques et raisonnement par récurrence

1.1 Dafinition (Rappeis)

1. Soient (i ) et [v.) les suites définies respectivemant por ; [ i '_.!'L—T sty =3 +n-5,
Calcule i, ; 1, ; v, 8tv, Moot =v £y~
2. 501t la sulte (1) définle por w, = ‘5’ - Calcule w, et détermine 'expression de w_, en fonction de w .

3.50it [x } lo suite définie par:x, = 4etvnen, x_ =x -3,

Lespas 7 Sisies nusrénipues




o) Colcule x, : ¥, & X, : ¥, 1 X, et ustifie par une conjecture que s € M, x =&~ 3n,
b} En considérant la suite de terme général & - 3, retrouve 'expression de v en fonction dex

Une suite peut étre définie par :

» la donnée de son terme général en fonction de 7 ; on dit olors gue lo suite est définie por une
formule explicite ;

= la donnée du premier terme et d'une rélationdutype:u__ = flu ) ou fest une fonction de B vers
& : on dit alors que lo suite est définie por une formule de récurrence.

Exprcices de Nixation

B Pour chocune des suites (i ) définies WD Losuite (1 ) est définie par:u =3n+1,
ci-dessous, calcule les & premiers termes, Définis cette suite (u | par récurrence.

ale = n—3 ;Ui *E[--.Ia:lr:

Mg =y
1) S, S——
J THE N e =+ 1%

WY Losuite (1) est définie par | 7 %

mll

Diéfinis cette sulte (v ) par une formule
a3l Me= V=1 explicite.
| ¥*me M, Moy = -'%'H..- 1%+ s |

1 2. Roisonnament par récurmenca
On dorne la sulte (i ) définie por i, = 2 et pour tout entier noturel n, u_, = 04u_+ 6.
Soit lo propriété mathématique Pir) 1 1 £10.
1. Viérifie que pour » =0, lo propriété P{n) est vroie,
2. Supposons que pour un entier noturel &, lo propriete P(k) est vraie c'est-a-dire que v, £ 10,
Deémontre que i, £ 10,
3. Que peux-tu conclure pour les termes de lo suite (u } ?

Sait P{n) une propriété dépendant de l'entier naturel 2. La démonstration, 4 F'oide du raisonnement

par récurrence de lo propriété Pln) se fait en trois étapes : linitialisation, 'hérédite (ou caractére
héréditaire) et o conclusion.

Exercloes do flxation

W Sait 1 un entier naturel. Dis si les propriétés | TR On considére la suite (v } définie par :

suivantes sont vraies ou rang i, : T 2::-1:'1& :

o) Plw) : 1P+ 25+ e i 5%, =25 Démonire par réCurrence que, pour tout

i) -1+ 24 A=+ 2 ) 0, =4 entier naturel n,ona:-65u =1

€] Rim) 1 7" =& o5t dll.'l'::lhte parS;m =24. . E On considére la sulte (v ) définie par :
On considére lo propriété Z(n) s 3n > (n + 3 ve=0

ot i est un entier naturel, l e ."-.-"'T"r-..‘_:'. g

Déterminge le plus petit entier noturel i, Va

Démontre par récurmence que, pour tout

pour lequel Z(n} est wroie entier maturel m, 01 <1,

B On considére la suite (1 ) définie par :w =ni=n+5.
Démontre par récurrence que, pour tout entier naturel m, w_ est impair.

Locom T LS numdngues




L.3. 5¢ns de varation d une sulte
A choque période, un prix subit une dirminution de 30% par rappart au prix de la période précédente,
puls une augmentation de 30 F. Le prix de base {en Francs) st i, = 140
L. Salt u_le prix de la période 1, Justifie que le prix & la période n+ 1 est 2 =070 +30,
2, Eul:ut-e Mo W,y b, et
3. a) Viérifie que i, < i,
b} Démontre que, ¢ |! existe un antier o tel gue Mo Eu dlose < g
¢} Déduis-en le sens de variation de la suite.

Soit ()., une suite numérnique.

(13 5i pour tout entier noturel i1, 1 < i, o 0lors la suite (v ) est crolssonts.

(2} 3 pour tout entier naturel w, i 21, olors lo suite (1 ) est décroissante,

(3} 5i pour tout entier naturel i, 1, = n_, 1+ @lors o suite (ir ) est constante ou stationnaire.

Exercices do fixation

TN Soit (v ] une suite numérigue. Eépu-nds par | 2. Eumpure ==L gt 1 puis déduis le sens de
Vol ou par Faux a chocune des offirmations ' variatisne .;Ie In suite {u ).
SUNanies. ; By Soit lo suite (i) définie, pour tout entiar
L5k <, , alors lo suite (i ) est naturel 4, par W' = =ni+ 20 + 8.
décraissante. Considérons la fonction rdéfinie de R vers &
&.50n = u_, alors lo suite (i) est | telle que w = fln).
crolssante. 1. Etudie ie sens de variations de la fonc-
3.5 €N, u>0et ;'™ >1, olors | suite tionx - flx) sur [1; +eef ;
{1 ) est décroissante. 2. Déduis en les variations de la suite w ).
A58 Y neN u>0et "' - 21, olors lo B Soit lo suite (= ) définie, pour tout entier na-
suite (i ) est décroissante. turel n, par= =2z etz =a. (0 R)
&2 Soitla suite (v_, ) définie, pour n > 1, par :é::'rfg::::z:':s ;‘u;:‘{ﬁ':ﬁ;'—xﬁ;ﬁ:‘m
= Inlr = 1). 4. Supposons que o= 2,
Détermine la sens de variotions de lo suite (v ). | Démontre par récurrence que lo suite (= &
D On considére la suite () définie, pour > 2, | ﬁ:ﬁ:ﬁ:fﬂ A
Par = 55 . Bémontre par récurrence que la suite (=)
1. Viérifie que pour tout entier naturel ., >0 est décroissante.

1.4 Suites majoréss - suites minorkes
Soit la suite (i ) de premier terme i, @t définie par W = 5:‘— T5
On considére la fonction /'définie sur [3 ; +x[, por flx) = i1_15‘
L Justifie que pour tout élément v'de [3 ; +], flx)= 'E ﬁ. °E)

2. Justifie que pour tout elément v de (3 +-cf, 3. fiv < 2.

{1} Une suite (i) __ est minarée s existe un nombre réel m tel que: v € N, i =m.
(2] Une suite (i ) » et majorée 'l existe un nombre réel M tel que : 'mEHu c M,
(3) Une suite (), est bornée si alle est & la fois minorée of majorée,

LR k]

AmeER,IMeER/VnEN, mEu M),
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Exarcions de flxation

On considére une suite numérique (). WE Soit (v ) la suite définie par v, = =1 et pour

Recopie et compléte le texte ci-dessous a {out entier naturel i,
i'aide des maols : mojorée, minorée, bornde. v =02y + 06
1. Comme 1< u_, alors lo suite (n ) est ... par L. Démontre por récurrende que la suite [v )

2. Pusque lo sulte (i ) est ... por ;  olors | est majoree par 1.

Sour tout entier naturel i, g >h | BB Soit (w ), . une suite définie par

3. Lo suite {1 ) est telle que, pour tout entier =2 et w,., = 1 :L di

naturel i, =1, > 1 et -u_< 3.0n peut dire que Démantre, par récurmence que,

lo suite (4 ) 88t e car efle est ... - pour tout entier naturel 7, lo sufte (w ) est
par =l et est ... par =3, majorée par 2 et minorée par % :

B Soit (=) une suite définie por ¥ € N°, = = 3 + sin{n),
Demontre que (= ) est bornée.

H.Mti.ﬂ. Convergence d une suite numérique

24 Motion de conviergence

1. On donne les suites (i), (v ) et ) définies par: i = Hoor ; v= 5" et w =(-1)",

Recopie et compléte les tableoux ci-dessous.
[n ] 10 | 10+ 10" 100 + 1 10/ 107 +1
g
J

1 1 E I |

" I I i

| — ——

2. Vers quelle voleur s'accumulent tous les termes 1 lorsque i devient de plus en plus grand ?
Déduis-en lo limite de lo swite (i ).
3. Quelle est otors la limite de fo suite (v | et celle de o suite {w ) ?

{1) Une suite est convergente {ou converge) sl elle admet upe limite finie.
{2) Une suite est divergente {ou diverge) si elle n'est pas convergente (elle admet une limite infinie
pu n'admel pas de limite).

Exercices de fixation

T Reponds par Vroi ou par Faux & chacune | 5. Une suite qul admet une limite nulle est

des affirmations sulvanies : divergente. ]

1. Une suite qui admet une limite finie est f. Line suite qui n'admet pas une limite infinie
convergente. est convergente.

2. Une suite qui admet une limite est it :

convergente. . | BIE) On considére les limites des suites

3, Une suite qui n'admet pas de limite est suivantes. Lesquelles sont convergentes ?
divergente. i timy =— ; lmw. ==

&, Une suite qui n'est pas divergente est o= 'm_" Eon '
convergenta. ! ey = +oc 5 limv, nlexiste pas; imz =7,

Lsszon 7 iliil Dt reneRa oS



2.2 Suite gefinle par une formule expliciie

221, Limite O ung suillte dafinie par e Tonmule h'll.q:ﬂll'_“l_'

Soit 1a suite (1 | définie pour tout entier noturel i, par: u_= E::l .

On considére lo fanction f définie sur 10 ; +oc{ par: Ax)= 3 3 .1

1. Déterming lo limite de Fen <%,
2. Déduis-en lo limite de la suite (i1 )} lorsque o tend vers +x.,

« Sitous les termes d'une suite (i ), 4 partir d'un certaln rang, sont oussi proches que l'on veut d'un
nombre réel | (resp. oussi grand), on dit que la suite {1 ) a pour limite [ (resp. +) et on écrit -
r_ip'hn. = [ |resp, ,,'M.L”" =4 ],

« S festune fonction retle que lien_ flar=1; [ € RU[~=;+x] alorslo suite (v |
définie par 1= fln) admet pour limite .

Exprcice de fixntlon

Distermiine, &1 alles exicbent, la imite de chacune dies suites définies par

Yy =D | --."q.,w. St | 1L Irtur 1}
e PEN v, % g mEH,n.. e JEN: m ANEH:

Fr-1 1

Fa=y, "_-5 MEN; pom 2il-1-u"u.!rEN'::..-m—‘l—,rr,rrEN.

242 Propridles @ comparason

1. On consedére les suites numérigues (v ) et (v ) définies pour toul entier noturel non nul i por
[ =1 +n"
¥ = _“_.-,. et Vy=n- ;
a) Justifie que pour tout n, élément de B®, v _Sx
b} Determine la limite de lo suite (v ) et déduis celie de (v ).

nroosn oo e t_L_

2. Soit les suites numériques définies par les termes . = = $ = 7

a) Justifie que pour tout n, élément de N° v o sw
b) Détermine la limite de lo suite (i ).

(1} 5i, & partir d'un certain rangon o2 v, et lim v, =+, alors limu_ =+,
(2} 5i, 4 portir d'un certain rangona e = v etlim v, ==x, olors limy ==,
(3} S, & partird'un certainrangong:v i < w etlimy =limw ={,clorslimu = L.

Exarcices de fixation
Daons chogque cos; compore les: lermes | elvmneM, [u.]= !.: f
generoux des suites (u ) et (v ) puls déter- - e
mine si possible la limite des suites (i1 ). d)vneN, |u—Indjs5=(g] .
Lth=nfsyn-1etve=n',n€N; | =9 Determine, sietles existent, les limites des
2 =P =1"at Vem=P =1, HEN. suites définies par :
W — Ak :
TR Détermine la limite de la suite (v ) telle uly 5""11 2 mEN;
quetal ¥ e M-, g—ﬂ#u.-&f%r#: Ve ==t = MEMN;
= q s = S M E M.
biwue N*, ;- S Me S5y '+ cosn]|
2n
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2.3, Sultes récurrentes

Soit lo suite (i1 ) définie pour tout entier naturel i, par: = - 31, el 1y = g:.:.::l :

1. Construbs sur I'axe des obscisses les cing premiers termes de la suite (1 ),
2. Conjecture o limite de la suite (i1 }.

3, lustifie que pour tout entier naturel i, v, = % B 'Ei,'?._{ ;

4. o) Démantre par récurrence que (1 } est croissante et majorée par % .

b} Déduis-en que (¢ ) admet une limite telle que [ = %— ;

5. Démontre que [ = g‘;' 3‘- [en utilisant l'expression de «__ .} et déduis-en que [ = 5

[ synise

Sodt (i ) une suite récurrente et L un nombee réel.

» 5i{u ) converge vers [ et fune fonction continue en [, alors la suite (v ) définie
por: v = flu ) converge vers f{L).

» Si ) converge vers | et si fest continue en [, olors [ est solution de I'équation :

v = flx].

Exarcices da fixation

BEY On considére lo suite convergente (v ) définie pour tout entier naturel w, par v, =2 - v 4 telle
queD v <5, Soit [ lo fonction telle que: flx)=2— ",
Détermine |a imite de lo suite (v ).

BE® Soit lo sulte convergente (i } définle pour tout entier naturel i, par: b, = 1€t #..o =y 1. +20.
On considére la fonction fdéfinie par: flx) = x+20.
1. Justifie que lo limite de la suite (i ) est solution de 'équation v =x =20 =0.
2. Détermine cette limite.

2.4 Sulte monoiong

A- Les termes de deux suites numériques (i1 ) et (v ) sont représentés respectivernent par
les figures 1 et 2.

15 (] S 1L & i 15
TR 'R i
g te
) .__.'. .---...1.:........ .
Figure 1 Figure 2

1. Conjecture les sens de variation des suites (i ) et (v ).

2. Les sultes (i ) et [v } sont-elles majorées ou minorées ? 5i oul par quelle valeur ?
3. Conjecture lo convergence des suites (v ) et (v ).

4. Déduis des trois guestions précédentes; des proprigtés sur lo convergence.
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8- Solent (v ) et (v} deux suites numérigues respectivernent croissante et décroissante.
1. On suppose gue o suite (¥ ) n'est pos majorée. Demonlre qu'elle diverge vers +x,
2. On suppose que la suite {1 ) nest pos minorée. Démontre qu'elle diverge vers —=.

1, Toute suite croissonte et majorées est convergente,

2. Toute suite décroissante et minorée est convergente.

3, Toute suite croissante et non mojorée diverge vers +o,

& Toute suite décroissante et non minorde diverge vers ==,

Exercices de fixation

B9 Soit {1 ) une suite numérigue. Associe une phrase de chogue colonne de sorte & obtenir une
propriete vroie,

Sl etsi.. ' alors...

| = la suite {u ) est minorée

{ * la suite (i ) nest pos minorée
* lo suite (i ) est majoree |
* lo suite (1 ) n'est pas mojorée

: I
» losuite (i ) est croissante * la suite (i ) converge
* la suite (i } est décroissante |« lo suite (1, } diverge

" COn considére les suites (u ) et [v ) telles que ;
vEV  fu Sk etpourtout nde Ny 3 <,
Etudie o convergence des suites (i ) et (v ).

™2
B2 On considére lo suite (1 ) définie pour tout » de N par ; _ Sy -1
AE ™= [ 3

1. Demontre par récurrence que pour Lout entier noturel o, Vena:u > 1
2. Bémaontre que la sulte (i | est décroissonte ; déduls-en que la suite (u | est convergente.

Activité 9 Suite arithmitique - sulte géomeétrique

S.1. bulte arthmatigue

J3.1.1 Gencralites sur oS syltes arithmotiouos

S0it (i ) une suite arithmétique de raison et de premier terme 1.
1. o) Exprime 4, en fonction de M.
b Déduis-en le sens de voriation de la suite u_suivant les voleurs de r.
4. a) Démaentre par récurrence que pour tout entier naturel i, i = i, + nr.
b} Déduis-en la formule explicite de la sulte (i | pour tous entiers naturels » et p,
3. 50it 5 la semme des vingt premiers termes de (n ).
Donne une expression de 5.

« Soit (i ) une suite arithmétique de raison r.
S r<Dalors (1 ) est décroissante ; sl - =0 alors [t ) est constante ; si > 0 olors (i ) est croissante.
= Lo somme des i premiers termes d'une suite arithmeétique de raison - et de premiers Lermes i,

est égale 4 : le nombre de termes x E-—i" :
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Exerclees de flxntion

TED  Pormiles sustes arithmétiques suivantes, cite * [x ) est une suite telle que x_= 2.
celles qul sont croissantes, celles qui sont « (1 ) est une suite telle que
constantes et celles qui sont décrolssantes. s 6 L
« (i) est une suite de raisan r = -2 de |
premier terme i, = -9, TR Demontre que :

ot i : - a) la somme des nombres pairs
(v ) est une suite de roisen r=3 de 24 46 + b (20) Auola 4 1),

premier terma i, = 1. ) b} la somme des nombres impairs
;q-.-.-é};stune suite telle gque w, =4&=mn, 1+3+5+.. +(2p+1)égole (p+ 1)
1] H

3.1 2 Convergence d ung suie anthmaliqus
Seit () une suite arithmétique de raison » et de premier terme i,
1. Exprime i1_en fonctionde u,, netr.
2, Déduis-en la limite de (1 ) suivant le signe de r.

Soit (11 )., une suite arithmétique de raison r el de premier terme u,.
Sir =0 alors (i ) converge et limu, = u,.
Sir= 0, alors (u ) diverge et lime, ==, [r< 0} ; limu = #% (>0

Exercices de fimtion

Y Réponds por vroi ou par foux & chocune des affirmotions suivantes :
1. La sulte arithmétique (i ) de premier terme i, = 2 et de raison r = 2 est convergente.
2. La suite arithmétique (1 ) de premier terme ir, = =1 et de raison r = ={,1 est divergente.
3. La suite anthmétigue {n | de premier terme 1, = 5 et de raison = =(,3 g5t convergente.
4. Lo suite arithmétigue (i ] de premier lerme rr = =& gt de raison r =0 est divergente.
RN Etudie lo convergence des suites arithmétiques définies Ci-dessous.
o) (i )esttellequevyneN,u  =u
] h'“! esttellequevwEN, v =3+1,
¢ (w ) de premier terme i, = -5 et de ralson » = 2.
d) (x } de premier terme x, = =2 et de roison rr=0,7.
e) (1) est définie, pour tout entier naturel npar: v, = 2 = nlns,
~em+3

f (=) est définie, pour tout entier naturel # par:

3.2. Suite geometrigue
32,1, Genéralites sur ks suites geomatnques
Soit {1 ) une suite géométrique de raison ¢ el de premier Lerme v,
1. Exprime v__, en fonctionde v,
2. o) Démontre par récurrence que pour tout entier natured i, v =V, % 4.
b) Déduis-en lo formule explicite de lo suite (v ) pour tous entiers naturels i et pr.
3. Soit 5 lo somme des vingt premiers termes de (v ). Donne une exprassion de 3
4. Exprime v__ - v en fonction de .
5. a) Supposans que v, < 0. Etudie les variations de la suite (v ] dons les cos suivants :
1"cos:g<0;2teasg>1; Fcas:0cg<l
b} Suppasons que v, > 0 . Réponds & la question §. a) dans ce caos.
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= Soit {v } une suite géomatrique de raison ¢ et de premier tarme V.
Four v, <0, v ) est décroissante si g > 1, croissante 5i0<q < 1 et n'est pos monotene sig <0,
Poury, >0, (v.) estcrosssante ¢ g >1, décroisante i 0 <q < 1 et n'est pas monotone si g < 0.

« Lasomme de i premiers termes d'une suite géomatrique de raison ¢ et de pramier

-l g T

Lerme b, g5l e —— 1':]— .

Exprcices de fixation

U Pormi les suites gbométriques suivontes, cite celles qui sont crofssantes et celles qui sont
décroissantes.
* {1 ) @5t une suite de roison ¢ = -2 de premier terme o, = =3,

* {v j est une suite de roison = %Ini de premier terme v, = =1,

« (1 ) est une suite telle que w. = 3| % | ¥HEN

* (1] est une suite telle que x_ = (ind )"
*{ v )estune suite telle que v | =’y ety,=-3,

ey Colcule les sommes suivantes @
Qis=l1+d+4+ . +160304 ;

= i 1 i 1 ¥ 1 i " ._1._.

BIR= 14yt r gy ¥ e T N0 -

3.2.2 Convergence d une sulte géometique
Seit{v ], , est une suite géométrique non constante de raison 4.
1. Supposons que g > 0,
o) Justifie que¥ n EN, v = Xe ™,
bl Etudie la convergence de (v ) dans les cas suivants :
1"cas:0<qg<l; & cos:v,>0etqg>1 ;3" cos:v,<0elg>1.
2. Supposons que i <0,
a) En posont pr=—y, justifiequevn € H, v = (-1 Xy, =g ™,
b} Deduis-en une expression de v, etvy, .
¢} Etudie lo corvergence de (v ) dans les cas suivants ;
eas: -1€g<0; 2*cos:v,>0etg<-1 3" ™cos:y,<0etg<-1.
3. Deduis que (v ) . estcorvergente si et seulement si-1 <4 < 1 et donne so limite.

Soit (v ] . une suite géormétrique non constante de raison g = 1.
(v} _, est convergente siet seulementsi-1<g<letona:limi =0

Exarcices de fzatlon

Réponds por Veol ou por Foux & chocune des affirmotions suivontes :
1. La suite (i ) de premier terme «, = 2 et de raison ¢ = I est convergente.
4. Lo suite (i ) de pramier terme i/, = -1 et de roison ¢ = 0,2 est divergante.
1. La suite {i ) de premier terme i, = 5 et de raison g = 0,3 est convergente.
&. Lo suite (i ) de premier terme i, =—& et de roison g = 3 est divergente.

Lt 7 l? St nupmd s



On donne les suites géométriques ci-dessous.
Etudie leur convergence,

o} (u )esttellequevneN.u_  =u,

b} (i) est telle que ¥ in € M, v, = 'T'.

c) (w ) de premier terme w, = -5 et de raisan ¢ = .ﬁ .
d} (x )} de premier terme x, = -1 et de raison ¢ =001

&) (v ) est définie, pour tout entier naturel i par ;v = 3¢

f) (= ) est définie, pour tout entier noturel n par: .= _EE'T )

mo Suite n”, b, Iniw) et crolssance comparée

4.1, Camwvprgencs des suites w”* of )Y

1. Soit la suite (u ) définie par u_= A", avec >0,
a) Démontre Vindgalité de Bermoulli: pour towt v positif et tout entier naturel i, oria: (14207 21 + mix,
b} Déduis-en 'étude de lo convergence de (u J donslescasol b>1;b=1 etD<bh<1,

2. Soit la suite [V } définde par v =, ovec a € R.Soit [ la fonction définie par : flv}=

Etudie lo convergence de la suite {v ).

« Lasulte (b ), avec i > 0 est convergente siet seulement si0 < bh<lstonat
limb" = 0 (pour 0 < b < 1) et lim{f7) = 1 {pour b= 1),

= Lasuite (") ovec € N* est convergente si et seulement sia s 0etonag:
lim{n”) = 0 (pour o < 0) et lim{n"} =1 (pour a = 0).

Exercices de fixation o e

Les suites aux termes généraux suivants sont-elles convergentes ou divergentes 7
=d osvEn® o ow =nnds X -:; i

4.2, Crofssances comparaes

On considére les fonctions [ et & définies sur [0; +={ respectivement par: fix) = 1:‘.} et glxi= j"

1| |
1, Justifie que, si @ > 0, alors lim - a " =],

2, o) Justifie que ¥ x>0, gix) = g™ %
b} Justifie gue, sih > 1 et o >0, alors Iim.?r% =,

¢) Justifie que, si0 < h <1 et a<0, alors fim f;— = e,

w Ind b

1.51a >0, olors Ilm—--—1:|I
2-51&:19the£ﬂ.nlnrsllm?7=n

3.5i0< <1 8t a<0, alors lim & h" Fx
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Exarcices de fixation

T Reproduis le tobleou ci-dessous et mets une croix dans la cose qui convient.

N | La limite de lo suite de terme général | est nulle st infinie n'existe pas |
1 | pam g_
2 | Ha= u
n’
3‘ By ™ Il'l_“‘ﬂ
: Y
i
| ‘l M = 3‘.‘.
B Colcule ia limite de::huqua suite (u ), € N* définie ci-dessous
Ll ] 1
Q) s = E" rag s e =2"=3" 1}ty = 25-."-’ s ) by H::Ji? e} iy ™ "ig“’
2" - 5"
f) 1= Inn ; g,'l M= ¥ v

AFPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exsgrcicn Q Utiliser le raisonnement par récurrence

Démontre par récurrence que :
* Lo suite (i ) définie par 4, = -1et¥ n € N, 1.

= Pour fowt entier noturel s, lo pombee 5

eares

«50it P_lo propriété e <3 b,
Initialisation

Pour 11 =0, ;= -1 < 3 donc P, est vraie,
Heéréditaé

Supposons que, pour un entier naturel &, § = 0,
lo propriété P, est vroie C'est-a-dire i, £ 3 puis
deérnontrons que P, , est vroie Cest-o-diren, <3,
i, 83 &=l 2=3

=, 53
Ainsi P, , est vroie.

Conclusion

Dorc pour tout entier noturel o, lo suite (i )
est maojorde par 3.

=« 50it Q_lo propriété a 5 = 3% est un multiple
deld.»

2]

Rl et migjorée par 3.
= 3" st un multiple de 22.

Fhovose

Le raisonnament par pcurrence comporte trois
dtopes : Nindtialisation, Mhérédité ef ba conciusion,

Initinlisation

Pour n=0,5-3"=1 - 1 =0or 0 est un multiple
da 22, donc I::I;I-E!'-[ wrale.

Heredita

Supposons que, pour un entier naturel i, i >0, la
proprigté O est vraie puis montrons que G, est
vraie,

Gl Mt o Gle el o=l =GRl w3
={22+3) X5 -3 x 3" =22 x5+ (5"~ 7).
On sait que d'aprés Ihypothése de récurrence Q
a5t vraie c'est-0-dire que 5™ - 3* est un multiple
de 22 done 3(5% - 37) est un multiple de 22 ; aussi
22w 5 gsb un multiple de 22,

Par conséguent 547 Y = 39 U drant lg somme de
deux multiples de 22 est un multiple de 232.

Donc Q. est vrale.

Conclusion

Donc pour tout entier naturel n, ke nombre 57 - 3
est un multiple de 22,
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; 9 Etudier le sens de varation d'une sulte

On considére les suites numériques (i ),
at v, =,
Elu:duz ia monotonie de ces suites.

: R

« Pour tout entier naturel a1, w.. = —gmn
B e e
et~ Ne™ B St W3+ N)

Pour tout entier noturel i, 4+ >3 +n
darse IS + m) > In(3 + ).

e =
fmid®rrl ~ i3+
e, S
b+l " {3+

Ainsi pour tout entier naturein, ona n, , —u, >0
La suite {ir ) est croissante,

¥ EN', 0" >0etnl>0 donctouslesu sont
strictement EU‘SIIIfE donc on paut curnpur.t_-r

ie'quotient =~ 011

[n+ 1 |I
iy _1n‘11" 1=
it u‘ m+1f *

'

et (v) .

oo

-2

. définies respectivement par: i, = o

Pour éludier le sens d'une suite (ir ), on peut

« etudier je signede u__ —u_;

» COMpaner === "'" a1, lorsquen >0,¥ nE M.

R VES, 3 A __r_:___ B [ I'I
e N TERNET

17 =1

On soit gque m < n + 'l dong "--r-:.T ,
fonction x = ¥ est strictement crolssante sur

1 ar la

Rdonc | - | < 1etporconsequent Ha

On conclut que o suite :u'_]-_,__li, est strictement
décroissante sur N°.

worcce (€D Etudier la convergence d'une sulte récurrente

Soit fune fonction définie sur B * par fixi=4- 11"'“ ¥,
1. Démontre que ['équation (€} ; flt) = y odmet dans 0, +| une solution unique o oppartenant a 7= 3 ; 4[.

2.0} Demantre que il c I
b) Démontre que ¥x €1,/ Tv) | = Tii ;

3. Soit w_lo suite définie par . w, = ; eLu

= flw).

a) En utilisant Vinégalité des accraissements finls, démontre que

YneH|w -a|s 1—12: |wy-als

b) Déduis-enque ¥ n € B, |w =@ | = ;[ —1-}:.- |, puis que limw = o,
¢} Détermine une valeur apprechée 6 10 ¥ prés de .

=

1. Solt la fonction i ;¢ = v = flx).
fr est déshvable sur]d; +2 etono: Yy E]0; +=(,

P =1+ 2

| miinde

3. b] Utiliser une démonstration par récurmencs
ou un produit membre & membre.

wx £ 10: +={, §'(x) > 0 donc & est strictement | Ay x e <0 donci<a<a.

eraissante de )0 +x[ sur B, 0 & B par conségquent
I'équation hiv) = 0 posséde une unique solution
dans ]0; +=l,

Ona h3)=-0725 et hi4)=0366;

2.0) La fonction fest dérivable 5ur 10 +={

etono:vxelD;+=[, fix)= —3—‘
Y E]0;+x], /)< 0donc feststrictement

décroissante sur J0 ; +=[;
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Ona: fl3)=3,725 et flu) =3.65;
M) =3et ) <bdoncsive]d; 4
i< fiv)<f3)cadod Nl

b] La fonction fest deux fois dérivable sur
j0:;+xfetonag: fMix)= 1:-_1 donc f* est
croissonte sur J0 ; =l
ona: (3= et f1(4) =&
Donc: ¥y €l, —55 </ (<~ .
On en déduit que | Mix) | < 'i!f .
3. Soit {w ) lo sulte définie par :

W, = ; etw . = flwl

alOna:w,elet fl])cldoncsiu €, alors
i . € 1. On an déduit por récurrence que
YnEMN.u EJ
On sait que | /"[x) | < "!?E‘ et en appliquant ['iné-
galité des accroissements finisd fsurfl ono:
| A - fla) | €55 | x-al.
Puisque w . = flw )etona:
| w) - Rl | 5 |, - al.
Alnsi, ¥ € N, [w_, —al € 75 |w,—al.

, . 1 : :
Ona:YAEN,|w,, ~afs Tif I, —ual;
Pourk=0,0na:|w, —a|= i3 | w, —ul:
Pourx=1,ona:|w,-als .]1;.- | we, = al;

Pourk=2,ono:|w, —als :f:_; | w, =a.

Pourk=n-1.0na:|w -als —.Ijﬂ.-lll__._'n|
On foit le produit membre & membre et on sim-
plifie,onoura: ¥ n e M, [w = a| < | %} | =]
b} Ona:i,= & =35et3<a<4done
| vw=ir]= % el porconséquent ¥ n € N,
T 1
|w, - al< %35
Ona:lim -%-I 1:",2;,- | =0 done limw =g
€] Pour que [ =af £ 10°%, il suffit que

355 ) €107,

125z 50000,

ninl2 2 In50000

=435

La plus petite valeur qui comdent est r=5 el
W, = 3,674637,

Esorcice 9 Utiliser une suite arithmetique pour résoudre un probléme

Pendant les vaconces scoloires, Koelly se trouve un petit emploi. Cet emplol lul ropporte 18 000 F CFA
la premiére semaine et 4 500 F CFA de plus chocune des semaines qui sufvent.

Koelly désire dépenser 10000 F CFA par semaine (transpost et nourriture) et foire des économies pour
585 courses de la nouvelle rentrée scoloire (ordinateur, fournitures scolaires, tenue, choussures, ...}

guelle dvglue d 315 000 FCFA.

Aprés trois mais de vaconces scolaires, penses-tu que Koelly pourra arriver a ses fins ?
En utilisant tes connaissances sur les suites numiriques, propose une réponse & Koelly.

Soit u_ le gain de Koelly oubout de n semaines.
Le safaire de Kaoelly :

lo premiére semoine est 1, = 18000 ;

ba dewxiéme semaine est i, = ¢, +4500=22 500;
la troisiéme semaine est i, =, + 4500 = 27 000.
On voit que ¥u E N, i, = u + 4500 done (1)
est une suite arithmétigue de roison r= 4500 at
de premier terme 18000,

¥azl,u =18000+(n=1) %4500

= 13500+ 4500n:.
Les trois mois de wacances fant 12 semaines
deng le gain totol (sans dépenses) de Koelly est -

1
R D S ‘22"". oy |

Il fout colculer le saloire de Koelly sur les 12
semaines puis retrancher les dépenses totales,

Ono¥nzl,w =13500+ 45000

donc iy, = 13500 + 4500 x 12 = &7 500.

Ainsi § = 12 (13500 + 67500} = 486 000,

Ses dépenses dtant de 10000 =12 = 120000 ses
économies seront 436000 - 120000 = 366000 FCFA
366000 > 315000 donc Kaelly, peut, & lo fin das
vocances scodaires, préparer 50 rentrée scoloire,
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Euercice (@) Utiliser une sulte géométrique pour résoudre un probléme

Tano et Bosson ant &té embouches au premier jonvier 2020 dans deux entreprises différentes,
saus deux controts différents a durée indeterminée.

Bosson débute avec un salaire annuel de 4,5 millions de francs CFA net et une ougrmentation
de 4% par on, ou premier jonvier de choque année,

Tano débute avee un solaire annuel de 5 millions de francs CFA net et une augmentation de 3%

par an, gu premier jomvier de chogque onneée,

Avec une telle différence dans les contrats, Bosson veut savoir en quelle année son salaire

deviendro-t-il supérieur a calul de Tano.

=

On désigne respectivement par it_ety’ les ealoires
annuels de Bosson et de Tano au premier jonvier

de ["onnée 2020 + .
Le saloire de Bossan :

- qu premier jonvier 2020 est i, = 4 500 000
. gu premier jomder 2021 sera

TEIU' w, = 1,04 u = & 680000 ;

- ou premier jonvier 2022 sera

f.l‘1 =M *

=+ —‘-’Em = 1,04 0, # TEE u, =4 867 200;
Onvoit que: ¥ n € N, u_, = 1,04 1_donc la suite
{ir ) est une suite geometrique de roison 1,04 et
ona: ¥aE Nt =104" 0,

Le salaire de Tano

- au premier janvier 2020 est v, = 5000 000 ;

- gl premijer jonvier 2021 sera

=V, * g V= 103v,= 5150 000;

- gu premier janvier 2022 sera

vy =v, + 1o ¥y = 1,03y, =5 304 500

Falre ottention ou signe du logarithme dans la
résolution des inéquations,

On voit que v i e M, v = 1,03v donc lo suite

{1 ) est une suite géomeétrique de raison 1,03
etona:vrneN, v, =103"y,.

Le saloite de Bosson sera supéreur & celul de
Tenosin, > v,

M o> - 106" i, > 1.037 v,

- :E ) o

(L]

e 11

Le solaire de Bosson sera supérieur & celul de
Tono en 2020 +11 donc en 2031.
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Résumé de cours

Dans ce résumé de cours; ¢ désigne une partie de M,
e Genéralités sur les suites numérigues et raisonnement par récurrence

11, DRkl

m Une suite numérique (i} est une applicotion de N dons E.
Line suite peut &tre définie par :

« |o donnée de son terme général en fonction de #  on dit alors que lo
suite est définte par une formule explicite ;

« lo dennée d'un terme et une relation du type =/ (v ) ol [ est une
fenction de & vers R ; on dit gue lo suite est définie por une formule de
récurrence,

m En mothémotique, le roisonnement par récurrence est une forme de

raisonnement visant 4 démontrer une propriété dépendant denou n
est un entier naturel.

r"l'll'lf.li.:lr!' ‘|'|IJ FAIS0NNEMEN paEr recurrénce

Lorsque lo propriété dépend d'un entler noturel &, on peut la noter P},

Principe : 5oit Plr) une propriété dépendont de lenter naturel i, Pour démontrer gue Pl
est vraie pour taut ;1 supérieur ou égol & un entier i, donné, an procéde comme Sult :

« Initialisation : On vérifie que P{n ) est waie.

= Hérddité : On établit que : « 5 pour un entier & = i, P(k} est vrale » alors « P(L + 1) est vraie »,
« Conclusion ; On conclut que : Pin) est vraie pour tlout n 2 1,

m Soit (v ) une suite numérique, On dit gue :

« Losuite {u ) est croissante lorsque Y e N, i Su .
« Losuite {u ) est décroissante lorsqueY ne M. u_2u .
« Losuite (i } est constante lorsque vy ne N0 =1, .

Remargue

Avec des inégolités strictes, ondirague lo suite est strictement croissante gu strictement
décrolssante.
Cornment cudler le sens de vadation d ume sulte 7

= Points méthodes
« Pour une suite () définie por une formule explicite, on peut :
Méthode 1 : Etudier le signedew = u_,

Méthode 2 : Comparer e quotient "ff.._l 41 {si les termes de lo suibe sont strictement positifs).
Méthode 3 : Etudier le sens de variation sur [0 ; +=[ de la fonction [telle gue 1 =fin).
# Pour une suite définie par une formule de récurrence, on peut :

Mathode 1 ; Utiliser lo méthode 1 précédente si possible.

Méthode 2 : Utiliser e raisonnement par récurmence,

Logon T B S nurmdeigues




Résumeé de cours

m « Unesuite est dite monotone lorsqu'elie #st solt crolssante, soit décroissante.
« Line suite est dite stationnaire lorsqu'elle 261 constante & partir d'un certain rang.

m Soit (i ), une suite numérique dont le terme général est du type i, = fin)
ol f'est une fonction numérique. Alors la suite (i) ale méme sens de
voriotion que lo fonction fsur [0 +x].

1.4 "'_'!.l_||||'--:, IME o rces » SUILES MAMQrTes

m Soit {1 ), ,, une suite numérique. On dit que :
1. Losuite {1 ), est minorée sl existe un nombre reel i tel que oV € E, i 2,
2.Lasulte (i}, est mojorée sl existe un nombre réel M tel que: ¥ 1 € Ef 2M
3. Lo suite (i ), &5t bornée si elle est & o fois minorée ot majorce.
[AmeRIMER/YREE mEu M)

Remarques
« Toute suite {1 ) croissonte est minorée par som premier terme el ono: i, SN, RN
« Toute suite |v ) décroissonte est majorée por san premier lermeelona:, 2y, 2v, 2

€ Convergence d'une suite numeérique

2.1, Natian de convisrganct

m Soit (i), une sulte numdrique.

1. Lo suite (), est converge si efle admet une limite finie,

2. Laswite () estdivergente si elle n'est pas convergent (ou Si efie n'odmat
pos de liméte finie).

La limite de la suite (u ), est notee: it {u ) ou simplemnent limlu ),

Remarques

+ Dn ne colcule la limite d'une suite que pour i tendant vers +x.

« Onodmet que si une suite admet une limite, alors cette limite est unique,
2 2. Sgite definie par une farmile expatit

594 Limite d urse sulte definke par une formmbe ¢upelicis

w | est eolt un nombre réel, soit =, soit <. 51 fest une fonction telle que
lim flv)= [, olors o suite (e ) définie par 1= fln) odmet pour limite (.

Remarques

La réciproque est fousse, Prenons flv) = sinfax) ety = sinimri).
lim 1_=0 alors que | n'admet pas de limite en +,

. Pour certaines suites numeriques (i ) tous les termes a partir d'un certain rang sont
aussi proches que 'an veut d'un nombre réel [ Dans ce cos, on dit que ko suite (1 ) a pour
limite | ot on ecrit ..I“T',L = | ou simplement imii )= L,




Résumé de cours

« Pour certaines suites numeériques (& ), tous les termes & portir d'un certain rg ng sont
oussi grands (resp, petit) que l'on veut, Dans ce cas, on dit que la suite {1 ) a pour limite +
[re-sp. =) et on écrit ¢ ul'rll'lx i =4 I:r'ﬁp, .-I.Ir-n-.. o= —) o Eiﬂ'lpli!"l'l‘l'l!l"lt |_i|-|-||:¢r_] =
{resp, lim{n } =—=).

Dans les propriétés cidessous. (W), (¥,) et (w ) sont trois suites et [ et I' des nombres réels.
m = 31,0 partird'un certain rang, ona i 2 v et limy =t alors fim =+,
» Si, & portir d'un certain rong, on o i < v etlim v, == olors lim i, ==,

m * 5i, o partic d'un certain rang, on g v, S S w etlim v =limw = |
glorslimu_ = [,
* Si, @ partir d'un certain rang, ona: [u = [ < v_etlimy =0 olorslima = [,

m SoitBm o = [ etlimy. ={"'. 5, & portir dun certainrangona:i v olos | £,

(e}, estune suite qui converge vers ¢ et fune fonction continue en i,
olors lo suite (v ), définie par: v = flu ) converge vers fla).

m solt {ue ), une suite dont le terme général est du type : M =An)od f
st une fonction B vers B
Sifm ), converge vers [ etsi fiest cantinue en [, olors | est solution de
Iléquationx e B, flvi=x

Remarques

» Une salution [ de 'équation flv) = x est appeié paint fixe de /|
« L'existence d'un posnt fixe n'implique pos lo convergence d'ume sulte récurrente,
» Cette propriété est utilisée pour calculer lo limite oprés avoir prouve o convergence.

s Elle peut aussi prouver lo divergence par un raisonnement par I"absurde {si I"équation
n'a pos de solution la suite et divergente).

m « Toute suite crofssante et majorée est convergente,
« Toute suite décroissonte et minorée est convergente.

Toute suite croissante et non majorée diverge vers .,
Toute suite décroissante et non minorie diverge vers —,

Locon T Suiltes numangues




Résumeé de cours

©) suite arithmétique - Suite géométrique

m Soit () . une suite numérique,

(i } ., st une suite arithmetique il existe un nombre réel r tel que :
YREE N ., FU T,
Le nombre réel r est appele lo raison de la suite (v )

Soit (u ) , une suite arithmétique de raison r et de premier tesme i,

Formule explicite ; YreE i =&, + ir.
YnEEetpEE N = +ln=plXxr.
Sens de varistion
Si < 0 alors (n ) est décroissante; & = 0 alors (v ) &5t constante; 5 = 0 alors & ] Bat

croissante,
Somme de lermes copsecutils
IF + 0 |
TR TSR T e O _"_fr_ =1 %-:2" +{H=10 ).
Exemples
. [a+10
a} Somme des entiers noturéls inférieuwrs oudgaux i 1+2+ 3+ 4= !r_.u_z_ :

b} Somme des nombres pairs: 2+ &+ 6+ ..+ (2p)=plp + 1},
¢) Somme des nombres impairs: 1+3+5+. 4+ (2p+1)=(p+ 1),

m Soit (u ), une suite orithmétique de raizon r et de premier terme i,
- 5ir=0olors [u } corverge et limu =i, .
« Sir=0olors (u ) diverge et lim i =-x,(r<0);limuy =+x (r>0).

m Soit (1), une suite numérique.

{v ], est une suite géométrique s'il existe un nombre réel 4 tel que :
WHEE Vv _ =gv .
Le nombre réel ¢ est appelé la ralson de la suite (v,

Soit (v] . une suite géométrique de roison ¢ &t de premier terme 1,

Formule explicita : YHEE, v, =y, » ¢~
YneEEetpeL v=v v
Sens de variation
Pour v, < 0, {v ) est décroissante sig > 1 et crolssante si0 < g < 1.
Pour v, > 0, (v ) est croissante sig > 1 et décroissonte sif < g < 1.




Résumé de cours

Somme de lermes conseculils

= 5-=1||+|‘.|+|'_."..___‘|‘ l‘.l 1 CE A{‘q__—l.ff :Iiiﬂ.fFL

e SV du AV 41 =Ry slg=l

Exgmples

« Lo somme de puissonces d'un nombre réel v, (v = 1), pour i1 2 1 @5t
e

lep+ x4 20

i B

En particulier, une foctorisation de 1 - 1" @st; [1-xM1+x+-n 42"

« Ur capital C, placé & intéréts composes pendant 1 années au taux annuel i, produit
C_copitol o € = (1 +4)° C,,

322 Convrgonco d uno suile geomed
m Soit (v ) une sulte géometrique de raison o &t de premier terme v, ,

avecq # 0 ety 7 0.

limy =0si-1<g<] |

-leg<1l |{r)est convergente : :
| gf ) g limy =v sig=1

| gs=l Ilmr“:u'.s.iq:-'letrﬁ:-l_':

ou | [v)est divergente limy =-csig>letv, <0 |
g>1 | | lim v_n'existe pos si g = -1 JI

ﬂ Sulte o, &, Inin) et crolssance comparée

11 Canvaifones dog suiles (0 rl f

Lo suite (), est convergente si et seulement si0<h < Tetona:
lim & =0 {pour 0 < A< 1} et lim{" ) =1 (pour h=1}.

Lo suite (i) est convergente si et seulement sin £Detono:
| lim #” = 0 {pour a < Q) et U} = 1 {pour o =0).

g r " o,
# a . LD RAINRD S DETEAT R

m 1.5 @ =0, alors lim !.r.l'ilril = (-

2.5 h =1 et o est quelconque, olors lim :r’; = ] ;
3.5i0°<h<1eta<0, alors imiz =+

Logon T Iii ST, N TS
s




12 Dans chocun des cos suivants, démontie par
TECUFTENoR que
LYneEN" onag:nl 22",
2 neMona:2nzm,
3.¥neEN®, 3 - 2" est un multiple de 7.
4. W E N, 3 3 hest un mulliple de 5.
5. e BA1)

1 1
BT

"2 On considére tes suites (u ) et (v ) définies por :
| =3 at =0
=1 = g+ 2 (TR (0 TR |
Bemontre par récurrence qgue :
LYneENu 22"

2¥neEN v <k

PR (SRR
TEE N n+1

3 Etudie lo monotonie de chocune des suites |

(e ) de terme général suivant :

LYnel, = %:: =%

IVneEN te= 31 §

: = gy
s AYneEN, M= i
: GYHEMN, . :r' |

. :_r'
S nE M, H. "

@ pemontre por récurrence que lasuite (i ) définie

lta=d -
P g =0T+ 00l est decroissonte.
& 1.Démontre que ko suite (v ) définie par :

We = f'{":— est majorée par 1.

2 D-émuntre que lo sufte (w ) définle par¥n >0
ot Wamy 1 +2=0 est mingrée por 0,

Dans chacun des cas subwants, démontre que ko
suite (v ) . est bornés :

: Iy .
g Va= I 2 Bl Ve

¢l Vo= Inin®+ 11=2Inin).

"

¥}
r_!

Sait (v ) lo suite définie pour tout i € N par :
Vo= ==y 1P+ 5,

1. Justifie que v_ < —»", pour tout 1 € M.

2. Déduis-en Lo limite de lo sulte (v ).

& Soit (- ) la suite définie, pour tout entier
T e 1 |
notureln 2 1. par: o= =7 -

Logon 7

1. Demaontre que pour tout entier noturel w2 1,
I E-w
2. Déduis-en lo limite de la suite (=},

U Soitiasuite (1 ) définie, pour tout entier naturel

2" ll—'t| COELIr )
] = Serkarbarl
fr24&, par: v. -

1. Pour mutem-ermr.ure!uz# démontre que :
=1 i 1

= =Fe=Ta
2.a) Dél‘.errnine les |irn1't-es. lirey E;iﬂ__-': at
i 20+
- e

b} Dedms -en la limite de la suite {1 ).

W8 soit lo suite (x ) définie, pour tout entier
) A-cos'ing
iatured o, par : V. = N =Zne 2+ (=T "
1. Pour tout entier noture i, détermine un
encadrement de .x .

2. Déduiz-en la limite de fa suite (v ).

@Y Onconsidére lasuite (v ) définie, pour tout entier
Gk 888, Lt it

" 3"-'
1. Encodre le terme générol de lo suite par les
termes generoux de dewx suites convergentes,
2, Deduis-en que lo sute {v ) converge et
précise o valeur de so limite.

naturel non nul, par: v, =

43 Dans chaque cas ci-dessous, compare les

termes gendraux des suites (n ) et {v } puis
determine leurs limites.

Li=dn+=1) ot v =
I.Hfrr*ﬂ.‘.l&l: -E:ii.r::lel voER=T:
3.1 = cos f;—.u"let ¢ =1-1t;

1+sin{ 5
v f .
By =y =
5 4 =pF—2n~1pi+1 el v =[H—1F ;

b} = ! ay=t,

= « N

B Caleule:
1 hm% ’

& Wi 2*—n'hy ¢

2n=1

il Im% 3, Tiowr™ " ¢

sum|(Z) (3],

B Soit lo suite (1 ) définke sur N par :

20ty 1
Ot iy =

1. a} Démaontre que l'an peut dcrire i Sous

boforme s . =ilie ) ol [ estune fonction &
déterminer.

et =

SN aE nuinerigLEs




b) Deduis-en les variations et la limdte de la
suite (i ).
2. Résous équation flx) =x.

3. Soit lo suite {1 ) définie sur N pary = 1-532:_
a) Colcule v,
b} Colcule 12_1; et déduis-en une

exprassion de I,rr._.] en fonction de m,
€] Démontre que = ! 3~
1= 2.
Déduis-en lo limie de lo suite (i ).
On considére la suite (i ) définie paur tout
mneMpor:u =108ty = Jl t_+6.

1. Colcule w, et ur, puis conjecture le sens de
variation de (i ).

Z. Démontre par récurrence que o = § pour
tout € N,

1 Justifieque, pourtout nE N:p_ - = - 3 TR
4_Conclus le sens de variation de o suite (i ),
5. Lo suite (i ) est-elle convergente 7

48 On considére lo suite (v) définie pour tout I

entiernaturel npar: &, =1etu_ =u +an+3,
1. Etudie lo monotonie de lo suite (i ).
2. o) Démontre que, pour tout entier naturel
M >,
b} Quedle est lo limite de la suite (i ) ?
3. Conjecture une expression de u_en fonction de
i1, puis démonitre [a propriété ains conjectunée,

B On considéere une suite fo } telle que, pour
toutentier s, o, =20 =& etn, =9,
PARTIE A :
1, Démaontre que cette suite est minonée por 9.
2, Déduts-en son sens de variation,
3. Que peut-on dirg du comporternent de la
suite (¢ ) an infind
PARTIEB:Onposev =n — &
1. Justifie gue lo suite [v ] est ghometrique
puis détermine sos cmuftn:—nmq-.-!s

2, Justifie que pourtout n € B, =5% 2" +4,
3, Deduis-en la limite de lo suite (v ).

48 On considére lo suite (p ) définie par:p_ =2

@t o= 2p.+ 3 pour tout entier naturel i,

1. Détermine p, p., .., (00 donnera une
voleur approchée & 10" pris),

Z. Démontre que, pour toul nde M, 0= p =3,
3. Démontre que la suite (2 } est convergente

puis détermine sa limite.

W8 on considére lo suite (i ) définie par

Jr..=ﬂt|- Bae i :}H."L

1. Calcule les six premiers termies de lo suile
{in ) et place les points correspondants sur une
droite graduée.

2. Demaontre que la suite (i ) est majoréde par 2.
3. Démontre que la suite (i ) est croissonte.

&4, Que peut-on conjecturar pour la limite de la

suite (1 }?
o0 (1) et (v ) sont les suites définies pour toul

entier noturel i par : i, = 3, Moo i “ el
1'

I
u

1. Démontre par récurrence que pour entier
naturel i, . > 0.
a) Démontre que la suite (1 ) est une suite
darithmétigue dont on préciserd la raksan.
bl Exprime v , puls & en fonction o,
¢} Déduis-en la limite de la suite (e ).

@ Considérons la suite LN

pEletvueEHN, p. .--.Ir:- +2.,

L. Demontre que:¥neEN, p >0

2. Etudie lo monotome de T}

3.0nposesg =p-,
aj Prouve quie (i ) estune suite arithmetique.
bl Exprime g puis o en fonction de m,

&, Etudie ainsi lo convergence de {» ),

¥ On considére lo suite (v ) définie pour tout

neEN poriv,=1letlv V=i,
1. Caloule v, v, v, v, [on donnerg les résultats
s0us la forme 2.
2. On comsidére la suite [w ) définie par :

= In{v ] = Ind,
Démontre que (W] est ung sute géométngue
dont on déterminenn |o roison et le premier terme.
3. @) Exprime w_en fonction de n.

b} Deduis v puis coloule limy .
4. Pour quelies voleurs de v o-t-on i > 3967

9% On considére les seites » et v définies par,
pour tuu! n de I

: W, =
| i HI W2
n' III Elll

Hlge Vs
| < T
1. On définit lo suite (W ) par w_ = v -
Demaontre que la suite {w ) est géométrique de
raison g N2
2. Démontre que pour tout HE M, n_> 1
3. Dérmontre que lo suite v est de:runssﬂnte et
que 1o sulte 1 est croissonte.
4, Déduis-en que i 81 v sont convergentes el
ont la méme limite.

Ve =75

déFme par;

Lagon T ﬁ Siaflas AUimibnes



B Soit la suite (i ) défini e
a l ﬂ- S:LIILE {“l"] .nIE Hr . |'|'||u. = g-lll'r\. * 1
1. Dans le plon rapporté G un repére
arthanarmdé (O, 1, J), représente sur 'oxe des
abscisses |as termes ui,, 1, , i, @t i, de lo
suite {#r ). {Unité grophique 2 cm, |
2, a) Démantre par récurrence que lo suite (1 )

est majorée par
b) Démontre que lo suite (i | converge,
3. 50it |a suite (v ) définie par :

YreEN LV =u -~ g ,

a) Demontre que la suite {v ) est une suite
geometrique dont on précisera o raison et
le premier terme.

b) Exprime v_ puis 1_en fonction de .

c] Détermine la limite de lo suite (i ).

xa

Urie <alle de sport o ouvert en 2019 ¢t 3500
personnes e sonk inscrites dés la premiér
année, Chaque années, 80% des inscrits
renouvellent leur abonnement et 450
nouvelles inscriptions sont enregisirées, Pour
tout entier naturel n, on nole &¢_le nombre
d'abonnement au cours de l'annde 2019 + .
1. a) Donne a_.

b) Exprime a _, en fonction de a .
2. Pour tout entier naturel i, on pose

b =g - 2250,

o) Demantre que lasuite {f Jestgéométrique

de roizon 0,8, Précise son prémier terme,

b) Exprime h_en fonction de n.

c) Déduis-en que a_= 1252 x 0,8 +2250.

3. Détermine lima_ ; interpréte le résultat,

On définit la suite réelle {u ) par i, =0, 0, = a
ot pour tout n € N, et @ € R”,

B2, = (= llnr_, pupE B MO 12}
1.Onpose pourtout n E M, w_ =0 =u.
Démontre que (1w | est une suite glometrique
el colcule Wwoen fonction de p, i ot . |
2.Onposepourtout n € M, 1 =u__ — =T,
Démontre que [f ) est une suite constante et

colcule | en fonction de .
3. Exprime r_en fonction de w_et 1 puis en

fonction de p, 1 et .

Sait la suite [y ) définie pour tout entier naturel

T, par: Vu= cosin W dcos (0 —31+yn +1.
1. Démontre gue, pour tout entier naturel n,

cos! 3 ) = cosin i deos” i n)— 3.
2; Détermine alors lo imite de la surte (v )

Legon T

3% On considére lo suite (it )

25 Solt {n_l une sulte de nombres réels, Soit

la suite (5 ) définie pour tout entier noturel i,
par:s =i+ ot

On ::ms:de:e L-n pm—pnsut:n-n Py

it 5i la suite (i ) converge vers 0, alors la suite
{5 ) converge w.

(P } est-eile vioke ou fousse ? Justifie ta réponse.

1. Démontre gue: ¥ x>0, Yrnz2 ono:
(T+xf >Cix".
2. Soit la suite (i ) définie por: u.= 5?-5-.;1- .

a) Prouve que: v 2 2, i, < 2::;'.:‘1:'

b) Etudie la convergence de (i ).

On considére les suites (u ) et (b ) définies

sur Mpar:a, =1eth, =8, g..; =2{—’:;L

et b= :_:,,-%_3_4"-_
1. Calcule a2, Bl b,
2. Soit la suite (d ) définie sur M par:
d=h=a,
a} Démontre que lo suite (d ) est une suite
geométrique,
bl Exprime o en fonction de n, puls
démontreque ¥ e M. d >0,
ci Determine lo limite de la suite [ ).

3.0} Démontre gque Y e N, da— =

ot by —b,=e
b} Déduis-en les variations des suites (a) et (h ).
ch Demontre que ;

YneEN g, <a <h <h,

d} Déduis-en que les suites (o ) et (b ) sont
convergentes.

&, o) Déduis de ko question 3. af que ¥ 1t € N°,
=1 = %m’ i+ nidei )
b} Déduis ko limite des suites {a ) et (I ).

d.
3

, o définie par n, = ¢

et, pour tout entier naturel n, w__,

On pose, pour tout entier noturel 1, v =lIne .
1. o) Démontre que, pour tout entier noturel
M, Voo = 11—,1 puis déduis-en que v_est le
terme genéral d'une suite géométrique dont
on dennend lo raison et e premiar ternme.

b} Donne Pexpression de v en fonction den ;
deduis-en celle de un_an fonction de ».
2. Pour tout entier naturel i, on pose
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o) Démontre que P = ¢ .

bl Exprime 3 en fonction de n,

¢} Deduis-en l'expression de P en fonction de n,
3. Détermine la limite de lg suite (5] puls
deduis-en celte de lasuite (P ],

Pour towl entier paturel o, on considéne Lo swite

fee } ., definie par; i, = '%. ;

1. Prouve, pour tout entier naturel i non nol,

I"éaquivabence sunanbe :
0, 50950 = (145 =18,
2, On considére la Fonction Fdéfinie sur
[1:+xfpor: fixi={1+ :1 |
a) Etudie le sens de voriation et la limite en

+3 de lo fonction [,
B} Démontre quiil existe dans Fintervalle un

unigue nombre réel o tel que flu) = 1.9,

ch Determine entier naturel i, tel que

Ho=1ZWZN,

d] Démontre que, pour tout enther roturel

supénieur puégal a 16, ona:z | 14 :1|' |' = 1.0.
3. a) Détermine le sens de variotion de lo suite
(i ) & partir du rang 16

b} Gue peul-on en deduire pour la suite ¥
&. En utilisant un roisonnement par récurrence,

prouve, pour tout entier naturel » supérieur ou
egal & 16, Mencodrement : 02y 095 "u,.
Déduts-en la limite de la suite (i ).

On-considére une suite (i1 ) définle sur B
par: u, = 2 et, pour tout entier noturel,
Main = -%n:' + 30, = %

PARTIE A : Conjectuse

1. Calcule les voleurs exoctes de i, el ..

2. Donne une voleur approchée & 10 * prés de
et .

3. Conjecture le sens de varation et bo
convergence de lo suite (i |

PARTIE 8 : Volidotion des conjectures

On considése lo suite numérique (v ) définle,
pour tout entier noturel i, paryv =y = 3.

1. Démontre que, pour tout entier noturel i,

2. Démnontre par récurmence que, pour Lot
entier naturel ;-1 < v <0,

3. a] Bémontre gue, pour tout entier naturel «,

Ry '=—|.|-él-'.--1'.

b) Dédiuss-en le sens de vonation de la suite (v ),
&, Pourquol peut-gn affirmer que lo sulte {v )
converge ?

5. Orunote o ta limive de 1o suite (v et on edmet
quee o appartient 4 l'intervalle [=1 ; 0] ef wérifie
I'égolité o =- :.:,,-:r

Débenmine o voleur de .

On conskdéne Lo suite numernigue définie par :
hin = —4

1 .
(L 4”""3

1. Calcule i,

2. Le plan est rapporté & un repére arthonanms

(G, 1, J} (unité graphiqua 2 em).

a) Trace les draites (D) ot (&) d"équations
respectives 1= : r4 3l Y=x,

b} Utilise les pour placer i, i, 1, 0, 00, Sur
I'oxe des abscisses (on loissera les troits de
construction en pointillé sur le dessing.

¢} Que conjecturer quont & la convergence
de ko suite (u ) ?

3. 0) Dérmontre par récumence que Y E M.n <4
b) Dermontre que Lo suite (i ] est strictement
Croissante,

c] La suite (i ) est-efle convergente ?
Justifie Lo répanse,

4. On pase: pour tout entier naturel n, v =i -4,
al Démontre que (v ) est une suite
geometrique et donne 50 rgisen etsoen
premies terme,

b} UEH‘IIEI%LI‘E que pour tout entier naturel i,
Wu== ‘:,' T

¢} Déterming fa limite de la suite [y ).

d) Déduis-en lo limite de la suite (u ),

5. o) Exprimae i_en fonction de n,

b] Détermine une woleur de "entier & telle
que |u, — 4] < 107,

Sait fune fonction définie por: v =Inlx + 3),
1, Demantre que I"éguation (E) : flv) = x admet
dans B une solution unique a et 1 << 2.
2. o) Démontre que. fT[1: 2] < [1:2].
b) Démontre que ¥ x €[1: 21, | /()] £ -‘} :
c} 5oit (w ) lo suite définie por: v, =1 et
i, =l +3),

d) Enutitizant Iinegolite des accraissements
finis, démantre par reCUrmence que

YhEM |n-a|s ; |, =n]
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e} Déduis-en gue 1i4'|"|-n'_ = s
fi Détermine une valeur opprochée 4
107 prés de 6.,

S Portie A ; Etant donng deux points distincis A, |

et B, d'une droite, on définit les paints :

A, milieu du segment [A, B ] =t B, barycentre |
sur {(A , 1) ; (B,, 21} Pour tout entier naturel
m, A est e milieu du segment [AB et B,
barycentre sur {i&_, 1) (B, 21).

1. Ploce les points A, B, A, et B, pour AB =12cm. |
Quelle conjecture peut-on faire sur les points |
A et B quond i dévient trés grand ?

2. On munit la droite (A 8.} du repére (A ; )
avee | = g5 AB;.

Soient u_et v les abscisses respectives des
points A et B_, Justifie que pour tout entier
noturel i strictement positif, ona:

s = LI é_l'l'; BE V= '”‘__':5;1" ;

Partie B : On considére les suites (n ) et (v} |
définies poru, =0 ; v, =12;
Naer = -'”"-5"""; Bt Ve = _r_r_._"s
1. Démontre gue la suite (1w ) définle por

w =v - estune suile géométrigue
convergente et que tous ses termes sont
positifs,

2. Démontre que la sulte (i1 ] est croissante |
puis que o suile (v ) est décrolssante.

7. Deduks des deux quastions précédentes que
les suites {u ) et (v ) sont convergentes et ont
o méme limite.

&, On considére To suite (1 ) définie par:

f =2n +v . Démontre qu'elle est constante.
Partie € : On considére des resultals obtenus
dons les parties A et B. Précise lo position imite
des points A et B lorsque i tend vers ¥,

E‘:.II_

Soit P la fonction polyndme définie sur C par
Mzj=zt=(3+4i)==-2+80
1, @) Sait x un nombre réel. Déterming Alx) et
B{v) tels que Plx} = Alx) + Blx).
b} Déduis-en que I'équation P{z) = 0 admet |
un zéro réel = que P'on colculera puis
détermine les nombres complexes 2, et =,
telt que pour tout 2 € L.
Pz} = (= — =)= = 2){= = =,} sochant que la |
partie imaginolre de -, est positive.
2. Dans le plon affine euclidien muni &'un repere
orthonormé, on considére les points G, Aet B

Lecon 7

d'offixes respectifs =, =, et = Pour tout nde N,
anoppelle G lsobarycentrede A, BetG .
a) Datermine l'affixe de G,
b) Soit = laffixe de G . Exprime - en fonction
de = . ot déduis-en que 5iz, _, estréel 2,
I'est aussi.
1, On pose : u_=z +1. Démontre que (i ) st

une suite géométrigue de raison .;—dant orn
précisera lo raison et le premier terme.
&. a) Exprime n_ en fonction de 5 puis en
deduire qu'elle convergente.

b} Caleule lo limite de lo suite (= ).

Un gardien de but doit foire foce lars d'une
démonstration & certains nombres de
tirs directs. Les expériences précedentes
conduisent & penser que |
- 51l @ arrélé fe ™ tir, la probabilité pour qu'il
arréie le suivant (le {n + 1)*) est 0.8
. &%l o loissé passer le n* tir, lo probabiite
qu'il orréte le suivant est 0.6
- La probabilité qu'il arréte le premier tirest 0.7.
On note A_l'événement « Le gordien arréte le
== tir v, On a.donc P(A,} = 0,7.
1. ) Donne pour 1 2 1, les voleurs de

PlA_, A Jet P(A -

b) Exprire PIA___nA JetPIA | nA)

en fonction de P{A ).

¢} Déduis-an que pour tout n=1,

PiA_ . 1=D2PA) = D6

2. On pose & présent pour n =1, Pr=P{A )
ety =P =073
a) Démontre que (i ) est une suite
geométrique de raison 0,2
b) Déduis-en une expression de i en
forction de n.
¢} Démantre que (P ) admet une limite gue
I'on colculend,

36 On ¢intéresse @ une suite de rectongles (R ).

On note L_la longueur du rectangle R et | sa
largeur.

Onpose L, =2020et 1, =1.

Tous les rectangles R, ont lo méme aire et
I'urie des dimensions de R__ | est lo moyenng
arithmétique des dimensions du rectangle & .

1. Justifie que pour tout entier naturel i,

_ 40
=200
On justifiero en particuller que c'est lo longueur

du rectangle R__, qui est égaie & lo moyenne
arithmétique des dimensions du rectangle R,

L., -‘r“—i"-lr ol
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3. Justifie que la suite |L ) st décroissante.
Déduis-en son compartement lorsque 1 tend
Wars #o,

4. Justifie que lg suite (I ) est croissonte.

Dédusis-en son comportement lorsque. » tend

wers +%.,

l . _ La*

&.a} Enutilisant le fait que L., = 5 pour
tout entier noturel ., démontre que les
suites (L ) et (1 } cornvergent vers ia méme
lirmite.

b) Que vout cefie limite commune 7
Justifie to réponse,
&, Interpréte géomeétriqguement le résultat de
lo question précédente,

Ay 17 jonvier 2020, M. MBRAH fait Installer
20 m' de pannegux photovoltaigues & son
domicile. [ls produksent emdron 95 KWhim® au
cours de la premiére annde, puls Uasune et lo
salissure engendrent une perte de rendement

de 3% par an. Pour tout entier noturel n, on
note «_ lo quontité d'énergie produite par
linstallotion durant 'onnga 2020 + .
1. o) Beterming lo noture de lo suite (1 } et
précise ses elements caracténistiques.
bl Déduis-en, pour tout entier noturel n,
I'expression de »_en fonction de n.
2. Que devient lo quontité d'énergie produile
au bout d'un nombre d'années ?
3. Pour tout entier noturel i, on note

T AL e

]
a) Calcule 5, et interpréte le résultat.

bl En gordont son installotion pendant
trés longtemps, M. MBRAH peut-il espéror
produire plus de 70 MWh.

Un ptanteur ploce & lao bangue pendont 10 ans
un capital de 100000 F au taux d'intérst de 4%.

1. Colcwde Pavair du planteur au bout d'unan ;
deux ans et trois ons.

2. Soit C le capltol initial et C_ le copital ou
bout de n anrde, Les capitoux successifs
déterminent ume sults,

o) Définie cette suite par fa formule de
MeCUITence,

b} Exprime (C ) en fonction de C et i,

Lpan 7

3. A lo fin de lo diziéme année, lao bangue
lui accorde une prime égale '@ la somme des
intéréts produits en 10 ans. Quel est le capatal
du plonteur aprés la dixieme annee ¢

4, Une outre bongue [ propose un baux
d'intérét de 8%, mais n‘occorde pas de prime
i la fin de lo dixigme gnnée, Loguelle des deus
bangues est avantogeuse pour le planteur 7
Justifie to réponse.

Afin d'ocquérir et d'oménager un magasin
pour son épouse doni fe centre-vilie, M,
GNOANKA décide de controcter un emprunt
d'un maontant de 1 000 000 F. Dans te but
d'obtendr les meilleures conditions pour ce
prét, il o contacté deux bangues Xet Y.
=Labonque X lul propose de rembourser ce prét
suf 7 ans, en 7 annuités, chacune des annuités
étant un des termes consécutifs d'une suite
arithmatique de premier terme o, = 150 000 F
(montant du premier rembourserment] et de
roison = 18 Q00 F,

= Lo bongue ¥ lui propose également de
rembourser ce prét sur 7 ans en 7 versements
mais 4 des conditions difféerentes de celles de la
bongue X Le premier remboursemeant annue,
noté v, sergit d'un montant de 200 000 F | les
remboursements suivants notés v, 1, v, v,
¥, . ¥, . 5eraient chacun en ougmentation de
4% por ropport ou remboursement précedent.
Quelle bangque offre @ M, GNOANKA to solution
la plus avantageuse 7 Justifie ta réponse por
des colouls détoillés,

Partie A ; Soit la fonctson fdéfinee sur B * par
Jx) = 2y = x+ 2
1. a) Erudie les voriotions de /.
b} Justifie que ["égquotion F{v) =0 odmet
deux solutions dans 5=
2. 5oit w la-sofution de / (v) =0 supérieure a 2.
a) Verifieque: 5<u <6,
bi 5i I'an considére la fonction ¢ définie sur &*
pargiv) = 2 Inv + 2, démontre que pla) =
Partie B : Pour trouver une opproximaotion de
it, on considére lo suite (1 ) définie sur & par
w,=5:0 =) oo est o fonction

définie dans o portie A
1. o) Demantre que pour toul entier naturel

n, 4 E[5;6].
b} Démontre que la suite (1 ) est croissonte,

T TR R e




45 A Quelques proprigtés

2. o) Démontre qlée. pour toutx 15 6), |
ono: gl =
b} Déduis-en que pour tout entier naturel |
monalu . —als g lor = ]
¢} Démontre alors que, pour toul éntier

naturel s, ona |u_ = a £ % |
d) Conclus-en que la suite (u ) converge &1
précise sa limite.

1. g) Détermine un entiet naturel p tel que u
est une valeur opprachée de d 10 prés.
b Déduis-en alors une approximotion de o
4 10 " prés,

! Soit f Io fonction définie sur [0, +5] par:
Ftxy=—pi=
1 +=x
repére orthonorme (O, 1, ).
1. o) Etudie les varkations de f et dresse son
tableou de variation,
b) Démontre que | risalise une bijection de
[0,+5:] vers un intenalle I gue 'on précisera.
c) Explicite f “'(v) pour tout x de L
dj Démontre que I'équation [ {v) = v admet
wne uhigue solustion a dons B et que
agll, 2l
2. Troce les courbes (1 Jet (v ..} dons le
méme repére. (Précise lo tangentea (v ) ou
point d'abscisse 0.)
1. Démontre que pour tout 1 € (1, 1],
; 1
ena:| )< =
|

et ¥ ) so courbe dans un

4. Soit (1 ] lo suite definie sur N par
w,=letu = flu)¥neN.
a) Démontreque ¥ n EM, 1<u =2,
b) Démontre que ¥ it € M,

i .. -als : = Jue_ = w.
¢ Démontre que ¥ n € N,
PR
= o« L o ¥
el (777)

Déduis-en que (i ) converge vers une limite
que l'on précisera.

du nombre d'or
On considéne un rectangle |
de longueur L et de lorgeur |

| tel que, si I'on découpe ce rectangle &n un
carré et un rectangle, le rectangle oblenu o

Legon T

SUitea NSy

pour longueur [ et pour lorgeur [, tei gue:

,_rE_ = ]F.' (le rapport des dimens:ons 5t
consenvel,
On redécoupe ce petit rectangle en un carre et
un rectangle de dirmensions | et (.

1. Démaontre que : il!- = {- :
On pm q: L 'I . Démontre gue
ip= 'T = {uppHE mambre d'ar .,

2. Ecris o sous lo forme a.p + b, ol a,
et b, sont des entiers ; écris ¢ sous la forme
a, ¢ + b, o0 a eth, sont des entiers.

B. Etude d'une suite

1. Démontre gue, pour tout entier naturel o, "
sécrit ap+h oba, =a,  +b

eth =a ..

2. On considére alors la suite (v ) définie pour
kout entier noturel n non nul par v, = L
Catcule les 5 premiers termes de cette sulte
ainsi que leurs vateurs approchées au milliéme,
1. Démontre que, pour tout entier noturel o,
onao:v = flv)ol festlofonction définie
sur J0 ;oo [ par flx) =1 +j1.--

&, Dons un repére orthonormé (unité : 5 cm),
utilise lo représentation grophique de lo

fonction [ et lo droite (D} d'équation v = ¥
pour représenter les cing premiers termes de

lo suite (v ),

5, Quelle conjecture peut-on foire sur lo suite (v, ) ?
6. Quelle serait la limite de la sulte (v} ?

C. Longueur d'une courbe dons lo suitesil =1

1. Dans le rectangle de la partie A, qléﬂ'mntre
1 _ 1 s

que, [, = o= etque L= e etl = ik

2. On constrult les quorts de cercle dons

chagque carré, farmant ainsi une courbe.

On note C_lo longueur du i*™ quart de cercle,

Calcule ¢, et
3. Détermine ﬁ puis la lengueur de la courbe
sur tes i premiers quarts de cercle

S S, o

&, Quelle et la limite de cette somme ?
Quelle est linterprétation géométrique de
cetie limite ?




46 On considére 1o sulte numérique (i) définie | 48 On considére la suite (1) définie paru, = 1 et,

47

sur N parsil, = v 2.+3 etu, = 0.

1. On considére o fonction o definie sur [0 +x|
par gly) = y2r-3. A loide de lo courbe
représentative de g et de lo droite d'équation |

y = x, représenter les b premiers termes de

lo suite (1) et conjecturer les variations et lo
convergence de celbe suite. Le but de l'exercice

est de déterminer la limite de la suite (1 ) en |

utifisant deux méthodes différentes:

Premiére méthode :

2. a) Démontre que pour tout entier naturel j,
0<u 53, |
b} Démantre que Lo suite (i | est strictement
croissante.
¢) Déduis-en que (i ] converge et determing
<a limite,

Deuxiéme méthode :

3. o) Démontre que, pour toul entier noturel
nzl,0s3-u % %—:3 =10 ).
bj Démontre que, pour tout entier noturel i,
03 =n . = |: ; :I (3 -u).
¢} Déduis-en la limite de lo suite ().

On considére, pour tout entier nqture{ i non

nul ko suite (1 ) définie par & = %

(v ) définie par v = - TG

Na
o) Démontre que: Bm 1. = 12

et lo suite |

b} Démontre que pour tout entier noturel
n=0, v > % F
c} Trouve le plus petit entier N tel que, [

SinzN,v< i :

d) Déduis-enquesin Z N, olorsu__ | < 3 I
2. 0n pose pour tout eéntler n 25,

Rl LTI ) T P

g} Démaontre par FéCUEnce qua, pour toul

entiern 25:m = |: g— i ; ",

b} Démontre que, pour tout entier i 2 5:

5 % !t *-3 +| 3 ].. - [3’ ‘IIH:.,

¢} Déduiz-en que, pour toul entier

n25:5 Shu,

3. Démaontre que la suite (S ) | est crosssante
et déduis-en qu'elle converge.

|

pour tout entier i non nul par il =1+ rli ).
1. Démontre par récurrence que, pour bout
antier natured i, = 1.

2. Démontre que pour tout entier noturel i,

tie v 1 . Deduis-en lo nature de Lo suite (r ).

3. Exprime 1_en fonction de n puis déterminer
la lirmite de (1) .

4_a) Onpase v = lnu_

Exprime 10 somime v, + v, + 1+

en fonction de i

b} Déduis-en lexpression du produit

Lt L T | PR T

Etudie lo limite de (v ).

¥ O LRI

Aprés ses études en Marketing, KOHOUA est
embauchée par une entreprise de la place.

Le DRH lul propose deux contrats.

1= contrat : Pour commencer 300 000 FCFA
mensuels puis une augmentation de 10%
chaoque année.

7o controt © Pour commencer 350 000 FCFA,
puis une augmentation de 20 000 FCRA chaque
annéa.

KOHOUA vérifie les deux controls et offirme
que le deuxiéme contrat esl priférable au
1=. Aprés les trois premigres années, elie se
demonde au bout de combien de termps le 17
contrat serait intéressont gue le 2,

Eile te sollicite. Aide-la.

g o Poe €

1
U -2 —= U~
0,2 5 -

i
AR | i
V-als 3

U —a] = 273 U, -«

1
a2 -l

2— U, ,=a

On soit que « €11 2[, on en déeduit
U= al <1

Lagon 7 13-'! BUAEDS. NTETRES




Lors d'un cours dé physique-chimie en oscillation mécanique, le professeur affirme gue \'elongation
¥[f) d'un ressort obéit 4 la lof - 370+ - 300 = 0 (1); od 471} est la dérivee secande de I'élongation
vir) en fonction du temps 1, & est la constante de raldeur du ressort el /o lo masse de "'objet en
mouvemnent. Le professeur de physique-chimie dit également que la relation (1) est une equation
différentietle; Soucieux d'approfondir leur connarssance sur celte nation, les éléves s'odressent 4
lewr professeur de mathématiques.




HABILETES ET CONTENUS

1 Dofinition d 4 equation Sifferentislis dubhbivah
la solution d'une équation différentielle du

Sonmaltre . ] type [ "= af + bl et b réel) sotisfaisant a
la définition d'une équation différantielle ume condition initiale donnée.

Al I - : 2 E d

une équotion différentielle < ordee b coolficonts consiaits
_llll'llr-'lllI T | s Eid L
qu'une fonction est solution d'une équation les solutions de chogque équation différentielle
différentielle | du second ordre ou pregramme ;

o Cquatons différentieties Indaires oy AEsours

premis orim & coofficients consiant « une équotion différentielle du type /" =0

Carmaiire « une éguotion différentielle du type J = |
les solutions de chogue éguation du premier {0 réel non nul)
erdre & coefficients constants « e équation différentielle du type /= -’/
Resoudr [t réel non nul)

« une équation différentielle du type Détarrrningt
f=af la I'l_?'E“ \ . la solution d'une équation différentielie du

» une équotion différentietle du type type /"= mif (i réel) sotisfaisant a des condi-
1 '=af + bilaethréelseta#0) tions initiales données

INSTALLATION DES HABILETES

ciivie @) Définition d'une équation différentielie

1.1. Befinition
| Soit la fonction fdéfinie sur B par ; flv) = 3¢,
| a) Justifie que ; [ {x}= 6" ; pour tout nombre réel 1.
| b Justifie que: e} = 2/ {x) =0 ; pour tout nombre réel x.
¢) Justifie que : {"Tv) = 4 [x) = 0 ; pour tout nombre réel x.

« Les dquations (v} = 6e, [7lx) - 27 (x) = 0 et (] = 4f (x) = 0 sont des équations differentielles.
« Le plus grand ordre de dérivée de la fonction [ dons les équations () = 6 ot S =2 ) =0
est 1, Ces équotions différentielles sont dites d'ordre 1 ou du premier ordre.
« Le plus grand ordre de dérivée de lo fonction | dans I'éguation fix] = 12/ (x) =0 est 2.
Cette équotion différentielie est dite d'ordre 2 ou du second ordre.

Ligan & Equarthons diffamenlsslles




Exercices de fixation

Ectis e numéro de "affirmation suivi de vrai (V) si Faffirmotion est vrake ou de foux (F) st elle
ot fousse.

1. L'équotion (E) : & 'Lx'! = 3g(v) + 5 est une équation différentielle.

2. L'expression (A) : V' =y est une aquation différentielle.

3. L'#quation (B) : v " + &v = 0 est une équation différentielle.

& L'equation (C) h - 1) v} - 2xg'{e) + 2lv) = x + 2 n'est pas une équation différentielle,
5. L'équation (D) x (/) = 0 est une équation différentielle.

6. L'équation (F) : (x + 1ly{x) = 1 est une équation différantialle.

Précise l'ordre de chacune des équations WE Soit I'équation différentielle (A) :

différentielles ci-dessous : e+ 1) -yl =
a)lf=3r=0. Déterming parmi les fonctions ci-dessous
bl y '™+ 21"+ =0, colle qui est une solution de 'équation (A).
=iy, al _ﬂﬂ: =&r+ T,

Ve Ty bl S =~5r+3.
diy' =2y =5 N &) ftv) =51 8.

mﬁl Equations différentielles fingaires du premier ordre a coefficients constants

2.1 Equation différentielle du type "= af (o € F
Soit I'équation différentielle {A) : f "= af (u € B).
1, Justifie que la fonction /, (¥} = ke . & € R est solution de (A).
2. On considére une fanction solution de (A) et la fenction /i définie par fifx) = e fx).
a) Justifie que : i'{x) = {0} = allxile,
b} Déduis-en que : I'(x) = 0 ; et que hiv) = &, k € &, pour tout nombre réel x.
¢) Conclus olors que [ [} = ke’ ; K€ R
d) Déduis-en les solutions de (A).

Les solutions de 'équation différentielle "= afod a € 2 sont les fonctions definias
sur Edelo formex = k¢ ol ke R

ElH‘LI{EE d" rI'I;EI|.|£|1'I + sjajam e R B e R e e b e O P ey e e e b b
BB Parmi les fonctions &- dessnu;,lesqwlm sont | BEB Associe & chague équotion différentielle,
des solutions de l"équotion (A) : ses solutions.
= oaeRT 1

ol fl) = ke s ke R __Equations Solutions |
byhiv)=kae' ; ke L (At =3 (ix=ke';keR

e} plv) = 0. @) =-05f| [{2):x=he" heR
divix) = ke KER ©:fr==f | |OB):x=kiker

el tix) = ~kae" ; K ER D):f*=0 {,ﬁ] xo ke ke E |

B Rasous les équations différentielles sulvantes :
al =y 3 bBy=Ey
==y ; d) =L
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| 2.2, Equation différentielle du lype | = g + bl et b réels 1w =0)
soit I'équation différentielle Y f "= al+ hloat h nombres réels avec a = Q.
1. Justifie que lo fonction g(x) = ke — 1} est solution de {€).
2. &) Démontre qu'une fonction f est solution de 1€} quivaut &1 () = 2} =a () - elxl) ; pour tout réel X,
bl Justifie alors que - f [x) = gl) = ke ovec k € R.
) Déduis-en que flx) = ke = f: ; pour tout nombre réel x,

Las solutions de équation différentielle (€)1 (" =af + b sont les fonctions de la forme::
X het - i: ke

Exercices de fixation

B 1dentifie les fonctions qui sont solutions de | BB Associe a choque aquation différentielle ses

Véquation différentielle (E) : v " =ay = b ol sotutions.
a et b sont des nombres réels et @ non nul. Eqﬂﬂuﬂﬂl-_i | solutions |
ﬁ = 3 i .'-"I . b T -|=,l;‘------£.’|:; = Bl ] e _I
a) flxi=e? +45 0 DIRUEISAET —gph = 8 | GA): /" =—4f+8 | |(1):x ~ ke ~1;keR |
S o h _ : — | L
chhini= t; i d}fiy =i E’i"k = (B =05+2 |[31':-"-""l'|'1-".'_ é""ERI
TP Recous chacune des équations e T L e e L |
différentielles sulvantes : PEJ—M— 1 s L .

D) " =5/+1 | _[-fq]-:.'r-.h"'-"—ﬁ; keR |

a) ["=-2+6 ; bl f'=3f+9;
¢ w=5=-y" ;d BF+Ir=T,

2. 3. Equation différentialle du type f r=gf o+
(& &t b réols) satisfatsant & une condition initiale donneée

Soit Féquation différentielle (E): /' = af + hod a et b des nombres féels,ar = 0 x, et ), des nombres reels.
On sait que Ies solutions de () sur B sont les fonctions £, (v} = ket = f: -

a) Détermine & pour que f () =V,
b} Combien y o-t-il de fenctions J, solutions de { E} et vérifiont £ (x,) = v,

« | existe une unigue selution f de P'équation (E} vérifiant : file) =¥,
« Four déterminer catte solution, on resout l'équation (E) puis on détermine o valeur dek
mviec la condition donnée.

D Soit Véquotion differentielle (&) ;) "= 2v = 4| W) Les fonctions v, définies par v, (v} = o
dont les solutions sont les fonctions de fa | £ & B sont les solutions de l'équation
forme i = ke +2; ke R [A)=3% =33 =0
On donne lo condition v{t) = 0. ;
1 ) ! . | 1. Détermine & telle que : v (In2) = 1.
Pormiles fanctions suivantes  flr) = “2e ;| 3 pétermine olors la fonction fsolution de
glxy= 3+ 23 fix)= el =2 ple)=-2e'+ 1, | (Al telle que : [ (In2) =1
laquelle est une solution de (4) et vérifie la | s '
condition donnée ?
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Determine dans chocun des cos suivants lo salution de I'équation différentielle vérifiant

la conditian donnée.
gy ==y v =3; by =2y yird=1;
chyt= Fr+1; WOl =1; dj = &y —2; H025)=0.

Activité 0 Equations différentielles linéaires du second degre a coefficients constants

3.1. Définitions el proprigtes

Soit I'équation {E) : /" = mf o0 nrest un nombre réel.

1. Justifie que si m = 0, alors les fonctions /_ (v} =ax + b (a et b des nombres réels quelconques) sont
solutions de "équation (E):  "=0.

2. Justifier que si m = ; (v 8% olors les fonctions f (x) = ae™ + he ol a et b sont des nombres
réels, sont solutions de I'équation(E) : ™= wf]

3. Justifier que si m = = [0 € E*) alors les fonctions, f*, (¥} = acostax + bsinax o0 @ et /r sont des
nombres réels, sont solutions de I'equation (E) : /= —of.

On odmet que l'équation (E): f "= mf , (m € &) o pour solutions les fonctions :
al fedw b osinr= (L

B &= oo™ +be o, 5 m = o, (w & B (outrement dit : m > 0),

£} x —aeosix + bsinmy, st m = =0° (0 € R*); (outrement dit: m < O),

Exercices de fixntion

Y Associe 6 chaque équotion, ses solutions. B soit l'équation (E) 13" - 25y =0.

2 Reproduis puis réponds poar Vrai (V) ou

Equ:?tinm Sobativag par Foux (F) @ chacune des offirmations
|h =l 1= ac+ by suivantes.
|oER o ot hréels . 1. La fonction flx) = 3" =26 ™ est
| By ==y, f 2: pix) = g+ be "™ ol titfan de-Aquotian [E.
| wER" a et b réels | 2. Lo fonction glx} = ¢ ™ est solution de
- - I"équation (E).
le:y™=0 3: 4] = aucosy + hasin; | 3. La fonction hiv) = 5¢* - Se  est solution
I i et hréels - de I'équation (E).
Résous les équations différentielles 4. Lo fonction ilx) = ~100e™ est solution de
cl-dessous I'équation (E),

IR . ] o e 5, La fonction glx] = 0 est solution de

a) » | }E} : Byv"==5; clid) Bt Féquation (E)
diy "19.'_1'='I:|' @) by "+ 251=0

3.2 La solution d'une équation differentielle du type {E) ¢ J "= mj avet conditions initiales

On considére 'équation diffrentielle (E) ¢ y "= 0 dont les solutions sont les fonctions £, [x) = axv + b,
avec a et b des nombres réels. _
Détermine la fonction fsolution de (E) telle que (c)=v et fiix) =z, avec x,; Y, el 5, desnombres reels,

On admel que 'équation différentielle (E) : f ~ = nif, im € B) odmel une unique solution [ telle que
fix)=w et [{x,)=5,00 x,;3, et =, sont des nombres reels donnés.
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Eherclw:.dl-: rll'ﬂn‘ﬂn i i e B Y PR — = =5 = = PSR Bl i il it i ki
T On donne I'équation différentielle (E) : ¥ "= 41’ dont les solutions sur B sont les forictions
¥, 00 = ag®" + be ¥ ; wel b des nombres réels. On donne les conditions ¥(0) = 0t Vil =1

Détermine parmi les fonctions suivontes : flx) = -3¢* + et ;M .I'P=%r —-l-.*'

glxl= 11—1'} e -1”" 2 |a solution de (E} qui vérifie les conditions données.

B On considére I'equation différentielle (E) : /™= -9/ dont les solutions sont les fonctions de lo
forme f [x) =acos3y + beindy, « o0 ¢ et b sont des nombres réels ».

1. Détermine les nombres réels a et btels f [ 5) =0 et (| =1
2. Détermine alors la fanction fsolution de (E) telle que /| ‘—E }=0etf’( ._-; I=1.

BF Détermine dans choque cos o solution de 'équation différentielie vérifiant les conditions données -
al ¥ =y; 0 =0, y 0 =0, o ¥"=0; M)=2, y 1) =-1.
b y==y sl ) =10 ) =0 d) p"~4p=0; Wop=-1, y 0y =1.

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exerc .r.'-.=° Décharger un condensateur

Un condensateur de capacité C, initiolement chargé 4 une tension 1, = 10 valts, |_'“,'__1 i
se déchorge & partir de l'instant {, = 0 & travers un circuit de résistance B e n-’] [u
La tension i est une fanction du temps £, (7 en sacondes), et vérifie 'équation |. e ol
différentielie (E) : RCu'(r) + win = 0. —

1. En prenant € = 15 % 10 * forods et R = 2 % 10° ohms, justifie que lo tension 4 warifie I"équotion
différentielle () : 3u' + 1 =10.

2. Résous (E).

3, Détarmine o fonction 1 solution de (E) el telle que wlr )= 1.

4. A partir de quel instant 1, lo tensian i devient-elle inférieure ou dixiéme de so voleur

initiale 7 On donnera la voleur exacte, puls une voleur opprochée ou dixiéme de secende.

5. Colcule lo valeur moyenne de i entre les instants 7, e [, N

6. L'énergie emmagasinée dons le condensateur a linstant 1 est. en joules, Wir) = 5 Cleeki}F.
Calcule lo valeur meyenne Wi de cette fonction entre /et 1.

1. La tension i wérifie l'equation différentielle (E) : On utilise les équations différentielles pour
RCH' + = 0 : en remplagant R et C par leurs résoudre les problémes de RLC, en physique.

voleurs respectives, on obtient ['équation

différentielle (E) : 3w+ =0.

2. L'dquation (E) : 3u'+ 1 = 0 est équivalente o I'équation différentielle v’ = ";' it

Les solutions de 'éguotion (E) sont les fonctions définies sur & de lo forme : i (1) = ke ' ob k est un
nombre réel, .

3, On @ ulr,) = i, équivaut & |0) = 10 ce qui équivaut & k¢ 77" =10 et donc & =10.

La fonction « solution de (E) telle que uli ) = i, est: uli] = 102 ¥

4. Lo valeur initiale de i est i, = 10 volts donc le dixigme est 1 volt.

Donc wir) =1 equivout & 10¢ " £1¢ce qui équivout a1 2 3In1l ; donc £, = 3In10.
f, =695
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5. Lo valeur moyenne de i entre [ et [ est:
S o de
&. Lo valeur moyenne de w_ entre f et/ est:

i ¥ B
pl ¢ Jeff = ﬁ:_lg J' 102 Vit = g%| -3¢ ]" - -1_%I 1=e " volls.

=

TR =i G - F “hE
Ir..=r1!—j|11'|”hfl‘-51§-f1 v-l-:'liﬁi:lﬂ""-ﬁiﬂa l'jf#'-r:g_ghmifu e Yl

R&'p,

= i 107 (1= &),

Exercice B Résoudre une équation différantielle du type : 3" + my = g(E}

Saoit I'équation différentielle (A} 1" =9y =57+ 1,

1. Détermine un polyndme o de degré 1, solution de [A).

2. Démontre qu'une fonction / est solution de (A) si et seulement ¢ f = p est solution de l'équotion
différentielle (A') 1" =83v=10

3. Resous (A") ot déduis-en les solutions de (A).

4. Détermine la solution de {A) qui s'annule en O et dont la dérivée s'annule en 0.

| l Utiliser laméthode de résolution d'une qua-

1. pr étant un polyndme de degra 1 alors ply) est

de la forme pi) = at+h od @ et b sont des tion différentielle du type /= 107/, puis celie
nombres réels. verifiant les conditions initioles,

On o psolution de (A) equiaut o:

P =9 =or+1;

soit ~9{ar + b =5+ 1. P -
Ce qui donne =Baf =95 =57 + 1 et donc [rhene d'ol 2 etdenc pit)=—2r—]
|-obi=1 " h=-] f 8'" 1

2. f est solution de [A) si et seulement sif" - 9/=5¢+ 1. Qrp " —9p =51+ 1, donc f est solution de (A}
5i et seulement 5i [ " - 9/ = p “— 9p, ce qui équivaut & (f=p) * = 3(f - p} = 0. Ce qui équivout W
est solution de I"équation differentietle (A7) 11" = S =10.

3.0na: (A v -9 =0 équivaut & v" = 37y, Donc les salutions de I'équation différentielle [A%) sont

les fonctions définies sur & et de lo forme v, (1) = ae’ + he
fest solution de (A) équivaut & (- est solution de (A'), ce qui équivaut & (f - p)(1) = a4 e
ce qui dquivout & fi1) = ae™ + be ™ + pln).

Done les solutions de 'aquation différentielle [A) sont les fonctions f deloforme flf) = ae +he ¥ —g: - %
4, On afln=ae® + b Y - g-: —-&.— et done [ (0= 3ae? = 3be ¥ —5.
F{0)=0équivaut b a + b —% =0 et/ (0) =0 équivout & 3a = 3h - g- ={

u+£r-;=u |u=}4?
Cn obtient donc le systeme ; .qui apour solution ,
-] 1
3 - 3h 4 =0 ||f'| e %7

La fonction [, salution de 'équation différentietle (A) qui s'annule et dont lo derivee s'annule en 0,

1 fﬁll'—f?t"—'i!f:' '—gr- ‘ji
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Résumeé de cours

e Définition d'une équation différentielle

W On appelle équation différentielle, toute équation oyont pour incannue
une fonction [ et dons laquelle figure au moins une dérivée successive [, ",
..., de lo fenction inconnue.

ME :

- L'ordre d'une équotion différentielle est e plus grand ordre des dérivées intervenant
dans celle-ci,

- Résoudre une éguation différentielle sur un intervalle 1, C'est déterminer I'ensemble de
tautes les fonctions definies sur [ et qul vérifient I'équation (dans ce cours, générglament
1= R).

a Equations différentiglles lineaires du premier ordre a coefficients constants

w Une équation différentielle linégire du premier ordre 4 coefficients
constants est une equation différentielle pouvant se mettre sous la forme :
" =af + hovec a et b des nombres réels.

2 1 Eguotions du tvpe ity it

o) Définition

m On oppeile équotion différentielle linéaire du premier ordre & coefficients
constants sons second membre, toute équation differentielle qui peut se
mettre sous la forme : [ = af ol a est un nombre réel.

b) Propriéte

w Soit l'equation différentielle (E) : /" = af (a € B). L'ensemble des solutions
de (E) est 'ensermble des fonctions [ définies de R vers &, par / (x) = ke ;
od k est un nombre riel quelconque,

Remargue .

On dit que I'ensemble des fonctions f, est une fomille de fanctions,

2 2 Egualions du tvpe G &k aved g ol b dos nombres reels of o

m Sait "équation différentielle (E) : = af + b (u et b rdels avec a = Q).
Le= solutians de (E} sont les fonctions définies de B vers R définies par

[ =R — f% <ol k est un nombre réel quelcongue.

23 Lessplutions d'une equation diflérentisiie du type [ af +b ot verifiant

Lirte condiissn

Soitx_ et ¥, des nombres réels, Il existe une unique solution /i de l'équation |
(E}:f" =af + b laet b réels) telle que & {x,) =1,
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Reésumeé de cours

a Equations différentielles lindaires du second ordre a coefficients constants

m On appelle équation différentielle inéaire du second ordre & coefficients
constants loute équation différentielle pouvant s'écrire sous lo forme (E) :
=gl '+ b + ¢ ol a, hel c sonl des nombres réels.

MB : Dans ce cours, on ne troitera que e cos (E) : /™= mf,oomé R

m L'équation différentielle (E) : /" = myJ, ol m € R a pour solutions :
alles fonctions x == ay = b, ol a4 ef hsont des nombres réels guelcongues,

=iy = 0.
b les fonctions 1~ ae™ + e~ sim = w’ oo e B°
£} les fancUions © — gcosuiy + bsinday, sim == ol ) € R

e o't i oy IT ol 1P asee A TS |

| N e Contiton il

Solent v, 1, et =, des nombres réels. L'équotion différentielle (E):7 = mf
otl m € R admet une unigue salution [ telle que /{v) =3, et 'lv) =2,

Legon B Bauatiorm il birenteiles




B Relie choque équotion différentielie 6 ses solutions.

| Equation mlfﬁmﬂelll-é

_S-ulufinns =

| f'=af tER s

e Irjl ;A ER

"=
o € R MER

wx e Brosioy )+ Bsinfan AERetBER

J'=0 .

sx=AreBe™  AEREIBER

frmm—————— = |

| frew foeR -

sr=Ar+BAERBER

fl=-pf fmeR" « |

P

B On considére lo fonction fdéfinie sur & par :

flx) = Se*.

1. Démontre que  est solution de I'éguation
différentielle : y' - 2y =0.

2. Démontre gue la fonction g définie sur B
par:gldd=flx)-3x- g est solution de "égua-
tion différentialle : " - 2y =6y

On considére "équation différentietle (E) :
-y=r-30+ 1

Détermine parmi les trois fonctions définies
ci-dessous, celle qui est une solution de (E).
A= -3c+1; =20 -x-2 ¢
hx)=-2x*=x=2

Démaontre, dons choque cas, que o fonction |
est solution de Paquotion différentielle (E).

1. Ax) =cos{2e+3) ; (E):y"=16)

2. x)=sin{2x) s (E}zy+ 3y=-2sinvcosy
3, flx) = x¢' s B}y =)=

4, 06} = ¢ Inx (E) s 37 = 4y =t
Seat b foniction f définbe sur B por: flu) = 2e

Determine une équation differentielle (E) du
type v —av =0 dont [ est une solution.

solutions les fonctions fdéfinies sur X par:
ol Ay =ke™ keR.

bl Ay = ke K ER.

e) fix} = 0.

di fivi=e"+k kR

Chpisis lo banne répanse,

) L'équation différentielle v + 3y = 0 odmet pour

solutions les fonctions (" définies sur B por
a) flsk=ke ke R

bl flxh= ket K ER.

e} i =acos Ix + Bsin 3y, aeRethER
di flxi=acos dr+ bsindr,deRetbeR.
Chaoisis la bonne réponse.

0 Lo solution fde I'tquation différentielie v = v

telle que /1) =2 est:

a) la fonction /' définie sur & par /) = 2'

b} Ja fonction / définie sur B por flx] = 2x.

¢} la fenction fdéfinie sur & par flv) = 2

d) lo fonction f définie sur & par flv) = 2¢ - 1.
Choisis [o bonne réponse,

Les salutions de I'équation différentielle :

y' = 31+ 2 sont les fonctions f définies sur & par
a} fix)=ke™ +2 K ER

Bl flv = ket + 3 ke R

c) fixi=keV+2x keR,

o0 =ke 3 ke,

Choisis lo bonne réponse,

@0 (equation différentielle 1" + 5 = 0 admet
L'équation différentielle ' = 7y admet pour |

pour solutions les fonctions f définies sur & par;
glfii=ae™ + e Y oeRethER

b flx) = Se I Y uERetheER

] flvl = geosi vExy +Hsiniy X,
WeERetheR,

d} fix) = acos(Sa) + Isin(St) .asReth e R
Chpisis la bonne répanse.
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@ Les solutions de I'équation différentielle
1" - 9= 0 sont bes fonctions f définies sur & par :

ﬂ‘l']=m:u5[%£]+hsin{-3f].uEthhE!L
fix) = acos| %" | + bsin| a"'].uE Rethel
fo)=aet +be ¥ . 0eRether

fie)=aet +be T, acmether.
Chaisis la bonne reponse,

] 1. fest bo fonction définke sur B par : flv) =3¢ ",
Déterming une dguotion différentielle pour
loquelle fest solution,

2. [ est la fonction définie sur B par;

flx)=3p5 =4,

Béterming une éguotion différentielle pour
laquelle f est solution,

W Resous chocune des équotions différentielles
sulvantes :

a) % -2+ 1=0,
b &L -3+ 3-8
)l ' ef=3x=2x =
dlcnmﬁ‘-sinm'=1;mrecne|ﬂ- EI

@8 Détermine dans chocun des cas, la fonction
solution de I"équation différentielie et vérifiant |
la condition dennée.

o) i 2 =00l =1.

0117~ 26f = 3 ()=

) 3" = 2f+ 6 =0; et lo courbe de lo fonction '
coupe l'axe des obscisses en 1,

B8 Résous chocune des équations différentielles
suivonies:
@y =3y
Bly+2r=0
ely==s5y;-4=1
dl2v=y=1

AW Résous chocune des éguations différentielles :
LLIVOTITES
0] vy =5 s =2 =1
by v+ 207 = 0 -21 = &
)=+l v0)=0"
di2v+3y=1=0;yvi0l=1

W% Résous chocune des équations différentialles |
suivantes :
a) = =0
by 21" =y=0D
o) =81 4 41-=0
d) =Sy =25 =0

Lescon B

W8 Résous chocune des équations différentielles

suiprantes :
g} y=2n"
b) f=-9/"

e G+ /=0
d) xf"+2=0

i Résous chacune des équations différentielles

Sulvantes :

al sy + 9=l vigl=1,rl =0
b) 161" = 25y ; W0) = 0, {0} =1
€}y =0 ; W=l a=-1

d y ==dy s vig)==1, ) =1

30 Résous les equations différentielles suivantes :

aj v ==Fy

b} 7y ey

cy 8y =5+ 2=0
d) v == 5y

Bl On considére "aquation différantielle (E) :

W dyeo.
1. Résous (E).
2, Détermine la solution / de (E) virifiant les

conditions Initiates 0} = 3 et /(0 = &
3, Vérifie que, pour tout nombre réel ¢,

fin = Esunl-.}rr+%1

Exercices o approfondissamant

22 1. Résous 'equotion différentielle (E} :y" = -2y,

2. Déduis-en la solution de (E) dont la courbe
représentative admet, ou point d'abscisse 0,
une tangente paraliéle a to droite d'équation :
yE-4r+],

23 1. Resocus 'égquation différentielle (E);

| |

2. Détermine lo sciution de (E) dont la courbe
représentotive posse por le point de coordon-
nées (2 ; 3

24 On considére I'eguotion différentielle {E) ;

ey,
1. Résous (E) sur B
2. On sait de plus que lo courbe représentative

de la fonction [ solution de{E), posse par le
point K| . _}g || et o uni torgente en K paroliéle

& 'axe des abscisses. Détermine la fonction £
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On considére I'équaotion différentielle (E)

251" =16 =0,

1. Résous "équation (E) sur B

2. Détermine la fonction f solution de [E) et
dont lo courbe admet ou point A ; 1) une |
tangente perpendiculaire d l'oxe des ordon-
nées dons un repére orthogonal.

On considére lo fonction fdéfinie sur R por:
Arh= [Ay +8)ed, |
1. Demontre que [ est solution de I'Equullnn
différentielle : 1" = 2v = 3,

2. Déduis-en le calcul de lintégral J' .ff X el
* Dn considére Péquation différentielle (E)
g-2g=lr+])e

1. Détermine les nombres réels a et b pour que
b fonction A} = jur + Ao soit une solution de (E).
2. Démgntre gu'une fonction ¢ est solution de
{E) équivaut & g - fest solution de I'équotion
{E:y' =2y=0,

3. Résous (E') et déduis-en les solutions de (E).

On conskdére Péguotion différentielle (A)

2y ehy =it ey =1,

1. Déterming e polyndme Pix) du second de-
gré solution de [A),

2. Démontre qu'une fonction f{x] est solution
de (A) si et seulement sila fonction flx) = P{x)
est solution de "équation (A') : 23" + By =0,

3, Résous (A7) o1 déduis-en les solutions de (4],
&, Détermine to fonction g, solution de (A) et
qui 2'annule en 0.

Soit I'tquation différentielle (E) : v* - 3v-= siny,
1. Résous I'aquation différentielle (E°) :

¥ =3v=0,

2. Détermine les nombres réels a et b

tels que lo fonction g définie sur & par

gir} = gcosx + hsiny soit soluticn de (E).

3. Damontre qu'une fonction [ est solution de
{E} &i et seulement si la fanction [ — g est soly-
tinn de (E°),

&. Déduis-en les solutions de (E) sur &,

On considére Méguation différentielie (E} -
v=m’+ bolaetbsont des nombres réels,
aved a non nul,

1. En posant = = ', justifie que (E} est égquivo-
lente G (E): "=z + b

2. Resous (E').

3. Déduiz-en les sodutions de (E).

4, Détermineg I'unique solution de (E) wérifiant :
vi0) =0 et vi0) = 0.

Lecon &

|-

a1 On considére I'equation différentielle (E) :

Al Rt FA

1. Justifie qu&gm- = 4 veosdy est solution de (E).
2. Justifie qu une Fl:rnt.'tr-un fest wiu*.lnn de {E)
équivaut a - g est solution de [E7 11" +4v=0,
3. Résous (EY) puis en déduis les solutions de (E).

Soit I'équation différentielte {E) :

1. Résous I'dquation [E) " =4y =0,

2 'lg'-l!-rll'e que la fenction g définie sur B par
i) = -3 X" est une solution de (E).

3. Démontre quune fonction § est solution de

[E] si-et seulement si f — 2 est selution de [E).
iy, Déduis-en les solutions de (E).
5. Détermine 1o solution particulsére & de (E}

wérifiant : {0} = ;- g

Une substance s dissout dons 'egu.

On admet que lo vitesse de dissolution est pro-
ortionnelle & lo quontité non encore dissoule,

Finstant ¢ = 0 {f en minutes), on place 20

grammes de cette substance dons une grande

quantité d'eou,

Sochont que les dix premiers grommes se

dissolvent en cing minutes, déterming ume

expression de lo guantité dissoute [{1), en

grammes, en fonction de 1.

Upne grondeur (non nulle) ¥ évolue & une vi-
tesse proportionnelle d elte-méma,

On soil que cette grandeur double tous les dix
ans.

Combben de temps lui faut-il pour tripler 7

G sort un poulet du four et on pote que sa
ternpérature est de 180°C. On suppose que
o tempéroture ombionte de lo cuisine est
constante 0 20°C. Lo tempéroture du poulet
e51 donneée por une fonction g du temps 7, ex-
primeé en heures, qui st solution de I'équation
différentiedle (E) : v*+1,38v = 27.5.

1. Résous 'equation différentielle (E) et donne
sa selution particuliére g définie par lo condi-
tion initiole 2{0) = 180,

2, En utilisant Iexpression trouvée o lo ques-
tion précédente, détermine lo tempéroture,
arrondie au degré prés, de lo tarte 30 minutas
aprés 'avair sorti du four.

3. Déterming le temps nécessoire pour at-
teindre une température inférieure & 25°C.

Eustions differamishes




30 On considére le montage électrique represen-

a1

té par le schéma ci-dessous

:|R E:'-

Le candensoteur de copacité = 4 % 10 *F {fo-
rads) est monté en série avec un générateur
dent lo tension oux bomes est E =6 Y el un
conducteur ohmique de résistance R = 88 41
[ohma).

A Uinstant initiol, le condensoteur ost déchar-
gé #t o tension est nulle & ses bornes.

On farmo le circuit, et on s'intéresse & I'évotution
de la tension u_oux bomes du condensoteur,
Droprés la loi d'Ohm et la loi d'oddition des
tensions, lo tension u_aux barnes du canden-
sateur virifie I'équotion différentielle ;

E=mxex YL oy a0t estletempsen
secondes.

1. Ecris I"équation sous la forme v' = av -+ .
2. Résous cette éguation en temont compte
des conditions initioles,

1. Détermine o valeur de uc ou bowt de 100 ma

Lo vitesse d'un ohjetl soumis @ son poids et oux
frottements de ['air vérifie [éguation (E) :

(1) + 160v(1N = 10 : o0 lo fonction vitesse v{1,
exprimie en mis, est définie et dérivable sur
(178 o 4

¥

1. Résous I'éguation différentielie (E).

2. Détermine o solution v de (E) qui s'annule
par f =0,

3. Etudie lo limite de v lorsque | tend vers .
Interpréte ce résultot

&. A quel instant f, l'objet atteint-il 95% de sa
vitesse limite ¥

{Désintégration du Thorium®')

On étudie lo desintégration d'un corps rodio-
actif, le Thorium™ qui donne du Radium™,
lequel se désintégre 4 son tour en donnant
du Rodon="

Lagisn B

Alinstant r = 0, on isole N, atomes de Thorium.
On note R(f) le nombre d'atomes de Rodivm a
Iinstant £, pourf € [0; +=[ . Alinstont £ =0, 01
n'y o oucun atome de Rodium.

On admet que lo fonction R(1) est lo solution
sur [0 ; +xf de I'équation différentielle

(E]: " + 0.062v = 0,038N 2" qui vérife lo
candition B0} = 0.

1. a) Démontre que lo fonction

i = :ﬁg N,e "% gst solution de (E) .

b} Démaontre gue 1) est solution de (E) si
et seutement & 1r) = v (1) est solution de
I'équation (E7: 5" + 0,062y =0,

¢} Rétsous (E') puis déduis-en les soluthons de (EL
d) Détermine alors lo fonction R.

(Evolution d’une température en chimie)
1. Gn note vii) la ternpéroture en degrés Celsius
d'une réaction chimegque en fonction du temps
f, 1 étant exprimé en heures, Aprés élude, on
constote que lo tempéroture est solution de
I'équation différentielle (E) : v'+ 1 =¢ ™V avee
la conditian initiale 1{0) = 20,
0} Résous Péquation (E): v+ 1y=0.
b} Détermine le nombre réel & tel que lo
fonction & définie por gl = ke ™ soit une
solution de Péquation (E)
¢) Demontre que [ est solution de (E) si et
seulement si f - o est solution de (E,).
d} Déduks les solutions de (E].
e} Détermine Lo solution de (E) satisfaizant
la condition initiole donnée.
2. On considére la fonction fdéfinie sur
[0:+x[par: fiil= :‘;IEE.:_' . [}
a) Détermine 1o limite de f quond t tend
VErs 40,
b} Détermine lo fonction dérivée de /.
c) Etudie le signe de /(1) pour 1 € [0 +={.
d) Déduis-en le tobleau de variotion de 1.

Equmnficms diffibimniieiles




40 (Taux d'alcoalémia)
Le toux d'alcoakémie M) {quontite d'alcood
par gromme deé song, en a/L) d'une personne
ayont absorbé, & jeun une quantité d'alcool .
verifie I'éguoation différentielle (E) :
V' V= ae 7 ol est e temps dcoule aprés
absorption, exprimé en heures et o ung
constante,
1. On pose pour tout 1, gl = e
Dérmontre que ¢'{f) = a et déduis-en l'expres-
sion de gir) en fonction de a et de / sochant
gue : gi{0) =10,
2. Exprime fl1) en fonction de 1 el de .
3. Dons cette question on SUppose que d = 5,
a) Etudie les variations de [
b} Détermine le toux dalcocdémie mimanmale
et le temps au bout duquel il est atteint,
& Donne une valeur du délai T{a heure prés
por excés) ou bout duguel le touy d'alcoolé-
mie de cette personne est inférieur & 0.5 g/l
oprés gu'il est atteint le taux maximal.

41 On considére I'"équotion differentietle (E) :
¥ =2y =(r=1e.
1. Détermine les réels a et b pour gue la fone-
tion 1 définie sur B par wix) = (ax + b soit
solution de (E).
2. Demontre gue v est solution de 'éguation
différentielle (E) si et seulernent 5: i - v est
solution de I"équation différentielle {E') :
V= dy=1.
3. Déduis-en toutes les solutions de (E).
&, Trouve lo m!utiun_.l"de {E) wérifiant A0) = 1.
5. Caloule o hix.

Danne le résultat sous ba forme o + Inb od « et
hsant des entiers.

43 PARTIE A

On considére "équation différentiedle (E )
définie par )’ - 2y =3¢ -4+ 2.

a) Resous I'équation différentielle (E.)

définie par v"- 2y =0.

b) Démaontre que lo fonction w définie sur B
par ; wix) = -3¢' + 2x est solution de (E ).

¢} Damontre qu'une fonction v est solution de
IE;b giet saulpment siu+ v est solution de (E.].

Legan B

d) Déduis-en toutes les solutions de (E,).
e) Détermine lo solution f de (E,) teile que lo
courbe représentative de J admette une ton-
gente horizontale ou point d'obscisse 0.

PARTIE B
1. On considére la fonction g définie sur & par :
ely)= % ¢t - 3" + 2 & (Cd sa courbe représen-
tative dons un repére arthonorme Lo -0 - J L
a) Détermine les limites de g en +o et an -,
b} Montre gue to drgite (D) d'équation ; v =
2x est asymptote d lo courbe (C ).
Preécise la position relative de (0f et (€ 1
¢} Etudie les variations de la fonction.
Dresse son Loblegu de variotions.
di Caleule I'gire comprise entre (D), (Cg) et
lex droites d'équation v =0 et x = In2.
On considére lo sulte (1 ) définle sur R por:
= | — I8 dx et pour 21,
S I
P
J . - | il i L
Wk T
2. Soit [ la fonction définke sur [0 ; 1] por
fg=inix+y1+x0,
o) Catcule v} et deduis-an i,
bi Cabcuile w,,
€] Poiar tout entier i 2 1 et pour tout x de [0
1], compare yv* et "' L,
Déduis-en que la suite {1 ) est décroissante,
d) Démontre que, pour tout v de [0 1],
121+ <2,
) Diduis-an que, pour towt entier m2 1,
1 a . 1
T
(n+1 W2 L1l
f) Dédubs-en que (1 ) converge et déterming
5o limite,

.

43 On se propose de déterminer tes fonctions dé-

rivables solutions de I'equation différentielle -
[Ey: 21 # =¥ dy =13

1. Démontre qu'il existe une fonction
polyname g du second degré soluthon

de (E) et détarmine loquelle,

2. Démontre gue fest solution de (E} si et
seulement 5i f = o est solution de 'éguation
différentielle :

2y +y=0|EF)

3. Résous [E') et déduis-en toutes les
salutions de (E).

&, Détermine les sodutions dont lo représenta-
tion grophigue passe par 'origine du repére

Eqpantipns ddfssntinties




44 Dn se propose de déterminer toutes les fonc-

tions { définies et dérivables sur intervolle
10 +=[ vérifiant I'équation différentielle (E) :
A ") = (2o + 1)) = B
1. a} Démontre que si [ est solution de (E) alors
lo fonction g définie sur Vintervalle }0; +x{ par
gly) = ,r.q;-]_ est solution de l'éguaotion diffé-
rentielle (E): " =21 + 8

b) Démontre que s /i est solution de (E)

alers lo fonction f définie par flx) = xfilx)
ast solution de (E),

2. Pésous (E) et en déduire toutes les solu-
tiomis de (EL

3, Existe-t-il une fonction / solution de l'équa-
tion diffsrentielle (E) dont lao représentotion
graphique dans un répére donne posse par le
point & (in2, 0) 7 5i oul, précise-io.

Un laborotoire de recherche étudie évolution
d'une population animale qui semble en vole
de disparition.

PARTIE A

En 2000, une étude est effectuse sur un
échantillon de cette population dont Veffectif
Initial est &gal & 1000, Cet échontilion évolue
et son effectif, exprimé en milliers d'individus,
est approché par une fonction [ du temps |
[exprimeé en années a partir de lorigine 20001,

D'aprés le modéle d'évolution chaisi, la fonc-
tion fest derivable, stnctement positive Sur

[0 ; +5:(, ot sotisfait I'equotion différentielle :
(E) y'= = E:I'l.‘l 3=y,

1. Bémontre l'aguivalence subvante :

une fonction [, dérivoble, strictement positive
sur [0:+], vérifie, pout tout { de [0 +x [
== ;‘.,‘-'1'|_'i-"'t # 113 = In{f (1) si et seulement
i la fonction g = In(f) vérifie, pour tout 1 de

[0+, g ) = E%QLE b= -zz-j'u.

2. Donne la solution générale de Péquation
différentielle : (H) 2°= 210 - 2:;:' i

3. Déduis-en qu'il existe un réel C el que pour

tout fde [0 +=[if () = (3 *-EB:p[fﬁ 11
{lo notation exp désigne lo fonction
exponentielle),

&4 La condition initiale conduit donc @
considérer la fonction fdéfinie par

fin=3-3eml 5]

Logon 8

a) Détermine la lirmte de lo fonction [ en +x.
bl Détermine le sens de variotion de fsur

[0+l

¢} Résous dans [0 +=[ linéquation i/} < 0,04
A bout de combien d'années, selon ce modéle,
la taille de échantillon sero-t-alle inférieure &
vingt individus ?

* Le bossin d'une piscine municipole o une

capacité de 500000 L d'eou. Afin de respecter
les normes d'hygiene et de sécurite, 30000 L
d'eou de lo piscine sont renouvelées choque
heure et le taux de chlore maximum gutorisé
est de 0,25 mail . Un soir, aprés la fermeture
de lo piscine, alors que le taux de chlore est
indétectoble, 1 kg de chiore est déverse par
erreur dans le bassin @ 20 h. Le directeur de
la piscine souhoiteralt sovoir quand | pourra
puvrlt & nouveau lo piscine ou public. On
modélise Ia concentration massique du chlore
présent dons lo piscine par une fonction f.

{ désigne le temps écoulé depufs V'occident,
axprimé en heures, ff) représente

la concentrotion mossique du chlore

présent dans la piscine en mgfl. On admet
que la fonction [ est solution de 'équation
différentielte (E ) : v "+ 0,051 =0 ol v est une
fonction de lo variable /.

Le directeur te sollicite.

Détermine le moment o0 lo piscine sero
ouverte au public,

Pour résoudre le probléme de leurs champs
de caléiers vielllissants et peu productifs, des
plonteurs d'une réglon du pays s'adressent o
un institut d'excellence d’ogronomie qui teur
propose une pouvelle varigte qui rentre en
production lorsque lo plante otteint 0,890 m.
On repigue alors des plants de café de 10 cm
de hout dans un chomp expérimental.

On sait que lo toille maximaole de ces plantes
ast de 1 m, On note fir} la toille en m d'un piont
aprés 1 semaines ; on adonc: f0) =0,1.

Le modéle de Verhulst consiste O considerer
fue la vitesse de croissance de lo plante éyolua

Enunitions, el TEngndi Hies




48

survant la relation = /1) = afld(l = i), ou a
gst une constante dépendant des conditions
expérimentales.

Autrement dit, [ est une solution de I"éguation
diffarentielle (E} : 1 = avil =y

D&termine le temps au boul duguel la plante
rentresg en production.

On utilisera pour tout 1, (1) = _,rtl; 3

Des dlbves d'une classe de Terminale b décident
dewrifier la conservotion de l'énengie mécanique
wue au cours de Physique-Chimie en oscillotion
mecanique.

Pour cetg, ils fixent & leatrémite d'un fessart
horizontal, un objet qui peut coulisser sans
frotterment sur un plon. On repéne I'ohjet par sa
position Xif) qui varie en fonction du temps 1.
On admet que lo fonction A est solution de
I"équation différentiedle (E) ‘AU +100 =0,
Démontre que I'énergle mécanigue I du
systéme.

1. Résous I'équation différentielle (E) sur B.
3_Détermine la solution X de (E) telle que:
X0y =01 et A0} =1

3, Vrifie que, pour tout réel 1,

Xy =0.1/2sin| 107 + 5 |.

&. Démaontre gue I'énergle maéconique i

dis systéme, définie pour toul nombre réel

te[0:+el par IF() = 0.1 [T + 100XGT,
gst constanie.

w;ﬂ,m.

£ 1. Poser que [T =2fb)=l+ 1} &

' [x) = (e wa + et

Por Wentificotion on trouve
g=-1letb=-1.

3 On ait gue fest solution de F'éguation dif-
farentielle et g aussi est seiution

=2 =+ 1)e

=2 =lx+ 1),

w=y-2@-f1=0

Donc (& - ] est solution de 3" = 2y = 0.
Réciproquement si (g - ] est solution de
y'-2v=0,alors (g - — 2@ -f1=0.
Sait g’ - 2g=f"=21of f'=2f=lx+ 1)
entraine ¢ - 2g = (v + 1)

Donc g est solution de g' = 2¢ = {x + )¢’

3 (=)= ke

2lv) = ke + f ().

§7) Les solutions de (E') sont:

Ly )= gty + b

2. On vérifie g"lx) ~ & gl == 5-&

3. / est solution de (E), g est oussi solution
de (E). Ainst (= g)" - 4l - @) =0 e f - gest
selution de (E') por équivalence.

4. Les solutions de (E) sont

fly) = ey + e +glx).

L i":{r:l a for 20

2l =1ek=1

r “}E‘. oy

3. fN =025

gt 025 es kn-0050 < 0. 25)

e
3 __Qlu,s i 2?-?1

=28
Aprés 28 h lo piscine peul s'ouvrir.
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(o NOMBRES COMPLEXES
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SITUATION D'APPRENTISSAGE

Le club « ARTS » d'un lycée o demondé au proviseur
I"autorisotion de réaliser une statue dans la cour de
I"école.

Le proviseur apprécie lidée et promet ou club un
espoce & cet effet. 1| précise toutefols que, compte
tenu d'un projet de construction de nouvelles salles
de closse, cet espace gura une forme rectangulaire,
un périmétre de 20 m et une aire de &40 m-.

Le président du club, en closse de Terminale D, est trés
ravi mais 58 demande quelles seront les dimensions
du terrain,

[| décide, ovee ses camorndes de closse de déterminar
la longueur et la largeur de l'espace,

Ligon @ Bipenirey COrilenirs




HABILETES ET CONTENUS

1 Forme algicrigue

lifgrvl inind

« lo partie réelle, lo partie imaginaire d'un
nombre comploxe

« la forme algdbrique d'un nombre complexe
Conmafing

« la définition du module ; d'un argument d'un
nombre complexe

« los propriétés relatives ou module &t un
argument du produit, de linverse, du guotient |
et de la puissonce entiére d'un nombre
complexe

« los propriétés relatives 4 la SOMITHE, GU
produit et ou quotient de deux nombres
complexes

« la définition du conjugue d'un nombre
complexe

« les propriétas relatives au conjugue d'un
nombre complese

« lo propriaté relative 4 'égalité de deux
nomhbres complexes

» loffixe d'un paint ; d'un vecteur

» le point iImoge ; le vecteur image d'un nombre
comiplaxs

Dhrtormmdir

« lo forme algébrigue, lo forme trigonométrique
d'un nombre complexe

« lo partie réelle, lo portie imoginaire d'un
nombre complexe

« le conjugué d'un nombre complexe

» le module et un argument d'un nombre
complexe non nul

Pliacer

l& point irmage d'un nombra complexe dans
le plon muni d'un reparne

Calegbin

= o somme, e produit et le qguatient de dewx
nombres complexes

« lo puissonce d'un nombse complexe

Lboon B

Forma irigonorrdligud
2 sxpenertieile

Foarmi

feentifner

s la forme trigonométrique d'un nombre
complexe

+ la forme exponentielle d'un nombre
complexe

ornaitne
» lo formude de MonTe
 lps formules d Euler

LrLilser

tes formutes de Moivre et d’Euler pour transfor-
mer des preduits en semme dons des expres-
sions trigonométriques

Lineariser

des puissances de cosy et siny

Lo rdnisre

« I définition d'une racine carrée d'un nombre
complexe

« o définition d'une rocine ir*™ d'un nombra
complexe mon nul

» les racines o *™ de l'unité

e termner
« le% racines carrées d'un nombee complexe
« los racines 1= d'un nombre complexe non nul

Resoudr

« une équation du second degré & coefficients
complexes ainsi que des équoations sy
ramenant

« une dquotion se ramenant ou second degré
6 coefficients complexes

Placar

« les points Images des racines n*™ d'un
nombre complexe, sur le cercle trigonomd-
trique, connaissant l'une d'elles

5 Covchrs, Erotes, demidralbes of
' nombres comgloes

Connarne
les coractérisations complexes dun cencle ;
d'une droite ; d'une demi-draite

Kambren comiiiooes




INSTALLATION DES HABILETES

m@_' Forme algébrique d'un nombre complexe
1.1 Ensemble des nombres complexes

o} Recopie et compléte le toblegu ci-dessous b} L'équotion x* + 1 = 0 n'admet pos de solution
par € ou g, daons B On odmetira gque cette égquation a une
- solution notée i.

7 3 - 9 = On suppose gqu'il existe’ un ensemble noté C

= | | contenant B et le nombre / tel que F = -1, Tout

13 | aldment de C s'dcrit de maniére unique sous la

0,379 | forme v + v/ ol v et v sont des nombres réels,

_‘-'l? I Justifie que les nombres 0 ; =7 ; -1?3-: 037943

5 | T 120: 2 + i sont des éléments de C.

- Un nombre complexe = s'éerit sous lo forme 2= a + ibavec (g, bl e R et ' = -1,

- i est appelé lo partie réelle de = et b sa portie imaginaire.

- On note € l'ensemble des nombres complexes:

- L'écriture = = a + b est oppelé forme algebrique de =

- Pour tout nambra complexe = tel que = = 1 + v/, ol x el ¥ sont dés nombres réels,
on dit gie = est imaginaire pur lorsque x =0 et - est un nombre réel lorsque v = 0.

- L'ensemble des imaginaires purs est noté F.

Exercices da fixation

@ o) Recopie et compléte le tobleau suivant : est un imaginaine pur,

1y I
2. = est un nombre réel. Coloule =
£

5 Partie réelle | Partie imaginaine = et =" sont égoux. Colcule 7 et =",
+,
e BE Recopie et mets une croix dans la cose qul
iv11 convient pour indiquer que le nombre ap-
Al _ partient & lensemble.
30t Nn[zlelr]c¢
iVB~5H 0 | I

_‘. |

b) Détermine les valeurs de v pour lesguelies
le nombee complexe 2 =x" — v+ 6+ i[x¥ - 5 est | _%
un imaginaire pur. Calcule - le cas échéant, |

¢} Détermine les voleurs de x pour lesquelies L3
le nombre complexe ==y + 2+ ilx* = 1) est /3
un nombire réel, j T
Colcule = dons ce cos. g
1#5)
P Soit ¥ un nombre réel. On considére les =3
nombres complexes = et =" définis por . . Ciais et
==yt e 14y et Z=-2v+i(yi - 2): w:égl:?lfﬂﬁﬂﬂiﬂhfﬁi pan
Determine si possible les voleurs de v pour 2. Cite trois nombres complexes de partie
lesquelles : imoginaire -24,

L=t B ﬁ Hombies Compitar



Al 1.2 Caleuls dans
On admet que les colculs dans € se font comme dans B
Solentz =1-2i,z,=1-jet ;=342
L. Détermine lo forme olgébrigue de chacun des nambres complexes suivants ;

o T R =R R R B N

P oy - =y 8 mE =g

2. :ﬂ[{UlE "-I‘ . il‘; r = I' :r:l ::.'II-'1 : |.:'..'i

3. ) Solent deux nombres complexes ==a + ih; = = v + jvoba b ¢ et \' sont des nombwres réels non nuls.
Justifie que si = et =' sont inverses 'un et l'outre. ona

== _-I’.I' s i _!I-!.I_ B
bt e

b) Calcute :17 ot =,

-
-

&. En supposant que é— = Ty __1 » coleule :: Pt

et

Soient == f.f:r] elz =g + thrl
s tS =la va) +ih + ),
oI M5 =, - b vilah, « ab).

«Siz, =0, alors é: =g _:I = ;J—i i [t i, + b ) +ilab, - a b))
Exgrcloes de fiation i ik
B Effectue les opérations suivantes puis Effectue les opérations suivantes puis
donne les résultats sous forme olgébrique, donne les résultots sous forme algabrique.
e (3 =ai)+{2+30 ; b)[S 6} = -2+ 1) ; o) (2 -2+ 31'Jf+ a—=2F;
dR-A3-40 0 3E - OHN— iy 3)( T = I8
Chiv2 =i

1.3, Conjuguéd d'un nombri complale
Dans chacun des cas suivants, écris le nombre complexe =° qui o la méme portie reelle que = atquia
pour partie imaginaire I'opposé de celle de -,
Lzsb+3l;2.228-21 13 2=1-§ : 4 == r+lyiS eS8 =2

30lt == x+ v un nombre complexe.
Le nombre complexe x - /v est appeté le ConjugLé de = ot est nolé = .

Exorcice de fixation _

Determine les conjugués des nombres suivants -
a)1+i : b)5-37 1-iv1 : d) v2 -ix.

1.4. Proprigtes

Sbient== ¥+ nret = ="+ ),

1. Détermine lo forme aigébrique de : = ;=% =: =+
<. Compare,

Q) z+"et 4T b T T et T 0 (F Pt () ; dH—_i | et I ; o) | {_IEt f ,

Logan @ iﬁ MO SO




Solent -t o' deux nombres complexes,
""" =% == (Rel)) + (Im{=) ;s +z=2Reld); =-2 'Efﬂ'n[:}; T

:Tf:;x:*,: (=) ;siz Du‘lursii:l- w el [-—:| ':.'
WE Determine les conjugués des nombres com:- | by == 242 e
plexes sulvants, = A1+ 3 2 =i o
2+
al (1=-iH2+31:b) 5%
o= B Détermine o tels que
W soit 2 un nombre complexe. Détermine pour al = ==& -3i;
les différentes voleurs de = le nombre =, | Bl 2= -3=5--6i;
a)l==(2-0{1+2n; - cliz -2==-5-2/,

1.5, Module d'un nombie canvplecs

Soit == x + iy un nombre complexe.
Justifie que == est un nombre réel positif.

=y

Etant donné un nombre complexe =, le nombre réel positif 4 == == pst appelé le module de = et est
noté|=|.Ona:|z|=yx =) sl z=x+in

X Calcule le module de chocun des nombres | B Calcule le module de chacun des nombres

complexes suivants : complexes suivonts :

o) h+3i; BY1-1; c]—-z-ﬂlf. | @2 ; B-121 ;Ao

1.6, Propretes

Salent == a + /b et =" = q' + ih' deux nembres complexes.

1. Compare les quatre nombres : [=]; | -2];| = |et|-= |

3. Trouve une condition nécessaire et suffisante pour que | = |=0.

%, Compare
al=letlz|x|=1 ¢ BIFfetlzP i o |Tfet a0
g5 e = ez +='| et]=]+]=']

12| =l ff=+2" 1=z lF12).

=| =|
“ |
=& 0 olors |1:]=.|—1—eti';'= L'—l.

Legon & ii Bamangs compeses



Exgrcics de fouation

Coleule :
. ; . Rery e 1-2f
al |3 = 2¢] - b =501 - 20 ; <} (1 - {1 + 20)) ; d?[ Hi | l'| | ;

1.7. Représentation geométrigue d'un nombre complexe

wt 4
On rapporte le plan orienté & un repére orthonarmal direct by 3
0.7,.7). " ),
A tout peint M{xv ; 1] du plan est associé le nombre complexe by bt [ ¥
=XV 3 il
=, est oppelé offixe du point M. M est oppelé point imoge de =, % ! " ;
On considére les points A, B,C,E, FetGdelafigureci-dessous. « 4\ 3 4 ¢ 1 2.1 »
i LB W
1. o) Détermine 'affixe des points A, B, Cet E. X
b) Détermine tes points images des nombres complexes

=3 ¥l 2 =it=d =2l .

2. 5oit =, 'offixe du point Mix ; v) dons le plan complexe b«

miwni du repére (0, 1, [ ) et =, celle du paint i : 1). On suppose que: =, ==,
est l'offixe du vecteur NM et que NM est le vecteur imoge du nomibre complexe 2 - =

o) Détermine les offixes des vecteurs OB, OC, 0D .
b) Bétermine les offixes des vecteurs AE , FG.
¢} Recopie et relie choque nombre complexe d son vecteur image.

1..

e E.E'
- * AG
-3¢k .

* AF

3. Dans le plan complexe rapporté & un repére arthonarmé (O, 1, 7 ),
ondonne AetB,alors |z |=0AetAB=|z -2, |
Déterming |z, |et|z,-=, |

[ syinise

Dans le plan orienté rapparté & un repére orthonormal direct (0, 7, [ ), 1" affixe du point Mix ; 1) repré-
sente le nombre complexe = tel que ==X + /1. Le point M est le point image du nombre complexe 2.

Exproicas dae fixation

T2 Onrapporte le plon orienté o un repére u' On ropporte le plan urlennté a un repére

orthonarmal direct (0,7, 7 ). arthonormeé direct (0, 7, 7 ).

Soient 1= 2/; 3+ et -3 +4i les offixes Soient 1-2i; 3+, ¢etdlesoffixes
respectives des points 4, B et C. respectives des points A, B, Cet D,
Déterming =a : Zac : =oc les offines 1. Déterming ¢ sachant que le vecteur AC
des vecteurs BB : AC: BC. a pour coordonnées (0 2),

2, Détermine o sochant que D est e miliey
du segment [AB].
B Onropporte le plan orienté & un repére orthonormal direct (0,7, 1 ).
Sobent 1 - 2i 3+ /8t -3 + 44, les offixes respectives des points &, B et C.
1, Caleule || AB || ; || AC || : || BE ||.
2. Détermine I'ensembie des points M d'affixes s tel que |- 1+ 21| =

Lt B Komibees complases
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2.4. Argumant d'un nombre comploxs non il
Le plan complexe est muni d'un repése orthonorme direct (O, 7k

On donne: 1+ ¢ 34, 3+ 3/ les offixes respectives des points A el B,
1. Place les points A et B 3
o ¥

2. a) Justifie que : cuslﬂl DA ) = f etsin{ O, 08 ) = 5=,
b) Dérermine Mesi C!IT -0A).

-

3. Justifie que Mes(B1;08 ) = 7.

m;lﬁl es‘t I'argument principal de 14y 31 il est ot ARG 1+ ¢ 3 /) ou Arg 144 34
ARG(3* 31) = ;,‘—_
Pour tout paint M d'affixe 2, ARG(z) =Mes (01, T.oM).

Exorcices di fiomtion

D Le plan est muni d'un repére orthonorme | T Leplon est muni d'un repére orthonorme

direct (0,7 , / ) direct (0, 7 , / ).

Déterming I*nrqument da chacun des Détermine dons chogque cas l'ensembie des
nombsres complaxes points M d'affixe = tel que “

ol-1+i; BIW3-f; a-1-i a) ARG(z) = ; b) ARGLZ) = 3.

2.2 Proprigbis
Le plan est muni d'un repére orthonormeé direct {0, T Jh
On donne les nombres complexe nonnuls=et " tel que:1z2=2f | Z'=1~- 3i
1. Détermine lo forme algébrique de chacun des nombres complexes == | :.lr i
2. Détermine "argument principal de = et de = 3
3, Viérifie que :
a) arg(=z") = orgiz) + orgl=") + Zkx, K EL;
by arg( - ) = -org(z) + ke, kE T
4. Déduis de lo question 3) que :
arg| _‘:: ) = arglz) - argl=) + 2k, K EE.

i
i |_||4

corgl==) =argizt +argle) + 2kn ke | +org| 3 ) =orglz) - orgl) + 2m KE T
. unﬂ —!4 ] = ~arglz) + k= K ET; = Pour n € T org(=") = norglz) + 2ka, k€ L

Exercloes de flxmthon

B On donne deux nombres mmpIH-E!- et = | B Détermine un argument de chacun des
tels que argls) = _3 ot argl=’) = nombres complexes suivonis

- y1= 31 ;B
Détermine un urgurnant de :hn:u:un des U &= - i+
nombres complexes sulvants : | Y

o= ;b 2r; a5 CUERER CR R B
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2.3, Forme trigonometrique d'un nombre complexe non nul
Le plan est muni d'un repére arthonorme direct (O, 1, J). BT ot

d et b sont des nombres réels, ~ 'H.ﬁm

M est un point du plon d'affixe = tel que == + hi . g | X
1. A l'aide de la figure ci-contre, justifie que | ‘/;\‘ \
==z | (cosB + fsind), T o0 @
2. Ecris le nombre complexe o de forme algébrique \ | _.r’
1 -4+ 3sous la forme rcosd + fsinid), o0 ¢ = | i | et B = ARG{u), i

3. Soit [} le nombre complexe donné par : M'_'__]_F-r

[! = Meos 3-' + izin ’g 1 3 |
Justifieque:l=1+iy3.

Sait = un nombre complexe non nul de forme algébrique = = a + ib, on peut alors
medtrne = sous la forme : = = flcosB + fsinB) od r= | = | et 8 = arg(:).

Excrcices de fxation

BN Soit 2 un nombre complexe de module 2 | w Dans chocun des cas suivants, des nombrag

et d'argument principal -;[2 complexes sont donnés sous forme trigona-
Ecris = sous forme trigonométrique. metrigue, determing lo forme algtbrique de
. | chacun d'eusx.
IS Dons chocun des cos suivants, détermine le ar
nombre complexe = sous forme trigonome- a) v 2 {cos 5 + isin —— )
trigue. -
= y2{1+d ;- bBlz= v E[tn;—g- !!’-II‘I#J

I
v d
Jl—

c]:-{l—ﬁi-.3+i‘}::li:--1

2.4, Forme exponentielle d'un nombre complexe non nul

Dons cet exercice, on odmettra que: " =cosd + fsind, B E L
on rappelle que :
cosla + h) = cosa cosh - sing sind et sinfu + ) = sing cosh + cosa sinh
1. Sait = un nombre complexe non nul de module r et d'argument 0.
Justifie que & == ™,
L'éeriture re® est oppelée forme exponentielle de -,

2. Beris sous forme exponentielle le nombre complexe '3 +/ |

3. On donne les nombres complexes = et =, tels que:z, =y 3¢'% etz = 5.
Ecris chacun des nombres =, et =, sous forme algébrique.
f. Bl @1 £ sont des nombres réels.

a) Démantre que : & X ¢ = ¢

b} Démantre que i-:. =g

ca
) Démontre que : . = gm0
il

Lesan & PAWE Lonires oompieass




= R . —

Soit = un nombre complexe non nul de module r et d'orgument B,
Lo forme exponentielle de 7 est i,

Exercices de fixation

Dans chocun des cas, mets le nombre B Dans chacun des cas, mets le nombre
complexes sous forme exponentielie : complexe sous forme exponentielle :

o} 1+17;b} 7iie) v3-4; d) 1. i 2 12_'r:§- ijisn llz'“ ;‘ia-}!.?-lﬂ.

B Ecris les nombres complexes = suivants sous forme algdbrique :

a)z=¢" bl 2= y3¢F; 6 =S d)s= L, :
[k

2.5, Formule de Moivee ; Formules de Edler

1. Démaontre par récurrence que !
Pour tout nombre réel 8, et pour tout entier naturel #, on o
a) () = ¢,
bl (cosB + jsinB)" =-cosnB + jsin g,
2. Pour tout nombre réel 8, et pour tout entier noturel i1, justifie que :

a) coshl = '5' [+ % gt glnl = ;: (8= ),

b} cosnB = % (™" + ¢} st sinnl = 'E!f (™ = =,

1. o) B étant un nombre réel, exprime cos'B et sin'd en fonction de cosB ot sind,
b} @ étant un nombre réel, exprime 5in*@ en fonction de cosnb et sinefd (1 étant un nombre
entier relatif].

« On odmeltra que pour tout nombre réal B, pour tout nombre entier relatif i,
{cosB + f5inB)" = cosnB + isinnf.

» COsH = i-{e"-v * gt sinB = %Et"’-v"‘].

= coshf = i (™ + ¢ ™) et sinnfl = -él-:r [/l B B

Exercices de fixntion

BT®Y En utilisant les formules dEuler, établis les

identités suivantes :
+ - ; - cosdfl
o cost(e) =1 5220 . pysiniip) = I=gos2l . g costip) sintie) = =Y

B Démontre que ; cosy = ':;Eﬂﬁ’ll' * '% cosax + g

mg: Reésolutions d'aéquations

3.1. Equations du second degré dans C

1. Détermine les nombres complexes & tels que &% = -3.
2. Soit & le nombre complexe tel que : §* =3 + &,
Posans &=+ i (i et b étont deux nombres réels),

Lecon B Mpmbhes comalenes




F-h=3
ey =
b} Justifieque : o + b =5,
¢} Détermineg tous les nombres complexes & lels que §° = 3 +42

3. 50t dans C, "équation (E) ez +bov o =0, etoba, h,cECat 20,

a) Justifie que :

a) Démontre que az* + bz + o= al 2+ % i h:?_:‘—d;ri
b) Posons A = b - 4ac et 8 un nombre complexe tel que 8= 4,
Justifie que az + b+ o= ol =+ h '5' | '!’ 5 ]

c) Deduis-en les solutions de (E),
&, Résous dons C 'équation ; 2 +2(-1 4+ +24{=0,

=h+d i

Les solutions dans € de 'équation a=* + bz +¢ = 0 sont—5_— et q—-.mﬁ

ol
st un nombre complexe tel que 5 = b - Lo
B Résous dans © les équations subvantes: | BE Résous dans C les équations suivantes :
0)zt=-3; bi=t=f+8f; ¢)s'=14+], u]:'=2:+51!!;h1:'+i:=-1=3r':ti%E%a‘-

4.2, Racings H™™ d'un nombre complese non nul
Soit ke nombre complexe § tel que &' = 1.
1. Détermine le module de &,
Posons &= =,
- 2T
o} Démantre que.f = 3 KEL

b} Trouve les trals nombres complexes tels que &' = 1.
c} Place les points images des solutions de 'équation &' = 1 sur le cercle trigonométrique.

d) On pose = - :4:: + i'-fi;‘-‘i- ;

Vérifieque 1 +/+ /=0,

3. a) Ecris le nombre complexe 4 + 4, 3 sous forme exponentielle.
b} En wtilisont les méthodes précédentes, déterming les nombres complexes & tels que
B=4+4iy3,

4. Donne une méthode pour déterminer les racines niéme d'un nombre complexe non nul

Sinme

Sait =~ iy

Les rocines cubiques de 1 sont 1, fet [, o0 [ estieconjugué de J.

Les racines r*™ d'un nombre complexe non nul = de madule p et d'orgument B sont les nombres
complexnes o7 ke (0, n- 1}

Legan & Homins complons




Exorcloes de Mxatlon

BB Détermine les rocines cubiques des B Ondonnez=1-iv3.
nombres complexes subants | Détermine. les rocines cubiques de ce
: R SO nombre complexes puis construis les
5=1-0; 5= % =8 points-images obtenus dans un repére of-

Résous dans C les équations suivantes : thonorme.

B}z =1 (E):t==i3+h;

.Hﬂ‘i'ﬁo Cercle, droite, demi-droite et nombres complexes

Definitions

Le plon complexe est muni d'un repére orthonormé orente (0, 1, J).

On considére les points A, B, Det Ed'affixes:z = =34,z m-1+4&4f,z =2+2jets =-5-2i

a) Place ses points dons le ptan muni du repére (O, 1, J).

b) Démontre que le quotient =X~ =" est un nombra réel, puls wrifie que les points A, 8 et E sont alignes,
¢} Détermine l'affixe =, du point C tel que le quodrilatére ABCD solt un paralidlogramme,

d} Démontre que le quatient i%}::: est un imagingire pur, puis vérifie que le triongle ABD est un
triangle rectangle.

) Démontre que pour tous points A, B et M du plan complexe orientd, ona:

Le point M, différent de A et B, d'affixe - oppartient au cercle (C} de diométre [AB] si, et seulement 51

la complexe "::*_—'_E' est imagingire pur.

On considére, dans le plan complexe les points AB,C et D distincts d'offies =, =, . = etz
On o les propriétés suvantes : o
+ Lo points A, B et C sont alignés signifie que ::%E ER". 1

« Le triongle ABD ést un triangle rectangle en B signifie que ‘:.f—}_f: EiR".

Exnrcices de fixation

m Le plon complexe est ropporté & un repére | B Le plan complexe est rapporte & un repere

orthonormal direct (O, 1, J). orthonormal direct {0, I, J). :
On désigne par A, B, C les points d'affixes On désigne par A, B, C les points d'offixes res-
respectives =, =-3+/ . 5, =4, ,5, =1+ 2 peclivesz, =-3+§ , =, =4 , 7, =2+1l
a) Réalise une figure et ploce les poinis A, B, C. | Détermine le point D tel que ABCD soit un
b) Calcule H rectongle,

- et

Quelle est lo noture du triongle ABC §

Lagon S ii MONNGIES SamipES
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Exprcic 9 Résoudre une équation

Résous dans © chacune des équations sulvantes d'inconnue 2, On écrira les solutions sous forme

algebrigue.
ol 2z-3i+1=1+z; b) &4 =205

alidz-3rtl=1+4z
r-z=1+3i-1

=3
3= {37).
b) L= zic#i
2r=i=2iiz+1)
eE= =T w2
hz=3]

J-—_a_-| = .3-
_—gr,i—[{i}-
cl2f= F4l=-3{ =
(1= ==1+2

- 1'_2:

R 7

. 114 2P0+ 200
T
ol g

= 578

Enorchcs 9 Déterminer un lleu géométrigue

2= =alm-2i=: dj(Z+50-=-3 =4+ T+ 1

Lorsque dans une équation figurent & la fois =

et =, il fout écrire = sous forme olgebrique.
A ¥

Wi e

s=(-3- i)

djOn pote = = v+, Alors Z=1=10y

[Z+50{x+ )= 3=+ 2F( =il +1

x+ i+ 5xi-Srv=-3=r+2xf+ 21+ 1
(Rx-5r-3-2v-1)+(2y+ 5y =-2r - 1}i=0
(Zx=Ty=4)«(3x«2y-1}i=0
|dx=Ty=4

[ Qv 42y =1

Par résolution du systéme, on Lrouve ;

Déterming dans ke plan muni du repére orthonormé (O, L, J), Pensemble des points

M daffixe = tels que :

n:|:|=2etnrg[:}i—3§‘-: biz-1+if=iz+2]; clz-

i

27

a) |z | =2 et orglz) = .

|z | =2 = M appartient au cercle {C) de centre
O et de rayon 2 et argls) = 2?:: < M appartient 4
maammﬁwWMmmmmmuiﬁjﬁb=%}
M est le point du cercle (C) et de la demi-droite
[OK] telle que Mes ET‘“‘ 1

bl -1+ =]z +2|

iE-1+i=|iz- 2|

- 1+i]= -2

Soit A(1 -] et B2/} et M(z}

l=-1+il=|—2i| =AM =BM

L'ensemble solution est la médiatrice du seg-
ment [AB] ol A et B ont paur affixes respectives
1-iset2i

S e

Pour rechercher un ensemble de paints on peut
utiliser une interprétation geométrique ou rem-

placer le nombre compléxe = par .y + 11

¢} En posant = = X+ iV

-_ 92 . A
- ERe) g 0

s+ +9)=0
& r=00uUx + 17 + 9 =0 (pas de sclutions)
=yv=0

L'ensemble cherché ast lo droite d'équaotion

i = 0 priviée du point 0 {o, o).
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Evercice B Résoudre une équation de degré 3 dans C ; Déterminer la nature d'un triangle

Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (D, 1, J).
1. On considére dans € 'équation (E) ;2" = (& + =" # {7 + Iz -4 =0,

a) Bémoantre que 'égquation (E] admet une solution réelle gue tu détermineros,
b) Résaus dans © P'équation (E].

1. 0) Représente les points A, B et C d'affixes resp-e:me;r. 1;242/etl-1.
b) Détermine le module et l'argument principal de T Déduis-en la noture du triongle OBC,

c) Que représente la droite [0A) pour le triongte OBC 7

1. o) Soit & un nombre réel. Pour démontrer qu'une équation complexe P{z) = 0
@ = b+t {74 - 4=0 admet une solution réefle u il fout écrire sous forme
& 1 est solution de (F) algébrique : Plu) = P (n) + P fu)i puis résoudre
=4+ Ta-4+ fl-a'+a)=0 m,ﬂum!l:'{”‘fﬂ'
G+ T -4+ et ) =0 | "?"ﬂl
a'=da’«Ta—4=0(Es) On résout 'équation qui est la plus facile &
v F=D {E:) résoudne et on wirifie les résultats dons l'outre.
— &' +Ta—4
= { oy = Qowdas =1 2. o) i
@, ne vérifie pas (€}, &, vérifie (E,} donc le réel [Jﬁi
cherche esta=1. I :
b} Résclution de (E) | 4
o+ T -4=0es C=-1E- (145} 2+ 4) o O
er=louz =3+ z+4=0 l x
Résolution de l'équation - (3 + 1)z +4 =0 _
A=-B+6{ o el 8] S
Déterminans les racines carmées de A, At |Emii P -
Soit &=y + 1 tel que &' = A, Arg{?;zl] Ar-gu—r:l .A.rgl}! 21} ,
ans "‘I - f ;
r-y =8 =1 Yu={ouy = |_1:..!'_ A
r-r:w g =9 ] y=3ouyp=-3 ﬂﬂm‘? i 7 StAglyoay ’* ]
2vy = 6 w=3 law=3 Letnnngl_e_ﬂﬂt es!. te:tn_ngleen 0. )
Ono: 8,=-1-3ietf =143 ) Mes | GA.OB )= Arg| =t |=Arg (2 - 20 = 4
s=2+d s =-1-] Donc lo droite (DA) est lo bissectrice de l'angle
5= (1:2+2i;1-1) COB du triangle OBC.

Exnrcich a Lineariser
Linéariser sin‘x.

= =3

= " - Pour Enéariser sin®y ow cos’y, on ulilise les formudes
En '-'“"'-“’"1‘ une formule d'Euler, on obtient d'Euler. de Moivre et du bindma de Newtan,
shnty = gl &= “¥ Dna:

2l
(" = oM P (M e ) R g YT 10 e
1 . 1] 1 _1_ oy — =T — 1 PR T R |
T, (& - i _',I-,—.»TE 12“||;_ P | e, el R (el |
Il en résulte que sin'y = '1}5 [sinSy = Ssindx + 10siny]

Lecon @ Mumbnes complegs




Résume de cours

€Y Forme algébrique d'un nombre complexe

m On appelle nombre complexe tout nombre = de lo forme 2= a + i
avec (o, b} € R¥ et 7 =~1.
Le nombre réel o s'oppelie la partie réelle de = et se note : Re(:).
Le nombre réel b s'appelle la partie imagingire de = et se note : Imi=h
Cette écriture = = g + ib est oppelée forme olgébrique de =.
L'ensemble des nombres complexes est noté C

HRemarus

« Tout nombre réel oppartient 4 C (1l suffit que Imiz) = 0).

s 5 Re[z)} = 0 le nombre complexe = est appelé imaginaire pur.
L'ensemble des imoginaires purs st nate 1.

m it, b, i’, I sont des nombres réels, = et = sont des nombres complexes tels que
zsg+ibet =" +ib:
= =0 signifie quea=b=0.
s=signifiequea=a et b=,
« a5t alement de R signifie que /=0,
= est dlémaent de (R signifie que a = 0.

-

L]

Dans lensemble des nombres complexes, ona:
a} Addition
s Siz=gejhat=g' +ib' alorsz+ =" = (o +a') +ilh+ i),

Ivhe fimanite

=g+ fhet = =g+ il étant deux nombres complexes :
song:{z-2')=z+(opposé de =)= =+ (-2} O opposé de =" égal o "= - - il
b} Produit

Siz=g+ibetz" =g +ib olors 2% =" = (aa’ = BB + ilah’ + a'h)

==g+ b et = =g + il étont deux nombres complexes et 2 = 0.
) Imverse d'-.1m nombre com ptexf non nul. Pour = # 0, 2= a + bi.

|

tna — — ® (g =il .
x “’r‘hﬁl L o _ha

=
= ']
— ul

i a oussi ;

di Prod it mul

Ll.i--

W Pour tous nombres complexes s et =, 2 x =" = 0 signifieques=0ouz"=0,

e] Putssance entiére d'un nombre complexe
« Puissance entiére d'un nombre complexe quelcongue

= &tant un nombre complexe non nul, ir un nombre entier naturel non nul,

=120 =0:3) =" 1="xz; (&)= "= :JI

Loton @ Blarnbieas Cornpleas




Resumeé de cours

# Puissance entigre dey

m Pour tout nombre entlar naturel fr, on o ;
e IR bt B i et £

I
i i

So0it = un nombre complexe dont la forme algébrique est == g + i,
Dnappelie le nombre conjugué de =, le nombre noté = tetgque: - =d =i,

m Pour tout nombre complexe =

» = =2, 0ondit que « les complexes el I sont conjuguis ».
BZ + I =2Re()

=2rimiz)

=[Relz}F + [Imiz])".

eSERes - =

s EIRD - ==2

m Pour tows nombres compiexes-el - ona:

pE M

N T
B aEs =2 N2
.I-;l-il= -_!— etl%l = :_ [ avec = non nul}.
e )
w 50t = un nombre complexe dont la forme |
olgébrique est == i + (. On oppelie « module | S
dezw, noté | = |, le réel positif: "+ i S
Ong:|z|=vzxz2 s .
i} = !
m Pour tous nombres complexes = et ='
[z]=0=z=10;
L2i=1-= |=)=I=I=1]
[Rel=) | =|;
[Ieniz) =] =]
E+zif|z| 2 ;
= |=]zx 2]
i’ T
Lnrsque_'-—ﬂ.-:mu|.!-|= ,! :l:ti'_. | = :'_-I'
|

! >

‘ Lnpoin '8 Iii It pdes COrnpibngs




Résumé de cours

i 7. Aeprésentation goometrigud dun b el IE

Le plon complexe est muni d'un repére orthonorme (O &, v ]

o) Affixe. Point image
r et 1 sont des nombres reels,

A tout point M (v : 1) du plon est associt le nombre complexe 2 =x+ 1V, |-

Ainsi I'axe des abscisses est tout simplement 'oxe des nombres réels l o

tandis que 'axe des ordonnées est celui des imoginaires purs. el R
- X

« =, est 'affixe du paint M(z). o
« Mz} est le point imoge de =.

b} Vecteur image

v et v sont des nombres réels.

A tout vecteur w [x'; v} du plan est ossocié le nombre complexe x + Iy.
o X+ v est Maffixe du vecteur w .

« 1 estle vecteur imoge du nombre complexe x + (1.

¢l Proprigta

m Soient A et B deux points du plon d'offixes respectives =, et 7,
Loffixe du vecteur AB est le nombre complexe =, - =,

d} Interprétation graphigue du module

Dons un repére orthongrmeé 42, 1, J.
Si M est Le point d'affixe 2, | 7 | st lo distance du peint O au point M et ¢'ast donc oussi lo

norme du vecteur OM .
|z |=doM) = [OM |
a Forme trigonométrique - Forme exponentielle

al Definition r
= @5t un nombre complexe non nul, M le point-image de =
dans le plan muni d'un repére orthonormé di_r_EE:l {0, L) L
« Lo mesure principale de 'angle orienté (Ol OM lest ap- A g
petée 'argument principal de 2, note ; ARG(:).

= Toule mesure de l'angle onente | O, OM | est appelée un
argument de = naté : argi=). — ——r—t
« 0 étant un orgument d'un nembre compléxe non nul =,
tout outre argument de z est de lo forme @ + A2z [ £ € ).

m Pour tous nombres complexes non nuls 2 et =, pour tout nombre entier relatif 1,
sorglzz") =orglzd +argl=) +kx 2m kE L
.nrgl-; | =—arglz) + kx2a, k€ L

»arg| % |=arglz’) - orglz) + Kx2r. k€L
sargl=) = morglz) + kx2n, R EL

Legon o e b Coempl s




Résumeé de cours

m Pour tous A B, Cet Dtelsque Az B) et (C2 D), ona:
«mesi OLAB | =orglz, -z, )+ 2kn [ kE E).
« mes| AB.CO ) = arg| 5"—_-:-:f | + 2kmavec k€ Z.

=0 a
2 3. Forma regomamatrigus o un normik CMY

Proprigie -Definition

= Soit = un nombre complexe non nul de forme clgébrique = =g + {h, On
peut alors mettre = sous ba forme : 2 = ricosB + fsinB) od r=| = | et 0 = argiz)
= On appelle forme trigonamstrique du nombre complexe non mul = Pécritune

ricosf+isinB) ol rE R’ et € R, cosfl = ;l"l| ;5infl = I{—’l atr=ya+h,

* &, Forme esparieribell® O W el SETTLN S o Bl

Proprigte - Définition

m « Tout nombre complexe non nul 2, de module r et d'argument @ peut
s'acrire | - =,
« On oppelle forme exponentielle du nombre complexe non nul - de module
ret d'orgument B Pécriture re®,

Remargug
Tout nombre complexe de module 1 et d'argument 8 s'écrit ",

25 Foimle oid W Farmules do Evulor

Formiule da Malvre

Pour tout nombee réel B, pour tout nombre entier redatil o,
{cosB + jsinB)* = cosnB + 1sinuB,

m Ly ; (e + e} et sinfi = 21?' {e™ = "),

cosni = .1?1--“" + ¢ " pl siniE = % 7. lalea]

a Resolution d'equations

tiona du second dogré dans

m On oppelle équation du second degré dans £, I'équation dinconnue =
définie par a=* + bz + ¢ =0, 00 @, H et ¢ sont des nombres complexes,

Lagon i Nomres Compieans




Résumaea de cours

aj Détermination des racines carrées d'un nombre complexe
L'équation 7 = o odmet deux solutions dans ©
# Pour @ = H |, les solutions:

vit 8t —ydit sia>0

iy =gt —iy —a sia<0
sPourac O K, onpose:iz=x+iy

¥ _I."' = Re v
e |:.||

2y =Jdmla )

b) Résolution d'une équation du second degré dans ©
Pour résoudre une équotion du second degré g=* + iz + ¢ dans € (avec o = 0), on peut procéder
comme suif,

« On calcule le discriminont noté généralement & , (A = & - dac).

* On détermine les racines comées du discriminant A selon que celui-c est un nombre réel oy
Ao

« On détermine les solutions de cette équation.
# 51 cetbe dquation & un discriminont & € B alors

—fy+y & . h—yA
T S~ R

= 514 = 0, une solution réelle double : == 2:; .

* 5i 4 <0, deux solutions complexes en posant 4 = 7|4, = =
« 5 cette équation 6 un discriminant & 2 B alors;

« détermine les racines carrées de A notées : & et -0

« Si A >0, deux sedutions réelhes 3

_—b—i,[4]

o il

L Efj;'é_l -

. e s =g oo o —b=3
les deux solutions =, = —5= et z, =
»5iz el z, sont les solutions de o= + ho+ o= 0 loba=0), dors = + ho + o =alz-2 )z - ),
TIPS - AT .
'I*"_'_ I:.‘_.. ,El_.-_r_.l:.i._
3.2, Racines m™™ O um neermbeD compdess mion nul
a) Definition

i étant un nombre entier naturel non nul et £ un nombre complexe non
rul, on appelle racine n*= de £, tout nombre complexe = tel que : == 7,




Résumeé de cours

@

b} Propriéles

m « L'équation complexe =" = Z. odmet » rocines distinctes. Son ensemble
sodution est donné par 5 = {.r.' PALIE B % | o T 1]-]'1:-1'4 B = grg(Z) et
p=lZ].

» Le plan étant muni du repére orthonormé direct [0, 1, J), les points-
images des x racines 1= sont sur le cercle (C) de centre O &l de rayon

= =N
= Lorsque it = 2, les points-imoges des deux rocings carmées sont dio-
miétralement opposés sur (C).

* Larsque i > 2, les points imoges des i racines ™ sont les sommats
d'un polygong régulier de » cotés, inscrit dans un cercle (C).

£} Racines n™™ de 'unité
& i ebant un nombre entier non nul, on appelle rocines = de 'unité, les solutions de
Fequation : == 1.

« Lesracines cubigues de 1sont 1, fet ol = _% " ,'_"_23'. !

ODna:j =Fatl+/+fF=
« L'ensemble des solutions est donné par: (¢ kel ...n- 11
« Lo somme des racings 1 de I'unité est dgale 4 0,

Cercle, droite, demi-droite et nombres complexes
Le plan complexe muni du repére arthonormeé direct {0, 1, J).

m On considére, dans ke plan complexe les points A, B, € et D distincts
d'offixes respectives =, , z,, =, et z,. On o les propriétés suivantes:
» Les points A, B et C sont alignés signifie que S°—=" e R".
« Le triangle ABC est rectangle en A signifie que _Ei—: ::: el
« Les droites (AB) et (CD) sont paralléles signifie que ::2 —=tem",
o (AB) L (CD) = ABCO=0e 22-5F e/ "

==
« L& point M, différent de A et B, d'offixe = apportient ou cercle (C) de

diamétre [AB] si, el seulement sile complexe <= ‘f 25t imoginoire pur.




Recopie et écris lo réponse juste 4 la ploce des
pointilles,

g} La partie réelle du nombre complexe

b B 0 1 L - R

bl Lo portie imogingire du nombre complexe
z=(1+2est ...

Répands par vrai ou par faux & chocune des
affirmaotions suivanies.

alsiz=5=12,alors = =«5# 12

b} = est un nombra complexe ond 2= o8t un
nombre réel.

c) Le module du nombre complexe 3 -4/ est 5,
d} Sait = le nombre complexe de module 2 et

d'orgument 5 .
La forme algébrique de = est 3 #4

Recopie et relie chaque nombre complexe &
son argument principal.
Nombre complexe | | Asqument
l - | W : - 'T'".
=] & * |5 -l
! 4
s = le _3T
1-1 | | |

e Recapie et rele choque nombre complexe & sa
forme trigonométrique.

| Nombre
~ compléxe

Angument

1_'..5” . .:{cm{_.%]fig'n[ :3-"|'"

—

14 30 » -2[-;&5-';'- *i".il'l'r"g'}

R A -i[cnrsgi-.'— 4 f5in -2:;‘-' J

1= v3i | [2{cos| -?3; )+ fsin ~25 )

B Recopie et relie chogue nombre complexe & sa
forme exponentielle.

orkeconden]  [oRRE]
3= . s 2k
V3 +f . e 2¢¥
-3+ . ' 2e't
o A e 2 ¥

) Recopie et relie chague nombre complexe &
son argument principal.

| Mombre complexe | | Argument
' ~f . . 0

! ’ & |
| 7 - =3
| =7 . I Ty

W Pour chogue ligne du tobleou ci-dessous, trois réponses A, B et C sont proposées dont une seule st
Juste. Ecris le numéro de chogue ligne suivi de la lettre comespondant & la réponse juste.

N Réponses
N | Enoncés A B C
| On sait que
1 Zn"2h o qj les points A, BelC | les points &, BetC | les poinis A, Betd
L ey | "

On peut en déduire que :

sont alignés.

[ ne-sont pos alignés, | sont confondus.

O sait que :

; . les droites (AB) et
P les droites (AB) et | les droites (AB) el -
L _:E _.7: ol i (CD) sont sécantes. | (CD) sont paraliales. t:-i?n}lfeﬂ:t perpend

On peut en déduire que :

On sait gue :
3 | Sa—=a o]

O peut en déduire gue :

P ] les droites (AB) et
e e ML B (CD] sont porolléles,

les droites (AB) et

les droites (AB) (CDY sont secanies
! et (CD) sont | ot
| confondues. e N |

Legon i

Montires Compieass |




V8 Ecris sous forme algébrigue les nombres
complexes suvants :
@iz = {1400 =, =2 -30(1-0: ¢z, =3 +21);
dlz =502~ N=(4-3i); a)z, =(5-20(5+ 2])

'8 Déterming to forme algébrique de chocun des
nombres complexes suivants :
1~ 2 =

ajz, = - = sblz. = 11 L Per_ 1=2] *

RN (- L ) RN ... P ..o 1
LE T T R S e TR T T

W8 Ecrissouslaformea +ib(oveca e RetheR)
1es nombres complexes suivants ;

SR ) = R B ™ A
uF_,—12—‘r| I:IL—[—_"|.
Y Ty o~ -3
i a7 A= —inz+i"
@4 Determine les conjugués des nombres

complexes sunants

Qs =4+3 bz, =1-40z, = dl 5 =43

Determine les conjugués des nombres
complexes =, ; =812, suivants puis écris les
sous leurs Inn'rres. :rlgébrrques

z=2-3Nre2ibln =20 s,

On considére les nambres r.nmple:l.es - | 4

définis pariz =1~ fet z,=3-2i.
Détermine lo forme algébrigue des nombres

= 23 =51,

complexes suhanks,
| f-o A B o T A -
e Sl f _E_- | I.-:_:—r__-_‘
§d Détermine e module de chacun des nombres
complexes suivants :
MI,=1+1 § bls,=-2+1 clz ==l
diz,=3-4f ; e}z, ==3-5i
48 Détermine le module de chacen des nombres
compiexes suvants ;
N L 1 N el AU
LS S v S ol e T
-3 . = .—I'EI- '-'r —
B3 Bealia=i)"

48 Détermine un argument de chacun des
nombres complexes suhvants :
ajz,==1+1 ;) == j gz, = J&F + 31,

diz=ilyB-iv2); ez 1--5;‘-3:

flz. ={1+02-2

Legon ﬁ Hombres Complesss

U8 Résous dans ¢ les équations sulvantes :
2z Fiz=blz-3e=3-Nmid %l -ilk¥+1)=1;
dl Ziz=3=z+1; el dz=4+2iz=2 =11 + 3i),
A3iz+2i-01-Nz=0;g)3i-z#¥2=iliz+2} - 1.

BN Résous dans € les Equntlians suvantes ;

al :._?’ =2 1 bl ‘—- =13
JETE=-2 5 O .’_"_-;E_"-‘- 3.

B Résous dons C, les équotions suivontes :
Q-3 -G+ )=2T +5:0B3-NT=3+2>;

et S

At

@0 Résous dons C, les équotions suvantes
o R-INz-R+H=27+i;

BI{1-i% =3+22;
g AN
€l o] =1+,

2 L& plon est muni du repére orthonarmeé (O, [, J).
Dans chacun des cos suivonts, détermine, puis
construis, I'ensemble des points M d'offixe =
wérifiant :
allz+i|=3:b) | z-i+ 2=t} |z-2 #i|=]|=];
dijz-1=|z+i|;el|z-1+2i|=|z+2]

22 Le plon est muni d'un repére arthonormié (0, 1, J),
Dons chocun des Cos suivonts, représente
I'ensemble des paints M dont 'offixe - sotisfait
lo condition proposés,

a) orglz) = 4 ;
dag( #3251

Plarglz+2-1}=
T i =setorgi= -4

o

8 Détermine l'ensemble des points M du plon

complexe daffixe = tels que :
ol =3 -1eR ; b f-2i€R;
3

+1EMR;

- E.'r
r.]:—-:ER :dy

1
e} iz- = i ] ;8

"l

-1

B4 Le plan est muni du repése arthonorme (0, T, J).
Détermine dons chaoque cos lelleu géométrigue

des points M{z], o4 = est un nombre complexe -
o) = - 2=~ 1£m_—b]|1+z.-':1_—z;r_1|_--. ;fl_g,

B Ecris sous forme trigonametrique puls sous forme
exponentielle les nombres complexes suvants
5=1=043 0514403 5 =140 i 5 =200
= =-3-iy3



B Datermine lo forme trigonométrique de
chocun des nombres complexes suivants :

1—iv3

2=y S RAUB-I I 2 =B
5.1I'I- oo

= wfy T =] o Er;l 12 11
m&—.l-i—isln.[z

Détermine lo forme algébrigue de chocun des
nombres :nrnplews muunnu

-5 —.EI-Er:uEE “'*5'”3‘]

=d4| r;ﬂs-j' + fsin % 5l

z[mﬁzﬂ“ +i$m2T:I

v 21 cosT * fsin ).

Représente dons e plon complexe les paints
imoges des nombres complexes suivants :
LR R T R B A T

Lo * L 2 ==-3=0
8 Représente dans le plon complexe les points
images d'offixes suhvonts
£=1=0v3 15,=214+iv3 (2. =1 +i;
Lel-U ==
88 On donne lo figure ci-dessous :
i
;': A
E
¥
4] | -
e -
i
‘F
i i

a} Détermine les offixes des points de la figure
ci-dessus,

b) Ploce les posnts 7,5, K et P d'offixes respectives ;
yE=l=-3ris,m-2 bz, =2+3i;z,=4~0i.

1. Ploce les points A, B et C dont les affixes
respactivessont: =, =-3-2f .= =5+2i
ét= =1~ 3idans Ie plnn complexe.

2. Détermine les offices des vecteurs 04, AB
et BE.

3. Le quadrilatére OABC est-il un poarallélo-
gromme 7 Justifie to réponse,

Legon 8 ﬁ hampies Lonpioors

@ On donne la figure ci-dessous :

P

1. Datermane les affixes des vecteurs I’a. E.
EF .2l GH.
2. Colcule Teurs modules.

@4 Dans le plan complexe, détermine at
représente, dons chocun des cas suivants,
I"‘ensemble des points M dont les affixes =
remplissent lo cnndllmn donnée
al|=|=3; blongish= - e)fz|=Setorgi=—F

@4 Dons le plan complexe, déterming et représants
I"ensemble des points M dont les affixes -
remplissent o condition donneée ;
a)|z-2]|=3 B |z2=1|=2
clargiz=-2)= 75 1 d} darg(z) = 0.

¥8 Dans le plan complexe, détermine et
représente; dons chotun des cos suivants,

I'ensermbla des painis M dont les affixes =
remplissant la condition donnée ;

alfz=2|=jz==i] ; b)|E=F|=1;
=51

=2 |=2 d) arg(3iz) = 4 .

c)

@@ Dons chacun des cos suivants, déterming
de deux monides différentes le module et
lMorgument du nombre complexe donné :
alz, =+ -0 ; Bz =-21-iy3);
=2
W ok ‘. I
$F Ecris les nombres complexes sulvants sous
forme exponentielle:
g == blz=3=1v3 ;
diz==2f : glz=wi+iy3
B Ecris les nombres complexes subvants sous
forme exponentielle ;
o)z, =21-A ; bl =0+1y3B-1V3 )5
1 h -__3
1+ r )
B Ecris las nombres complexes sulvants sous
forme trigonométrique puls algébrigue :

o)z, = =5t ; bz, =37 ; Q5= 27 ;

€z =

I, =3+3r;

CE=



dz=etxet ; Bz = -2
G an
] E'E'-::

W0 Résous dans . chocune des dquotions sulantes:
g)==-4 : b)=i=-7 ; b) FF-z+10=0;
) =-5249=0 ; gl=-52=0 ; B 5= =3.

Wi Résous dans C chocune des équations surantes :
ale=F=-9 ; B+ =1 +E;
c='=3iz ; d i—f%= -z,

W Resous dons € chicune des équations suivontes
o) Fe(i+ijzri=n;

b = i=sT4ei=0,

ci{:_:? } =2J.
d) (i=+ 1+ 2i) +dz" = 0.

a Résous dans © chocune des équations suivanies ;
al=i-3+4=0 ; B2 -G2+5=20;
c)zi4z+1=0 ; di &=t - 42 +5=0.

@@ On se propose de résoudre 'équation (E): = EC
24z = 2=
a) Développe (z + 1),

b} Déduis-an que V'équation (E) est equivalente |

Gi+-1=0
¢} Déduis-en les solutions de (E).

Wl On considére sur C 'équation suivonte :
(E): '+ 4zt + 2x-28=0.
a) Détermine deux réels o et b tels que
I'équation s'écrive::
(Eklz-NF+az+h) =0
b} Résous I'aquation (E).

@@ Soft Ple polyndme défini sur £ par:
Plei=2t = (2 {2+ 21+ )= - 20
a} Calcule P{1.
b} Trouve deux nombres réels « et b tels que:
P(z) = (== ™+ az + b,
¢} Résous dons € léquation : Piz) = 0.
d) Démaontre que les solutions de Pz} = 1]
sont les offizes des sommets d'un triangle
rectongle isocéle.

Ersrcices d'spprofondissement

47 On considére le nrombre complexe = tel que:
:=.|_ = 3 . ‘ r'_\,,.ll|

1. Détermine la forme exponentielle de —y 3+ 1.
2. Démontre gue = st un nombre imagiraine pur.

Leton 2

%8 1. Ecris sous forme algébrique : = = 5 ;{ .

T

[

2. Soit 'équation (E) dons Fensemble C:
bz 2z -28= 00,
a) Justifie que 2 est solution de l'equation (E).
b) Résous alors I"équation (E).
3, On donne le nombre complexe :
w=i-ya+ire
Démantee que e nombre i est un nombre réel,
4. Détermine et représente les ensembles des
points M d'offixe = dons les cos suivants : On
prendra comme unité 2 cm sur les ceux axes
du plan complexe (O 7 . 7).

aljz=1 ===l b+ i=2.
48 On considére dans €, Je polyndme P tel que

Pyt i+l -fz*2+ 2L

1. Démontre que P admet une racine réelle -

gue I'on déterminera.

2. Détarmine les réels o et b tels que

Py =lz—z )= +a+b)

3, Résous 'equation : Pz} = 0.

&, On considére dans le plan complexe les

points A, Bet Ctelsque s, ==2; 5, =fet =1~ .
a) Détermine le module et un argument du

wh

nombre complexe T= 2f—2%,

ot |
b} Donne lo nature du triangle ABC.
¢} Détermine I'offixe du point D pour que
ABCO soit un parollelogramme.
80 [ est une fonction de C dans C définie por:
flz}==t= (243t + (2= Gz +2-4L
1. a) Verifie gue : /i) = 0.
b} Déterming les nombres complexes o et b
tels que : flz) = [z - =" + ax+ B).
¢] Résous dons € 'équation: fiz) = 0.
2. On considére 'opplication g du plon dons |
plon qui, 4 tout point M d'affixe z, associe le
point M' d'affixe =" tel que:="= % (1=fz=1+1%
o) Soit A le point d'offixe 1.+ 31,
Détermine 'affive de A’ imoge de A par 2.
b) On note =, loffixe du paint A et 2, loffixe
du point A'. Pour tout Z diﬂ'l!-rgnl_ de A,

-

I

détermine le nombre complexe -2 .

¢} Pour tout M distinct de A, determing
Mes | AM ; ANF | puis ‘;L‘E,'} :
d) Déduis-en les élaments coroctéristigues
de g.
3. Démontre que pour tout M différent de A, le
triongle AMM’ est rectangle isccake an M.

MioeTinnes Comaletis
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On considére les nombres complexes = définis,
pour tout entier noturel 51, par:

El'l F:"@]:r-

On note A le point d'affiee = dans un repére
orthonormeé { O: 1 : ¥ b

= =1stz

1. a) Veérifie que 1+ 1~ 33 = _1’ oF .

bl Déduis-en =, et =, sous fnrnn! exponentielle,
2. 0] Démaontre que p-:lur towt entier nabured i,
2 i
= ‘ 'I F

bl Puur que-'lles valeurs de m, les paints O, A_ el
":". sont-ils m@mﬁs r
3, Pour tout entier naturel », on pose :
== -z}
a) Interpréte géométriquement o
b} Calcule d,
¢} Démantre que pour toul entier noturel i

= gy
|"[T‘J"|3

d) Déduis-en que la suite {J ) est
géométrgque puis que pour tout entier

nonnl,z -2, 2

naturel i, = %| -23 }
L]

4. a) Demontre gque pour tout entier noturel r,
s, o F =+
b} Déduis-en que, pour tout entier natural
i, letriongle A_A A eslrectangle en A .

£) Construis, & lo régle non groduge et ou
compas, le point A, sur lo figure,
d} Justifie cette construction.

On conssdére sur € |"éguation sulvante (E)
=1+ &7 - T+ T+ E =],

aj Vérifie que = = 1 est une solution de
I'tquation (E].

b} Trouve deux nombres réels o et b tels que
Plz) = (== 1=+ az + M,

¢} Résous dons € "équation (E}

d] Démoantre que les solutions de "équation
{E) sant les affixes des sommets d'un triongle
rectongle isockle,

OnposelU={1, /. F}
Démontre que U est une partie stable de C pour
o multiplication des nombres complexes, o'est-
a-dire que [e produit de deux dléments de U est
OS5 wn elément de L,

On considére Uéquation : == 1=0

1. Résous dans C édguation (E).

2. Démontre que pour toul nombre
complaxe =i =l mr=T =+ 2N+ I +1)

Lisgam & ﬁil Moirile s Dompseaes

-2

£%) Utiliserle tobleou | % | 1

@ -

Démontre que =+ '+ 224 z+ 1 =0 sigl
=g
1

seulement 51 | N=Z+ =
e+ a—1 = a

aj Résous Péquation i’ « w -1 =0,

b) Démontre que les deux solutions trouvees
sonl respectivement égales & ¢'F & ¢!

6t ' T+ Y

c} Deduls-an |.E5 voleurs exoctes de

ws‘?-ér cua—ﬁ msﬁﬁ_ cmﬂf.

Suf le =0l de o bibliothéque du lycée, on peut
voir |a figure ci-dessous,

Un &léve affirme que le guodrilotére en bleu
est un porallélogramme, ce qui n'est pas de
I'awie des autres.

En utilisant tes connaissonces sur fes nombras
compléxes, dis si oot éléve g raison,

r"\r\.—_j\_
| 3 i
/7 )
¥ . b
P S

ci-contne

i T B

]

Chotsis @, I, ¢ et o les affixes respectives de
A B Cet Dl
Determine les offise de A' 8", C'et D en

fanction de o, b, v et .




48 PROBABILITES
ii‘jr CONDITIONNELLES ET
# VARIABLES ALEATOIRES

DRERRRERRE

1 Guails 2si ky probabilite do firey un coeur T
5 e the un oo, Quelie st 1o probabilité que <o solt 12 Damea 7
2 (it theee n rod, Quidie 51 |3 probabifits que & S0l un trefle ?

SITUATION D'APPRENTISSAGE

Pendant les festivités de fin d'année scolgire d'une ecole, une filiole de la lotenie nationaole, spansor
de I'évbnement, propose Un jeu oux élives. Le jeu st dénommé = Reue de lo loterie »,

La roue se compose de douze (12} secteurs : Lrois rouges, quotre blancs et g Werts,

« Of fait tourner o roue devant un repére fixe ; chogue secteur o lo méme probabilité de s'arréter
devant ce repére. 5i le secteur repérd est rouge, b joueur gogre 1500 F, 57l est Blanc il perd 1000 F, 5%l
et vert, il lance une seconde fois la roue. Sile secteur repére est rouge, le jouewr gogne 80O F, s'il
e<t blonc il perd 250 F &t 57l est vert, le joueur ne gogne rien et ne perd rien,

Sachant que le joueur mise 1000 F ovant de tourner la roue, les éléves d'une closse de Terminole
veulent y jouer. L'un d'eux les en dissuade cor il estime que le jew n'est pas profitable & un joueur.
Pour ne pas &tre perdant, ces eleves <puhaltent déterminer le gain olgébrique d'un jeusur o lissus
d'une portie,
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HABILETES ET CONTENUS

Parion i | = l'espérance mothématigue, la vorionce et
i I T f L iéﬂt‘ﬂi
« I définition ko définition d'une probabilite P'écort type d'une variable o re donnée

« la probabilité d'un événement en utilisant i e
e « la fonction de répartition d'une varioble
la formule des probabilités totales | cléotoire donnde

JusfiNer
+ ue deux évinements sont indépendants | ()T
au non |

LAt Connaitn

« un arbre pondére « lo définition d'une épreuve de Bernoulli ‘

conditionnelie LI miner
= la formule des probabilités totoles » [ lof de probobilité d'une variable oléatoire |
Nolver donnée
= une probabiite conditionnelle : PIAB) ou P, (A} | « la fonction de répartition d'une variable
Colenlin oléataire donnée
« lo probabilité d'un événerment Consireir
|

» lo définition d'un schéma de Bernaulli

SO TS | céfoiionde o inomisl de porometres

fnetp
Lannaitre « lo proprigté relative & I'espérance mathéma-
« la définition d'une varioble aléateire | tique d'une variable oléatoire suivant une loi
« lo définition d'une fonction de répartition UMD S0 ) |
e , i pﬂ =lo propriété relative & la variange d'une variabie
« la définition d'une loi de probabilité aléoteire suivont une lof binomiale Bs, p) |
= la définition de I'esperonce mathématigue Cilculor
de la vorionce et de I'scart-type d'une « lo probabilité d'obtenir k succés dens une
varioble aléatoire suite de n édpreuves de Bernouwll (0< 4 < m)
INSTALLATION DES HABILETES

]m Probabilitéz conditionnelles

1.1. Definition d'une probabilité conditionnele

Dans une classe de Terminale D de 572 dlives, 22 &éves ont 17 ans, 45 dléves sont des garcans et 09
garcons ont 17 ans. On choisit ou hasard un &éve dons catte closse.

Soit : Az e L'éléve a 17 ans », B: « L'éléve est un garcon w,

L. Justifie que Pla)= 2 , PiB)= 22

2. Definis 'éwénement ANB et justifie que PIANB) = % .

3. Justifie que, sl on sait que I'Sléve est un gargomn, lo probabilité quil ait 17 ans est P = 4_!_ :
. .. PIANB)
ﬁ'u le.'!hﬁE'Q”E-F o F:EI‘ s

Fi{AnB)

Le nomibre. =TT s'oppedle ko probabilité conditionnelle de 'événement A& sachant B,
Elle s& note P{AJB] ou P, (A,

Legon 10 Probabaitds conditionnedies 1 vanabias sldatais ey




Exsrcices oe fixation

BE Solt H et F deux évinements d'un univers {2

de probaobilités non nulles. REponds por VRA]
ou par FaUX & chocune des offirmotions
SUTANTeSs |

1. La probabilité conditionnelle de H sochant
F s& note P, (F).

2. la probabitite conditionnetle de F sachant. |

PiHF)
H @5l B -

probabilité’ d'étre un homme ot d'ovolr un
vehicula au panneou stop est de iz'f'_ =
Calcule lo probabilité d'étre un homme

sochant qu'on o eu un véhicule ou ponneau
stop.

Soit € et F dews dvanements d'un unhers
11 de'probabilités non nulles.
1. Colcule lo probabilité conditionnelle P (E).

3. Lo probobifite conditionnelle de F sochant 2. Supposons que EcF,

H egale 0. Colcule lo probabilité conditionnelle P, (E)
" Dans ure ville, o probabitité d'avalr un de E sachant F.
|
vithicule ou pannegu stop estde 5 etla

1.2 Evenemaents indépandants

On considére un jeu de 32 cortes. Dons un jeu de 32 cartes, an o quatre couleurs : tréfle, carreals,
cavur, pigue, Chague couleur st composée de huit cartes: 10 9; 7 ; as et trois figures qui sont : valet,
dome et rol. On tire ou hosard une carte.

Soient les dvbnements: A @ o Lo corte tirdée est une Dome » et B 1 o La corte tirde et un caaur s,

Soit £} M'univers ossocié d cette expérience aléatoire et P la probobilité sur £

| 1. Détermine P{A), PB) et P{ANB), | 4. Compare P{ANB) et P(A} % P{B).
2. Calcule P (A) et P {B). 5. Compare PlAJ et P(a) puisP{B)et P (B
3. Compare P{A) et P,(A) puls P{B) et P.(B). | 6. Compare P{A}etP  (A)

* On dit que les avénements A et B sont indépendants,
Ona: P,{A) = P{A) et P,(B) = P{B} ; P{ANB)=P{A) = P{B],
*P{A)=P(A), PIB)=P(B]};Pg [A)=PlA]

Exercices de flxation

B soit une famille de deux enfants.
On cansidére les dvdnamants suivants
A "La famille g des enfants des 2 sexes ™,
B: "La fomille o, au plus, une file" .
& et B sont-lls indépendants ?

On lonce deux dés, un rouge et un vert, at
on note A l'évenement " Lo somme das nu-
miéros fait 6 " et B 'événemant "Sur e dé
rouge, on obtient un nombre pair °.

Les dewx événements sont-ils indépendonts ?

BEE) On tire une corte ou hasord dans un jeu de
12 cortes. On considére les événements :
A : "Obtenir une figure (valet, dame ou roi)"
B : "Obtenir un carreau”.
Justifie que A et B sont indépendants.

Dans I'urne ci-dessous, il y o des jetons
numérotés de différentes couleurs. On tire
au hosard un jeton dons cette urne, On
considére los événements suivants:

R Le jeton tird est rouge =,
B:ulejeton tird est Blew »,

BE On lance un dé & & foces et on note A |
événement "Dbtenir un nombre pair”, et B |

I'tvénameant "Obtenir un multiple de 3% Les |
événements A ¢t B sont-ils indépendants ¥

[ :a Le numéro du jeton tiré est impalr n.
1. Les événemints R et | sont-ils independants 7
2. Les évbnements B et | sont-ils indépendants ?

Loy 1LY Prababiinées condtonnlies e vananles nlealoins




B Un club de Koroté de 36 membres propose | On note J et T les événements :
differentes activités 6 ses adhérents dont | J « L'adhérent est inscrit pour le Judo » :
le Judo et le Toekwondo. Doure membres | T« L'adhérent est inscrit pour le Toekwondo »,

sinscrivent pour Judo, trente-deux pour le | .. as T sont-ls indépendants ?
Taekwondo et quatre pour les deux. On prend | L IPAOUEL WL S0 ;

ou hasord la fiche d'un adhérent. | Enest:l; demime pour.J et-T.2

1.3, Arbre de probabiiite ou pondérs
On considére une ume contenant 8 boules indiscernables au toucher : une rouge, trals jounes et
guatne vertes,
On tire'une boule au hasard, On considére les dvénements
R:« oblenir une boule rouge » ; J : « obtenir une boule joune » et V' : « obtenir une boule verte »,
1. Colcule tes probabilités des événements B J el V.
2. Fais un arbre de choix et écris les probaobilités obtenues & la question 1) sur les branches de l'arbre.
Fais lo somme des probabilités des trols branches issues de l'origine,
3. On tire encore une boule ou hosard sans remizse de lo premiére boule tirée dons Purne,
a) Colcule les probabilités des événements R ; 1 et V en tenant compte de lo boule déj tirde.
b} Compléte l'arbre de choix puis les probobilités obtenues & lo question 3-a) sur les branches de l'arbre.
&, Fais lo somme des probobilités des trois branches issues de R+ issue de ) : issua de V.

= Lo somme des probobiites inscrites sur bes bronches issues d'un méme noeud est égale a 1,
» La probabilité inscrite sur une branche entre deux évwenements A et B est |g
probabilité conditionnelle de B sachant A,

s B,
« Une succession de plusieurs branches avec leurs dvénements est un chemin.
Au bout d'un chemin se trouve un événement, qui correspond & 'intersection des
eévénements rencontrds sur ce chemin.
= La probabilite d’un événement comespondont & un chemin est égole ou prodult des
probabilités inscrites sur chague branche de ce chemin,

pla) i p,(B) 8

Ainsi la probabilité de I'événement AnB est PLANB) = P(A) = P, (B).

Exerclices de fixation

& Lo médiothéque d'une université posséde | T On considére une ume contemont 3

des DVD de deux provenances, les DVD regus Jetons rouges et 2 jetons bleus. Tous sont
en dotation et les DVD achetés. Par ailleurs, | indiscernables au toucher. Une axpérience
on distingue les DVD qui sont de production aléatoire consiste 4 tiner successivemant et
africaine et les autres. On choisit ou hasard sans remise deux jetons. Représente cette
un de ces DVD. On considére les évdnaments : expérience par un arbre pondéré,

D ;'L DVD est une dototion » of i

U: « Le DVD est une production africaine =, | WD Une ume contient 3 boules rouges et 2

e _ les verles indiscernables au 1oucher,
Sochant que P{LID } = 0,8 et FUD) = 0,75, | Dok ;
Recopie et compléte 'arbre pondéré On the successivement deux boules avec

rermise de l'urne, Soit

ci-dessous, j R, : I'événement : « Lo premiére boule tinde

pixs st rouge » ;
. b < 5 R, : 'événement : « Lo deuxiéme boule tirée
< i est rouge » ;

a«<ﬁ
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V. : I'évgnement ; « Lo premiere boule tirée | TR Unsondoge oétéeffectué ouprésdesmédecins

est verte n ; et V, : 'événement : aprés un mois de pandémie COVID19,
o Lo deuxidme boule tirée est verte u. « B5% des potients ont été otleints de
On o alors 'arbre pondéré suivant ; COVIDS dont 36% en sont décédés.

R * 30% de ceux qui n'ont pos été atteints de

‘ COVID19 sont décédes.
On souhaite foire des prélévements pour
B des onalyses et on cheisit ou haosord le
: dossior d'un patient.
v, Considérons les événements C: « Le patient
- est atteint de COVIDI9 » et D : « Le patient

ait diceda »
1. Danne : PR} ; PRV} SPIRJR) (PIVIR ) i : )
5 i [ ,_ I,I : Fﬂ | : | EtﬂH|5dEﬂ.l]‘.ﬂl'bTH pmdé‘-l'éi{dl fents) de

cette expérience,
1.4, Formule des probabilités totales 03 _E
L'arbre de probabilité ci-contre représente une situation de probabilité {:d
: 08-G g7 &
dans un univers £1. '
1. Donne PIGNE) et P{ G NE). E:”;« el 055-E
2. Sochant que G et G forment une portition de L1, détermine P(E). 055 E

Soient A, et A, deux événements formants une partition de £ Pour tout événement B de (1,
on o : P(B] = P{BnA, 1+ P{BAA,L

Exarcices de fixation

WD soient A, B, C et O des dwénements d'un univers (1 tels que A, B et C forment une partition de €L
Ecris chogue nurméro suivi de la lettre correspondant & lo bonne réponse.

f Réponse A | Réponse B | Réponse C
E ANB 0 '_ B | c !
2 AnC B ' Q i ) |
3 Cng 4] A ' £
i ALBUC ) 0} | +] I}
": 5} PONA) + PIONEI = | PlANB)+ PBAC)+ |  PDNA)+ P[DAB) +
PIBNC) PCNA) PIONCH
f PlAUB) | PiA} + P(B) PlA) - P(B) . P(A) = P[B)
Solent A et B deux événements, ' Les jeunes conducteurs représentent 30%
On sait que PIA} =04 ; P, (B)=0,7 de la clientéle de lo compagnie.
et P s (8 )= 0.9. Calcule P(B). Deétermine lo probabilité d'oveir un occident
pour un client quetconque.
®Y une compagnie d'ossurances o deux | @Y 0n dispose de 3 umes U, U, U, Chocune

catégories de clients : les jeunes
conducteurs qui ont une probabilité
daccident de 0% (sur 5 ans), les outres,
dont la probabilité d'occident est 20%.

contient 10 boules ; parmi elles, U, contient 1
blanche, U, contient 2 blanches, et U, contient
& blanches. On tire ou hasard une boule.

Déterrnine lo probobilits d'obtenir une blonche.
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'a'mgﬁ Varlable aléatoire

2.1 Varlable aleataine ot ol de proababillite

Un jeu consiste & lancer trois fois de suite une pitce de monnaie parfaiterment équilibrée.
Paur chague lancer, e jousur gagne 100 F 57 obtient « pile » mais perd 50 F s obtient « foce ».
Alidou, oprés avolr pris connalssance des régles, joue 4 une partie de trois loncers.
1. En notant P pour pile et F peur foce. fois un arbre de choix et écris en extension l'univers £1 des possibles,
2. Détermine les gains possibles d'Alidou.
1. Pour chagque éventualité o de £2, on note X(w) le goin olgébrigue d'Alidou associé & o

o) Détermine es dventuolités o pour lesquelles, Xo) = 150,

L'ensemble de ces ddentualités est nobé : (X = 150),

b} Calcule : P{X = 150).

¢) Détermine pour choque voleur de & prise par X, la probobilité PX = k).

Une varioble aléatoire X est une application de {2 dans 8.

Laloi de probabilité de X, et l'application qui & chague valeur . prise por X ossoclent lo probabilite
de Uévénement (X=x .

Exercices oo Nixation

u Soit X une variable oléataire sur un undvers £3, v, v, ... X |8s valeurs prises por X.
Réponds pdr VRAI ou par FAUX & chacune des affirmations suivantes -
1. L'ensemble des valeurs prises par X est L3(x].
2. Une vorigble aléatoire X est une application de L} dans 5.
3. Umne [oi de probabilité de X est une application de [0 : 1] dans 5.
&, L'dwisnement (X = o) est constilud de tous bes résullals pour lesquels |o varioble cléatorme X prend

I waleur o,
5o(%< @) dédsigne événement : « X prend une valeur strictement superieure a o ».
6. PIX=x, 14 PIX =) + o4 PRX = )= L

I A chague début d'année scolaire, un étoblissement propose ou major de |'onnée précédente
de choisir so future classe parmi les classes qu'on lui propose ; voic le recaopitulatil du volume
horaire des différentas closses proposées :

Volume horaire - ‘
de o clossa 19 23-525 28 33!
Mombre
di closses
cormespondant 3|8 | 2 5 1
ou volume
horairg

Le maojor de 'année scolaire 2020-2021 cheis au hasard un emplol du temps.
On note X to voriable aléatoire égale ou volume horgire de lo classe.

1. Donne Pensemble X(£2) des voleurs prises par X,
2. Etablis lo loi de probabilité de X,

BB Soit ¥ lo variable aléatoire dont la loi de probobilité est donnée par e tableou suivant :

v [-100] 0 [ 100 200 | 300 |
\PiY=y}| 0,30 | 0,15 | 0,20 | 0,10 |
Recopie et compiete le tobleau ci-dessus,
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2.2 Fonction de repartition

Soit X lo variable aléotoire dont la loi de probabilité est donnée por le tableou suivant :

= 1] 8| 2| 2] 3
PX=x) 0.2 03| o1 | o2 | 02

1. Ecris chocun des événaments suivants eamme la réunion de plusieurs dévénements (X< 0) (X< 1)

=2} (K= 3).
2. Colcule o probaobilité des éddnements ci-dessus,

3. Représents dons un repére orthogonal (O, 1, 1) ; la courbe de la fonction de la fonction F;x «~ P{X 2 x).

« On appelle fonction de réportition de X, 'opplication F de B vers [0;1] définie par @ Flx) = PX = x).
« C'estune fonction en escalier, constante por intervalles et croissonte sur B

« Lo représentation graphigue de F est "aquivatent, en probabilité, de lo courbe des fréquences
cumulées croissantes en statistique dans le cos d'une varioble discréte.,

=0 Soit X lo variobie oléatoire dont lo loi de probabilité est donnée por le tablegu suivant :
' [ |
| = [2]t/70]1]2

[Px=x)| 02 | 025 | El |D1‘.’\ DE

1. Définis la fonction de rép-drtltm:l‘l F.
2. Représente graphiguement F.

B8 Le graphique ci-aprés est lo représentotion de o fonction de répartition F d'une varioble
gléatoire 2,
1. Définis Ia fonction de répartition F de Z.
2, Détermine la loi de probabilité de 2.

2.3, Espérance malthématique d une variable aleatolre

Un casino propose le jeu suivant ; le joueur mise 1600 F, lance un dé bien equilitré et la banque lui
rembourse 100 fois e carré du nombre- abtenu. On veut savoir sice jew est avantegeus pour l& joueur.

Désignons par X l@ gain, en Francs, du joueur pour ung partie.
1. Déhinis l'univers £ et X(£2).

2. Etablis la loi de probabilité de X.

3. Cafcule le nombre réel x P+ ¥.P+... X P

| Smnise )

L'espérance mathématique de X est le nombre réel i-’h}" =X, Pt p .t x g ollesx sontdes
nombres réels et 2 les probabilités.

Exercices de fixation

BEY soit X lo variable oléotoire dont la loi de probabilité est donnde por le tableau suivant,

y | =1 ¥ 1 Iy 3

g, 1. Compléte |2 tableou ci-dessus.
BEaylc] 02 | 03| DL 02 I e 2. Calcule I'espérance mathématique E{X).

x P=x] '
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On donne le tableau ci-dessous, dans lequel | BB On considére une varioble aléatoire Y qui

on o lo loi de probaobilité d'une varioble compte e gain {en F CFA) d'un joueur qui
aléotoire ossociée o une expérience aléatoire. p-nrﬂciqg d un péu de hasard,. Voici la loi de
.-’-'| 2 - 1 R probabilité de ' : R—
el 1 [ 1 1 1| & | y__|-500 | -300 | 200 | 800 |
JEAEAEAE L Pov=y) | 025 [ 051 [ 01 | 04 |
Calcule 'espérance mathémaotique de X, 1. Calcule E{Y).

L Interpréte ce nésultat,

2.4_Variance ef acart-type d'uné varabla glaaloire

Soit X lo variable oléatoire dont lo loi de probabilite lx =1 a 2 4 |
est donnée por te tobleogu suivant | g 1 3 1 1|
1. Colcule 'espérance mathématigue E(X). fed 4 | ¥ a8 4

2. a) Calcule le nombre V (X} = (x, — E(X)¥P, + (x,— EDOYP+ (v, = E(XPP, + (v, = EQQO)P,.
b) Calcule le nombre V (1) = (PLv,* + P, + Pox, + Px ) = ((E(F.
ciCompare V et V.,

3. Deduis-en le nombre a(X)= , V(X).

On appelle variance de X, le nombre réel positif noté V{X) défind par :

VX = 2 (=B p, = (6 -EMIPp, + (e ~EDOFp,+ -+ (5 - EXONp.,
Autremant V(X = (p, x4 p. 1,74 4 p_x 2) - [EX)] = EDE) - [EX].
On appelle écart-type de X, le nombre réel pasitif note o X} défini par : Xl = « ViX) .

Exercices de fixatlon .

Le tableou ci-dessous donne [o foi de u L'espérance d'une varioble aléataire ¥ est

probabilité d’une variable aléotoire X associée 24 et celle de Y¥ est 601,
& une expérience U"‘-‘jﬂlﬂlTE- 1. Colcule la variance de lo vasiable
[ 3]0 ]2]3]8 aléatoire Y.
peeaid 1 A ¥ (s 2 2. Deduls-en son écart-type.
5 | i5 | 3 | i |

5 | 4 | |
Caolcule [o varionce et écort-type de X

m__@,g: Lol binomiale

3.1, Epreduve et schiéma do Bernoulll

1. On lance une fois une pitce de monnaie équilibrée. Détermine le nombre de résultats possibles.
2. On lance 5 fois de sulte cette méme piéce de monnale,

o} Combien de résultats possibles avons-nous ?

b] Décris cette expérience en tenont compte de la premidre expérience,

On appelle épreuve de Bernoulli, toute expérience aléotoire ne condulsant qu'ad deux éventualités.
L'uné appelée « succés » et Poutre « éched »,

On appelle schéma de Bernoulli une suite de »n épreuves de Berpoulli identiques et indépendontes.
Le nombre i d'épreuves et lo probabilité pr du succés sont oppelés paramétres du schéma de Bernoulli,
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Exercices de fixation

B Pour chocune des épreuves suivantes, indigue
gl s"ogit d’'une épreuve de BemoullL
1. On tire une carte dans un jeu de 52 cortes.
= On venfie que lo corte est un as,

* On vérifie que la carte est une figure (roi,

dome ou voletl.

» On regarde lo couleur de lo carte (pique,

coeur, carreay ou tréfle). ' 2]

« On regarde si la carte n'est pos un pigue,

+ On viérifie gue lo corte est un plgue,

« On regarde lo valewr de o corte (o, 2, 3, etc.).
2. Dans un parking, on regorde ou hosord
une des voitures stotionnees,

« On regarde si e wéhicule est electrique.

» On regorde lo couleur du vihicule,

= Dy wibrifies s Uirnmotriculotion se termine par un Z

= On regarde lo longuewr du véhicule en

centimétre,

* On regorde si lo longueur du véhicule est

inférieure ou égale 0 450 centimétres,

On considére une urne contenant cing
boules numérctées de 14 5.
Définis deux expériences qui sont des
épreuves de Bernoulli, puis deux autres gui
n'en sont pos.

B Pour chacun des événements ci dessous,
précise si un schéma de Bernoulli peut
micdéliser I'expérience,

On effectue dix tiroges ovec remise d'une
boule dans une urne contenant trais boules
rouges, quatre boules noires et une boule
verte, toutes indiscernobles au toucher,

3.2. Lol binomiala

On regarde |a couleur des boules tirées.

« Lo premiére boule tirdée est verte,

« On o obtenu exoctement trais boules noires.
* Lo cinguigéme boule tirda ast rouge,

« C'est ou cinquidéme tiroge qu'on a tire une
boule noire pour lo pramidre fois.

= On a obtenu ou plus cing boules rouges.

Pour choque cas ci-dessous, justifie que
cetie axpérience oléatoire correspond Dien
a une épreuve de Bernoulli en précisant te
siccis ot sa probabilité.

Cas 1: Au début d'un jeu de mémoire, seize
cartes sont plocées foce cochee sur une
table.

Jennifer retourne une carte gul montie
un palmier. Elle sait qu'une autre carte (et
seulement une) représente un palmier. Elle
doit donc, au hasord, retourner une seconde
carte pour espérer retrouver un palmier.

Cas 2 : Dons un jeu télévisé, un condidot
doit plocher ou hasord une boule dons wne
urne contenant 20 boules indiscernables
ou toucher dont une seule est noire. Lo
candidat perd il pioche lo boule nRoire,

Cas 3 : Gérord posséde cing cartes de fidélité
de mogasing différents dans so poche. Ces
cing cortes ont toutes le méme format et
sant indiscernables au toucher,

Au moment du passoge en coisse dans un
de ces mogasins, il choisit ou hasard une
carte de fidélité,

Soil une suite finie de n expériences aléotoires identiques 1, 2, .., n, indépendantes deux o deux oyant
chacune deux issues possibles : un événement A se réglise | succes ) ou ne se réalise pos (echec ),

Notons p lo probabilité de levenement A,
1. Quelle est la probabilité de 'événemant A

2. A I'événement “A se réalise exactement £ fois duront les n expénences’.
a) Justifie quil v o C. fogons de placer les & événements A pormi les i expériences oléatoires,
b) Puisque les expériences sont indépendantes, queile est |a probabilité de l'une de ses fagans ?

¢} Justifie que la probobilite de A est PIX = kj=Cx p ={1= g™,

d) Sochontque C.= I‘.’ﬁ ] ,démaontre que E{X) = i

Dans un schéma de Barmoulli & o épreuves, lorsque la probabilité de sucoes o une epreuve
est p la probabilité d'obtenir exoctement A succés au cours des i epreuves est

PX = H=cix p! =(1- p .
La varioble oléatoire égole ou nombre de succes est
paramétres i et p. Aussi, E(X) = pp et V{X} = npll = p).

appelée loi binomiole de
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Exprcices de fixation

9 Ondonneles expériences ci-dessous. Justifie pidce prélevée ou hosard soit conforme est

que o varioble X suit une loi binomiale et égale 8 0,9. Soit X la varioble aléatoire, qui
détermine ses parameétres. & tout échantillon de 10 piéces ossocie le
Exp 1: Onjette un dé équilibré 10 fois de suite et nombre de piéces conformes.

on considére lo variable aléatoire X qui compte B Une variable oléatoire X suit lo loi binomiale
e nombre de ré-:ﬂusuumsdelévmmwmh:l de parométres o = b et p = 0,32,

“Dbtenir 5 ou 67, :

' 1. Quelles sont les valeurs prises por X ¢
Exp 2 : Un QCM est composé de 5 questions 2. Colcule P{X = 0) et P{X = 2),
el chocune d'elle comporte 3 réponses ou 3. Colcule l'espérance E(X), la variance V(X)

choix &, B ou C dont une seule ast correcte,

" - X | takle X,
Poke décide de répondre au hasord & toutes el lécart-type olX] de lo vanable

les questions. B Onlonce 10 fais un dé bien équilibré,
On considére lo variable aléatoire X dannant Quelle est la probabilité d'obtenir & fois le
le nombre de bonnes réponses de Poka. chiffre 1 ou cours des 10 lancers ?

Exp 3 : Une entreprise fobrique en graonde i i " i
quznutedﬁ médﬂ?ﬂe—ﬁ circulgires an argent, w Lo 'ulnmhﬂa pléntoire X suit la lof binomiole
Un contréle de qualité consiste 4 vérifier que de porométres n = 100 et p =0,15.

le diométre et "epoisseur saont confarmes, Calcule P(X = 16), PLX £ 16) et P(X > 16).

On suppose que lo probabilité pour qu'unie

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Fuercice D Calculer des probabilités conditionnelles

hu Lycée de Gargons de Bingerville, on repartit fes éléves condidots ou boccalouréat série A2 en
trols langues vivantes 1 {(LV1) : Anglals, Allemand et Espagnal. Nous savons de plus que :
» 37% des condidots ont cheisl I'anglais ;
» 25% des condidats ont choisi 'espagnol ;
« 21% des candidots ont choisi 'anglais et ont obtenu le boccolouréat ;
+ 32, 5% des candidats ont choisi lallernand et ont obtenu le boccalaureat ;
« De plus, parmi les candidats ayant choisi l'espognol, 72,5% ont obtenu le baccalauréat.
On interroge un condidat pris au hasard. On note :
A P'événement « Le candidat a choisi Panglais » ;
D 'événement « Le candidat a chaisi 'allemand » ;
E I'svénement « Le candidat a choisi 'espagnol »;
Bl'événement « Le candidat a oblenu le baccalauréat »,
1. Traduis en termes de probabilités les informations numériques données ci-dessus.
2. 0} Justifie que la probabiiité pour que ce condidot ait choisi I'ollemand est 0,38,
b} Justifie que lo probabilité pour que ce candidot ait choisi 'espognol et ait obtenu e
boccoiouréal est 0,181.
3, Quelle est lo probabilité pour que ce candidat ait choisi I'espognol et ait choué au baccalauréat *
& Supposons que le candidot a choist langbals, Quelle est 1o probobilité quil nait pat abtenu ke baccoloursat
5. Justifie que le toux de réussite ou boccolouréot pour les condidaots de la série A, du Lycée Gorgons

de Bingerville est ¥1,6%.
1. Traduction en probabilites : l

37% des condidats ont chaist Fanglols PENB) = P, {B)  P(E)
cest-G-dire 37 personnes sur 100 PlB)=1-P,[B}
interrogées d'ol PlA) =037, s

259 des condidats ont choisi Pespognel c'est- P{B} = PlAnE}+ P(DNEB)+ P(ENB)
ti-dire 25 personnes sur 100 d'ol PE) = 0,25,
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21% des condidots ont choisi 'angiois €t ont | Uewenement : « Le condidot o choisi 'espagnal et

obtenu le baccalouréat d'ol PIANE) = 0,21 ; a échoué le baccolouréat » est lintersection des

31,5% des condidots ont choisi Follemand et | événements E et B.

ont obtenu le boccaloureat d'od PINB)=0,325. | aingi:pEnE ) = PIEJ*P, { B) = P(E) = {1 - P, (8))

FParrmi les condidats oyant chaoisi Vespognod, 72, 5% =025 [1 - 0,775) = 0,069

ont abtenu le boccoloundéat d'od P, (B} = 0,725, 5 : e g M2

2. o} Justifions que lo probabilité pour que ce | % Calculons lo probabilite quiil n'ait pas abtenu le

condidat it choisi I'ollemand est 0,38, baccalauréat sachant qu'il a chaisi langlais.

P{A) = D) + P{E) = 1 donc - - . PIANB)
b} Justifions que lo probobilité pour gue ce = n
candidat ait choisi lespagnol et oit obtenu donc:P(8)=1=P(B)=1= 5=
le beccolouréot est 0,181, piB)=1- 027 0,432,

L'évenement : = Le condidat o choisi i'espognol : 0,31 ;
et 0 oblenu le boccolouréat » est lintersection | 3-Justifionsqueletaux deréussite au boccolaurent

el

des événemants E et B. On sait que - pour les condidats de lo série A, du lycée gorgons
P(E " Bj de Bingerville est 71,6%.

PR = —gE Les événements A, D et E forment une partition £2

donc P(ENB) = P{E) = P, (B). donc d'oprés lo formule des probabilités tolales ;

Ainsi P{E) = 0,25 = 0,725 = 0,181. P(B) = PLANB) + P{DNB) + P(ENB)

3. Colculons lo probabilité pour que ce condidot | P[B) =0,181+0,325+0,21=0,716.
oit & choisir 'espagnol et & échouer ou
boccolouréat.

Exercice 9 Céterminer ot construire une fonction de répartition

Un ranch posséde 17 chevousx [5 blancs , & noirs et B gris] et une caléche. Le cochet choisit ou
hasard pour une journds de trovail les 2 chevaus de lotteloge pormi ces 17 chovaus.
1. Calcule lo probabilité de chooun des événements suivants :

A 14 Les 2 chevaus sont gris ».

B: & L'un des chevoux au moing est gris »,

C 14 Les 2 chevaux ont o mdma couleur w.
2. Pour des raisans climatiques, ld durée de travall guotidien d'un cheval est 2 heures 57 est nair, 1 heure
5l est blanc et 3 heures s est gris et le cochet arréte atteloge lorsque ou moins 'un des 2 chevaux
atteint sa durde de travail.
On désigne par X lo durde de travail quotidien des 2 chevaux choisis.

a) Détermine lo loi de probabilite de X,

b Calcule lo durée moyenna de travail quatidien des 2 chevaux.

¢ Détermine el construls la fonction de répartition de X.

Soit U lunivers ossocié & cette expérience « Lo durée moyenne de travail E(x).
oléatoire. Le choix des deux chevoux ou hasard « Uitiliser |a loi de probabilite pour définir t
de ce ronch cormespond & une combinaison de construire o fonction de répétition.

2 dtéments parmi 17,

= !. ]
card (U} = C 136, cardiA) _ 28 _ 7

Le choix étant foit ou hosord, Nous SOMMEes | Ainsi PA) = T e R T
dans une situotion d'égquiprobabilité, .

: B 2o L'un des chavauy au moins &St gris »,
1. Calcul de probabilite . L'un des deux chevaux au moins étant gris olors
« A w Les 2 chevoux sonk'gris » on choisit <oit exocterment un chevol parmi
Les deux chevoux étont gris alors on chofsit les- | |es chevaux gris et un cheval parmd les 9 outres
deux chevoux pormi 8 chevoux gris. chevouy soit deux chevoux parmi 8 chevoux gris,
cord{A) = Ci =28 card{B) = Cs» Ci+ Ci =100:
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Alnsi P(B)= zﬁgag _ﬁ' %i’ lx 1 ] 2 3 Total
+ C 2 Les 2 chevaux ont la méme couleur » | PIX) ?T?fﬁ | -%'iﬁ £5. 1 |

Choisir deux chevoux de méme couleur revient | py | o durée moyenne de trovail quotidien
f choisir deux chevoux parmi les chevoux blancs :
ou deux chevoux parmi les chevaux noirs oU | Epa =3 P =r)=1%PX=1)+2xPX=2)+
deux chevaux parmi les chevaux gns. .

IXPX=3)=1,70.

cord(C) = Ci + Ci +Ci = &4, Wy B .
Lo durée mayenne de travail quotidien est 1ha2min,

card (G}
Ainsi P(C)= nia?Eu':' =" ;1 ¢} Fonction de répartition
2. Sait ¥ la varioble oléotoire donnant la durée | S0t Flofonction de répartition da X
de trevail quotidien des 2 chevoux choisis. X< LFn= .
a) Loi de probabilité de XX e(1;2;3) 1=x<4Fix)=PX=1)=73g
+ X =15iTun o moins des deux chevaux estblone | | 2< ¥ < 3,F(1)=P(X = 1)+P(X=2) = 3¢
'caﬁﬂl "l:: _ 70 3< . Fixh=1
done pX=1) = SRS = e
« ¥ =2 sl 'un des deux chevoux est noir et "outre | Constructionde F
gris ou les d'Eu:: sont noirs donc :
5

F[H Ih EII? 1l E-I = ;ra'%- | Ii
» ¥ = 3 s5i les deux chevaux sonk gris =

T S

donc PX=3) = % o "IEEEET-

Excrcice () Déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire

Une loterie comporte 20 billets, pormi eux il y o 1 billet gognarit 100 F ; 2 billets gognant 50 F ; 3 billets
gagnant 20 F, les autres billets ne gognent rien. Abi ochéte 2 billets. Lo probabilité de chacun des 20
billets de sortir au tiroge est o miéme.
Soit ¥ la varioble aidatoire correspondont & lo somme obtenue par Abi.
1. Détermine toutes les valeurs prises par X,
2. Détermine la iol de probabilité de X.
3. Calcule la probobiité pour que Abi gogne :
a) au moins 100 F,
b} une somme comprise entre 50 F ot 120 F.

Soit {1 l'univers ossocié & cette expérignce X est lo spmme des gains possibles.

olégtoire. L'achat des deux billets de Ioterie Gagner ou moins 100 f c'est calculer.
correspond @ une combingisen de 2 éléments P = 100) =P{X =100+ P(X=120) + P{P{X=150).
parmi 20.

cord (£} = Ch

Le cholx &tant folt ou hosord donc nous
sammes dans une situation :!'équipmhnhillte. X )=00:20:40:50:70: 100 ;120 150}
1. Determinons les valeurs prises par X. 2. Loi de probobilité

Les waleurs pises par:

Les éventualités de {1 sont : ) :
(100; 501 {100, 20, {100; 0}, (50: 50) (50:20), | - = @ lorsque Abi achete deux billts sans valeur
(50 0), (20; 20) {20 ; 0) et {0; O). donc card{X =0} = Cu etona:
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gy =0 91 |
PX=0)="5aia) — 190
¥ = 20 larsque Abl ocheta un billet sons valeur
ot un billat de 20F donc card(X = 20} =ClLx C,
atpix=20)= P - 42
« X = &40 lorsque Abi achéte deux billets gognants
20 F done card(X = 40} = Ci ek :
i SRMEHE=A) 3
PIE=4800= —Caegityy  ~ 790 °
« ¥ = 50 lorcgue Abi ochéte un billet sans valeur
et un billst gagnant 50F donc card(X =500 = CLxC;
eny . card(X = 50) 28
= % = 70 lorsque Abi achéte un billet gognaont 50F et
un billet gognant 20F l:[m;u:nmﬂih M=clx gl
card (¥ =
etP(x=70)= ol = 8
« X = 100 lorsque Abi ochéte soit un billet sans
valeur et un billet gognant 100F sodt deux bélets
gagnant 50F donc cord{X =100}= CL.x Ci+ C; et
o _ Card(X=100) _ 15 |
PiX=100)1= —cargicr) = 190
« ¥ =120 lorsque Abi ochéte un billet gagnant
imFetmbletdrzﬂqut%?m= 120)= CiXC;
P 1 ST ) S

= ¥ = 150 lorsque Abi achéte un billet gagnant 100 F
et un hillet gognont ‘.'rﬂFdin: :usg{ﬂ = 150) = Ci¥

: card{x =
cl et PX=150) ={ '_"c'a{m‘[ﬁ] - T?ﬂ' :
Ainsl, ona:

x| 0|20 70| 100

o1/42(3 28815
P 190190190 180|190 190

3. Probabilités pour que Abi gagne :

a) Au moing 100 F.
Abi gagne ou moins 100F signifie qu'il peut gagner
soit 100 F, soit 120F soit 150-F,
P(X 100} = P{X = 100) + P{X = 120) + P{X = 150)
PUX 2 100)= 5+ 505 * 6= 160 = 16
biUne somme comprise entre 50 F et 120°F.
Abi gogne une somme compese entre S0F et 120 F
«'ll gagne soit S0 F, soit 70 F, sait 100, s0it 120 F,
P[50 < X < 120) = P{X = 50) + PR{ = 70) + P(X =100} +
Plx=120) = ~

.. L P | e SR

PISOSX<100)= 95 * Fog * 90 * 790 ~ 180

120/ 150 [Totol |

3 |2 l_]

180 | 190

Exarcice ﬂ Justifie qu'une variable aléatoire suit une lol binomiale

Sur une route deusx carrefours sont munis de deux feux tricolores F el F.. On suppesera que ces deux
feux ne sonl pas synchronisés et que pour un ocutomebiliste clrculont sur cette route, 'apparition

dune couleur g5t un pur hasard. On admet que la probabilité pour que le feu F, soit vertest  etla

probabilité pour le feu F, soit vert est 1,— 3
Les deux feux F, et F, fonctionnent de maniére indépendante.
1. Un automobiliste passe successivemnent oux deux carrefours.
a} Caicule lo probabilité pour qu'il rencantre dewx feux verts.
b} Calcule lo probabilité pour qu'il rencontre au moins un feu vert.
2. Un outamobiliste passe 5 fois au correfour muni du feu F . Soit X lo varicble aléatoire deésignaont le
nombre de fois od Uoutomobiliste rencontre le feu verl.
o) Justifie gue X suit une lol binomiale dont tu préciseras les porometres.
b) Colcule lo probabifité pour que I'automobiliste rencontre exactement 3 fois le feu vert.
¢} Caleule 'espérance mathematique et donne une interprétation du résultat.

d} Calcule la variance ViX} et I'écart-type o{X] de la variable X

1. Utilisér les evénaments ANB et Aul,
2. Utiliser la lal Binomiole de paramétres

Setp=3.

1. a) Calculons o probabilité pour qu'il rencontre
dewux feux verts.

Soit A I'événement : « L'outomobiliste rencontra
feu vert ou feu F, » et B l'évenement :

o L'automobiliste rencontre feu vert au feu F, »,

L'dyénement - « L'automobiliste rencontre deux feux verts » est llintersaction des évenements A et

B. Comme les événements A et B sont indépendants, on a donc : PlAnB) = P{A) » P{B) = i— x é = % .

Prabaatés conditipnnglles  valiabies aldainsdes
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bl Scit l'éwénement C
rencontre au moins un feu vert » et C 50N
événement contralre. Onadonc: G = .ﬁnE
Puisque A et B sont indépendants olors A et B |
sont indépendants. Par conséquent !

PG )=PANE)=P(A)XP{E)=[1 ~PIAIX[1-PBI] |

% L'outomobiliste |

1
3 & |

MO =1-P(E)=1- 3 = £. |

2.0} Lorsque L'outomobiliste se présente ou feu
F..llrencontrelefeuvertounon, Cetteexpérience |
est une épreuve de Bermoulli et puisqu'elle est
répétée 5 fols de focon indépendonte, nous
avens un schema de Bernoulli, X suit ure ol

binomiole de porométres n=5et p = % " |

b) Colculons la probobilité pour que 'outomobiliste
rencontre exactement 3 fois le feu vert : |

Exnrchc 9 Traiter une situation complexe

X suit une loi binomiale donc la (oi de probabilité
deXest:PE=4%)=C. p' (1-p)""
Pourk=3 ona:PiX=3)
= ¢ (Fr0-3p= 135
£} Colculons Pespérance mathématique E(X) :
X suit une loi Binomiole de poramétres n = 5 ot
pE i dunq: E(x) = npe
E)=5% 2= 3 =375%4

E[¥) = & :ln-nc Pautamaobiliste peut espérer ren-
contrer le feu vert F, quatre fois en 5 possages.
di Calculons lo varanoe V(X :

VIX) = npl{l = p) = 5% f-;’ 2 } a }_g

B} Euln:umnﬂ‘ﬁﬂm ty'pn- (X
al)= VX = T,E = 0,968.

Une pandémie o été détechés dons une ville, Les autorités sonitaires disent qu'slte touche 5 parsonnes
sur 100, Ton pére, Monsieur SIDIBE, responsable d'un grand loboratoire pharmaceutique vient vous
wanter son nouveau test de dépistage qui selan lui ;

- 51 une personne est maolode, e best est positif & 98%.

- 5 une personne n'est pas malade, le test est positif & 0,1%.

Toutefais, avant d'autoriser la commernciolisation de ce test, Monsbeur Sidibé doit présenter les chiffres
de son test ou ministére : lo rencontre a lieu demain a 3H00.

Pour gue e test de votre pére ne soit pas refould au cours de la réunion, il faut qu'une personne [esiee
positive, solt malade & plus de 60%. Vous décider de calculer la probabilité gu'une personne soit

malode 5 le test esk positif,

Vatre pére doit-il présenter son test aux autorités sanitaires 7

Soit les événements ;

M: 4 Lo personne est malade = et

T:oLe test est positif ».

Pour répondre & o question, Nous allons :

- yliliser la formule des probabilités totales ;
- calculer P(T) et P,(M) ;

- comparer le résultat de P{M) & 60%

- plils conclure,

Ona:PM)= 25 =005

done PL(A)) = 5’“‘-" o5 = 0,95.

AussiP(T} = 'J.E'E et Pu T) = 0,001,

On veut colculer lo probobilité qu'une personne
sait maolade si le test est positif c'est-2-dire |
P {#1].

On sait que P.(M) =
PIMNT) = P{M} x P, (T} d'odi P,{M) =

P M) = PulT)

P(T) 2

Litiliser un arbre de choix pour foire les colouls,

D'aprés la formule des probabilités totales,
P{T) = P{MAT) + P{ M nT)
P{T) = P{M) % P(T) + P(M ) x Pu (T)

Far conseguent !
x P(M) « Pu(T)
P = B PatT) =P (M) = Pa T
0,05 « 0,88
PAM) = 555 = 0.58 + 0,95 » 0,001
&ﬂlig

™ 5,040 + 0,00005 ~ 00098,
Il ¥ o donc 98% de chonces qu'une personne
positive soit maolode, Mon pére peut présenter
son test oux autorités sanitaires.
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Résuymeé de cours

@ Probabilités conditionnelies

il e o e peobiabilite Sondithenneile

it {1 'univers des éventualités d'une expérience aléatoire.

Solent A el B deux dwénements de £1, tels que P(B) = 0.

On définit lo probabilité de A sochant que B est réalisé, notée FlA) ou
PlANB)}

encore PIAB), par lo relation P (A} — g

Cette probobilité est appelee Lo probobilité canditionnelle de A sachant que

B st réalisé ou plus simplement la probabilité de A sachant B.

Consdquence
Pour deux évenements A et B de {2 de probabilités non nulles, on a:

PiAnB) | _ P{AnB) !
Pl = —mrgi— | PBI = —piay 1E|'n sait que AnB = BnA)
P{ANE] = PR} = P {A] | PiEAB) _ PIB) _

T T e 2L

Evenements mdependants

Solant A et B deux événernonts d'un mirme univers £1 et P une probabilité sur £1.
On dit gue A et B sont indépendonts lorsque la réalisotion de Fun niinfluence
pas (ne modifie pas) la réalisotion de l'outre.

Autrernent dit - A et B-sont indépendants signifie que P,[A) = P(A) et P, (B] = P{B).

Consaquence

Deur évinements A et B de £} sont indépendants lorsque P{ANB) = PIA] = PIB].
Romargues

1. Lo conssquence ci-dessus signifie que lo probabilité de Vintersection de deux
dvenements indépendants est égole ou produit de leurs probabilités respectives.

2. Dans lo pratique, c'est cetle conséquence qu'on utilise pour démonirer que deux
dvinements sont indépendants.

3. Me pos confondre des événernents indépendants et des évenements incompatibles,
dant I'intersection est vide.

m A et B sont des événements d'un méme univers £1 de probabilités non nulles,
« 5i & et B sont indépendants, alors A el B {resp. Aet B sont indépandants.
« 5 A et B sont indépendants, olers A el B sont indépendants.

" 2
Arlre o DO Re

m Un arbre de probabilité {ou orbre pondénd) est un schéma permettant de résumer
urse exparience aléatoire connaissant des probabilités conditionnetles.

Il se présente par exemple comme suil ;

Q< b —8—=pans
PAT p(ET~8—>ANB

L'arbre pondéré s'apparente & un arbre de choix.
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Résumeé de cours

Regles et vocabulairg sur lgs arbres de probabilitg

« L'origine de 'arbre est L2 [ensemble des Issues possibles de 'expérience oléataire).

= Lo somme des probabilités inscrites sur les branches issues d'un méme noeud est dgaled 1.
« Lo probabilité inscrite sur une branche entre deux événements A et B est lo probabilité
conditionneile de & snfharlr.k p.iB) q

« Une succession de plusieurs bronches avec leurs événements est un chemin. Au bout
d'un chemin se trouve un événement, qui correspond & lintersection des événements
rencontrés sur ce chermin,

= Lo probabilité d'un événement correspondant  un chemin est égale ou produit des
probobilités inscrites sur choque branche de ce chemin,

. plA} " p.lB)

Ainsi lo probabilité de I'éwenement AnB est PLANB] = Pla) = p*{a]_

Tatteau de probabilités
L'arbre précédent corrgspond ou tableou d-dessous :

B . 5 Total ]

A P{ANE) P(AAE ) | PIA) |
[t P{ A E) PlAnS) | P(&) |
| Total P(E) f P(B) ] i |

Régles de calcul dans un fableay de probabilltés

» Dans une case du tableau qui se trouwve & Vintersection d'una ligne et d'une colonne,
on écrit la probobilite de intersection des événements correspondants,

» Lo somme des probobilités d'une ligne est dans la colonne de droite.
» Lo samme des probobilités d'une colonne est dons la ligne du bos.

= Lo somme des probobilités est 4 lintersection de lo colonne de dioite et de la ligne du baos.
L4, Formule des probabililés tolnles

A A A forment une partition de l'univers £ signifie que A A, ..., A sont
disjoints deux & dewcel A WA, U LU A =[],

Remarqus
A et B d'un univers £ forment une partition de £2 signifie ANB = @ et AUB = {2,

Soient A A.,.. A deseévinements d'un l'univers £2 formant une partition de £
Pour toul événement B de {) ono: PE) = PIBnA HP(BNA J+ ... + P{BriAn),

Remarquae

Comme P{Bn&) = PlA} = P, [B) on peul réécrire la propriété ci-dessus sous lo forme
P(B) = PIA,) X P, (B) + P(A,) % P, (B] + ...+ P(A =P, (B) ou encore P(B) = ¥, P(Ai)xP, (B).
Pour deux événements A et B, on a done : P(B) = PIBAA} PIBA A ).
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Résumé de cours

e Variable aleatolre

2.1 Vannble aldatoins of 1ol de protateiiis

2.4.1. Varlable aleatolre

m Soit £1 I'univers gssock G une expérience oléatoire,
On appelle voriable aléatoire X sur {2 toute opplicotion de 2 vers B.
Définir une varioble oléatoire X sur £, c'est ossocler & choque résultat de
l'expérience un nombre réel 1. X: (1R
L3 = XN

Natation et Vocabuldirs

« L'ersemnble des valeurs prises par X se note X{{1).

s [X=x} désigne l'événement : « X prend o voleur x ». Il est constitué de tous les
résultats pour lesquets lo varioble aléatoire X prend la valeur x,

(X< a) désigne I'événement : « X prend une valeur strictemant infériawre & a ».

2.1.2. Lol de probabilite

m Soit ¥ une varioble aléatoire définie sur un univers £2 lié & une expérience
aléatoire. On oppelle loi de probabilité de X (pu distribution de X),
I'application de R vers [0; 1] qui & chogue voleur x prise par X assocke la
probabilité de I'événement (X =x).

Lo loi de probobilité d'une variable cléatoire ¥ peut &tre présentée par un
tableou (i est préférable de ranger les valeurs peiseés par X dons lordre
cromssant) ou représentée por un diagramme en batons.

P A N (I
p=x) [ [0 | = | &

It est recommondé de vérifier que:p +p.+ .. +p =1,

22 Fonction de repartitlon

Soit X une variable aléotoire définie sur l'univers £1 d'une expérience
aléatoire. Sait v, ;1. ;... x ) lensemble des voieurs prises par X,

On oppelie fonction de répartition de X, l'opplication F de B vers [0; 1]
définie par: F{v) = PIX£x). On a:

Pourx <x  Flv)=0.

Poury sx<x ., Fly=Flx J+Pl =x) 1luien—1.

Pourvzax Flv}=1

Rmirques
« La fonction de répartition d'une voriable aléatoire est une fonction en escalier, croissante,

constante par intervalle dont la représentation graphique presente des = sauts v,
« La fonction de répartition correspond oux fréquences cumulées croissantes d'une variable

aléatoine discrete.

« L'événpment (X > 1) est le contraire de Uévénement (X £ v) done ;
PiX>x)=1-PXsx)=1=Fx).

« Pour tous réels ¢ et b tels que a < hona: Pla < X< b) = Fib) = Fla).

"
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Résumé de cours

m 20t X une voriable aléatoire prenant les valeurs v, 5, L
avec les ‘Flﬂhﬂbﬂrmﬁ J‘E."-PEEH'H‘EE Py Py e
On oppetie espérance mathémotique de X, le nombre réel noté E(X) defini par -

E(Xl= Ex.p. Tifty = Xaps +  Kaftn

Remargues
s L'Espérance E(X) est lo moyenne des -.raleu_rs_ v de lovarioble aléatoire X, pondérées
par leurs probobilités p. On lo note souvent X .

= Dons les jeux, lorsque X désigne le gain du joueur, 'espérance mathématique E(X)
représente le goin moyen que peut espérer le jousur sur un « trés grand nombre de
porties ».

- Lorsque E(x} = 0, le jeu est avantageux pour le joueur.
Lorsque E (X) <0, e jeu est désavantageux pour le joueur (profitable @ lorganisateur).
- Lorsque E{X) = 0, le jeu est équitable.

I Oy

m Soit X une variable aléatoire prenant lesvaleurs x, ; v, ;.50 avec les
probobdites respectives pr, ; p, 5. p. et E(X) Pespéronce mathématique de X
= On oppelie varlance de X, le nombre réel positif noté V(X) définl par :

viX= 3 (x — B0 = (0 - B0+ (k2 - EXNpa + 0 br - EGXDp |
Autre axpression de la variance
VIR) = {p, X S4p 5 ap 0 =TEROF = EDU-{ENT.

= On appelie écart-type de X, le nombre réel positif noté o(X) défini par
olX] = JV(X]). !

Remarguirs

« Lo variance est lo mayenne des corrés des écorts & la moyenne ; on o donc introduit so
rocing carrée, I'écart-type, pour mieux rendre compte de la dispersion,

» L'écarl-type o(X) mesure. done ko dispersion de< valewrs de X autour de sa moyenne E{X).
= Lo variance et "écort type sont des nombres réels positifs qui traduisent la facon dont
sont dispersées les voleurs d'une variable aléotoire autour de son espérance ; plus lo
varionce el I'écart type seront grands, plus les voleurs seront dispersées. Ce sont des
caractéristiques de dispersions. La définition de la variance n'est pas trés pratique pour
les colouls.
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Résumé de cours

€ Loi binomiale

31 Epreuve of schema de Semoul

m On appelle épreuve de Bernoulli, toute expérience aléatoire ne conduisant
qu'a deux éventualités, L'une appelée « succds » et l'outre « échec »,

On appelle schéma de Bernoulli une suite de i épreuves de Bernoulli identiques

et indépendantes. Le nombre i d'épreuves el lo probabilité p du succes sont

oppelés paramétres du schéma de Barnoulli.

Remargue

Les termes « succés » et « échec » ne sont porteurs d'aucune valeur. [ls désignent
simplement, de maniére générique, les deux issues possibles. Le choix de ces termes est
historiquement issu de |a thaorie des jeux.

Exemples
« Les expériences suivantes sont des épreuves de Bernoulli.
- L sexe d'un bébé b 50 noissance.
- Le résultal d'un.examen,
« Les expériences suivantes sonl des schémos de Bernoull,
- La lancer 10 fois de suite une pigce de monnaie équilibrée,
- Présenter 3 fois de suite un méme concours,

4.2 Lot tanomiaie

m 50it E un schéma de Bernoulli & n épreuves.
Pour une épreuve, on note pr lo probobilite du succes et g =1 - pcelle de lechec.
Soit X lo variable aléotoire qui, & choque éventualité de E, associe e nombre
k de succés(0=k<n).Ono:
« L'ensemble des valeurs prises por Xest:{0;1; ... n),
« Lo probabilité d'obtenir exactement & succés au cours des it éprauves est:
PiX=k)=Comp ng*
La loi de probabifité de X est appelée loi binomiale de paramétres i et .
On la note Blm ; p).

Remarque
C! est un coefficient binomial, 1l correspond ou nombre de possibilités de plocer & succés
sur i expériences,

m Solt ¥ une varioble aléotoire dont ia lod de probabilité est la loi binomiale
de parométres et o Ona:

« E(X} = np.
s V(X) = npl = pl= mpng.
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B Le tableou suivant donne la répartition de 150
eléves en fonction de lo langue choisie et de

I'activité spartive choisie.

Basketball | Football | Tennis |
L.ﬁlmgluis 18 27 | 45 |
| Allemand | 5 18 33 ;
On chioisit un éleve ou hosord.

1. Les evénements « étudier I"ollernand » et

« protiguer le tennis » sont-ils indépendants 7
2. Les événements « fudier 'anglais » et

u pratiguer e football » sent-ils indépendants ?

& On tire ou hosord une corte dans un jeu de 32
cartes, On considére les évtnements :
C:olocorte tirde ast un coeur ©;

R ;o Lo carte tirde a5t un rob»;
F i Lo carte tirde est une dome ou un pigue »,
1. a} Calcule la probabilité des événements C,
R et CHR,
bl Les evenermnents C et B sont-ils
indépendants 7
2.0} Cite toutes bes édventuaktes de l'événament F.
Déduis-an le cardingl F.
b Les dvénements C et F sont-ils
indépendants ?

Dons un groupe de 80 personnes, le quart a les |
yeux bleus et 50% sont des fumeurs. De plus, 10
personnes sont fumeurs ot ont les veux blews.
On choisit une personne au hasard.

On considérs les événemants
B:alopersonng a les yeux bleus » ;

F:u Lo personne est fumeur o,

Construis "orbre pondéré lié o cette expérience.

W Dans un lyeée, quel que solt |e niveou, un éléve |

peul étre axtarne ou demi-pensionnaire,

L'arbre pondéré ci-dessous indique la

répartition selon le niveau et la qualité de

I'¢léve (E : externe ; OP : demi-pensionnaire)

1. Recopie ot compléte cet arbre.

2. a) Détermine l& pourcentage d'dléves
externes dons ce lycéa,
bl Détermine lo port des Terminales parmi
les externes. |

WL
Feprridip Tayrrenals peam BAS

NN N

Lecon T0 ﬁiil Probamiiés condnlonnstios 4T varsbies aldabines

T8 On soit que 36 % des ménoges d'un quartier ant
wn chien et que dans 22 % de ces ménages ol
I'sn @ un chien on trouve owssl un chat. On sait
par aitleurs que 30% de ces ménages ont un chat.
1. Quelle est lo proportion de ces ménages
dans lezquels on trouve un chien et un chot ?
2. Quelle est lo probabdite gu'un ménoge
posséde un chien sochont quil posséde un chat 7

. w = ——

W Dans une forét, 70 % des orbres sont des
chiénes, les autres sont des hétres. Par allleurs
20 % des orbres sont ofteints par une maladie
et elle touche un hétre sur trois, On choisit un
arbre au hasard. On note :

C Pévénement : « L'arbre ast un chine »

M l'dvitnement « 'arbre est molode =,

1. Dresse le tableau des effectifs représantant
I situation.

2. Calcule les probabilités de Met de C

3. Un chéna est chaisk

Calcute la probobifité gu'il ne soit pas malade.
&, O chaoksit un arbre salr

Guelle est lao probabilité qu'il soit un chéne 7

W Un jouewr de tennis réussit <o premigre balle
de service & 75%. 11 réussl so seconde balle de
service 6 90%. Quelle est lo probabilité pour
que ce joueur commette une double foute
[service faute 4 la seconde balle) ?

W& Trois coffres notés C,, C, C, ont chacun deus tiroirs,
et darvs chogue Liroe, il y o une piéce. Le coffre C
contient 2 pieces d'or, C, contient 2 pléces
d'orgent &t {, une pigce d'or et una d'argent.
1. On ouvre au hosord 'un des & tirgirs et on
trouve une piéce d'orgent.

Quelle gst lo probobilité pour gue l'on alt ouvert
un tiroer du coffre C 7

2. 0n ouvre 4 nouveou et indépendomment de
lo premiére fois I'un des & tiroirs et on trouve
encore une piece d'orgent.

Quelieest lo probobilité pour gue N'om oit ouvert
deux fois le méme coffre ?

U8 Deux photocopieurs A et B ont été mis 4 la
disposition des aléves. En utilisotion normale,
lo probobilité de tomber en panmne un jour &5t
de 0,06 pour le photocopleur A et de 0,08 pour
le photocopieur B, plus sophistiqué.



Mais si A est en ponne, laffluence qui s& porte
sur B fait que la probabilité que B tombe en
ponne est de 0,25.

Colcule lo probabilite que les deux photoco-
pleurs soient en panne un jour donng, puis
quse les deux photocopheurs fonctionnent en
méme temps.

§ Une réunion rossemble 20 personnes : 12 fermmes

&t & hammes, On sait que 20% des femmes
fument oinsi que 40 % des hommes.

1. Unie personne quitte 1o réunion. Quelle est lo
probabilité que celle personne Soil ocfupee O
furmiar ¥

2. Une parsonne quitte lo réunion en fumant.
Datermine la probabilité quiil s'ogisse d'une
fammea.

Les résultats seront donnés sous [o forme ge |
fractions frreductilas.

Dons une entreprise  comprenant  70%
d'employés, {dont 80% sont mariés) et 30%
de codres (dont 40% sont célibataires), on
contacts un salarlé pour ung engueate.

1. o) Quelle est la probobilité pour que ca |
salarié soft un codre célibotaire ? soit un |
employé célibotaire ? '
b} Déduit-en lo probabilité pour que ce solorig
soit un calibotaire.

2. Quelle est lo probabilité pour gu'un
célibotaire soit un codre ? pour qu'un salorié
marie soit un employé ?

B un questionnaire @ choix multiple {QCM) |

comporte 10 questions, Pour chogque guestion,
triis réponses sont proposées dont une seule

1. Determinelenombre de maniéres différentes
de répondre 4 ces qualre questions.

2. Colcule lo probobillté de chooun des
eyenements sunanks.

fe e Tous les résultats Som corrects »,

B a Tows les résultats sont faux »,

C: w1l y o execlement une réponse juste ».

0 :u ]l y o ou moins une réponse juste ».

3. Le professour met 5 points pour chacune
des réponses |ustes et enléve 3 points par
réponse fausse, 5ile total ast nagatif, il met 0.
On note X la variable aléatoire égale 4 la note
obtenue par I"éléwe,

a) Quelies sont les voleurs prises por X ?

b} Déterrmine la loi de probobilité de X 7

¢} Colcule M'espérance de X.

B¥ Une ume contient 3 piéces équilibrées.

Deux d'entre elles sont normales : elles
possédent un cdté « Pile » et un cOié « Face ».
Lo troisiéme est fruguée et posséde deux colés
« Face », On prend une piéce ou hasard dans
['urne et on effectue de moniére indépendante
des loncers successifs de cette piéce. On
considére les événements suivants :

B: o Lo pikce prise est normale » ;

B :# La pidce prise est truquée ».

P:« On abtient « Pile » ou premier lancer ».
F_:« On obtient « Face » pour les n premiers
loncers »,

1. a) Quetle est la probabilité de 'événement B 7

) Quetle est lo probabilite de 'événement P

sachant que B est réalise ?

2. Colcule fo probobilité de 'évenement PnB ,
puls de I'événement PN B.
Déduis-en la probabilité de I'événement P,

3. Colcule la probobilite de Pévénement F NB
puls de I'tvénement F N8,

4. Déduis-en la probabilité de I'événement F_.

est correcte. Pour 8tre regu, I fout au moins B Une ume A contient six jetons marques

huit réponses exoctes.
Calcule o probobilité pour qu'un candidat quia
répondu au hasard rdussisse

Un professeur donne o ses @léves une
interrogation qui comporte quatre questions.
Pour choque question, le professeur propose
deux réponses ; 'une juste et "outre fousse 2l
["41&ve doit chofsir parmi les deux réponses. Un
éléve, qui n'a rlen appris, répond ou hasard @
chacune des quatre questions.

Lacon 10 Probabatids coniitionng|bes Bl vanaRb o loees

respectivement 1;1;2;3;3;3.

Une urne B contlent quatre jetons marqués
respectivement 0;0;0; 5.

On tire un jeton de l'urne A, puis un jetan de
I'urne B, On suppose gue chogque tirage st
squiprobable, Le résultol de ce double tirage
détermine une vorioble aléatoire X dont lo
valeur est le nombre ayant pour chiffre des
dizaines le chiffre morqué sur le jeton ting de
I'urne A et pour chiffre des unités, celui margue
sur le jeton tiré de l'urne B.




1. Determine la loi de probobilité de X.

2. Représenté grophiquement la fonction de

répartition F de X,

3. Justifie que J'E?;runce mathématigue E(X)
]

de X est égole & 5~
& On considére la ol de prababilité d'une
variohle aléatoire ¥ ci-dessous.
¥ -2 =1 | 1 E_! 3
L P 025

Calcute a et b pour que l'espérance E(X)
goit nulle,

W On dispose d'une ume U, contenant trois
boules blanches et deux boules noires, d'une
urng U, contenant deux boules Blanches et
guatre boules noires et d'un dé équilibré g six
foces numérotées 2:2;2:2:3;3.

1. On tire ou hosard et simultonément treds |

boules de U, et on désigne par X lo variable
aleatoire prengnl pour valeur & nombre de
boules blonches obtenues,

a) Détermine la loi de probobilite de X,

b) Calcule 'espérance mathématique de

A 8k 20N ecart-type.
£. De 'une des deux urmes U, et U, choisie gu
hasord, calcule la probobilité pour que Murne
ow s'est foit le tirage soit U
3, On lonce une fois le dé Si le numdro 3
apporait, on tire simultanément trols de L,
si non on tire successivernent et sans remise
deux boules de U.. Calcule la probabilité de
chacun des événements suivants :
Az w Obtenir une seule boule blanche »,
B : « Tirer au moins une boule naire «,

@8 Pendant 100 jours, un vendeur de livres a
dormicile a relevé le nombre de contrats qu'il
a signé par jour.
Les données sont consignées dons fe tableou

Ci-dessous

N T T T —
PG de ol1l2]3q

| contrats signes x L sl Il

|Nombredejours {25137 2210 06|

Legon 10

L'employeur de ce vendeur estime que
la probabilité pour que son collaborateur
oblienne un nombre x de contrals un jour
donné, est égale & lo fréquence de ca nombre
de contrat ©_pour les 100 jours étudiés.
Soit X |a varioble aléotoire prenant pour valewr
le nombre de contrats,
1. Détermine lo fonction de répartition F de lo
variable X et représente cette fonction.

a} Caleule l'espéronce de X,

Interpréte ce résultat.

b} Calcule "écort-type a de X.
2. Colcule lo probabilité que X apportienne &
V'intervalle [E(X) - o : E[X) + @)

@8 Une baite contient deux boutes numeérctées L
puls deux boules numérotées (=1) et trois boules
furmensiees 0,

On dispose en réserve d'une boule numérotée
(=1). Le jeu consiste & tirer une boule de lo boite
(tous les tiroges sont supposés équiprobables).
- ¥ |a boule porte le numéro 1, le joueur gogne
1004 F et ba partie s'orréte,
- 5i lo boule porte le numéro (-1), le joueur perd
1000 F et lo partie s'arréte,
- Silo baule porte le numéro 0, on met & part cette
boule et on introduit dans la boite g troisiérme
boule portant le numéro (-1) ; e joueur tire &
rowveol une boule ot la partie s'orréte,
- 5i cette boule porte le numéra 1, le jousur
gogne 1000 F.
- S cette boule porte le numéro (-1}, le jousur
perd 1000 F,
= 5l elle porte le numera 0, le joueur gagne SODF.
5eit X lo varioble oléatoire associant, & chaque
partie, le gain algébrigue du joueur,
1. o) Détermine la loi de probabilité de X.

b) Verifie que lo probobilité pour que le

Jousur sait perdant est égale & ig L
2. Le joueur effectue une série de trols parties
(indépendantes), chacune delle étont réalisée
en reprenont les mémes conditions initiales.
Calcule lo probobilité pour que le joueur soit
gognant dons deux parties exactement sur fes
fLroes,

B On considere le jeu sulvant : le joueur ploce
une mise o sur la table (m > 0) puis tire au
hasard une carte dons un jeu de 52 cortes,

5l la carte tirée est ;

- Un s, le joueur récupdne sa mise et gagne 150 F.
- un roi, le joueur gagne 2 fois sa mise et ne
FECUPEnt paos S0 mise.
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- une dame, [e [ousur récupére sa miss,

- un wolet, ke joueur réCupéie so mise,

Dang les gutres cas, le joweur perd so mise.

On considére que choque carte a la méma

probobilivé d'bre tirde et on note X la varioble
aléotoire donnant le goin du jousur [en

fonction de m),
1. Détermine 1o lol de probabilité de X

2. Calcule EGX) en fonction de mi,

3. Existe-t-H des valeurs de m pour lesguelles
le jeu est dgquitable 7 5i oul, détermine-les,

@ un demorcheur prospecte par tdéphane trois
clients potentiels en une demi-heure. Les
comportements des clients sont indépendonis.
Lo probobilité pour gu'une personne contactée

ne 501t pos interessee est g -

1. Determine lo probabilité que sur les trofs
clients démorches
al aucun ne soit intéresse ;
bl au miging un soit Intéresse ;
) au plus un soit intérassé,
2. Quelle est la probabilité que sur les tnois
clients démarchés, deux eéxoctement solent
intéressés ?

B Un parking pour voitures comporte 10 ploces
numérotées de 1 4 10 délimitées pour le
stotionnement des wéhicules.

Lo probobilité . d'occupation d'une  ploce
guelcongue est egole @ 70%. On odmel de
plus que chaque ploce o to méme probabilité
d'étre occupés. Un conducteur veul gover au
hosard son véhicule sur ce parking.
1. Colcule o probabilité pour gu'il y oit
exoctement 3 places libres quand il se
présente @ entrée du parking.
4. Quelle est lo probabilite pour que les places
numérgtées 3, 6 et 9 soient libres quond le
conducteur se présente @ 'entree du parking 7
3. 5oit X lovarioble oleotoire égale ou nombre de
places libres dont be numém est muitiple de 3.
a) Donne la koi de probobilivé de X
b} Determmine espérance mathématigque de X,
) Représante [a foncthon de répartition de X.

& Un tireur a une probabilité d'atteindre sa cible
egale & 0,7, 1| tire dix fols de suite.
0On considése ces tirs comme des épreuves
identiques et indépendaontes. On appelle X lo
variable oléatoire égale ou nombre de tirs qui
atteignent la cible,

Lacan

1, Colcule la probabilité qu'il otteigne lo cible
exactement 6 fois.

&, Caleule lo probabilité qu'il otteigne la cible
au plus 3 fals.

1, Colcule fo probabilité qu'il atteigne la cibie
plus de § fois,

B Lo boule d'un billard dlectrique arrvant en un
emplocerment A peut emprunter six trajectoires
équiprabables. Trois de ces trajectoires lo
menent @n un emplacement B ; deux en D et
lo sixiérne en C. Pour jouer une partie ; Kpolou
mise 500 F. Il gagne :

* 300F 5i lo boule arrive en B.
= &0 F si la boule arrive en D,
* 1000 F 5i lo boule arrive en €,
Soit X lo variable oléotoire égale ou goin
algébrique de Kpalou.
1. o) Déterming les valeurs prises par X ;
puis o loi de probabilité de X.
) Calcule 'expénience mothématique de X
Interpréte le résultat abtenu.
2, Lorsgue le goin est négatif, on dit gue le
joueur a perdu la partie,
Calcule la probobilité p de 'événement :
i Kpolou gogne lo partie »,
3. Kpolou joue deux parties consécutives
ies parties sont indépendantes).
a) Datermine fes goins possibles de Kpalou,
b} Colcule lo probabilité des évdnements:
E: o Kpalou perd les deux parties » ;
F : « Kpalou gogne ou moins 300 F =,
ch Combien de parties doit-il jouer pour étre
sUF de gogner au mams une partie 4 50% 7

B Une boite contient 8 cubes :

+ 1 gros rouge et 3 petits rouges,
= 2 gros verts et 1 petit vert,
= 1 petit jaune.
Un enfant choisit ou hosard et simultanément 3
cubesde lo boite. On admettra que la probabiliné
de tirer un cube donné est indépendonte de
s taifle et de sa couleur, Los résultals seront
donnés sous forme de fraction irréductible.
1. On note A I'événement : "Obtenir des cubes
de coubeurs différgntes” et B I'évwénement :
"Dbtenic gu plus un petit cube®,

a} Calcule la probobilite de A,

bi ;&riﬁe gue la probabilité de B est égale

II'.‘I'?.
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2.50it X lo variable aléateire donnont le nombre
de pelits cubes rouges tnés par Menfont.

o) Détermine lo lod de probabilité de X,

b} Colcule I'espérance mathématigue de X
3. L'enfonk répéte 5 fois 'éprauve "Tirer
simultanément 3 cubes de o boite”, en
remettant dans lo bonte les cubes tirés avant
de procéder au tirage suivant. Les tirages sont
indépendants. On nate pla probabiliteé gue
I"événement B soit réalise.

a) Détesrmine lo probobilité que B soit

réalisé au moins une fois a Pissue des 5

BpreuvEs,

B} Déetermine lo probabilité que 'événement |

B soit réolisé exoctermnent 3 fais,

Une expérience consiste O loncer deux dés &
4 faces, un bleu ot un rouge, que Fon suppose
equilibrés.

On note o lerésuitat ablenu par le dé bleu et b
le résultat obtenu par le rouge.

On cansidése Uéquation oy + iy +1=0,

1. Comblen d'équations différentes obtient-on ?
Justifie gu'elles sont équiprobables.

2. On note X |o vorioble oléatoire representont
le pombre de solutions de I'équation.
Détermine la kol de probobilité de X,

Abi joue avec deux dés cubigues non pipés.

Les faces de 'um des dés sont numerotées |
g =p: & o, 45 L Am
o SRl T i - e

Les faces de I'outre sant numeratides ;

00§ EE Y, I
Abi lonce les deux dés simultonément et note
it et [} les nombres qul apparaissent sur les
foces supérieures des dés.

Sait X lo varioble aléotoire qui & chagque loncer,
associe le nombre sinfw = 3,

1. Détermine toutes les valeurs prises par X,

2. Etablis la lof de probabilité de X.

Une usine d'horlogerie fabrigue une seére de
rmontres, Au cours de lo fabrication peuvent
apparaitre deux types de défouts, désignés par
i et b 2 % des montres fabriguées présentent
le défout o et 10 % e défout h.

Une montre est tirde ou hosord dons lo |
production. On définit les &vénements suivants: |

Lo 10

A 1« Lo mantre tirde présente le défaut a o ;

A : « Lo montre tirée présente le défaut b o ;

C : « Lo montre tinée ne prosente oucun des
deux défouts

D : « Lo montre tirge présente un ¢t un seul des
deux défouts »,

On suppose que les événements A el B sont
indépendants.

1. Justifie que lo probobilité de évinement C
est égole o 0,882,

2, Colcule la probabilité de "évenement D.

3. Au cours de lo fobrication, on préieve
au hasard successivement cing montres.
On considére que le nombre de montres
fabriguées est assez grond pour que l'on puisse
suppaser que les tiroges se font avec remise et
sont indépendants,

Spit X lo varigble aléatoire qui, 9 chague
prélevement de cing montres, assoCie le
nombre de montres ne présentont gucun des
deux défauts a et b.

Cn déhinit 'dévénement E : « quabre mantres ou
mains n'ont aucun défout =,

Calcule lo probobilité de 'événement E

On e diarsnere une valiur approchds 8 10 prés.

PARTIE A
Une ume contient 10 boules indiscernables ou
toucher : & boules blanches et & boules rouges.
On tire £ boules simultonement.
1. Soit X lo vorioble qui, & chogque tiroge de 2
boules, associe ia nombre de boutes rouges tirees.
a) Donne la loi de probabilité de X,
bl Colcute I'Espérance mothemaotique de .

2. Colcule 1o probabilité pour que les 2 boules
tirdes spient de méme couleur.

PARTIE R

Soltunentierntelque2 = n =8,

Une urne contient 10 boutes indiscernobles ou
toucher : i boules blanches,

Oim tire dews bowles simultandément.

1. Démantre que lo probabilité Pin} de tirer 2
boules de lo méme couleur est

plry= 20— 201 + 30

Peoshabilitios ConcmOnnshes & v Dol pEatnees




3. Quel doit &tre le nombre x de boules
blanches pour gue P soit minimum ?
Caolcule o@ minimum.

a5 Le directeur d'unmusée, dont le plon est fourni

ci-dessous, organise une exposition.

Afin de prévoir o fréguentation des salles,
il décide d'imaginer le porcours d'un visiteur,
pris au hosard, en foisant les hypothéses
sUantes :

Le visiteur passe au hasard d'une solle o une
salle vaisine,

Pour sortir d'une salle, il franchit de maniére
squiprobable n'importe quelle autre porte que
celle qu'il o utilisée pour entrer,

Dans le parcours du wvisiteur, le directeur ne
s'intéresse qu'oux quotre premicres salles
troversées, V'entréa E étont comprise dons
celles-ci. Un trajet par ces gualre premieres
salles st codé par un mot de quotra lettres,
commencant par la lettre E. Por exemple ;

- 5§ lo visiteur passe successivernent par les sofles I

E, B, D, F, on codera son trajet par le mot EBOF,
- Le trojet code EBDE est impossible avec les
hypathéses choisies.

-ﬁ__'—];l I|
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1. On considére un visiteur, pris ou hosard,
devant effectuer un trajet selon les
hypothéses précédentes.
a) Constrizls arbre pondéré des differents
trojets possibles pour ce visiteur,
b) Montre que lo probabilité du parcours
codé EBOF est é :

¢) Détermine lo prababilive p2, de l'événement :
« Lo guotrigme salle du trajet est F .
d) Pour des roisons techniques, le directeur
installe les ceuvres les plus inléressantes
dons lo solle T, Détermine la probaobilité
p, de Féyvénement « La trajel passe par la
salie T

2. Le directeur imogine dix visiteurs pris

au hasard, effectuant chotun un trajet,
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de maniére indépendante et selon les
hypothéses précédentes.
On oppelle X lo varioble oléatoire qui, aux dix
visiteurs, gssocie le nombre de leurs trojels
passant par la salle T.
o) Calcude lo probabilité de Pevenement (X = 1L
b) Calcule la probobilité que deux visiteurs
au moins passent par la solle T. (Donne le
résultat arrondi au milliéme.)
¢} Le directeur décide d'obliger les vissteurs
& ce diriger, opros I'entrée, vers lo solie A, les
hypothéses précédentes demaurant pour la
suite des trajets, 1l pense ginsi sugmenter (o
probabilité que deux visiteurs au moins, sur
les dix, passent par la soile T.
Prouve qu’il o tort.

Une animaotion doit étre organisée par le
comité des fétes de Djomanville. Chogue
joueur achétera un double coupon qui i
permettra de participer & deux loteries.

Lo premiére loterie doit comporter un biltet
gagnant pour n billets perdants et lo seconde
doit comporter deux billets gognants pour n
perdants.

1. Construis un arbre pondéré décrivant lo
situoton,

2. Détermine n de fogon que la probobilité pour
un joweur de gagner les deux fois soit égale —;_ :

* Cet exercice o pour but de déterminer lesgueis

des avians & 2 ou & 4 moteurs sont plus sdrs,
Un ovion ne s'écrase pos tant que lo maitié
gu moins de ses moteurs fonctionnent. Les
mioteurs d'un avion tombent en ponne de
maniére indépendante. Soit p lo probobilite
pour qu'un moteur en ponne,

PARTIE A (Dans cette partie p = 0,1)

1, Calcule la probabilité pour qu'un ovion & 2
miateurs s tcrase.

2. Calcule lo probabilité pour qu'un avion & &
moteurs git se5.4 moleurs én ponne,

3, Caleule lo probabilité pour qu'un avion @ 4
moteurs ait exactement 3 moteurs en panne.
&. Déduis-en lo probobilité pour qu'un avien &
& moteurs s'ecrase.

BARTIE 8 (On revient ou cas général)

1. Sait f {p) o probobiflité pour qu'un avion & 2
maoteurs s'écrose, Démontre que f (p) = 7.

2. Soit gip) lo probobilité pour qu'un avion & &
MOteUrs s acrase.

Démontre que : glp) = p° (-3p7 + 4p).
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3. On pose Itp) = f {0 = g{ph.

a) Etudie le signe de hi(p) en fonction de p.

b} Déduis-en, suivant les valeurs de p, dons
quels avions il vaul migux monter,

Un concours de flachettes lonceées lgs yeux
bondés a é1é organisé & Ellinzue.

La cible ressemble 4 celle représentee por lo
figure ci-dessous:

On admettro que

. |es rayons des cercles qui structurent lo cible
mesifent 1, 2, 3et 4.

. | probabilité de rater la cible est d'un nisque
sur cing et que celle d'otteindre ung rone 25l
stricternent proportionnelle & lo surfoce de
celle-ci.

Soit ¥ lo varioble oléatoire gqui gssocie le
nombre de points & un lancer,

1. Datermibne lo [oi de probabilité de X,

2. Colcule son espérance et interpréte e résuitat,
3. Calcule son écart-type.

On dispose d'une urne contenant (i + 2] boules
dont 2 vertes et n jounes (4 2 3) indiscernablis
au toucher el d'une roue divisés en 3 S8CLELFS
inégoux numérotés 1 ; 2 et 3. Lo roue est
telle que lorsgquon la tourne les probobilites
de s'arrdter sur les secteurs 1 ; 2 el 2 sont
respectivement p., p. et p. Les reels p. p
et p, forment dons cet ordre une progressian
géométrique de raison %

1. Calcule p., p. et p.

2. Gnodré mise S00 F el tire simultonamaent et
ou hosard 2 boules de l'urne,

- 57l tire deux boules de couleurs différentes,
il ne recoit riem,

- &1 tire deux boules jounes il regoit 500F ;

- §'l tire deux boules vertes, il continue i@ jeu
SEMS MMISETr O nouvaall

Oy bl Tk Lowrmeer lo roue.

- §'il obtient le secteur 1 [l ne regoil rien

Lacon L)

- 5l obtient le-secteur 2 il regoit 500 F.
- 47l obtient le secteur 3 il regoit 1000 F.
On désigne par X lo varioble aléataire &gole ou
gain de Gnadre.
a} Quels sant les gains possibles de Gnodre ?
b Détermine en fonction de #, lo loi de
probabilité de X.
3. On prend maintenant i = 5.
al Calcule E{¥)
b] Détermine et construis la fonction de
répartition F de X

Une maladie est opporue dons le cheptel bovin
d'un pays. Elle touche 0,5 % de ce cheptel (ou
5 pour mille).
1. On cholsit au hasard un-onimol dans- le
cheptel. Ouelle est lo probabilité qu'il soit
malode 7
2, On sait que lo probabilité qu'un animal ait
un test positif & cette moladie sachont qu'il
est maolade est 0,8, Lorsqu'un animal n'est pas
malode, la probobilité d'ovelr un test négatif
est 0,9, On note T 'éwénement « Avoir un test
positif & cette maolodie » et M l'événement
i Etre atieinl de cette moiodie »,
o) Représente par un arbre pondére les
données de I'énoncé.
b Calcule lo probabilité de 'événement T
¢} Quelle est la probobilite quiun animal soit
maolaode sachant gue ie test est positif 7

| Un jew consiste & miser un @urg, puis a loncer

deux fois un dé cubigue équilibré. 5 le joueur
obtient un &, il gagne 5 euros, et s'il obtient
deux 6, il gogne 10 euros.

Solt ¥ lo vorighle aléatoire égale ou gain
algébrigue du joueur.

1. Démontre que les valeurs prises par &

sont -1, 4 et 5.

Z. Détermineg la loi de probobilite de X

3, Calcule l'espéronce mathématique de X

19 On dtudie une culture de bactéres,

Le comporternent de chogue boctérie est
le sulvant : s a instant {, une bactérie vit, o
linstant ¢ + 1, cetle boctérie peut mourr ovec
wne probabilité P, coRtfUEr O Vivre oWeE e
probabilité P, se diviser en deux boctéries
identiques avec ung probobilite P

De plus,P, +P, + P =1.

On suppose gque les boctéries presentes
dans le milleuy de culture se comporient
indépendamment l&s unes des qutres.

Probabiiilés conddrenmaes of vanEes algaipns




1. A l'instant 1, deux bactéries b, et b, sont

présentes dans le milieu de culture.

On appelle X le nombre total de boctéries &

Finstant 1 + 1.

Determine la lol de probabilité de ¥,

2. On suppose qu'd l'instant [ = 0, uhe seule

boctérie est présente dans le milieu de culture.
a) A I'cide d'un arbre de probabilité, donner
e nombre de bactéries possibles aux
instants t= 1 et =2,
b} On désigne par A, l'événement o A
Finstont f=1,il y a une b-u:létle o ; et par
B, I'dvénement « A Iinstant 1 = 2, il y o deux
backéries »,
Calcule lo probobilité de A, B, ; déduis-en la
probabilité de B
¢} Soit ¥ lo variable alégtoire égale au
nombre de bactéries g 'instont 1 = 2,
Determine lo loi de probabilité de Y.

i Dans une région ostréicole, on sintéresse
& la production d'huitres. Une partie de lo
production est conditionnée par callbre, en
bourriches étiguetées : P (petite), M imayenne]
et G {grande). Lo probabilité d'erreur lors d'un
tri est estimée en fonction de la catégorie et
donnée dons le tableou ci-dessous ¢

CﬂtEgme i._g_' H_I G|
Probabilité d'erreur | 0.0 35 | 0,06 | 0,045 |

Par ailleurs, la proportion d'huitres de chogque
cotégone est

pour les petites 13 % ; pour les moyennes

24 % | pour |&s grandes 33 %.

a) Dessing l'arbre de probabilites
cormespondants,

b) On appeile E I'évenement : « Une hullre a
Bt mial tride =,

Caleute la probabilité de E.

¢} Quelle est lo probabilité qu'une hultre solt
moyenne sochant quelle a été mal trige ?

Une urni contient six jetons portant les lettres
A B CDEF

Ces six lettres sont oussi les sommets d'un
hexagone régulier (inscriptible dans un cercle)
dessin ci-contre,
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1. On tire ou hosard de I'ume un poquet de
trois jetons.
a} Précise I'ensembie des issues de celte
experience aléotaire,

b) Caleule cord £,
2. A choque tiroge correspond un triongle
{T) oyant comme sommets, les sommets de
I'nexogone écrits sur les jetons tirds,
o) Demontre que lo probobiité de Médnemant R -
" (T} est rectangle = est égale & g ;
b) Détermine lo probobilité des événements
SUVONES ;
L : " (T} est un triongle équilatéral = :
17 {Th estun triongle isocéle et non équiloténl = ;
Q: " (T} &5t un triongle quelconque, c'est-4-
dire d'oucun des types précédents ",
3. On riéitére dix fois cette expérience de tirer
trois jetons de l'urme, an remetiont les jetons
dons l'urne aprés choque tiroge. Quelle est o
probobilité d'obtenir exactement trois triangles
rectangles ?

Une boite contient & boules vertes et n boules
blanches, Un jeu consiste & miser 100 F puis a
tirer simultonément deux boules de o boite.
5iles deux boules sont de lg méme couleur, e
joueur gagne 500 F ; si elles sont de couleurs
différentes, le joueur perd 5o mise,
Les tiroges sont équiprobables.
1. Dans cette question, on suppose qua i = 6,
Colcule les probabilités d'obtenir «

a)] Deux boules de lo méme couleur,

b} Deux boules de couleurs différentes.

2.Dans cette question 'entier 1 estquelconque
supérigur ou égal & 2 et on note X la varioble
aleatoire qui, & chague tiroge de deux boules,
associe le goin algébrigue du joueur.

o) Exprime en fonction de & la lod de

probabilité de X,

b) Détermine 'espérance mothematique de

¥ en fonction de o,

¢} Pour quelles valeurs de i a-t-on E(X) =0 7

Une associotion organise une loterie pour
loguelle le prix de participation est m euros.
Un joueur doit tirer simultonément et au
hasord deux boules dans une urne contenant
4 boules vertes et 6 boules jounes, 5i les deux
boules sont de couleurs différentes, le jousur
perd sa mise ; 5i les deux boules sont jounes, il
est rembourse de sa participation ; si les deux
boules sont vertes, le jousur continue le jeu
qui consiste a foire tourner une rowe ol sont
inscrits des gains répartis comme suit :
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Sur 1/8 de la roue, le gain est de 10 000 F ; sur
W de la roue, le gain ést de 2000 F; sur le reste,
le joueur est rembaursé de so participotion,
On appelle V 'événement : « Le jousur a
pbtenu deus boules vertes »; J I'dvénement ;

u L jﬂuEur 0 obtend deux boules jaunes » ;

R l'événement : o Le jougur est rembourse de |

£0 participation ».

1. Caleule les probabilités des événements V, |

JetR,

2. On oppelle X lo variable oléatoire égale ou |

gain algébrique du joueur,

a) Détermine la loi de probaobilite de X

bi Calcule E(X).
3, U'organisateur veut fixer lo participotion m
& une valedr entiére en Francs. Quelle est la
valeur minimale de m pour que I‘orgonisoteur
puisse espérer ne pas perdre d'orgent #

Un jardinier dispose de deux lots 1 o1 2|
contenant chacun de trés nombreux bulbes |

donnant des tulipes de couleurs variées.

La probabilité pour qu'un bulbe du lot 1 donne |

une tulipe jaune est egale d } d
La probabilité pour qu'un bulbe du lot 2 donne
une tulipe joune est égole a %

Ce jordinier chalsit ou hozard un lot et plante
50 bulbes de tulipes.
Soit i unenther moturel wérifsant 0 <5 < 50,
On définit les évenerments sulvants :
- & 1@ Le jordinier achoisi te lot 1 »,
= B :# La jordineer o choisi le ot 2 »,
- Jn: & Le jardinier abtient o tulipes jounes »,
1. Dans cette question, on suppose que le
jardinier choisit le lot 1,
a} Quelle lol de probobilité suit le nombre
de tulipes jounes obtenues & portir de 50
bulbes du ot 1 7
b) Quelle ast I'espénonce mathématique de
cette loe ?
€] Donne une expression de lo probabilite
que le jardinier abtienne i tulipes jounes.
d) Colcule la probabitité que [e jardiniar
obtienne 15 tulipes jounes. Tu donneras
I'orrondi au milliéme du résultot.
2. Probobilités conditionnelles
al Bemontre que: P ) )= Clyx 2 ™,
b) Déduis-en lo probabilité que le jardinier
obtienna i tulipes jounes.

c] On note p lo probobilite conditionnelle
de I‘&uanemnmﬁuﬂ]unt que J est réalisé,

. 3
Etablis que:p = gy B

Legpn 10

d) Pour quelles valeurs de n a-t-onp 2097
Comment peut-on Interpréter ce résultat *

4% Une urne contient 8 boules rouges et deux

L L

Boultes noiras ndiscermaobles au toucher,
On effectue ou hozard un tiroge sans rémise
de dews boules de Vurne,
Onnote A I'événement « On n'a obtenu aucune
boule ngire »; A 'événement « On o obtenu
e saule boule noire v : A l'événement « Ona
abtenu deux boules noires »,
1. Calcule fes probobilités de A, A LA,
2. Aprés ce premier tiroge, il reste donc 8
baules dans 'umea,
On effectue & nouveou ou hesord un tiroge
sans remise de deux boules de l'ume.
On nate B, Uevenement « On n‘ooblenu aucune
boule noire » ; B, 'éwénement « On o oblenu
une seule boule noire » ; B, I'événement « Ono
obtenu deux boules noles »,
al Colcule fes probabilités conditionnelles
PIB, /A ), PB/A)eLPB./A ).
b) Deduis-en P{8,),
¢) Calcule P{B,) et P(8,).
d) On a obtenu une seule boule noire lors de
ce second tiroge,
Colcule lo probobilité d'ovoir obbenu une seila
boule noire ou premier Linoge,
3. On considére 'evénement B : « [ o fallu
exoctement les deux tirages pour que les deux
poutes naolres soient edtraites de 'urne =,
Calcule PR,

Une urne contient dix boules indiscernaobles
ou toucher, dont 7 sonl rouges et 3 blanches.
Un joueur tire simultangment quatre boules
de cette ume,
1. On note les événements A : « Dbtenir
exacterment trois boules rowges » ; B « Obtenir
au plus deus boules rouges ».
Montrer que plA) = ;1. et piB) = ;
2, Le joueur mise 500 F, et effectue un lirage
5l tire & boules rouges, Il gagne 1500 F; sl
tire 3 boules rouges, il gogne 500 F et sinon il
ne gogne rien.

a) On note X te gain algébrique du jousur

[son gain molns 50 mise),

Béterming lo ol de probobilite da X,

b} Le feu est-il équitable 7

Lin employe se rend & son travail en bus, 59 est &
I'newre, il prend e bus de romassoge gratuit mis
o disposition por Pentreprise ; <8 est en retard, i
prend i bus de ville, il ui en codte 500 F,
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5 lemployé est & Uheure un jour donng, la
probabiiité qu'l soit &n retard e lendemain est

; %'l -est en ratord un jour donne, o prnbn-
bilite qu'il soit en retard fe lendemain est :-:IJ
Pour tout entier naturel non nul i, on oppelle
R_l'dtwénement : « L'employdé est en retard le
jour o,

On note P_la probobilité de R ot g cellede R, ,

événement contraire de R .

On suppose que P, =0,

1. Détermination d'une relotion de mourrence :
o Determine les probabilités conditionnedles
P IR . Jet PR ).
b) Determine PFR__,n(R ) en fonction de P
et PIR__ nR.)en fonction de g ,
¢) Determine P__, en fonctionde P et ¢,
d) Deduis-en que P_ , = ; - _EEH_ P.

2. Etude de la sisite : Pour tout entier naturel m,

onpose v =P - -;3-.

a) Démaontre que lo sufte (1 ) est géométrigue
de raisan ~ }3,:5 el précise son premiber terme.

b} Exprime v_puis P_en fonction de n.

¢) Etudie la convergence de la suite (P

Le personnel d'un grand hdpitol est réparti en
trois cotégories: les miédecins, les saignants (non
medecins] el le personnel AT (administratif ou
technigue ).
12% des personnels sont des médecing et
71% zont des soignants.
&7% des medecing sont des hommes et 92%
des soignants sant des femmes.
Tu donnerss une voleur opprochée de tous les
résultats & 107 prés.
1. On interroge ou hasord un membre du
personned de cet hdpital.
On note les événements
M : « Lo personne interrogee est meédecin
514 La personne interrogée est soignante »,
A ; = La personne interrogée est un personnel
AT »,
F: # Lo personne interrogee st une femme =,
H: « Lo personne indermogie est un homme »,
o) Quelle est io probaobilité d'interroger une
fernme spignante ?
bl Quelle est lo probabilité d'interroger une
fermme médecin ?
2. On sait que 80% du personnel est féminin,

a) Colcule la probobilité d'interroger une
femme AT,

b) Réalise un arbire pondéré,

¢l Déterming |a probobilité dinterroger
une femme sachant qu'elle fait partie du
personnel AT,

47 On désigne par i un entier noturel supérieur ou

égol & 2. On considére n socs de jetons 5,5, .5,
Au deport le soc 5, contient 2 jetons noirs et 1
jeton blang el chocun des autres sacs contient
1 jeton noir gt 1 jeton blanc. On se propose
d'étudier Mévolution des tirages successifs d'un
jeton de ces sacs, effectués de lo fogon suivante:
Prembére étope : an tire ou hasard un jeton de 5.
Deuxiéme etope : on ploce ce jaton dans 5, et
an tire au hosard un jeton de 5.

Troisiéme élape : aprés avoir ploceé dans 5, le
jeton sorti de 5., on tire, au hasard, un ]EI.-I:IH de
5,.. 8t ainsi de suite,

Powr tout entier noturef K tel que 1<k =y, on

note €, I'événement : « Le jeton sorti de 5, est

blane », et E: Pévénement contraire de E,.

1. ) Determineg lo probabilité de E,, notée P(E,), et

les probabilités conditiannelles : P, (E.Jet Py (E).
Déduis-en la probabilité de E, notée P(E_).
b} Pour tout entier naturel & tel qua 1< k< n,

lo probobilité de E, est notée p.
Justifie lo relation de récurrence suivante ;

= i3 1
3 '3- Fr* -_ﬂ '
2, Etude d'une suite (i ):

On note (i ) lo suite définie par &, = ';. el, paur

tout entier noturel & tel quek>1,u, = :1 i, + ; .

a) On considére I suite (v} définie, pour
tout elément & de N” par, v, =u - é— ;
Démontreque (v ) est une suite géomitrigue.
b) Déduis-en I'expression de u, en fonction
&, démontre que I!i.'!‘-.,“' = %
3, Dans cette question, on suppose que n = 10,
Pour quelles valeurs de ko-t-an: 049992 p 20,5,
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4 ©On lance plusieurs fois une pikce de monnaie |

équilibréa.

1. Dans cette question, on lance deux fois fo prce.
a) Quelle est lg probabilité d'obtenir deusx |
pites ¢
b} Quelle est la probabilité d'obtenir un pile
@t un face sachont gue le pramier loncer a
donné.un pile 7
) On considére les événements : A @ o On
o obtenu un pHe et un foce » ; B: = Ona
obtenu ou plus un pile ».

Colcule o probabilité des événements A, B
etang.
Les évanemaents A et B-sont-ils indépendants ¢

2. Dons cette question, on lance trods fois lo
pigce ; on note X le nombre de piles.

o) Précise l'ensemble des valeurs prises par
lo vorighle aléataire X

b) Détermine lo loi de probabilité de lo
varioble alédatoire X,

) Datermine I'espérance mothématique de X

Un mélange de gralnes de fleurs contient :
50 graines de type A, 90 groines de type B,
&0 graines de type C.
Toutes les groines n'ont pas L@ mime pouvoir |
de germination. On conviendra quune
groine germe correctement si celle-d donne
norssonce & une plante qui flaurit.
On considére que lo probabilité qu'une graine
germe correctement est égale O
« 0,5 pour une graine de type A,
= (1,& pour une graine de type B,
« 0,6 pour une groine de type C.
1. On séme une groine prise ou hosard dons e
métange.
Détermine !
a) la probabilité que ce soit une graine de
type A;
b) lo probabilité que ce soit une groine de
type A et que celle-ci garme correctement |
¢} lo probabilité que la graine germe
correctement ;
d} la probabilité que la groine soit une graine
de type C qui ne germe pos correctemant.
2, On séme une graing du mélange &l alle
germe comectement. Quelle est la probabilite
quinlle soit detype A ?
3. On séme quatre graines prises ou hosard
dans le mélonge. Quelle est la probabilite qu'ou I
moins une de ces graines garme cormectement 7
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80 Une étude statistique sur de langues années o

permis de faire, dons une zone géographique
bien definie, les prévisions matéorologigues
sulvantes

- 5'il fait beau temps un jour, il fera beou temps
le lendemaln ovec lo probabilité de 5/6;

«5'fl foit mauvars temps un jour, il fero mauvais
temps le lendemain ovec la probabilité de 1/3,
{On admet quil fait solt beou temps, soil
mauwais, temps pas les deux a la foks ).

On est dimanche et il foit beou temps.

1. Construis un orbre de probobilites
permettont de déterminer les probabilités du
beou temps et du mauvais temps pour lundi,
miardi ot mercredi.

2. On appelle P la probobilité qu'il fosse beau
temps le jour o, et ¢ lo probobilité quiil fasse
mauyais temps be jour a.

Coleule P. et g_enfonctionde P ety puls
P enfonctionde P .

On suppose gue P, = 1.

3, On considére la suite (1 ) définie pary =P -08.
Démontre que (i ) est une suite geometnque
dont on précisera lo mison et le premier lerme.
&, Ecrire glors P_en fonction de n.

Etudie la convergence de la suite (P ).

81 Une usine est dotée d'un systéme d'alarme qui

se déclenche en principe lorsquiun incident se
peoduit sur lo chaine de production. [ peut amiver
toutedais que be systéme soit mis en défout,

Des atudes stotistigues ont montré que, sur
une jourmée :

+ lo probabilité que Folarme se décenche por
erreur (sans quil y alt d'incident ) est égale o 5—10- -
« | probabilité qu'un incident survienne sans
que alarme se déclenche est égole a '53‘5& H

« lo probobilité qu'un incident se produise est
égole 6 0,01,

On note A 'événemeant ;

a L'olarme se déclenche » ;

| Méwénement @ « Un incident se produt v ef
B 1 leurs dvénements contraires,

PARTIE A :

1. o) Réalise un arbre résumant les donnees.
b) Caleule lo probobilité que, dans une
jourrsée, un incident survienne et gque
I'alarmie s& déclenche.
¢} Deduis-en la probabilité que 'olorme e
déclenche,




2. Quelle st lo probabilité que, sur une journés, |
la systéme d'alorme soit mis en défaut 7

3. L'alarme vient de se déclencher. Quelle est
la probabifité qu'il y oit réellement un incident 7 |

PARTIE B : |

Les mssureurs estiment quien moyenne, pour |
F'entreprise, le colt des anomaolies est le suivant :
- 100 000 F pour un Inchdent forsque lolorme |
fonctionne ;

» 150 000 F pour un incident lorsque I'olarme |
ne se déclenche pas; |
= 10000 F lorsque l'alarme se déclenche par erreur. |
On considére quil se produilt ou plus une |
onamalie par jour. X est lo voriable oléatoire
représentant le codt journalier des anomalies |
pour lentreprise.

1. Donne la loi de probabilite de X,

2. Détermine V'espérance mathémotique de X. |
Interpréte ce résultat.

Un test médical sert 0 dépister une certaine |
maladie dans une populotion donnée. Soit M
I'événement « Un Individu est atteint de cetle |
motadie » et T 'evénement : « Le test est positif |
pour un individu donnég w.
Aprés une édude stotistique, on admet Ies
résultals subsonts
PATI=096; Pyl T =094 ; P[M) = 0,01
o} Exprime por des phrases chocune de ces
egalites,
b} Traduis I'énoncé ou mayen d'un arbre de |
probabilibeé,
¢} Cafcule b probabilité pour qu'un individu
dont le test est positif, soit atteint de la
malodse,
d) Calcule la probabilité pour quiun individu
dont le test est positif, soit en bonne santé. |

Trois machines A, B, C produisent respec-
tivernent 60 %, 30 %, 10 % du nombre total de
boulons fobriquiés dons une entreprise,

Les powcentoges dobjets défectueux par
mochine sont respectivemnent : 2% , 3%, 4%,
Dans un kot de boulons, on en choisst un au
hosard ; il est défectueus,

Détermine la probabilité que ce boulon ait éte
fabrigué par la machine C.

On lonce 2n fols une piece de monnaie
equilibrée, o0 1 est un entier naturel non nul,
A-t-on plus de chance d'obtenir 4 piles en
langant 8 fols la piéce que dabtenir & piles en
longont 12 fois lo plece 7

1. On note Pn) la probobilité d'obtenir i piles
en lancant 24 fois lo piéce.

al Exprime P(n) en fonction de .
b) Démontre que, pour tout & N
Pla+1) _ 2n+1
Pin) 2in+1)

2. On désigne par X le nombre de piles en
lancant 2# folis Lo piéce.

o) Détermine la loi de probabilité de lo

varioble aléatoie X,

b) Calcule son espérance mathématigue.

E5 Tous les résultats serant donnés 10 ™' prés,

Trois  mgchines fobriguent des ampoules
halogénes dons les proportions suivantes :
50% pour la machine A, 30% pour la machine
B, 20% pour o mochine C.
L'usine procdde & des tests pour déterminer lo
fiabilité des différentes machines.
Les résultats montrent que lo fiobllité des
machines A, B, C est respectivement :
0,95; 0,90 ;0,85.
Dire que la fiobilité de A est de 0,95 signifie que
lo probabilité qu‘une ampoule fabriquée par A
zoit bonne est de 0,95,
On choisit une ampoule au hasord dans un lot
fabriqué par l'usine. L'événament : « L'ompoule
&st bonne » est noté G.
a) Représente la situation proposée 4 l'oide
d'un arbre pondéré,
b} Déterming lo probabilité de événement
« |'ampaule est bonne et fobriquée par A »,
) Démantre gue la prabobilité de
Il'événement :
« L'ampoule ast bonne » est égalea 0,915
d) On ochéte une ampoule, elie est bonne.
Détermine o probabilité qu'elle oit éte
fabriguée par A..
) On achéte deux ampoules. On note
X lo varlable aléotoire égale au nembre
d'ampoules bonnes. Déterming la loi de
probabilité de X,
Colcule son espérance mothématique.

Une urne contient 10 boules indiscernables au
toucher : 7 boules rouges toutes numerotées 1
et 3 boules jounes toutes numérotees (.

On tire simultanément 2 boules de cetle urne,

On considére les événements A @ o Les deux
boudes sont de lo mémae oouleur » et

B Les deux boules sont de couleurs
différentes »,
1, Détermine los probobilités PIA) et P(B).
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2. On désigne per X lo varioble aléatoire égale |

& la somme des chiffras des deux boules.

a} Déterming |a loi de probabilite de X,
bl Colcule son espérance mathématigue.

Des éléves d'une école se prdparent & faire
un devoir de niveau pour lequel gquatre
campetences A, B, C et D sont ou programme.
La compétence A reste pour beaucoup d'éléves
une partie du programme difficile & maitrizer,
Un cours de rattrapoge est olors proposé pour
travailler cette compétence. Lors du devoir de
niveau, on a constaté que s'il y o un exercice
partant sur lo compétence A ;

= 30% des éléves n'ayant pos subd le cours de
rottrapoge ne troitent pas Pexercice,

e E des eleves ayant suivi le cours de
rattropage l'ont traité,

Cn sait de plus que 20% des eléves participent
Qu cours de rattrapoge,

Lors de lo distribulion des coples oprés
correction, I'éléve Soukroumde s'exclame -

= Je n'al pas du tout troité o compétence A .
Le chef de closse veut savolr lo probabilité que
Soukroumdeé oit subvi le cours de rattropage.
Etont éléve de cette closse, lo tche tincombe
d'écigirer la lanterne de ton chef de closse,
(On arrandirg le résultat & 0,001 prés),

W*M.

) Aa:1o) (0:1:2}

F otk 2
B:1. Plu)= 5-?~_¢§.-- -
2. Etudie la fonction P{n}.

E2) A) 2. Ltiliser la loi binomiale de paromiétres

4etp,
I P(X=&)=Cl(0,1){0,9)
4 PX=13)+ P(X = &),
B)1L.P(X=2)= CIPI =P = |}
2.gfP)= CiP1-P + Cip

= P1[=3P + 4P),

2 Faire l'orbre de choix et répondre & lg

préaccupation,
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SITUATION D'APPRENTISSAGE

Le gestionnaire d'un centre commerciol observe attentivement pendant six mois su eressifs, le chiffre
d'offaires en millions de francs CFA de son commerce. Le résultat de son observation est résumé dans
l& tableou suivant o0 X désigne le numéro du mois et Y le chiffre d'offoires carrespondant.

= 1 T T 4 Dol I &

Yy | &2 73 95 | 110 132 170

Pour mieux ajuster ses dépenses, le gestionnaire est soucieux de savoir combien il obtiendrait en
chiffre d'affaires le hultiéme mois, Tu es désigné & le rossurer en lui communiquant unie estimation
de ce chiffre d'offaires. Avec I'oide de tes comarades de closse, vous décider de faire des calouls
pour estimer le chiffre d'offaires,
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Carrrnnideg

= lo définition d'une série stotistique & deus
caractéres

= lo définition du point moyen

Etahfis

les séries marginales & partir d'un tableay

o double entrée représentant une série
statistique & deux caroctéres

Reéprasenior

un nuage de peints dans le plan muni dun
repére orthogonal

Ploces

le point moven

n ARt Bruhdieg paer im et
= des mpirdires caris

Cannailrp

= [a formule de lo covarionce

= la formule du coefficlent de comélationlinéaine
» les formules de caleul de w et b (resp. o' at &)

dons Péquation v=av + b (resp, v= a'y+i)
d'une équation de lo droite de régression par la

HABILETES ET CONTENUS

methede des moindres carrées de v en x
resp. v en 1)

Reprisnf W,

= une droite d'ajusterment de ¥ en fonction
de X

= Uni droite d'ojusternent de X en fonction
de ¥

ol aler

« lo varance

# lo cavariance

» le coefficient de corrélation lindoire
Il es p i o

le coefficient de corrélation lindoire

[N el ivar

= une equation d'une drolte d'ojustement
lincaire par lo méthode des moindres carrés

= la valeur de 'un des caractéres connaissarnt
lo valeur comrespondante de l'outre caractére -

- 0 lolde d'une équation d'une droite d'ajuste-
TTREH

- 4 l'aide de lo représentation graphique d'une
droite d'ajustement

i INSTALLATION DES HABILETES

|
I
F m.g.]' Série statistique double

1.1. Définition - Séries statistigues marginalas

Les données recuedllies dons le tableou suivant présentent huit éléves dont on donne

la moyenne trimestricle X et I'4ge ¥ de chacun,

Eleve A B 3 D E F T
Moyenne (X) | 10 11 9 | 7 9 14 9 11
Age (Y) 17 16 15 | 16 15 16 | 15 i5

L. LUensemble des modalités de X est M, ={7:9:10;11;14).

Datermine I'ensemble M. des modalités de ¥,
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2. o) Recopie et compléte le tableau sulvant.

Age () | 15 | 16 | 17 !
Effectll () | |

Ce tableau est la série stotistique ossociée ou coractére Y,
b) Détermine la série statistique associée ou caractére X,

3, A partir du tobleou lindolre, dresse le tableau & double entrée représentant le produit cortésien M_x M
{celui-ci supprime Identité des éléments de la population et n_représente l'effectif du couple (v , v ).

1

M, L = Xy & Xy
M, 7 5 10 1 | Toted
v  STene . TRl [ - T [ — —
15 |
¥, TP | TR ST T %
16
» YA o ", ., {7 e
17
Tl L ki il SFITLTT T

1. On consadére deux corasctéres quantitatifs X et ¥ sur une méme population de N individis, Dn note ;
Xy 1Ky o Xy gy X les valewrs { ou les modalités] du caroctére X :

Yoy o Ty ¥, les voleurs du corgctére Y. On appelle sére stotistique double de caractére (X, ),
I'ensemble des triplets (v , v , # 1 o0 X, est le terme de -eme modolité de X ety est le terme de lo
J-eme modolité de Y et i Ueffectil du couple (v ; v]

2. A partir du tableau & double entrée, on peut reconstituer les séries dites marginales ossociées o
choque caractére X et Y, ]

Exegrcica de fixntion

A l'oral d'un concours, deux examinateurs A et B s'entretiennent avec 100 candidats, et attribuent
4 chocun une note prise dans Vensemble (0152 ; 3, 4 ; 5) Soit X le caroctére o Note attribuée par
lexaminateur & » oL Y e caractére « Mote ottribuée par Mexaminateur B» . Les résultols sont donnes
par le tableou 4 double entrée ci-dessous.

H'l
M, 0 1 é ] f 5
0 1 2 0 0 0
1 ] 5 1 LE] 1]
i 0 iy 15 13 ] Q
3 0 2 10 7 3 3
& 0 0 3 & i 3
£l o 0 0 d | 1 ] 2

1.1. Réponds par vrai [ V ) ou Foux { F ) oux affirmations suivantes.
1. Il y o 13 candidots qui ont pour couple de notes (3] 2).
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2.1l n' ¥ @ aucun condidat qui o pour couple de notes (2 5).

1. Le nombre de couples ayant pour premier composante 1 est 13,
&, Laffectil de lo modaolité 2 du caractére ¥ est 37.

5. Le couple { 5 3) o pour effectif 8.

1.2, A partir du tobleau & double entrée, détermine les séries marginales associées aux corocteres
XetY.

1.3 Détermine les tobleaux des fréquences marginales des séries de coractéres X et de Y.

1.2. Nuage de points

Dans un repére orthonorme (O, 1, J), représente grophiquement tous les points de couple de coor-
données (v, ; 1} d'effectifs non nuls de l'axample 1,1 ci-dessus.

A partir du tobleou linéaire on peut construire le nuoge de points dans ie plan muni d'un repére (0, 1, 1).

Everclces de fixation

B Le tableou suivant indigue I'évolution des prix d'un paquet de 20 marchandises de 2012 & 2013,
Année 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 |
Rang [x ) 1 | 2 3 4 U % 7 g |
Prixenmiliersde francs | 2,36 | 259 | 2,74 | 294 | 296 | 305 | 320 | 360 |
Représente dans le plan muni d'un repére orthogonal le neage de points de celte serie

statistique,

B On donne le tableou statistique suvant :
Froisdepublicite (x) | 22 | 24 | 25 | 27 | 30 | 32 | 35 | 35
Touxd'occupation (i) | 48 | 32 | 55 | 45 | s2 | &7 | 72 | 7

Représente le nuage de points duns le plan muni d'un repére urthu-gunul

1.3. Point moyean

La mutuelle des codres de Kenankpinkro { MUCARD | o ébé crée le 17 Jonvier 2005, Le 1% Janvier de
chogue nouvelie année, le secrétaire général calcule le toux d’adhésion & la mutuelle, Le tobleau
ci-dessous donne les toux respectifs obtenus sur la période 2006-2011.

2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 |
Age X de lo MUCAKD | en onnée) | | 3 & | § [
Taux global d'adhésion ¥ { en pourcentage ) | 75 | 77 723 | 782 | 793 | @0

Colcule les moyennes ¥ et ¥ des caractéres X et ¥ de cette série statistique.

LN [
o -....-”" = ML)
On rappelle que: x = 2 a7 e T

Le point de coordonnées { X , T ) est le point moyen de cette série statistique.
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Exmreices da flantion

B Détermine les coordonnées du point moyen | T Détermine les coardonnées du point moyen
de l'exercice 1.2.1. | de l'exercice 1.2.2.

e ©)  Ajustement linéaire par la méthode des moindres carrés

2.1. Covarionce
On considére |o série statistique de Foctivité 1, T et v sont respectivernent les moyennes des xety.

P A BT

Colcule d e
Pt S L e N o i
Fa el 2 '% A — ¥ . ¥ estlocovarionce de o série statistique

(X.¥), on la note COVIX,Y), Cav(X,Y).

Exercices de fixation

By Lors d'une étude sur une sérle double By Colcule lo covoriance de lo série stotistique

portant sur 12 peints ona: suivante :
V=975, T=1£5;$.r.n- - 255.8. lx170] 724 |7s| 81 82| a5 | 86 [ 66 |
Colcule cov(X, ¥) |y 18222 )22 263|252 | 275 264 | 358 |

2.2 Miéthode des moindres comnes

Les productions annueiles entonnes d'un plonteur de coCoo SUr cing oNnGes successivas sont résu-
mées dans le tableau sulvant.

Rang (v ) de I'année 1 2 3 | 4 5 |
Production (v) 10 14 ! 16 ! 18 22
Sochont que ¥ =3; ¥F=16;V{v)=2;V(1}=16; COV 1}!:."|"II=-2€',
1, e e 1)
‘E{;J
_ = av{X1Y] _
2. Coleule b= y- Vi

3. Détermine lo droite (D) d'éguation: i =ax + b,

&4, On considére la droite (D) d'équation v = —'g'—.r+ —E'é'i

o} Colcule les sommes sunvanies ;
L - 5 3 v |
5, =:':__,I:_r.- gl : -232-] : 8= ?,I_i w—an—=7) &= i{_r.- -15'*—_1.'.- 5'5&! -
b) Compara 5,.5., 5,
cl Viérifie que la droite (D ) posse par |& point moyen G et que le coefficient directeur

Cov(X.Y)
de (D) st égala Vil
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| CoyiX:¥)

+ Une équation de lo droite de régression (D) de ¥ en Xest: y— ¥ =alx -~ X),oba=""o .
« Une équation de la droite de régression () de X en ¥ est:

. Cov(X;Y)
r=X=aly=Y r,ﬂﬂff='"-',;.'”—.r.j—

Exercices de fixatlon

B On considére une série statistique & double | U Onconsidére o séne stotstique suivanie :

Tk , lle que ; T —r =1 1
TS, 7188 OV YI=32T: x|70] 74 |75 81 82|85 )86 | % |
ViX) = 23,35. v 1181222 ] 22 263|252 1275 268 | 358 |
Détermine une éqguation de lo droite de | = : T '
régression de ¥ en X por lo méthode des Détermine par ko méthode des moindres carres
oindras commés. une dquation de o droite de régrassion de 1 en.y:

| ol deY en X:
bideXen¥.

2 9. Cocfcient de comélation Inéalne
On considére 1o série statistique suivante :

x]1]2]3[%]5]
v |10 |18 |16]18]22]

e,

1. a) Construis le nuage de points de cette série statistique.
b} Trace la droite qui passe le plus prés possible de tous les points du nuoge.

=7 = I = e a-Sb 0
2, ) Sachant que V(X) = 2 ; V(¥} = 16, calcute r )
b} Parmi les intervalles suivants, dons lequel se trouve » 7

(-1:0[;10;05]:10.5;0.7);(0.87:1].

_ COVIKY)
« Le nombre réel r= N0 VYT

« Il y.aune bonne corrélation si 0,87 <| r| £ 1 c'est-a-dire il existe une forte relotion entre les
voriables X et'Y,

Exercice d fixatlon

On considére 1o sarie statistique A double varioble tel que :

WX = 23,35 : VIY) = 0.47; COVX Y} = 3,27,

1. Caleute te coefficient de corrélation lingaire de X et Y.

2. ¥ g-t-il une farte relotion entre les varlables X et Y ? Justifie to réponse.

est appelé coefficient de corrélation linéaire antre X at Y.

2.4, Estimation

La consommation maximale de dioxygéne (VO.max), exprimée en ml.min' kg, d'un individu dépend
de I'effort qu'il fournit @ son Gge. On definit lo série stotistique double (X, Y), o X est I'"dge du sujet
{en année) et ¥ est lo quantité de VO mox correspondante. La droite (D) de régression de Y-en X est

donnée par 'équotion : v == 042x + 51.9.
1. Donne une estimation de lo quantité de VO.max, d'un sujet Goé de 17 ans,
2. Donne une estimation de |'ége du sujet, au moment ol la quantité de VO, max est égale

a 30 mbLmin kg




5'il y 0 une forte corrélation entre les variables X et Y, olors, & partir de I'équotion de o droite de
régression, on peut estimer la valeur d'une variable si on connafit lo valeur cormespondante de "outre.

Exzrcices de fixation

Le tobleaw sunvant indiqua I'évolution du paguet de chocolot vendu de 2013 & 2020,

Arnée 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018 | 2019 | 2020
Rang (v ) 1 2 3 & | 5 & 7 8

| |Priven Euro (1 )| 598 6,30 6,70 7 | 7 7 7.05 788

On sait que le coeflicient de cormélation lindaire de v et 1 est 0,94 et 'éguation de lo droite de régres-
sionest: =022 v+ 584,

1. Détermine le prix du poquet de chocolat en 2025,

<. Détermineg en guelle onnée le prix otteindro 9.8 Euros 7

APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

l Eavrclos Falre une prévision & partir d'un ajustemeéent linéaine

Le tablegu ci-dessous donne la charge maximale Y en tonnes, qu'une grue peut lever pour une
longueur X an métne, de la fléche.

Longueur (v) [165] 18 (198 22 [ 25 [ 27 [ 29 [ 32 [ 35 | 38 [ 417
Chargeqv) |10 | 9 | 8 | 7 [ 6 [55] 5 [a5] & |35]32]

Les reponses numénques 4 celte question seront données a 10 prés.

L. Représente le nuage de points M(x_; 1 } a l'aide d'un repére orthogonal.

Unités : 1 cm pour 2 mélres en abscisses et 1 cm pour 1 tonne en ordonnées.

2. Un gjustement affine por lo méthode des moindres carés de ¥ en X est-Il satisfaisont ? Pourquei ?

3, Détermine une équation de la droite de régression de ¥ en X por lo méthode des maindres carrés.
Troce cette droite sur le graphique précédent.

4, Liilise cette equation pour déterminer la charge maximale que peut lever la grue avec une fléche
de 26 metres, Que peut-on dire 7
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1. Le nuage de points SR y o une forte comélation lineaire, on peut
pstimer una variable connaoissant ['autne,

T T T B F F & & e 0 e ELE L

L 16,5+ 18419.8+22425427+29+32+35+ 39+ 417 _ 305 5753

2.
"
 10+0+B8+7+6+55+5+45+4+3,5+32 857 _
V= 19 35 =597
- J- i‘ l- J
N h= 16,5° +18°+19.8° +32 +25’*12‘? + 200+ 3074357+ 1972 41,7 ] mmg%ﬁﬁ
I 2 B 4 3 P ¢ »
Viy)= 107+ 87+ 8+ 7 +6°+ 5, 51:5 +4,5+4'+ 3,5+ 3 ¥ :Eﬁ'.l']:g%%t = 469
coul )t 85L100 4 1808} ¢ 10.0(8) ¢ 2217 )+ 26(0) o 27(5.5)+ 20 5]+ 32(4.5) + 3504 ) - 3(3,5)+ 4170320
alnd i1
05, 887 - ~101860 _ _15,60

=M.'.._..___i§_§q___ugﬁ
Yy Vix =Wyl (B54x469

Ona .87 < | r| < 1, donc un ojustement affine est satisfaisant,

3. Une équation de lo droite de régression (D) deYen X

=SSRV 168 - o5 etip): y-F=alx-F)

(D) £y = 5,97 =-0,26(x - 27,73) soit (D) : ¥ =-0,26x + 13,18,

4 Pour x=26,0na v==026%26+1318=642.
On peut dire gue la charge maximale que peut lever lo grue avec une fléche de 26 meétres est de 6,427,
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Résumé de cours

Principe de lo méthode des moindres carrés

Evanit donné une série stotistique double (v ; v, 1= 1, 2, o o 1 O4 () 5L UNE Serie
non constante et telle que le nuage des points M (v ; v) soit relotivernent allongé, On
cherche une drofte (D ) d'équotion réduite V' = axt - fh qui passe le plus pres possible des
points du nuoge.

Pour cela :

- On coleute, pour tout, 1=1,2, . .t o distance M P entre le point M du nuoge &t le
point P de ia droite (D) ayont o méme abscisse que M .

- On cherche 185 réals a et b pour lesquels lo somme S = M.Pi+ M P+ M PI+ ..+ M.PL
des carrés de ces distonces est minimale.

Lg somme S=MPi+MPI+MP:+_. +M.P: est oppelée somme des COITEEs des
résidus.,

m « Une équation de la dreite de régression

[DideYenXest: y-y=ali—xh 4
sy COVIAEY) Ui
VIX) {aul " N

« Une éguation de lo dioite de régres- LM L1
sion (D7) de X en Y est : s ‘ =g
==l E=10, B

 CoviX:Y) _ o 1
o= —.,;r't'-.?']— == EF p |
« Les droites de régression (D} et (DY) e i

passent par le point moyen (L B B

W on oppelle coefficient de conélotion lingaire d'une série statistique double

Covi(X:Y) fu 0
% : ¥, le nombre réel note r Lol gipps jr = —mr— e
Q -."ul'l:.'ll'.'ll"'.-"i"l"] T =T

W « i r° =1, les droites de régression (D) el (0"} sont olors confondues.
On dit que I'ojustement est parfait.
+ SiD87<|r|<1 ondit quilyaune bonne corrélation ou une forte
corrélation.
. FH=gadiod |rl=vaa’

gl existe une forte corrélation entre dedix varicbles X et Y, alors on paut estimer o valeur
d'une variable si l'on connait la valeur correspondante de loultre,

(0 aa I S it e Wil




B On donne lo sérle stotistique suivonte :

el 1 2 5 | 7 [ 1113
=i L. St L el ——— -
1 2 iy & | 9 | 1% 17
1. Représente dans un repére orthogonal e nuage de paints Gisocd & celle séne statistigue,
2. Détermine le point moyen G de ce nuage.

B On donne la série double suivants !
(Annéex, | 2011 [ 2012 [ 2013 [ 2014 [ 2015 | 2016 | 2017 [ 2018 [ 2019 | 2020

T RS EE— Ty s —r—rm.

|Party fen%) | 59 | B9 | 86 | BS | 92 | 11,1 | 112 | 135 | 18 | 248

1. Représenta dans un repére orthogonal & nuage de points M (x |, v ] associé 0 cette série statistique.
2. Determine une équation la droite de régression de v en.x par la méthode des moindres carrés.

8 On donne lo série statistigue double suivonte of & remplace v, .
N s2 | %% |35 18 2 |
HEIEEaEEES

Par la miéthode des moindres carrés, on a obtenu une équation de la drolte (D) de régression de ¥ en
¥, & sovolr : v= 9y + 0,6, Datermine lo valeur de &.

W On suppose que lo quantité offerte sur le marché, exprimée en milliers d'unités, d'un produit fobriqué
par ung antreprise, est proportionnelle ou prix unitaire exprimé en dinors.
1. o) Compléte le tobleou suivont sachont que pour un prix de 2.5 dinors, lo guantité offerte sur le
migrcheé est 280000 unités,

X:prixunitoire | 2,15 | 226 | 240 | 257 | 263 | 2,75 | 282 | 290

¥ : Quaontité
offarle . |

b) Détermine une equation de la droite (D) de regression de ¥ en X par la méthode des moindres
COMmees.

2. Dons le tobleou o-dessous, on a recueilll le nombre d'unités demandees (en milliers d'unites)

en fonction du priz unitaire exprimé en dinors,

e - o

| X prix unitaire {215 [ 228 [2s0 [ 257 [ 283 [ 275 [ 222 [2.90]
|¥': Quantite demondée | 360 | 345 | 325 | 300 | 290 | 275 | 265 | 250 |

Détermine une équotion de la droite de régression de Y en X'
3. Détermine le priv déquilibre, c'est-d-dire le prix pour lequed 'ofire est égale & la demande,

) Le tableou suivant donne Ueffectif de la population scoloire des éléves des classes de Terminale d'une
circonscription du mods d'octobre 2006 au mais d'octobre 2021,

X: Année 2016 27 2018 2013 2020 2021
Y : populotion de terminale | 67755 | 74581 | 79266 | 76138 | 80123 | S0087

1. Détermime une dguation de 1o droite (D) de régression de ¥ en X par lo méthode des moindres corrées,
2. Donne une estimathon de la populotion des closses de terminale au mods doctobre 2030,

W Deétermine la droite de régression de Y en X ovec les données suivantes :
x 07 ]13]18]24]|29] 35|
y| & | s1|63]|86 |94 116
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W) Le tobleou suivant donne le poids d'un
nourfisson, quelgues jours oprés so naissance. |

X

i

5| 7
|

10

14 |

2

E-EI

¥

3611370

3,85 |

3,90

4,05

12

35

il
1. Représente fe nuoge de points associé &
cetle serie, [
2, Colcule le coefficient de corrélation lindaire |
des coractéres X et Y.
1. Détermine une éguotion de o droite de
régression de et représenter cetle droite.

4. Donne une estimation du poids du nourrisson

30 jours aprés sa nalssance.

B Le tobleau suivant donne la tension artérialle |

T en fonction de I'dge A d'une population,

la | 36| 42 | 48| 54 | 60 | 66 ‘

1. Représente le nuoge de points ossocié &
cette sdrie.

2. Caleule le coefficient de corrélation linéaire. |
La corrélation est-elle forte 7

3. Détermine une équation de lo droite de |
regression de Ten A et une équotion de la droite |
de régression de A en T. Trace ces deux droites,

&. Estime la tension artériefle d'un individu 6gé
de 70 ans.

Exsetlces o approfondissamant |

On donne la série double sulvante, relotive oux
voltures selon leur puissance Y et la durée des |
pneumatiques X (en millier de kilométres),

1, Calcule le coefficient de corrélation linéaire.
2, Un ajusternent affine par las moindres camés
est-il justifia ?

3. Détermine les droites de régressions de Y en |
XetdeXen, |

x| 2 | 3 4 | Totel |
20 0 | B 30 38 :|

25 5 20 T

30 25 3 2 30 |
Total | 30 | 3t | 39 | w0 |

La résistance & l'ovancement d'un poids lourd
est une fonction de lo vitesse. L'objet de |
cel exercice est de déterminer lo meilleure
expression possible de cette fonction dans un |

ul-

1

intervalle de vitesse compris entre 10 kmv'h et
160 kmih. Catte résistance est mesurée en kKW,
Les résultols de ces mesuras sont consigrnés
dans be tobleau ci-dessous.

(Wikmm} | 10 | 20 [ 30 | 40

[Rw) | 26 | 58 | 99 [ 154 |
50 | 60 | 70 | @0 90 |
236 | 345 | 49 | 672 831 |

1. Dresse le tableau des voleurs de o série (XY),
ol X=Wet¥= % .

2. Donne le coefficient de corrélation linéaire
entre X et ¥ et une équotion de la droite de
régression de ¥en X,

3. Déduis-en une relation entre R et V.

4. Donne une evaluation de la valeur de R pour
une vitesse de 100 kmvh

Une entreprise emvisoge la fabrication d'un
nouveau produit. Une étude a permis d'établir
le tobleau sulvant od, pour différentes
observations, X désigne la quantité de produit
que la clientéle est disposée & acheter, et ¥ e
prix de vente (en millier de FCFA) d'une unité.

| x | 350 | 400 | 450 | 500 | 550 | 600
| ¥ J140[120 100 55 [85 [ 70

1. Calecule le coefficient de corrélation,
2. Détermine une équation de lo drolte de
régression de ¥ en X. (Les coefficients seront
arrgndis & 10 1 prés.)
3, Soit rix) lo recette correspondant & la vente
de v articles au prix unitoire 1.
a) Justifie que : riv) = (2265 - 0,3x)x,
b} Etudie les variations de lo fonction [
définie sur B par: fv) =-0,3+" + 226, 5x.
¢} Déduis-en le prix de vente pour lequel o
recette est moximale. Colcule cette recette
raaximale,

Un phormacien observe, durant les & premiers
mods de l'ouverture de son officine, ke chifire
d'offaires en millions de francs CFA. Le résultot
de l'observation est résumé daons le tobleau
suivant o0 X désigne le rong du mois et ¥ le
chiffre d'affaires correspondant.

EiEEEIEIENER

. 6 |
EEEAEIEAETNESS ii’*

1. Représente grophiquement le nuage de
points de cette série statistique double ainsi
que le point moyen G.
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2. Colcule lo variance V(X) et lo cov(X,Y) de X et
¥ {les résultats seront donnés sous forme de
fractions irréductibles).
3. @) Déteérmine une équation de lo droite de
regression (D) de Y en fonction de X,

b} Trece lo droite (D).
4. Donne une estimation du chiffre d'offeires
de cette pharmacie 4 la fin du 7 mois,

Les dépenses v et les chiffres d'affaires v |
bimensuels d'une gronde entreprise ont donné
en 2020 lo nomencioture suivante, aprés une |
etude statistique ; les montants élant exprimes
en dizaines de millions de francs CFA

b 12 |22 [ T3]3t ] 20|
(%[ 99 [ 130 92 | 108 232 150 |

1. Construis le nuoge de points M (v, ') dans un
plan muni d'un repére arthogonal. Tu prendras
en abscisse @ 1 cm pour une dizoine el en
ardonnées 1 cm pour 20 diraines de millions et
comme origine du repére (10 ; %0).

2. Calcule le coefficient de corrélation r de lo
série statistique, Que peut-on en déduire 7
3. Determine les équations des deux droites de
régression de v en.yetde v en v por lo méthode
des moindres carnds,
4. Quelle sont en deux mois :
a) lo dépense sile chiffre d"offaires bimensual
&5t 2 milliords de FCFA ?
b} le chiffre d'offaires si lo dépense
bimensuelle est 300 millions ?

Le tobleau ci-dessous décrit la nombre moyen »
d'objets qu'un ouvrier commengant & trovoiller
sur une chaine de montoge produit en un jour,
le x*™jour od il travaille sur cette chabne.

e | 1 3 | s | 7] 9
lp| 27 | a2 | 48 | a8 | 49

1. Le pian (F) est muni d'un repére orthogonal
d'unités grophiques 1 cm pour un jour en
obscisse et 1 cm pour 5 objets en ardonnée.
Dans le plan (P), représente le nuage de points
associe d lo série statistique [x , V')

£, Determnine lgs coordonnées du paint moyen
G de ce nuoge et place-le sur le graphique
précedent.

i, o) Détermine une voleur approchée & 107
prés du coefficient de corrélation lindalre de lo
série statistigus (X:Y].

B} Un ajustement affine de ce nuage de
points est-il occeptoble 7 Justifie la réponse.

-

- |

15

€] Donne une éguation de la droite (4) de
régression de Y en X par la méthode des
moindres carrés,
d} Représente lo droite (A) sur le grophigue
précedent.
4. Détermine le nombre de jours qu'il fout 4 cet
ouvrier pour produire 68 objets ?

Avant de parlir en vaocances, une personne
entreprend un régime afin de perdre du poids,
en suivant les conseils dun nutritionniste.
Elle se pése régulitrement 4 la fin de chaque
semaine de régime, le méme jour, 4 la méme
heure. Elle note 'évalution de son poids dans
ur tableou :

| Rang de lo semaine « ¢ 1| A ERE

|
63 | 62,6 I 614 | 61

T |
Poids ;v [en kg) |

e

s =ili—& [~ %
604 | 598

— |

| 612 | 606

1. Représente le nuoge de points associd &
la série stolistique (v , v) dons un repére
arthogonal, Tu prendras : 1,5 cm pour 1 semaine
enabscisse ; 0.5 om pour 1 kg en ordonnée,
De plus, W grodueros laxe des ordonnées a
partir de 59,
2. Calcule les coordonnées du point moyen & du
nuage et place-le sur le grophigue pricédent.
3. of Détermine la voleur orrondie & 10 7 prés
du coefficient de corrélation lingaire de lo série
(¥ . v}k Un ajusternent affine ast-i justifié ?
b) Déterming une équation de lo droite
d'ajustement offine de v en 1 par la méthode
des moindres cormés,
4. On admet que cette droite constitue un bon
ajustement affine du nuoge de points pendant
10 seémaines,
al Construfs cette droite sur ie graphigue,
b} La personne voudraoit otteindre le poids de
59 kg. 5i son régime dure 9 samaines, selon
les conditions: ci-dessus, qura-t-elle attaint
san objectif ?

On o relevé dons le tableau ci-dessous, les
poids (en Kgl respectifs de 6 pares et de leurs
fils ainés,

| Poids du pére (%) | 62 | 70 | 68 | 69 | 71 |
| Poidsdu fils (¥) | 65 | 68 | 71 | 68 | 73

Quel poids devrait avoir ke fils ging d'un homme
qui pise 87 Kg ?
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47 On a relevé dons le taobleou ci-dessous, |

lintensité de trovol (en Kilojoules por minute)
et la fréquence cordioque de B persannes.
[Tntensité de trovall % | 96 | 128 | 184 | |
Fréquence cordioque Y | 70 | 86 | 90 |

[312 | 368 | 47.2 | 496 | 568
| 104 | 120 128 144 154

fuelie devrait étre I'mtensité de trovail d'une |
perscnne dont 1o fréquence cardiogue esl
dgale G 98 7

On considére la série stotistique double ci-aprés:
% 3540|3565 u |65 8s 90 |
13 ]a]s|10]

1. Détermine 'entier naturel n sachont que

la drolte de régression de ¥ en X posse par le
paint moyen d'abscisse 65,

2. Caleute le coefficient de comélation lindaire I
des coracténes X et Y.

1, Détermine una éguation de la droite de
ragression de Xen Y,

Soit une série stotistique (v ; ) @ deux
variobles ovec | € {1:2: 34 ; 5} Lo méthode
des moindres camés o permis de trouver les |
droites de régression (D) de Yen X et (DY) de X
en Y telles que: {07 :y=-07x+ 56 &t
0 x==1251+ 25,
1, o} Calcule les coordonnées du point moyen
associé & cette série.

hl Déduis-en les valeurs des exprassions |

bt

2. Onsait que ¥ x7 = 8130,

1 ]
Déduts-en Coviy: ) puis > v, et 3 4.

Les droites de régression d'une séne doubbe sont : i
Droite de régressionde Xen¥ (D) :v=125v-78, |
Droite de régressionda Y en X (D) : v =0,75v+1,3.
Calcule les coordonnées du point moyen du
nuage de points ainsi que le coefficient de
corrélation lirgaire. |
1,2, 3, & et § représentent les cing valeurs d'une |
varable X d'une série double (v ;v ).

On odmet que le coefficient de corrélotion

linéaire est r= 0,8 et que la drofte de régression
de ¥ en X par lo méthode des moindres cormés {

Locan 11
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o pour coefficient directeur a = 0,425 Calcule la
convariance Cov(r, v) et la voriance de y.

24 On considére le tobleau statistique sunant :

—

42 | 48 | 54 | 60 | 66 |
15,1

A | 36
T |11B] 14 [126] 15 [155

On donne X =75 et Coviy, v) = 20.

1. Trowe x, ety

2 Deétermine le coefficient de corrélotion
[indaire et interpréte-le,

3. Etablis une aquation de lo droite de régression
de v en fonction de .

&, Quelle serait lo voleur de y pour x =507

U'stude du poids P de lo larve d'un insecte
mesuré en fonction de I'Gge X a conduit au
tableau survant :

Kimows) | 1 | 2 | 3 | &4 | 5 |
Pl | ?_.J.H 25 | 47 | 88 |

1.0n pose v = In P, o In désigne e logarithme
rEpérnen,
a) Colcule les différentes valeurs prises por
114107 pres,
b} Représente le nuage de points représentant
lo série (X, ¥] dons un systéme d'oxes
orthonormés (unité 2em) puis places-y le
point moyen G du nuoge.
2. Détermine une équation de lo droite de
régression de Y en X,
3. 5 Févolution 58 poursuit dans les mémes
conditions, détermine le powds de lo lorve au
bout de six mois.

26 Le mur d'une habitotion est constitué par une

couche de béton et une couche de polystyréne
d'épaisseur varioble x en {em),
On o mesuré lo résistance thermique R de
ce mur pour différentes voleurs de x et 'on o
obtenu i8s résultots suvants |

B 5] 5] 7 1.s | Ww[a]
"R | 206 | 269 | 3.06 | 3.90 | 4,09 | 6,16 |
6, | 21|

| 204 | 669

1. Représente graphiquement cette série (v en
gbscisses et R en ordonnées). Peut-on enmasager
un ajustement affine 7

2. Colcule le coefficient de carnélation lingaire

entre x et R. Conclus.
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3. Détermine par la méthode des moindres
carrés, une équation de lo droite de

régression de B oen v, Représente cette droite
[en justihont so construction).

&, Quelle résistance thermigue peut-on espérer |
oblenir avec une couche de polystyréne de
23cem?

Une épidémie s'est déclarée dans une ville de |
200,000 habitants. On o d'obord suppoze que |
choque malade peut contominer 5 personnes |
par jour.

1. Combien faut-il de temps pour gue tous les
habitants de ko ville soéent touchés ?

2. 0n a enregistré chogue jour le nombre de

cos qui se sont déclorés. Au septidrme jour, le

tableau des résultats réels a &té comme suil -

1 |

X 1] & 3 & | & B
v | & |13 |38 ms-aau | 965 | 2920
|1n;, )14 15|35|H cB 69| 8

X représente le numéno du jour.
¥, représente le numéno de cos enregistngs,
On pose sz = nfy).
af Donne une éguation de la droite de
régression de £ en X Tu arrondiros les
coeffscients & 10 .
b} Diduis-en une relation entre i et x de lo
forme ¥ = B.A"
3. 5 lo copocité hospitaliére de lo ville est de
T000 lits, & quel jour les services hospitaliers
sefont-ils dépasses ?
&, Combien de jours foul-il pour que tous log
habitonts de la ville spient atbeints, si owcune
rmesune n'est prise pour stopper cetle epidémie 7

Le tobleou suivant donne le toux y (exprime en
%) de sortonts du systéme éducotif sans aucun
dipléme ou ovec le niveau de fin de primaire,
rapporté ou totol des sortants,

Année |1990 1991|1992 | 1993 | 1994

Rang x de
ey | 1 2 E & 5

I [ TENT
5 . i : B
| fen%) 213 "135 172 | 166 | 154
[ 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 '
7 | 8 | s 10|
15,3 13,2 | 142 | 136 | 134 |

1. 1) Représents la sére (v ; v ) dons un
repére orthogonol d'unités graphiques 1 cm
en abscisse 8t 0.5 cm &n ordonnée.

Lecon 11
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b} Quel type d'ajustement suggére la forme
de ce nuage ?
£.0n pese | =Inly | et on consideére o série

stotistique (1 3 v ).
a) Donne une équation de la droite de
régression de i en J, On arrondira les
coefficients a2 10 7.
b) Deduis-en une relation entre v at x de |o
forme v=alnx+ b
ch Estime le toux de sartants non diplémeés
en 2007,

L'entreprise Nile est spécialisée dans la lvraisen
de produits conditionnés en colis cartonnés. On
o observé I'évolution du nombre de colis livrés
pur cetbe entreprise enbre 2005 et 2013 :

_Annde | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
Rang.v |

de Fannes | 1 | 4 . 4
Mombre ' | :

s !ms | 9015 | 9948 | 10854
2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 |
5 3 7 8 9

| 12305 | 12740 | 13622 | 13858 | 14630

1.Repreésente graphiquement laséne {t ;1) dans
un repére orthogonal (1 cm pour 1 année en
obscisse et 1 cm pour 1000 colis en ordonnée),
2.0n pose [ =In{x ) et = =In{1'). On gintéresse
& présent & lo série statistigue (1 ;2.

a} Calcule le coefficient de corrélation

linéaire de (o série {1 ; =h
bl Determineg une e-quulmn de la droite de

régression de = en / par la méthode des
maoindres cames,

¢} Déduis-en une relotion entre v et.v de lo
forme 1 = aifi.

d) Déduis-en une estimation du nambre de
colis Ivrés.en 2022,

Cn donne o série stotistigue suivante ;

e O I L O
v | 5 | 4 | 1 2

1. Représente e nuage de points,

2. Devine le signe et la vateur du coefficient
de corrélation.

3, Calcule le coefficient de cormélotion, lo
pente et l'ondonnde & Norigine de 1o droite de
régression.
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29 Dansun TP de physique, on a les données

suivontes :
x| o [ o5 | 11| 15| 13
m | 0 10 | 20 | 30 | 40

i

:_rf I:.-l-l\.-

S ";'—LI.-

X .:_

¥ ==

iﬂl‘]’ 1

1. Représante le nuage de point.
2. Détermine la droite de régression m en.x.
3. Ddtermine v 56 m = 51.75 Kg.

a0 Le tobleau suivant donne 'avelution des

ventes de loit, en hectalitres, dons une
région pendant Cing onnées consécutives,

' Rang de
l'année 54
Vaolume des
ventes an
hectolitres

1:|3|

114671 | 114772 | 115621

4 5

114671 | 116321

1. Détermine por lo méthode des moindres
corrés, une équothon de to droite de régression
de v en ¥ sous lo forme v =ay + b,

Les coefficients o et b sont & arrondird 10,

2, A l'aide de l'equotion précedente, estime le
volume des venbes "'onnée de rang 6.

Arrondis 4 I'unité,

31 Letobleau sudvant donne Pévolution du nombre

de clients d'une entreprise de vente par intesnet

pendant cing onnies consécutives.

Rang de I'année : x 1 2 3

Nombre de clents ;1 | 2463 | 5817 | 11210
iy 5

| 20620 | 34900 |

1. Détermine por la méthode des moindres
corrés, une équation de la droite de régression
de v en .

Les coefficients « el i sont & armondir 4 10 1,
2. A l'oide de I'équation précédente, estime e
volume des ventes I'année de rang 7.

Arrondis & l'unité,

Le tobleau suivant donne les résultats oblenus
a portir de 10 essois de loborataire concemant
la charge de rupture d'un acier en fonction de
50 teneur en corbone.

::E:'r:?ﬁ 70 | 60 | 68 | 64 s-ai
E:E?i‘f“"“‘””,w 7|78 7|79
64 | 62 [ 70|74 ] 62|
"80 |75 |86 95|70

1. Représente grophiguement i@ nuoge de
paints de coordonnédes (v ;1]

Tu prendras en abscisse 1 cm pour une unité
en représentant les obscisses o partir de la
valeur 60 et en ordonnées 1 cm pour 2kg, en
représentont les ordonnées d partir de-70.

2. Calcule les coordonnées du point moyen de
C8 NUOgE.

3. Betermine la valewr approchée {ommondie o
10 ") du coefficient de corrélotion linégire de lo
séne statistiqgue de vanobles v et 1.

4. Détermine por lo méthode des moindres
carries, une équation de lo droite de regression D
de v en v, Les coefficients @ et b sont & arrondis
4107,

5, Troce lo droite (D) sur le grophique.

6. Un acier o une teneur en carbone de 77.
Donne une estimotion de sa charge de rupture.

Pour etudier o progression G'une dpidémie do
grippe, une enguéte o5t Taite auprés dun
échantillon de 1000 personnes, Le'tobleou
ci-dessous donne le nombre N(f dindividus

ayant éte contamines, @ lo date 7 el exprimee
N jours,

20
500 |

gl v ]2 |5 | 18] 85
nuy| 88 | 172 | 306 | 420 | 485

On considére qu'oprés 20 jours, 'épidémie est
termings. C'ast-G-dire que ke nombre total de
personnes ayant été contamindes ne vare plus,
1. @) Dons un plan muni d'un repére orthogonal,
ploce les points de coordonndes {1, M),
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{Unités graphiques 0.5 cm pour 1 jour en
abscisse et 1cm pour 50 individus en ordonnée).
bl Détermine lo wableur arondlie 10 ~ du
coefficient de corrélation linéaire de lo série
statistigue double donnée dons le tableau.
Un gjusterment affing est-il envisogeable ¢
¢] Détermine une équation de o droite
de régression de N en [ et troce-lo, Les
coefficlents seront orrondis 4 'uniteé,
2. On considére lo fonction définie sur [0 ; &0]
par: f v} =500{1 - ¢ "),
a) Recopie et compléte le tableau Suivant
(les résultats seront arrondis & Funité),

[ ]2z ]s [10]15]20]30]40]
= . 2k diacs
1) | | ]
b] Troce lo courbe représentative de / dans le
repére précédent.

¢} Détermine graphiquement quelle est, de
o drolte de lo premigre question ou de lg
courbe précédente, celle qui ajuste le mieux
le nuoge et utilise-lo pour indiquer fa dote &
loguelle le guart de lo populotion étudiée o
déjb été atteint.

34 Le toblegu suvont correspond oux émissions
de goz 4 effet de serre (én millions de tonnes
équivalent CO ) relevées en France.

[annge 1999 | 2000 | 2001 | 2002
|Rangdelannée| 1 | 2 | 3 | 4
| Emidsslons GES | 565 | 561 | 563 | 554

—=imlLLl SRR e =

2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008
s | 6 | 7 | 8 | 9 | 10|
| 558 | 557 | 561 | 545 | 535 | 532 |

{eoures : [lenl.

1. Colcule lgs coordonnées x &t v
dumoyen G,
2. On souhaite ojuster le nuage de points par
ure droite (D} passont par le point G.
a) On admet que (D) a pour coefficient
directeur - 3,33,
On note v =~ 3,33r + h une équation de (D).
Calcule le nombre b,

b] En supposant que lo tendonce observée
suif ces dix gnnées se poursunve, estime fo
quantité d'émissions de goz 4 effet de serre
en France en 2015,

a5 Dons le circuit électrique c-dessous, Un

généroteur de tension régloble permet
d'abtanir les mesures résumses dans le
tobleou suivant, ol U est 1o tension (en V) oux
bornes du résistor et [ l'intensité du courant
dans le circurt {en Al

——
M -

)

Wl ol a2 3] & |

[

(s [ 6 | 7 | 8 |5 |
| 0,198 | 0,238 | 0277 | 0,316 | 0,355 |

e

a) Ditermine une éguation d’une droite
d'ajustement du nuage de points

iles résultats seront anrondis & 10 '),

bl Lo lol d'Ohm s'é&crit U = BRI ovec U en V¥,
R enW et 1-en A, Déduis-en [a valeur de lo
rézistonce B du résistor.
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36 Les chiffres d'offoires d'une entreprise de
lannée 2008 4 2012 sont représentés dans le
tobleau suivant : v désigne le rang de l'année
et 1 le chiffre d'affaires en millions de francs.

Annde 2000 | 2009 | 2010 |
Rongdelannée(X) | 0 | 1 | 2 |
| ilons defancs | 5 | 504 | 504 |
Fzo11 [ 2012 |
| 3 | & |
v | 735°]

Une équation de la droite de régression (D) de
YenXest: =573y + 5162

1. Determing les coordonnées du point mayen G.
2. Déduis-en lo valeur de v,

3. En queille année l'antreprise pourrait-alie
atteindre le chiffre d'affaires de un milliard
guatre cent trente-trois millions 7

a1 Lors d'un test, les notes obtenues par &
candidats, aux épreuves de chant et de
musique, sent indiquées dans le fableau
suivant,

!Mus'lquef,rl:l' a 3 6 | 9
| chontiyy) | 2 | & | 5 | @

===

1. On soit que le point mMoyen assoce a cette
série stotistique o pour coordonniées

X=5et Y =45

Détermineg les notes o et [ respectivement
obtenues por deux condidats différents en
miusique et en chant.

2. Détermine le coefficient de corrélation
linéqire de cette série, Interpréte le résultat
obbanu,

3. Determine wne aquation de o droite de
regression de v en.y.

28 Le tobleou survant indigue, pour ung méme
distonce les  voriotions des quantités
d'essences consommées de certaines voitures
sulvant leurs puissonces v (v est exprimeé en

chevoux et ) en litres).
x |3|a|5|6|7|8|9 | w
¥, |10]|12]|20|23|26]30|32]| 35

1. Représente graphiguerment & nuoge de
paints ossocié & cetie sérle dons un repéne
orthogonal : 1 cm sur 'oxe des abscisses

représente 1 cheval ; 1 om sur lNaxe des
ardonnées représente 5 litres.
2. Calcule les coordonntes du point moyen G
et place ce point dons le mime repére.
3. o} Colcule le coefficient de corrélation
liméaire r associé o cette série stolislique.
b} Interpréte ce résultot,
4, Par lo méthode des maindres carrés,
détermine une équation de la droite de
régression de 1 en x.
5. a} Donne une estimation de lo quantite
d'essence consommée par ung volture de
puissance de 12,
bl Denne une estimation de la puissance
d'une voiture gui o consommée 50 litres
d'essence pour cette distance,

30 Votre professeur dHistoire-Géogrophie vous
donne & tableau suivant, publié en aoit 2019
dans une frevue conomique, donne la part du
temps partiel ou sein de o populotion octve
(les valeurs pour 2020 et 2024 sont 18 résuliol
d'une estimation),

Annge x | 2000 | 2005 |
Part du temps partieden%:y | 83 | 11

2017 | 2020 | 2024 |
12 | 156 | 168 | 18 | 20

20010 | 2015 |

On étudie lo sénie stotistique (v, )

pour 2000 5 .x = 2017,

En utilisont tes connalssances en statistique,
dis si lés estimotions pour 2020 et 2024 faites
por la revue sont exactes,

M 1r=-098
2.v=03r+2265
3. a}slx =y
Ona r={ri=x

B 2.615:42.2)
3.0)r=089
by 0,87 < | r| =1 l'ojusterment affine est
accephoble,
c) (Df v =255 x + 29,45
&, Pour ¢ = 68 1l fout 16 jours au moins pour
les produine,

« = (-035+2265) ¥
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A L':Qﬁ | NOMBRES COMPLEXAES

4) ET GEOMETRIE

Les fracriafes ' -
En mathematiques. ces curnosiles géomitrigues sont des ligunes danl les { ok
diialis s repatont & toules ligs of Pl ben,. Bopiromient i, & 6 00T SUF LiFsE

partie ¢'une fractnde. on retroynad ng streciune gul e mprodunt SHDOTD 21 AN

gl plis g plus petite.  jusgu' Piaialk || easte plussuns tises o fraciaies. Cortains
2omt dofine. par une redation de rdcurronca Nonl des nombres complaves anthe cul

SITUATION D APPRENTISSAGE

& Dans un lycée moderne, lors d'une séance de
5 cours, un professeur de mathématiques d'une
classe de Terminole D construil quatre points
dans un repére orthonormé direct comme sur la
fiqure ci-contre

B
: " . Il affirme gue l'on peul vérifier que ces points
appartiennent 4 un méme cercle ou pas & loide
1 des nombres complexes.
1 . :: Impressionnés par les propos de leur professeur,
f les éléves de cetle closse décident d'dtudier le
- : 3 - - - lien entre les nombres complexes et la géomeétrie.
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HABILETES ET CONTENUS

1 Normbros compieses of corfigurmtions du plan

Lot

Les coractérisotions complexes :
= de points alignés
» de deux droites paraliéles
« de deux droites perpendiculaires
« da triongles particuliers
= de paoints cocycligues
Determind)
» des laux géométriques & Ioide de
nombres complexes
« la nature d'un triangle, d'un quodrilatére
en utilisant les caractérisations complexes
Consiriir

des [ieux géométriques

n  Nombres compimics f iranshormations
= 0 an

LConnmifre

« lo définition d'une similitude directe
» les éléments caroctéristiques d'une
similitude directe
« les formules relatives o I'écriture complexe :
- d'une transiation
- d'une symétrie centrale
- de lo symétrie orthogonale par rapport
& l'oxe des abscisses
- de la symétrie orthogomale por ropport
a l'axe des ordonnéas
- d'uni homothétie de centre {) et de rapport &

- d'une rotation de centre £ et d'angle 0
= d'une similitude directe

S L g

I'écriture complexe :

- d'une translation
- d'une symétrie centrale
- d'une symétrie orthoganale par rapport 4
I'un dies axes de coordonnées
- d'une symaétrie orthogenale par rapport &
I'axe des ordonnées
- d'une homothétie
- d'urne retation
- d'une similitude diracte
EresEmrrt eI
« I'Ecriture complexe ;
- d'une translotion
- d'une symétrie centrole
- d'une symitrie por ropport 4 l'un des
oxes de coordonnées
- d'une homothétia
- d'une rotation
- d'une similitude directe
« limage d'un point, d'un segment, d'une
droite, d'un cercle, d'un angle, par une trans-
formation dont on conndit 'écriture complexe
« los Bléments caracteristiques, connakssant
I'écriture complexe :
- d'une tronslation
- d'une symétrie centrale
- d'une symeétrie par ropport @ l'un des axes
de coordonnass
- d'une homothétie
- d'une rotation
- d'une similitude directe

Canstrins

I'imoge d'un point par une similitude directe

INSTALLATION DES HABILETES

m&a Nombres complexes et configurations du plan

1.1, Vecteurs du plan et angles orlentés

Le plan complexe est muni du repére orthonormeé direct (O, 1, J).
1. Soient A et B deux points distincts du plon, repérés par leurs coordonnées respectives (x, )
et {x,; 1,) et daffixes respectives = et z,.

) Compare Zu etz, - =,. Déduis-en AB en fonction de =, el =,

b) On odmet qu'll existe un unique point M du plan tel que :

AE = G et (01 AB ) = (Of.OW 1,
Exprirme mes | OLAB | en fonction de arg -4 puls de arg(=, - =),

Legon 13 Hi Nommbees fomphones of geometng




. S ————

4. Soient-A, B, C et D quotre points du plon tels que A=Bet C=D.
a) Exprime -EE an fonctionde =, = = etz
On admet que (AB.CO )= 0786 1- IL’H.AH b,
b) Exprime mes| BB, CO ) en fonction de arg =8 puls de TS5,

-k

Pour tous points A, B, Cet D du plan, d'offixes respectives =, , =, = et ona:
o = ABslz =2 .
imesfﬁTTﬁ"Ehmg:.j + Un=arglz, -2, )+ 2x (ke EL

mes (AB,CO ) = arg 52 + 2ka = org 22255 4 2im [k € 7).

Exercices de flxation

E® Reponds par vroi ou par foux a chacune des . T A et B sont deux points d'offixes
egolités suivantes. respactives 2+ 37 et 3 + 2i,
Sodent E = F el G = H quotre points du plan e
d'offixes respectives =, , z,, 2, et z, . Alors, Détermine AB et mes{ OLAE ),
o) zer =z -5 BIEF=|5 =iz W M, N, 0 et Psont des points d'offixes res-
c]-E]?-= izt pectives 27, -1 +/, 3+ 2 et v3+i.

Se=Ig
d) mes{ 01, EF ) = argl zee ) + k2 k€ 7] Détermine mes | MN, GF |,
¢} mes( EF.GH | = arg < ;:.l +R2n ke T,

1.2. Caractérisations complexes de points alignés, de droites paralldlos. de droites
perpendiculaires et de points cocycliques

1. On donne la figure 1 ci-contre. h
Les points A, B et C sont alignés.
Détermine I'offixe de chocun des points images A, B
ol C, puis colcule le nombre complexe suivant :
=Sk
==
2. On donne la fgure 2 ci-contre,
a) Donne la position relotive des droites (CF) et (AD).

b) Caloule : Figure 1
£E_ZC |
by, et R i q.J: . -
¢} Donne fo position relative des drmr.es (ED) et (BC), | L
puls de (CF) et (AB) et détermine =5—= “~ T T & .
E - ot F
3. On donne M, N, G et P des p-nu'u:idafﬁxas ~ L7 | '~
respectives -2+ 1,2, =2 -1/2,=2iet 2, — i | S
a) Justifie gue les points M, N, Q et P sont sur |e Sl ™
cercle de centre O et de rayon 2. " | | T 2
& iy -I-E — = | B
b} Détermine T,—=0: H=5 - B
Figure 2
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Pour tous points A, B, C et D du plan deux 6 deux distincts. d'offixes respectives =,
I, Sy etz , onaodmet que:

<A, B et C sont alignés si et seulement si :’; =% gstun nombre réel non nul

= Les droites (AR) et [COJ sont porolléles i at seulen'nentm -'_E = ‘:*L B5t un nombre reel
non nul. i

« Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulemant =i _"_J'. e5l un

nombre imaginaire pur non nul.
« Les points A, B, C et D sont cocyeliques ou alignés si at seulement & ﬂ

f:i—}::—: - 'ﬁ_‘g est un nombre réel non nul.

Exprcices de Mxatlon

WY SoientE, F, G et H quatre points deux 6 deux distincts du p{ﬂndurﬁm respectives.c, ; o, 5, et o,
Recopie et compléte choque phrase par - cocycliques ; alignés ; perpendiculaires ou pumﬁﬂ&s

2 %_—:‘ =—7,doncE, F et G sont,.

2. __: :-::-:— : —;rﬁ:—:: £ -f ,done E.F.Gel Hsont..
3, & -Z—; = 3, donc les droites {EH) et (FG) sont...

4, SE_2F =3 dong les droites (FH) et (E6G) sont.

W On'considére les points A, B, Cet D d'affixes | T8 On considere les points L M N, Q et P

respectives z, .z, =, et =, définies par: d'offixes respectives = 2,5, .o el
5,=-2-10i,5, 28~ -Er.‘_--5+ﬁ.r' ot definiespar:z =92, =343),5,=5-3},
:|:|-="l"+z'- SE=l=%"al,==1],
Démontre gue les droites (AB) et (CD) sont 1. Demaontre gue les droites (MQ) al [NP)
poraliéles, sonl perpendiculalres.
L. Démpntre que les points L, M, Pet O sont
cocycliques,

1.3. Caracterisations complexes des wrigngles particuliars,

1. Soient E, F et thuls pointsdu plantels que:= =J, 2, =-1+2ietz =1+ 2.
o) Détermine fF puis déduis |I nature du lmtlng'le EFG.
bj Ecris le nombre complexe =%— ‘L sous bo forme expanentielle.

2 Solent P,.Q et Flumspmntsdupf-un telsqueis, =22, = —1+/3 etz =-1-iy3.
aj Détermine ﬁ-j et arg <°—%- . Déduis-en la noture d1.r trianigle POR

b) Ecris le nombre l:nrnp!e:-:e 'T—'—"i s0us la forme exponentielle,
3. On donne la figure ci-contre sur laguelle les triangles ADB et
BDC sont tous deux rectongles en D,

a) Donne les affixes des points A, B, Cet D,

b} Détermine o nolure des nombres complexes /-" \‘\ o

o _I_F' 1 -
i e | et I,-" /\

) Détermine ] £x E-‘_.—Er’ I et déduls-en la notuse finale T :‘//’; ] e\\:
du triangle BDC. B L

L

Lt 12 P s, Coe e, of Pl =




Pour tous paints A, Bet C do plan deux & deux distincts; d'affies respectif =, = etz
on admat que :

« Le trigngle ABC est isocéle en A siet seulement si 35— 28 =" ou Ti-Zh=e
ovec e R,

« Le triangle ABC est rectongle et isocéle en A <i et seulement si 27— ==
au =R i = -jl

e

-
= it

Exarcices de flxation ' B S S B A B T Y B S U TR T 1 TR TR R

Solent M, N et O trols points deux & deux distincts du plon d'affives respectives =, .5, et 2,
Réponds par vrai ou par foux,

1. ?'%— = ~f, donc le triangle OMN est isocéle et rectangle en 0.

2, ¢ :." = 21, donc le triongle OMN est isocéle en O.

3. S5=% = 7, donc le triangle OMN est équilotéral,
H.

SMZ29 - 901, done le triangle OMN est isocéle en O.

B On considére les points A, B et C d'affixes BY On considére les points M, N et P d'offixes
respectives =, , =, el =, définies par : respectives =, , =, el z, définies par:
z=1+2, =24, Bt = 2+y3+i1+,/3), | z, ==+ Al =2 H4, ete,=
Démantre que le triongle ABC est rectangle | Démontre que le triangle MNP est isocele et
en @, rectongle an P.

e ©O) Nombres complexes et transformations du plan

21. Trnnsformations alémentaires du plan

Le plen est muni d'un repére orthonorme direct {0, 1, J).

1. On donne un point M du plan d'offixe = tel que = = + 11 et un paint {1 d'offixe wm.
o) Place M et exprime en fonction de =, les affives des points M, et M, images respectives de M par

lo symétrie arthagonole d'axe (O1) et symétrie arthogonole d'axe (O,
b Solent A ot A’ deux paints du plan symétriques par ropport ou paint £1
On sappelle que A, A' et £ vérifient |a relation suivante : (A" = ~0A.
En utilisant les écritures complexes des deux vecteurs, exprime =, en fonction de:, et m,
Déduis-en |'écriture complexe de la symétrique centrole de centre O,
2.%0it 1. lo translotion de vecteur u d'affixe b,
On roppelle que pour tous points A et A du plon, A"=1; (A} = AR = if .
En utilisant le second membre de I'équivalence, donne l'expression de =, en fonction de =, &t f.
3. Solent i,  I'homothétie de centre 3 d'offive o ol de roppart o et A et A’ deux points du plan.
On rappelle que A'= /i _{A] = (A" = oA .
En utilisant les écritures complexes des deux vecteurs, exprime =, en fonction de 2, et m.
4. Sobent r,, , lo rotation de centre L1 d'affixe o et d'angle orienté & et A et A’ deux points du plan.
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'_d-\-\--
On rappelle que A' =1, (A) = LA'= (A st mesi 0A. DA 1=8+ k2x [KET].
Ecriz le nombre complese Sa =W ooie o forme exponentielle et déduis-en Pécriture de =,

; - = i
en fonction de =, et .

« Lo symétrie orthogenale d'axe (Of) a pour écriture complexe:1='= = .

« La symétrie centrale de centre 0 a pour écriture complexe: ' ===

« Lo symeétrie orthogonole d'oxe (0J] o pour deriture complexe: === .

« Lo translation . o pour écriture complexe: =' ==+ bod hest laffixe du vecteur &,
« U'homothetie i o pour écriture complexe ' =alz = w) + ¢ ol i 'affixe de £2.

» Lo rotation 0 pour écriture complexe = = ¢*[z - w) ol o I'affixe de L1,

W Relie choque écriture complexe & la transformation correspondante.

sz pHim . « symétrie orthogonale d'axe (O1)
sfez+ . « symétrie centrale de centre O
ST - « symétrie orthogonale d'axe (0J)
ek TR . « rotation

te-3r . = translotion

- . » homothetie

Datermine lo noture ef les elements caractéristiques des transformations complexes
suiivianies

i+l TmeTize 1= 1+ et =-2=-N+i

@E i estle vecteur d'affise 2~ , A est e point d'offixe 1 + 1.
f est lo traneation de vecteur 17 ; Fest la rétation de centre O'et d'angle orienté e 1
Détermine ({A) 2t riA).

2.2 Similitudes dirgcles
Le plan est muni d'un repére arthanormme direct (0, 1, J).

p) Defimition
1. Parrvi les niambres complexes suivants, détermine celles i sont sous lo forme

az+bolgEC etheC 4 +1+i; -1, (1+)=+2- et /522 -1,
7. Justifie que 'deriture complexe d'une tronslation, d'une homothétle et d'une rototion de centre
quelconque, peut secrire sous lafarme==az+hotageC etheEL

1. On considére |o transformation complexe = = az+ hola € C° et het
o} Détermine la tronsformation complexe pour a = 1
b} On suppose u # 1. On pose & = '1_f'f: !
Détermine (imoge de {1 et compare le 0 L1 e est l'affixe de £2)
¢} Soient =, et =, deux nombres complaxes distincts dimages respectives =)' el o,

I_r_::l =4 —

Détermine le rapport i:‘_ = I| et Arg ':". = ':". )
=T mF = -
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« Les transformations d'écriture complexe de la forme Z=az+boda € C* et h € £ sonl des
similitudes directes,

« Les transiations, les homothéties et les rototions sont des similitudes directes.
« 5l & = 1, olors lo similitude directe €5t une transiotion.

« S # 1, olors lo similitude directe odmet pour centre le point d'offixe ET
pour rapport |a] et pour angle Arg .

Exarcices de fixation

D Dons choque cas ci-dessous, indique il s'onit de 'écriture complexe d'une similitude directe ounon.
a)zfmziej+] : biz'=({1+2)z+1-i;
= ji==5 : diZ={1-fz;
glr==2r+3+T : fl=t= 2244~
BED Détermine les dléments coractéristiques de chocune des similitudes directes dont
les écritures complexes sont ;
Fa=Jiz+l-ietrm (1+iy3E—1+2,
BED) Soit/ la similitude directe d'écriture complexe ' = (141, Jiz-1+2i.
Détermine les images des points All = 1), B( -2/] et TL2) par [

b} Propriétas
Sait 5 lo similitude directe qui n'est ni une transiotion, ni une homothétie, ni une rotation et d'écriture
complexez'=a: + h aEC et bECL
On pose a = ke, On note 2 le centre de « et o I'affice £3, et un argument de ..
1. Démontre que "écriture complexe de s s'écrit: =z’ = o = ke{z — o),
Z. Démontre gue pour tout point M dimoge M' par 5, on o
QM = KM et mes | TTM, O | =+ 2kn. k€ 2
3. Le plan complexe est muni d'un repére arthonorme direct (0407 1.
Soit + I similitude directe de centre £2(1 + /), de rapport 2 et d'angle — 4 .
o) Place le point &2 - 1),
b) Construis e point P tel que : P € [ (1A} et 2P = 2 1A,
Canstruis le point E tel que : (2E = (JP et Mes! I'Ilfﬁﬁif__lh = - %
¢) Construis Je point R tel que: 2R = A et Mes| A ORI = - 5.
Construis le point T tel que : R € [02T) et €27 = 2008,
d) Que constates-tu par rapport oux positions des points Eet T7

Sait ¢ une similitude directe de centre {3 d'affixe (o, de ropport Ak € K ) et d'angle (.
« L'écriture complexe de 5 ast: =" = m = k(= — ).
« 5{M) = M’ e CIM' = k1M et Mes | TR, O | = o
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2.3, Reconnaitre une similitude directe dofinke par son ecnlure comploxe

On définit par 2" = az+ boba € C* et h € € l'éoriture complaxe d'une similitude directe.
Détermine dans chogque cas suivant la noture et les éléments caractéristiques de lo similitude.

e 751

s @ E E"ﬁ.l”

e la|=1leta€ C\R
s Ja|=1eta€ C\R

Soit S une similitude directe de lo forme ' =gz +hola e CTethE T

« Sia=1,alors 5 est la translation de vecteur 1 d'affixe b,
« 5ig & R*\[1), olors 5 est I"homothétie de centre {1 d'offize i _’_'” et de rapport 1,
« Sgel\Ret|a|=1,clors5est lorototion de centre L) d'offoe 1—'15; et d'anghe Argla),

« Sig EC\Ret |a|#1,alorsSestla similiude directe de centre (1 d'affixe T-iL”
de rapport | a7 | et d'angle Argla).

Exercices de fixation

BN Donne la noture des similitudes directes dans chocun des cos suivonts.
1, Z={1=-1)z : 2o wiz=3 - =z d ; b =z 4,

Détermine les dléments coractéristiques des | B Soient fls)=2=+/et glz) =| ; +its Jz
transformations complexes suivantes : deux transformations complexes,
a)f=(1+i/3c*1 | B)te-fz=2-3i; | a) Détermine foglz).

¢t =bet 2+ 2 . diF=-+5-9j b} Détermine la noture et les élaments

! caractéristiques de la transformation fog,
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APPRENTISSAGE DE LA REDACTION

Esmrcice ﬂ Demeontrer que deux droites sont perpendiculaires, trois points sont allgnés

Dans le plan complexe ropparté au repére arthonormi (O, 1, J), on considére les points A, B, C, D
et E d'offixes respectives <2/ : 3+/: 1+§: 3=jetr,

o) Place les points A, B.C, D et E dons le repére,

b} Damontre que les droites TAB) et (CD) sont perpendiculaires.

ch Demontre gue les points A, E et B sont olignes,

| mamoce

a} Plogons les points A, B, C, D et E. » Pour démaontrer que deux droites déterminées
- Iy chacune d'elle par deux peints sont perpen-

N L diculairas ;

g / - On verifie que les points sont deux & deux

3 - distinets,
B~ - On calcule le rapport des offixes des

# vecleurs associes aux points identifiont
chacune de ces droites,
- Les deux droites sont perpendiculoires si ce
rapport et un nombre imaginaire pur non nul.

1
::l' : s Pour demontrer que trois points sont aligneés ;
s On warife que les points sont deux 8 deux
istincts.

biOnaD=CetBAAcars, 72 B, 22, - On calcule le rapport des affixes des vecteurs

Colculons =8—=% associés des différents couples de points.
- -.‘h : - Les trois paints sont alignés si ce rapport est

s0—2L . i;‘i‘f;',ij}i = % i, Or g i EiR*, un nambre réal non nul.

donc les droftes (AB) et (CD) sant parpendiculaires.
¢} Colculons :—" —i .
a=Iu _ Bafedi Jited) 3

E—za  Z*50 _ 2i+h '

-g_ E ", donc les points A, E et B sont alignés,

L]

L0

m

worcice ) Démontrer que quatre points sont cocycliques et qu'un triangle est rectangle Isocéle

On considére les points A, B, €. D et E d'affixes respectives
2+501-20:9-2110+fel 7+ 21,

d) Ploce les points A, B, C, D et E

b) Demontre que les points A, B, C et D sont cocyeliques.

) Démontre que [e trigngle COE ést isocéle et rectangle en D.
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o) Plagons les poinis A, B, C, D et E. « [l 5'ngit de démontrer que des points A, B, C
et D appartiennant & un cercle dont le centre

n'est pas Connu.
! - Din vérifie que les points sont distincts deux &
' ‘x\‘ deux.
i | T - On coleule les ropports ==—=% et o
T _ .
S f 2 naih & rh ! - O wérifie que les points A, B, C et D sont non
| o : . alignés. C'est le cos lorsque Ces rapports ne
B ¢ sont pos des nombres réels.
- On effectue le ropport des rapports obtenus.
b} Les points sant tous distincts, dond ona XF Ey « Les 'Fll:liﬂ“- sont cocycliques si le ropport de
et =5, cies rapports est un nombre réel non nul.
Ip=Is . Zu=Za » Pour démontrer qu'un triangle est isocéle et
Coleulons SR=S2 et 22—<1. rectongle:
so—zu  W04I—(245() g—aj _243+1) - On vérifie que les points sont deux 0 deux
Sc—oa D-2-12%80) T-Ti ¢ A distincts.
zp=zp  10+i=(1-2i1 _0+3;/ _HI+i) - On calcule le rapport des affixes des
Se=m 9-2-1i-21) 8 B vecteurs associés des différents couples de
To—=2h S0 2n o 21 points constitués du probable sommet ou le
Te=Za ' I~ 1B triongle est rectangle.
%. ER" - Le triongle est isocéle et rectangle sice
ropport est soit le nombre complexe - ou 1.

Canclusion

‘_"'—J‘ _g_-é_a_; donc les points B, D el C sont

=l

T+2i=110+1) _ =3+]
= . = [ .-!'-'. - =
non olignés et - -EL_: _.E;E ER". = T B—=(10+]) A-%
Donc les points A, B, C et D sont cocycligues. _=3xil-1+3i) 10
- z ' '"itl-"_'_=_Tﬁi=""
¢) Ono:z= et 7o doncC=EetD=E
Danc le triangle CDE est isocéle et rectangle
Calculons: =E—=i en D,
gt n',
Exnreice Déterminer 'éeriture complexe, la nature et les éléments caractéristiques d'une
similitude directe

a) Détermine "dcriture complexe de I'omothétie de centre A d'affixe 3 + { et de ropport -2.

bi Détermine la nature et les &léments caractéristiques de la transfermation compliexe dont
l"ecriture est :
Zal{+iy3iz+1+],

) Détermine la similitude directe de centre A d'affixe 1 - 21 gui transforme le point B d'offixe
1=ienC daffixe -2/,
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=

alOngis—z =-dF=2)
Cest-d-dire = - (3 +F) = -2[z - (3 + A].
Dot = =-22+# 9+ 3.
b} Lo tronsformation complexe g5t saus fa forme.
S=as+hobageCretheCaveca=1+iy3 et
h=l+j;acCeat|u)=L
Danc c'est une similitude directe de rapport
[1+iy3[=2,dongle Argl1 +7y3}= T etde
- = 1+4
=0 1-{1+K3)

- I'.a' '."1'3 I

centre ) d'offixe 3

) Comme la transformation complexe est celle
d'une similitude directe, elle est sous la forme
d=gr+hotaeCethe L.

[za=azi+h 1=2i=al1-2{)+b
II:pr”;r'j::—';z::w':*:' =gt = +h

Dabd=rath=-1-13j

# Pour détermanar i'écriture complexe d'une
homothétie de centre () et de rapport k. on

=

applique la relation OM' = kOM et on
remplace les vacteurs par leurs affizes;

= Pour ditterminer l'écriture complexe 2’ =az + b
d'une similitude directe dont on connoit deux
points &t leurs et leurs imoges, on remplace
dans I'écriture complexe les affixes des dewx
points at las affixes de leurs imoges, puis on
résout un systéme pour trouver a et b,

« Lo nature de lo similitude directe dépend de a.

L'écriture complexe de cette similitude est done
L e [ 1 8

Onaia=et.

cetie ﬁlmllltude est donc lo rotation d ungh_-* 5
de centre A d'affixe 1+ Zi,

EAQrsic 9 Déterminer les images de droites et cercles, les lieux géométriques

1. On considére lo similitude directe d'écriture complexe . =" =

2iz+ 1,

a} Determine 'imoge de o droite (D) dequation y=x+ T par 5.
b} Détermine ''moge du cercle (1 ) de centre A d'offixe 1 + 1 et de rayon 3 por 5.

2. Determine ensemble des points M du plon daffixe = tels que; |2+ 1 =4 =

1. o) Posons = = x + [v 'affixe d'un point M
appartenant 4 (D) et ' = ' + 1 l'offive de M'
image du point M,

En remplogont = et ' par leurs expressions on
obtient :

Fedilr¥ L

Dol z'==2p+ 1+ i2x.

X ==+
On a le-systéme suivant : { =2y

Comme ¥ =x + 1, ce systeme devient ;

P=-2x-1
y=2y

YuE=2{x+1)+1
_'|'l=1"ll

Cndédult que; X'=-v'-1 =1 ==n"-1.

a} Dans Vécriture complexe de lo similitude
directe, on remplace =' par Uaffixe de M' et -
par 'affixe de M puis on exprime ' en fonction
dex',

b} L'image du cercle (¥ ) por 5 ast le cercle (1)
de centre S(A) et de ravon |2i] 3.

el Il s'agit d'écrire "égalite sous la forme
|2=z,|=r==AM=Fr

L'ensamble des points cherche est un cercle.

Ainsi l'imaoge de (DY) est lo droite d'équation v =-r = 1,
b} Lo tronsformation complexe est une similitude directe de rappart |24 = 2

Soft (1) le carcle de cantre A{1 +1) &t de ravon 3. On note A' mage de A por la similitude 5

2, =21+ +1
:l-_*——l424

SA)=A'=

Donc lirmoge (') du cercle (¥ ) est le cercle de centre A'(-1 + 2 et derayon 2 X 3=6,
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L'image du cercle (v } de centra A et de rayon » par la similitude directe 5 est le cercle (¥ ') de centre
A et de rayon kr ol A' est 'mage de A par Set £ le ropport de 5.

2. Splent M d'affixe = ot A un point d'offixe 2 + /.

[r+l kil md = |2iz+2-4i|=k

A | = 2-.'1[. =
- |E|'|I_-I- 57 |
e [z-2-i]=12
= o-2|=2

= AM=72,
Donc I'ensemble des points recherchés est le cercle {1 ) de centre A et de royon £,
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Résume de cours

on Nombres complexes et configurations du plan

W C Ta Rl IRT;] ] B =Ra T ]

m Si A, B, C et D sont des points d'affixes respectives =, , =, , = etz tels que
A=BetC=D,alors argl = =A=3% Jest une mesure de 'angle orienté
(BE BA ).

Autrement dit : mes | (BC:BA )= arg (= = 'J]+2.h'[ ke k.

m 5§ A, B, C et D sont des points d'offixes respectives =, , =, , 5, et 2, tels que
C=D,alars; | E% ,

1:_[!

i 3 Cafscldtiaationt Tyalng LT de paints aHEnes, TFcni i parnlielod a8t o Qiroa TS

T mo e i raes

m A, B et C sont des points tels que A # B et B = C d'affixes respectives =, , 2,
etz
Les paints distincts A, B, et Csent alignés si et seulement si < : ;ﬂ R

m A B, C ot D sont des points d'affines respectives =, , =, =, et =, tels que
A=BetC0. -
Les droites (AB) et (CD) sont paralléles siet seulement si = -r_ st =n E R’

m A, B, C ¢t D sont des peints d'offixes respectives =, =, , =, et =, tels que
AzBetC=0.
Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si %;—; /R

A, B, € 2t D sont des paoints deux @ deux distincts et non aligneés d'affixes
respectives =, , 5, 5. et

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si :; —=4, :“;’—F e R

Hombres comploses ¢t peométne




Résumeé de cours

1 X [ 1 1 =i i it F. i i ' f |
i | I [ i BES | E CREITL R

m A, B et C sont des points non olignés d'offixes respectives 2, , 2, €15, !
» Le triongle ABC est rectangle en A si et seulemant 5i ':C—::: ER".

« Le trigngle ABC estisocéle en A siet seulement si S5-2 = e ou
EL :..'.' = g = 8

T T , avet i € R

» Le triangle ABC est rectongle et isocéle en A si @t seulement si

SHTEA SR TSR =
memas T WTFL =, b
» Le triongle ABC est équilatéral si et seulement si e el L

e

Pl |

9 Nombres complexes et transformations du plan

W Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, T, J).

EEI.:Irl'rE transfarmation du plon est une opplication bijective du plan dons |
an.

. 51::it F une transformaotion du plan qui & tout point M ossocie le point M.
L'opplication bijective ('de € dans C qui & I'affixe = de M, associe I'offixe =°
de M’ g'appelle la transformation complexe associee 4 F.
L'application F s'oppelle la transfarmation ponctuelle ossociée
& I'epplication /.
L'expression de = = fl=] soppelle ['écriture complexe de F.

m Le plon complexe est muni d'un repére orthonorme
direct (0, 1, Ji. Qkz) _hl......Ne)
« Lo symaétrie orthogonale d'oxe (O1) o pour ecriture ¥
complexe; ='= I, g e i F
I - al i a
« Lo symétrie centrale de centre O a pour ecnture i -
| l:ﬂI'I"IFHE'.KEI - F[‘_:]- feee N‘r:]

» Lo symétrie orthogonale d'oxe (QJ) o pour écriture
complexe: = m—7x

tz est la translation de vecteur d'offixe b. 1o &
La translotion de vecteur 1 d"affixe i a pour Mi- )
éctiture complexe : ' =z +h. o ]




Résumeé de cours

M
/
T
m H est Phomothétie de centre {1 d'offixe = et de ¥
rapport &, k & ®*, ¥ 4
L'homothétie de cantre £2 d'affixe Z,; &l de ropport ﬂ; ;
k 0 pour ecriture complexe: ' =k{z-- )+ T
ol v
M
r est la rotation de centre £} d'offixe =, et d'angle i
orienté de mesure principale i), Fd 8
| Lo rotation de centre () d'offixe - et d'ongle orienté j/"""
de mesure principole 8 0 pour écriture complexe : 1 ué/l
ztmeis—z )42, 1
LF] B T T ———
O ]

Uine ssmalitude directe est une transformation du plan dont Pécriture
complexeestde laforme: =z + hodae Cethe C.

Exgrmpli
Toute transiation, toute homothétie ot toute rotation sont une similitude directe.

m Soit 5 une similitude directe d'écriture complexe :
Fra+hobueC atheC,
# 5ia =1, olors s est la tronsiotion de vecteur d'affixe f.
® 3= 1, alors s est la similitude directe de centre d'affixe -iE_u :

de ropport |, dangle Argla).

Yocabulaire

Le centre, le rapport et longle d'une similitude directe sont appelés ses éléments
caracténstiques,

Remarqus

+ Toute rototion d'ongle a est une similitude directe de ropport 1 et d*ongle o

# Toute homothétie de rapport & (& > 0) est une similitude directe de ropport ket d'angle nul.
= Toute homothétie de rapport & [k < 0) est une similitude directe de ropport —k et d'angle 7.




Résume de cours

m « Toute écriture complexe de la forme: 2° = a= + b oveca €C et he C est
celie d'une similitude directe.
« Toute similitude directe est parfoitement détarminge par ses eléments
corgctéristiquas : 5on centre, son ropport et son angle.
On note s, , , lo similitude directe de contre £, de rapport Kk € B0 ) et
d'angle o.
« Lécriture complexe de lo similltude directe de centre 2 doffixe w, de
rapport k{k € R} et d'ongle u est: 2" = = ke (= = wh.
o Soits =5, - Pourtout point M, on o
, QM = AOM
S =M sl VL TN )=+ 2k k= 2

Paint melhada

Pour construire limoge M’ d'un paint M par s, .on paut ; " J::-

- soit construlre.d'abord le point N tel que CIN = kLM, et Ff.; :
ensuits M' tel que (M = £IN &t Mes| oM | =a; Q. ﬁ“ :

- eoit construire dabord le point P tel que 0p =M, e

ot Mes | TIN, 0B | = u, ot ensuite M' tel que £2M' = ACIP. M |:~:|
m Dans le plan complexe P muni d'un repére orthonorme direct, on considane

la simifitude directe S d'écriture complexe :2°= g= =+ hotaeC ethel

l?nm:litiuns vérifides par a I:ﬂlure et léments coractéristiques de

|| o= § est lo transiation de vecteur ©f |
| | | d'affixe h. |

SigaeR" | -
r I y 5 est 'homothétie de centre £3 d'offixe |
Similitude directe a€RNI | by
5 d'dcriture com- | | | =y St de rapporta.

| e :
=i 5 st la rotation de centre £2 d° ffoe
plexe " =az + b RTIE L = M

oligeECetheC)| | 5= etd'angle Argli.
SiaEC\R | 'S est o similitude directe de centre

| |a]#1 |ﬂd'ul"l‘1:e '1{1? de rapport | « | de ‘

=it

| d’-ung!e_-l-ri[_u‘l.
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6 Xercioces

W Leplon est muni d'un repére erthanarmi (0477 ),
:-'-gi:ent A Etig les points d'offixes respectives
3_2.[“ 3'1'E|‘I- |
1, Diétermine 'affixe du miliew | de [AB].

2, Déterminre les offixes des points U et E tels
gue AUBE solt un carré (de sens direct).

Dans chaque cos, déemontre que les pants
donnés sont alignés ou non,

LA 460, BIL+ 7] erC § - 30 |
2. D{1 + 20), E{=1=i) of Fl& + 27},

3R-1),56-3+ ) et T2- 2 4). |

' On considére les points A, B, C, D et E d'affixes
respectives =5+ h=3+c=-2 d=2+6i
ate=30+32j
1. Calcule 5% peduis-ento position
relative des droltes (AB) et (CO). '

2. Colcule --I,.--- . Déduis-en la position
relotive des droites [EB) et (CO),

On considére les points A, B, C et D dlaffixes |
respectives =1 =2 h==2 c=1+ietd=—4 -2,
Détermine la position relative des droites (D) |
et {BC).

On considére les points R, 5, T et U d'offixes

respectives '=—3-i s=-2+4f [=3-fetu==2,
Détermine la position relative des droltes
(RLY) et {5T).

On considére les points A et B d'offixes
respectivesa =hieth= 3 +J.

1. Colcule I'affixe du vecteur AB .,

4. Détermine la mesure de l'angle ( i AB ),

On considére les points A(2 + 1), BIG + 35),
Cl& + 41} ot OIS = 1),

1. Déterrine la mesure de langle { i AB L |

2. Détermine lo mesure de 'angle { AB | AC ),

3. Détermine la mesure de l'ongle [ AB ; AD ) |

Détermine lo mesure de l'angle [ AB : €O )
dans chogue £os:

o) A=1 =), B{S+ 70, C{=2 + 25) et D(2 - {).
by A2 + ), BI2 = 34), C{30) ek D& = J).

Lagan 12

18" On considére les points A, B et C d'offixes

respectives 2 =2 =3z =iet= =6/

1. Calcule 52554
. Déduis-en lo nature du triongle ABC.

A0 Détermine lo nature du trigngle ABC
dans chague cas.
1. A{-2 + 21}, B(-3 - 6/) et C{1).
2A[2-0),BIS+ 27 etCll1+3). -
JAQ+iy3)LB-1-FV3)etCl-1+iyv3)

& On considére Ie5 points A, B et C daoffixes
respectives 1+ q.f 2= 3:1!-131- ::
1. Détermine lo noture du triangle ABC.

2. Calcule I'offixe du point D tel que ABDC soit
un carré,

48 On considére les points A, B, € et D d'offixes
respectives g = 2=21, h==1+ 7/,
c=h+2ietdn=4=7,

1. Démontre que les points A, B, C et D sont

cocycligues,
Z2.q) Déterming l'offixe & du milieu E de [AB],
b} Justifie que: 5 = £2¢

¢) Lo droite (AE} est une droite remarquable
du triangle COE. Précise logquelle.

W8 On considére les paints (-1 - 34), F{3 - 5i) et
GIF + 3i).
1. Déterming lo nature du triangle EFG.
2, 501t H le symétrique de E par rapporet & 'axe
des obscisses.
Demontre que les points E, F, G et Hsant
cocycligues.

44 Le plon complexe est rapporté a un repére
orthonormeé (0:1-v ),
On donne les points A, B et Cd'affixes
rﬁpeclwes a, bret ¢ IZEHE.E que:

"—'l+ |Fl E—areh=3*;¢!

1. Ploce IE‘E points &, Bet C.
2. Détermine lo nature du triongle ABC,
3. Calcule "affixe de A" tel gue ABA'C soit
Un carré,

48 Le plan complexe est ropporté & un repére
arthonarmd (0 ).
On considere les points A, B et C d'affixes
respectives:—1;3 +4iet -3 + 4/,
a] Détermine l'affixe du point © tel que ABDC
s0it un parallélogromme.
b] Démontre gue ABDC est un carmé,

Fpmbings Compimos 20 gdomdédria




W Soient A, B et C des points non alignés

d'offixes respectives a, b et c.
1. Précise lo noture du triangle ABC dans

chacun des cas sulvants : a) ii =

b =g =e®: ‘]lh' ]

2, Détermine la position dﬂ'ﬁ draoites (AC) et (AR)
dons chacurn des cos sulwants :

c=a
a) et est un réal,
by Arg(§=0)=%.

#F A et B sont les points d'abscisses respeth-.-es

-1er3-2L
{E} est 'ensemble des points M d'affixe = tels

que:lz-3+2]=1

{F) est I'ensemble des points M d affixe = tels |

que:|z-3+2i|=|f+1].

Détermine el construis les ensembles (E] et (F).
1. Détermine l'ensemble des points M d'affixe |

ztelsque:|3-iz]=5.
2. Détermine l'ensemble des points M d'affixe
rtelsque: R~z -1-f=|2=-d==1+3i]

3. Détermine I'ensemble des points M d'offixe |

stelsque: |5z =1 = |1 =i~ i

8 Détermine lensemble des points M d'offixe = |

tels que : | ::'}31;.1'-1 =]

¥ 1. Détermine l'ensemble des points M d'affixe

= tels que : [(1+20)z - 2] = v 5.

2. Détermine l'ensemble des points M d'affixe
stelsque:|s +4=3= 2.

1, Détermine l'ensemble des points M d'affixe
stelsque;|z+7- %r|'—‘|_‘ =]

B Ecris le numiéra de chague question suivi de lo

lettre qui rend la proposition vraie.
Exemple : 3-¢
1. A gt B sont les points d'obscisses respectives
2=ietb+5m
L'ensemble des paints M d'offixe = tels que :
E-2+il=|c- 65 est:
a) le milieu du segment [AB] ;
b) la droite (AB) ;
) la médiatrice du segment [AB]
d} le cercle de diométre [AB]
2.E et F sont les paints d'obscisses respectives

Fo 2 et 3 =45

[E=34+4&f= 2 est:
a) le miliew du segment [EF] ;

b le cercle de centre E et de rayan, 2
c) o médiotrice du segment [EF] ;

d} e cercie de centre F et de rayon + 2.

B Détermine I'éeriture complexe de:

a) La transiotion de vecteur uw d'offixe —& + 5i.
b) L'homothétie de centre Al - [ ) et de
rapport 2.

| &) Larotation de centre 8(3 + 21) et dangle.
d} La symétrie centrale de centre O.

| 8 Détermine ['deriture complexs de:

a) la transiotion de vecteur o (=35 +'2-1);

b) 'homathétie de ceéntre E(1 + 24) et de

rapport = %

¢} lo rotation de centre Fi{-/) et d' nngh! 3" -

d} lo symétrie orthogonale d'oxe (0 o }

@i Détermine dons chague cas lo nature et les
| éléments caractéristiques de l'application
ponctuelle s.
a) 5 @ pour écriture complexe
b) & a pour écriture complexe ;
£} £ a pour écriture complexe ;=" = =22+ 3—&i ;
d} 5 a pour écriture complexe = ="={y 3 - /)2

‘ L'ensemble des points M d'affixe = tels que :

=.: + d=3 ;

={=%1:

88 Détermine dons choque cos la noture et
les éléments caroctéristiques lapplication
ponctuelle 1.

) 5 o pour écriture complexe 1 2 =(y'3 -1jz+1L
bl 5 a pour écriture complexe ; "=z -6+ |

¢} 5 o pour écriture complexe : 2'= -2+ 1-3¢

d} 5 @ pour écriture complexe 1 ='=(1- 7' 3 J=

| @ Détermine dans chogue cas les éléments
caracténistiques de la similitude directe 1,
a) & a pour écriture complexe ;=1 -1+ &
b) 5 @ pour écriture complexe :
e k4o
€) £ 'a pour écriture compleie :
r={l-ikE*1+i
d} 5 o pour écriture complexe ;
el divadizd yad —id

§7 Reéponds par vral ou par foux & chogue

offirmation.

1. L'application gui au point M doffixe =
gssocie le point M d'affixe 2 =1~ iz astune
homaothétie.

Legam i2 iili Kamigren compaaust f ﬁedn‘ﬂ:'-'.rle




2. L'opplication qui ou point M d'office =
assacie le point M’ d'affize 2" =1 = /= gst une
rotation dont le centre o pour offixe 1.

3. L'opplicotion qui ou point M d'offixe =
associe le point M' d'offive == (1 - 7)< est une
rotation d'angle - 5.

B Determine "écriture complexe de la similifude
directe ;

a) de centre O, de ropport 3 et d'ongle - é .
b} de centre L2(-7), de ropport 2 ot d'ongle i :
c] de centre £X{1 - 273, de rapport -« 2 et
d'angle 3; .

@ Saient A, B, C et D les points d affives respectives :
Aty Bl PR AN A B gt (B AT
Datermine leés éléments coracténstiques de la

similitude directe gui tronsforme Aen C el B
en [,

Soient A, B, C et Dles points d'offies respectives :
sEE-IVd, s21-l, =50t =l x4 3 =,
Bétermine les dléments caracténistiques de lo
similitude directe gui tronsforme & en B et C

an O,

31 Soient A, B et Cles points d'affixes respectives
3=-n1~-fetf
Bétermine les dléments corocténistiques de la
similitude directe qui transforme AenBet DenC,

1. Détermine l'ensemble (1) des points M
doffice ztels que:z[[1-iv3 - v3 -f =4
2. Soient E, F et G les points d'offixes respectives
By .3 oL =&,

Détermine ["écriture complexe de lo similitude
directe qui transforme Een O et F en G,

3. En utilizant e resultat de la guestion 2),
retrouve lensemble (1) défini au 1)

& Détermine dans chocun des cos suivants,
lécriture complexe de lo transformation F.
1. Fest o rotation de centre (21} et d'angle 5.
2. F est Mhomothétie de cenire (1 + 2/ el de
ropport %—

B8 Détermine dons chocun des cas suivants,
I"écriture complexe de lo tronsformaotion F.
1. F est homothétie de centre £33 - /) et de
fappart =2,
Z. F est la-similitude plane directe de centre

= 3 - '
(=2i] oa rapport 5 et dongle q

Legon 12

88 Détermine la noture et les éléments caracté:
ristiques de la transformation du plan F dont
l'ecriture complexe est donnée par:
Sml=iim=2+T,

@8 Solent & B et C les points d'affixes respectives
s 2.5 =1-ietr,=2+13i
Détermine l'expression complexe de bo similitude
directe de centre A qui transforma Ben C.

a7 Le plaon complexe est rapporké a un repére
arthenarme (0567 ),
On considére les points A, C, 1 et K d'offices
respectives
2 1+:'::.=?:.~ --i; etz =%’?J'.
Saoit 5 losimilitede plone directe transformant
AenletCenk
Déiterming lexpression complexe el las

aléments caractérstiques de 5.

@8 Dans le plan complexe rapporté a un repére
orthonarmeé (O ;v ), on considére les points
A, B, A" et B' d'affixes respectives :
e = e==1Hd T =l e =1+
Determine les éléments comacténstigues de o
semilitude directe tronsformant Aen A'etBen B
B8 Soi « la similitude directe d'écriture complexe :
oo 3443 1503
1. Détermine san mzppuil:. son angle et l'offixe
de son centre £1,
2, Démontre gue, pour toul point M, distinct
de €2, d'image M° par s, le triangle {IMM' est
rectangle en M,
Wl Solent A le point de coordonnées (1;0] et B le
point de coordonnées (0 1).
1. 5oit Fla similitude directe de centre O, de
rapport | 2, et d'angle 3.
Céterming écrifure complexe de /.
Z. Détermine tes points A" et B, images

respectives de A et Bparf.
3. Soit g lo similitude directe gui transforme A
en B et Ben A

a) Détermine Pexpression complexe de o,
b} Détermine les éléments coractéristiques
de.g.
B¢ Dons be plan complexe muni d'un repére ortho-
normé direct (017 v ), on considére les paints
A, B, et C d'offixes respectives ¢ = 4 |
bul+iyd et c=1-//3,
1. Démontre que le triangle ABL est equibabérol,

Mompees complexnss o géometne




2. On note & le point d'affine = —=v3+1, on
oppelle F limage de K por la rotation de centre
O et dongle 3 et E_I'fmg&de K par la trans-
laticn de vecteur OB

a} Détermine les affixes de F et G.

b} Démontre que les droibes- [OC) et {OF)

sont perpendiculaines.

ch On note H le point bel que COFH =0t un

parallélogramme. Calcule 'affive de H,

d} Le triongle AGH est-il dquilatéral ? Justifie :

Lo réponse,

3. On note D le point d'affixe 2/ et P le centre
du cercle circonscrit ou triongle OBD. On note

R le rayon de ce cercle. Détermine 'offixe de P |

et le rayon R,

1. Résous dans € I'équation : =+ {1~z +Bi =0, |

2. Soit A le point du plan complexe daffice 2 + 21
Soient B et C les points du plon complexe
ayant pour affixes les solutions de I'équation
préacédents.

Représente les trois points A, B, C dons le plan
camplexs,

Démaontre que le triangle ABC ast rectongle en A

3. Soit M le milieu du segment [BC), et (v ) le

cercle de centre M et de royon 5—:-13 .

Démontre que les trois points A, B, C oppar-
tiennent ou cercle (¥ ]

4. a) Détermine les offixes des imoges des

paints .ﬂh_& C par la rotation de centre O et
d'angle %4-.

b) Détermine les offixes des imoges des
points A, B, C par 'nomothétie de centre M
et de ropport -1,

1. On conzidére I"équation
(E):ze T2+ (1+ )« (2=2}2+Bi=0.
a) Justifie gue 27 est une solution de (E).
b Justifieque: vz e €, 2+ (1 +ij=*+
(2 =20+ 8= [z=20{z1+ {1+ 3= - 4).
) Résous dans C 'éguotion :
2 (1+3)z=-4=0.
d) Déduis des questions précédentes lo
résolution dans € de I"équation (E),
2.0n nate A, B, C et D tes points doffixes
respectives -3/ 1 -4, 2ret - 2 - Zi.
a) Place A, B, C et D dons le plan complexe,
(Tu prendras 2 cm pour unité.)
b) Démantre que le triongle BAD est
rectangle at isocéle en A,

3. Soit ¥ lo simititude directe de centre D qui
transforme A en B,
a) Démontre que ['écriture complexe de x
est:'=(1+il-=2+2i
b} Demontre gue : xi8) = €.
¢l Determing 'image du trongle BAD par |a
similitude 5.
Eatrost BAL 2030, séuin D, Chte d'lvaime

Soit [/ l'application de €\ (=3} dans € définie
par: fizi= :_:—_Ig—r 3
On désigne par A, B et M les points d'offixes
respectives -3 ;-1 4 /el
1. Donne une intérprétation géométrique du
module et d'un argument de f[=).
2. Déterming et construis :
o) Mensemble (C,) des points M tels que
A=) =1;
b} l'ensemble (C,) des points M tels que i)
soit un réel strictement nikgotif ;
¢} lensemble {C,) des points M tels que ji:]
LIt imaginaire pur,

Dans le plon complexe, on donne les quotre
points-A, B, C, D d'offixes respectives :
s, ==246i,2,=1~-3i,2, 55 +5/, :,I.l=1+1u'.
1. Soit 5 la similitude qui, & toul point M
d'offixe =, foit correspondre le point M' d'affixe
=déterminde por ;2" = 324+ 13 -9/,
a) Détermine les éléments caractéristiques
de cette similitude.
b} Détermine imoge par 5 du point €, du
point D.
¢} Démonire que les vecteurs GO et
S(C)S(0% sont orthogonaux,
2. %0 R lo similitude déterminds par BB} = C
el R(D) = A,
o} Trouve la relation liant I"'affize 7 d'un point
M et laffixe ' de son image R{M).
b} Donne les éléments de celte similitude.
¢} Démontre que les vecteurs BD et CA
sont orthogonous,
d) Que représente le paint I pour be triangle
ABLC Y
On considére dans C I'équation ;
(E): '+ G-+ (E-BRz+8-4i=D,
1. o} Démaontre que {E) admet une solution
réelle, gue tu détermineras,
b} Résous 'eguation (E)
2.0n considére dons le plon complexe les
paoints A, B.et C d'offixes respectives :
w] A raFra] =
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Sait = la rotation d'angle 5 et de centre £2
d'offide i,
a) Ploce les points A, Bet C.
b} Démaontra que e point B est 'imoge du
point A par la rotation .
e} Détermine 'antécédent D du point C par 1.,
Floce D sur la figure,
3. o) Démontre que les quatre points A, 8, C
et D oppartiennent @ un méme cercle dont
lu préciseras e centre el le rayon.
b) Démontre que le quodrilotére ADBC est
un tropéze isocéle,

1. Résous dans €, 'équotion : 42° - 13-4 153=0.

2. Le plan complexe rapporté & un repére '

prthanormé (0, [, J) d'unité graphique 1 cm.
Dn considére les points A, 8, C et P d'affixes

respectives 1z, = & +8(, 5, = 3 i,
= —ﬂ—i-r' etz =3+ 2i et le vecteur w

d'nﬁ'l:e—!*%:.

a} Détermine Poffixe =, du point Q, image |

du point B par [o translotion de vecteur w,

b} Détermine 'affixe =, du point R, imoge du |

point P par I"homathétie h de centre C el de

rapport — .Jl :
¢} Détermine l'offixe =, du point 5, imoge du
point P pot la rotation ¢ de centre A et de
ropport — % .
d} Pioce les points P, O, R et 5.
1. o) Demontre gue le quodrilatére PORS
est un pnmllélngmmm&.
':l

b} Colcula = _-_ ===

Deéduis-en o noture du peraliélogromme PORS.
¢} Démontre que les points P, Q, Ret 5
oppartiennent & un méme cercle dont

tu préciseras le centre et ie rayon,

Le plan est muni d'un repére orthonormeé direcl

(007 ).

1. On considére les points A, B et C d'offixes

respectives =, = 444,34, 5,=4-4,3i &

= =B,
a) Colcule le module ot un orgument de =,
b) Donne i forme exponentielle de =, et =,
) Démontre que les points A, B et € sont
sur un méme cercle de centre O dont tu
préciseras le rayon.
d} Ploce les points A, H_et_l‘_ dans le repére
arthonormé direct (0w L

2. On considére les points A", B' et C' d'offixes
respectives.z, = ¢'f 2,2, = ez,

al Démontre =, = 8,

b} Colcule le mndu.ﬂe et un argument de =,
1. On note =, , =, et 2, les offixes des milieux
respectifs de M, N et P des segments [A'B], [B'C]
et [CAL

a) Colcule -, et 2.

b) Onodmet que =,=2 -2, 3 +/12+2,3).

Donne la nature du triongle M, Met P,

Justifie to réponse.

LR g 32

@8 Le plan complexe est muni d'un repere

arthonormé [0 -1 ). On prendro pour unité
graphique 2 cm, Scient A et Bles points d'affixes
respectives =, =fetz, = 1+ 24,
1. Justifis que ["écriture complexe de la
similitude directe 5 telle que:
S(0) = A, 5{A) =Best 2 ={1-/lz+/,
2. Précize les éléments coroctéristiques de 5
ion notera £ le contre di 5.
3. On considére la suite de points A_telle que:

- A_est N'origine du repére el

« pour tout entier noturel i, A = 5[A ).
On note =_I'offixe de A [on o donc A, =0,
A, =AetA =B)

a) Dérmontre que, pourtout n e M,z =1~ (1=

b) Détermine, en fonction de n, les offixes

des vecleurs ©A, et A.A,... Compare
les normes de ces vmeurs et calcule une

mesure de 'engle fm“ T,

¢} Déduis-en une construction du point A, ,
connaissant le point A
Construis les points A, et A,
&, Quels sont les paints de lo suite (A )
oppartenant & |o droite {£1.).

A Voccaosion de lo journde Mothématigues
organisée par le club Mathématigues d'un
lycée, des éléves ont décoré par différentes
figures géométriques les murs de la solle du
club Mathémathques.

Lo figure ci-oprés, représentant 'une d'elles,
est constituge d'un triongle ABC de sens direct
et de deux corrds BCPO et ACMN construils sur
les chtés [BC) et [AC] du triongle ABC.

Lisgon 12 MNombees compiiass £ Qapmadng
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Les points D et E sont les centres respectifs
de ces deux corrés, Les points G et F sonl les
milieux respectifs des segments [AB] et [MP].

H
E |
ﬁ.-:___ -
G 5
B 274
| F
o
Q- F

Observant ottentivement cette figure, 'un des
éleves de la promation Terminaole, possionné
de nombres complexes et geométrie, alfirme
gue le quadrilotére EGDF est un carré, Les
autres n'étant pas d'occord, tu es dong
sollicite{e) pour vérifier cette offirmation an
utilisont les nombres compleges,

En te servont des nombres complexes, virifie
cette affirmation.

Legen 12

wﬁﬁlﬂé

77 Ecris la portie réelle et la portie imaginaire de

fi=) en fonction la portie réelle et imaginoire
da = pour = € Cyf-3)

flz} 85t un réel strictement négatif si et
seulement si Im fi=} = 0 ot Re A) < 0.

fiz) est imaginaire pur si et seutement 5

Re f=j=0

a} Exprime les affixes des milieux de
chogque segment en fonction des affixes des
autrémibés,

Ex:zc "-é:' et prouve gue GE = DF.
b) Démontre que GE se déduit de GO

par rototion d'angle 5 . Utilise les écritures
complexes de R 1Bi=Pet R ; (AI=M
pour exprimer les offixes de GE et GO en
fonction des offixesde A, B et L.

Bomiines compeaes @ goomatng
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Exercice |
Pour chaque énoance, écris Vol sl I'"énoncé est vrai ou bien Foux si I'&nance est fioms,
Aucune justification n'est demaondée.

s

M | Enoncé

I S

1 | Lo fonction In est strictement décroissante sur 10;*=[

=,

2 | La fonction In est une primitive sur J0 ; + | de la fonction v — _1 qui s'onnule en 1.

| M= 2
idére lo suite u défirde por : 7 .
3 v coris = i e M, e = 3N,
Lo suite u-est une sulte orithmetique.
| Soit fest une fonction numérigue dérivable sur un intervolle K.
o et b sont deux éléments de K tels que @ < 5,
! Sl existe doux nombres réels o et M tels que pour tout v élément de o, H],m = F'(x) = M, olors
mth = ) (b) = tar) S Ml = ). i
Exercice 2

Pour chocun des énoncés incomplets du tobleau ci-dessous, quotre réponses A, B, Cet D sont proposees
dont une seule permet d'ovoir I"énoncé juste,

Ecrie sur ta feuille le numéro de choque énoncé incomplet sulvi de la lettre correspondont & la
bonne réponse,

N _ Enancé incomplet | H'gpnnses
i Soit 1 o suite numérique définke par ; A —x
|4 | lig = —2 B
| M lvnell. na=v2+tu C | 2
| Lo suite i o pour limite ... D | 4=
A Iz el
5 | Liéquation (£): x & I, B el
| In¥ £ 1 0 pour ensemble de solutions ... C Ui
| B o
a | A | reza0=1
Onpose:==—y3 +4i B | r=2et9-1
3 | On note r le module de = et 'orgument principal de = —

[ ret f vérifient ... _ t ! rezeto= :
| D | r=18td=% |
I o |4 |lodroite (L)) privée |

| Le plan complexe est muni d'un repére orthonormeé direct |du segment [l

(O 1, v ). 50it 1 et Jles points d'affixes respectives 1 et /. i B | tadroite (LI
& | On note (I lensemble des points M du plan d'offixe = vérifiont ;| e lo médiotrice du

E-1i=k- segment [1}]
i1} est ... | p |lecercle de centre
| | | ® [ietdersyons |

Baconliunes
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| A (M * b )

121 e
ILn SOMME I, + 1, = I, *_ .+ i, des lermas consécutils d'une sulte 8 g Motz )
arithmeétique () estegoled .., | 1 _EE e T
| C PPPLLCAL L]

Exercice 3
Cans une ville, 30% de la population a un Gge supérieur ou dgal 4 65 ans.
60% des personnes ayant un dge supérieur ou égal & 65 ans sent atteintes de lo Covid-19.
0,1% de personnes de moins de 65 ans =ont otteintes de la Covid-19,
1, On prend une personne au hasard et on donne les dvdnements :
5:"La personne a un dga supéneur ou égal 4 65 ans”,
C: "La personne est otteinte de o Covid-19".
a) Dresse un arbee pondend qui présente Lo siteation.
b} Donne la valeur de P.[C] des personnes atteintes de Ia Covid-19 sochant gu'elles ant plus de 65
ans.
¢) Caleule la probabilité pour que |a personne ait ou mains de 65 ans et ba covid-19,
2. Justifie que lo probabilite de 'événement C est 0,1807.
3. On prend au hasard alaEM*(1)) personnes dons la ville et on note P_ o probabilité d'ovoir au mioins
une personne atteinte de la covid-19,
o) Justifie que - v & M*\[1), P =1 = [0.B8193)"
b} Détermine le nombre minimum de personnes & prendre pour que o probabilité d'avoir ou
malns une parsanne atiginte de la covid-19 dépasse 99 99%,

Exercice 4
On considére la fonction numérique / définie sur B par: (v =(r+1)e* "=x+ 1.
On note (C) 1o courbe reprasentative de Fdans le plan muni d'un regére (O, 1, ).
L'undté graphigue est le centimatre.

(xl
1. On admet goe ; Em_l_,ﬂ L] =z el IthJr: = g,

[nterpréte graphiguement ces résultats.
2. 0} Colcule Lo fimite de [ en +r,
b) Justifie que la droite (D) d*équation y= -y + 1 est une osymptote 4 [C) en +x.
3. Soit ¢ la fonction nurmérique définie sur B por : glx] = e+ 1.
On admet qu'il existe un nombre réel o élément de [=04;=0.2] tel que: sl =0et
Ve | =] Lix) < 0
wre Ja+ x| elx) > 0°
On odmet gue | est dérivoble sur F.
a) Justifie que: vx & B, /() = -gl).
b Etudie le sens de variation de /.
c) Dresse le tableau de variotion de f,
&. On admet que (C] est ou-dessus de (D) sur [=1 ; <« et cu-dessous de (D) sur J-= ; =1].
Construis (C), (tu prendras: @ =-<0.3 et flg)=39),

5. a) Interpréte grophiquament [intégrale K talle que : K = I|I (fixl = l—x+1))dx.

b} Justifie, & l'oide d'une intégration par porties, que: K = 2¢ - 3.

iii Baccalbuiga
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Exercice 5
Le plan complexe est muni d'un repére orthonorme direct (0 17, V ) d'unité grophique le
centinmétre,
On réalisera une figure que 'on complétera tout ou iong de l'exercice.
On note A et B les points d'offixes respectives B et & + 41,
1. On considére la similitude directe « de centre O telle que : s[A) = B,
o) Justifie que la similitude directe s a pour écriture complexe © = = | i
b} Détermine le rapport et I'angle de s,
2. On considére les points An tels que : Ade=4A
v, A =501.)
On designe par = l'affice du point A,
a) Bémontre par récurrence que: v & 0,2, = 8 ' +x )
b} Justifie que le triongle OA A | est rectangle isocéle en A
3. a) Place successivement les points A, A, A, A et A,
b) Justifie que I'gire o, en e, du triongle OA A est 16.

<} Deduwis du resultot précédent 'oire g, en e, du polygone AAAAA
Exercice 6

Une socigte fabrique et commerciolise des produits cosmétiques, Les relevés en millions de francs
CFA, des frois publicitaires mensuels de lo société et de son chiffre d'affaires mensuel sont CONSIGRes
dans le tableau suivant

Frois publicitoires 1 Fd 3 4 5

| Chiffre d'offaires 60 | &6 59 75 g1

Le directeur commerciol veut investir dovantege dons la publicité pour que le chiffre d'offalres
mensuel dépasse constamment 100 milllons de froncs CFA.
Fais une proposition argumentée

Session 2022 Durée : 4H Coefficlent - 4

Exercice |

On donne le groups de mots (la droite de régression, des primitives, une bijection, fonction dérivable,
extremum refatif] et les phrases incomplétes dons le tobleou ci-dessous -

e ] Phrazes incomplétes |

| P |
1 | Toute fmcﬁmﬁp_n_th_ue et strictement croissante sur un intervatle K définie ... de K'sur fIK).

1| Soit (X, Y) une série statistique double ayant une forte corrélation entre X et ¥ ot telle gue

2 | V[X1# 0. Une equationde._.deYenXestv=ax + hola= ST eth=Y-uX X ot ¥

|| etant les moyennes respectives de X et ¥, ViX)
| 3 | Toute fonction continue sur un intervalle [ admet .__ sur 1,

& | Toute.... en un point & @5t continue en .

Ecris, sur ta feuille de copie, le numéro de choque phrase incomplate suivi du groupe de mots & écrire
& lo place de paintiliés pour que la phrase soit vroie,

iil Balaurdat
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Exercice 2
Pour chacun dés énoncés du tablegu ci-dessous, 183 informotions des colonnes &, B et C permetiont
d'obtenir trols offirmations dont une seule est vroie.

Ecrls, sur to feuille de copie, le numéra de I'énoncé sulvi de o lettre de lo cotonne qui donne 'affirmation

WIgHE.

N Enonce = A | B | C

. |Uneprimitivesur Rdela | s | nsor || 1 g
| i Koot T X =y i

| fonction ves = ¢ -7 hpst g & N : | $

I | LES. : Eﬂ‘lj.ll,'-ll;:il'lfi & dE‘ I'Equﬂ!iﬂl'l !:"_ g 1_1? 3% .‘| Il.' ET | ¥ s .* E-Di[l"-':l i Il.l ';lnl;l‘h | -F;l.‘h + "I It' & i
2 | différentiefle v~ — 4y = 0 sont | |

| delaforme .. hKremxR [k heRxR |wmrenxr |
| 3 i -'11T1,I'I_r LEETé'gﬂlEﬂ... I = I Tl | n |
!4: " La farme exponentielle du . i | "
| . !nnrnhre:ump]e'!ﬁ!*‘! #lest.. | de's | 2 . yae
Exercice 3

Le plan complexe et muni d'un repére arthonormeé direct (04,7 ).
A, B, €, D et | sont les points du plan complexs d'affixes respectives: —v2; 1+ 1-{; 3 +iell,
1. Justifie que le tiongle ABC est isocéle en A,
2. Sait 5 la similitude directe du plan d'éeriture complexe ;2" = {1 + fz+1=3i
a) Justifie que : S{D) = D et ${B) = L.
b} Détermine les éléments coracténstiquas de 5.
¢} Détermine limoge (C7) du cercle (C) de diormétre [BD] par =

Exercice 4

On donne la fonction numérique | définie sur [0; +x[por: flx] = %:— ;

[C) est sa courbe représentative dons be plan muni d'un repere arthonarme (0, 1, J).

= if
On considére la sulte (i) définiepar= | . L

1. Sur la feudlle annexe & rendre ovec lo copie; construls 0 I'aide de (C) et de lo droite (D) d'equation
y= 1, les quatre premiers termes i, , i, , it et i, de lo suite (i ) sur I'axe des abscisses.
2. On admet que la fanction | est dérivable et strickerent croissont sur 0 +af.

a) Démaontre por récurrence que v e N w_ > %

2lp,+ 102 +1)
b) Demontreque ¥ N 1,0 = gy

¢} Déduis de 2.0) et 2.b) que lo sulte (1 ] est decroissanti.
3. o) Deduis de 2.0) et 2.c) que lo sulte (1 ) est convergente.

by Justifie que lo imite de to suite (i ) est egale 0 ;

Baoalsurdat
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i.‘::;rcu_ce 5
1 | X 'I i 2 T '. D
St | o fonction numérque définie sur [0 ; + x| par - ]. :::1;: : :} nx T, BiX

On nate (¢ ) sa courbe repeésentotive dans le plon muni d'un repere orthonarme {0, L ).
L'unité graphigue est 2 cm.
1, a) Justifie que f'est continue en 0.

. _ fixi=fioy
b) Justifie gue: Illl‘_l‘ll:I — -é —

¢} Imterpréte grophiguemnent le résultot de 1.b).
¥ IX
£.0n odmet que.: I|'-l_ﬂl'|._||'| xj=+xol [m ._f_:| =+
Interpréte graphiguement ces résultots,
3.a) On suppose que | est dérivable sur J0; +={.
Justifie que : v € 10; 4=l f ) =-1 + lnx
b) Etudie les variations de /.
¢} Dresse le tableau de voriotéon de [,
d, Trace lo courbe (v ),
{Tu pourras trocer Moxe des obscisses dans fe sens de la longuewr du poper millimatn)

5. a} A l'aide d'une intégration par parties, justifie que I'intégrale K telle que K f1' % vinxdy est égaole
a 2In2 - E '
b) On odmet que, sur [1: 2], (¥ ) est ou-dessus de l'axe des obscisses (ol
Calcule I'oire en e’ de lo partie du plan limitée par lo courbe de (¥ ), la droste (O] &t fes droites
déquations v = 1etr=2.

Exercice 6
Lare de 1o kermesse en fin d'onnée dans ton lycée, le comité dorganisation a initlé un jeu d'odresse,
Le jeu comprend quatre épreuves.
Le joueur regoit & boules oprés une mise de 100 F CFA.
Une éprouve consiste & lancer une boule dans un trou situe 8 10 m.
Le jeu st terminé lorsque le joueur a lonce les quatre boules.
On suppose que les & boules loncées sont indépendanies.
A choque dpreuve
- 5i le joueur réussit 4 loger la boule dans le lrou, le comité d'orgonisation lui remet 2 tickets.
- &'l ne réussit pos 4 loger lo boule dons le trou, il ne goagne aucun ticket.
On admet que le joueur a 25% de chance de loger une boule dans (& trou.
Le comité d'argonisation récompense & hauteur de 2 500 F CFA le jousur qui posséde a lo fin du jeu
ou maoins 4 tickets.
Un éléve affirme qu'un jousur o moins de 20% de chance de gagner les 2 500 F CFA.
A l'oide d'une production orgumentée bosée sur tes connaissances mathématiques, dis =i
Iaffirmation de cet éléve est justifiée ou non.
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a Logique et raisonnement _

|- Proposition

Line proguosition est un émancd suuel on pevt nipondre
witrts arnbiguTed par vral o par .

O dit abors que les deux valeurs d¢ vente d'une
pOposition sont « v o oo e faus s,

Ii- Implication et équivalence

La proposition « st B, alors © w ou« P impligque () » est
appelée mplication. Elle est symbolisee par =

O dit que Pest | Tiypothiéee ot que O est b conglision.
La proposition « sl ¢ sculement si € o« o« P
eaueivant 4 0 w st fa proposition « (51 P, alors Q) et (s
(), abors P) =, Elle st symbolises par =2,

Ill- Les quantificateurs

* (uantificateur universel

Poaur dnoncer une propricte vraie dans 1o les cas. on
utilise be quantificateur « pour foul «, ot ¥.
Remarguc ¢ 11 sigmific « Cluel g st & ou eneare
w Por bows s,

« ¥r & E, Px) = sagnifie : Poir oot élement
appartenant a Vensemble E. la proposaion B et
i

Exemple : ¥ € B, o = 0 Quel que son x ¢lement de
B o7 e peonsiti§ o ol

o Chuantificateur existenticl

Pouir énoncer une propricte vrae sur des exemples
paads qui et pas dans tous les cas, on utifbse le
Quaniifienfens « il exisie w, b 3,

w v €F ) M) woou w3y € E, Pl w signifie - 1
xiste au moms un elément © de Vensemble E el que
In proposition P soit v,

Excmple : 3 €0 o' = 100 - || éxisle des néebs v tels
Gue a7 = [N

_-E'TI

w3y € E /My e sigmific | 1 existe un ef un seul &émaiit
v de 1'ensemble E el que la proposition Piag soit vrake
Exemphe s 30 8N o’ = 100 © 1} exise un umgue cmtacs
matuired ar bel g - ot = JOH

IV- Les différents types de raisonnement

h prcisd dfinie i FUESTHIICINENT Casmmie 1o eragurnfile il
Jpresrssl it R el ki atfrenirrie o it e fins fon

* Le rafsannement induetil 2 de 'étude de plusicurs
exemphes: copcondants i et si possible représentatifs ) on
disdieit, par présomption. une progrielé pendrale.
Exemple : Deux poimts Aot B &tant donnes, delermine
1"cnsemble die tous les points C' tels que le triangle ABC
savit un triangle rectangle.

o Le rabsonnement déduetil 3 3 partic de propocies
PECORNIES COImmE s rades, par enchalbement logique, on
disdndn e proprice:

* Radsonnement par I absarde 2 consisie o demontrer
I vibriné ' une proposition en prouvant absurdié de |
proposliiog CamnIne,

Exemple : Démontie s + 2 estun pombre imationiel.

® La disjonetion des ens : poir demaoniner une propricie,
il est parfois nécessaire de I'étudior conl par .

Exemple ¢ Démonte par disjonction des ¢as que o
n+]1

mi
BASIEL COVRT M,

o

o=l un entier,

* Le contre-cxempsle @ un contfe-cvemple oi
combrg-cxengile ¢t un exomple purticalier gt conoret yri
comtredht une alfimmation

Exemple : Démontre que Uaffirmation « Tout enticr
posatif ext somme de oot carmes w e fausse,

BT Logioue £t rasantmmant




LIMITES ET CONTINUITE

s SivaElr, cm], il =olchcl ‘1_i|:_|11,ﬂ.t:|' “af, plors
.Iu.ﬂ Mrpm= ==

ol V= o

Dérivée d une fonction composes

Hombre dérvé de la réciprogue d'une

o SIVrE oLl S g fim gto)= —x, aloms fenction bijective an un point

i M= = lr Tlar= F-.I'_"j'!":]'_ﬂ
Théoréme des gendarmes ' ’

o Sigivi< ) <hunet lim gio = Jim M= Loles | Inégalités des aceroissements finls
IrJ_III Hxy=1

Limita de la composée de deux lonctions
% ],1.}' fy=h = I“.'I.HM w I il Jlllﬂ gufla) =1,
Branches paraboliques

5ol Fune foncion démvable sur un intervalle |
et bdens Hlements de 1 tels gque o < b
S existe des nombres réels M el oy el que pour
oot ¥ ebement de [, AL S )= M,

alors mlh = ad % FId = Pl = Mib = o,

s 0% ) admet une brenche parabolique de dinection
(00 et <o lorsque Tim Rxj =+ (on ~x) el

s [imwe fonetion dérvable sur un intervalle ouvert |
S5l eniste um popthre réel M tel que pour toul ¥ &le-

i i—';_'—l = ment die 1, 000 = M. aloes pour tous nombres. récls
) et hode L ot = £iBY < Mio — B,
s (7 ) admen une branche parabobiue de derection
(O e o Jomsdpue L fEV) = =0 (o —w0d et
il P PRIMITIVES
I, T emlowl, Primitives de fonctions de réference
O abefindt de mdme les brunches parabobicues en —o, - - e
- - - 1 .:- -m

Théoreme des valeurs intermédiaires | [Eemetion; Ax)o ) Primitives def s fi
{conséquence) o, aE R’ af + o, e R
fest uie fonction contimee ol sSIcIemEnt Monotsne sir r.neEN e nl:lli . ER
[a )
St fap et db) sonm de syzves controares, alors Feua- : . nEH*\M1) s _'1 :I.;H se.cER
than fLe) = 00 aubmict ume sobution unigue dans Uintervalle {
onvert fr o M -7115 2/ ¥ wcER

1 . . Ty
DERIVABILITE ET ETUDE DE ore M | TR taceR
Fu‘"chnH | w0 ‘l!l."i.i
Dérivabilité & drolte, dérivabilité & gauche Cos Y 10,

[+ i@ X mny *e. e ER

Jx)— fixa)

. f ‘l -n:' l“i!l t r-|..E'ﬂ- ;
A r' T-r r Caleul de primitives
Falke) = liim = E;.':':— i et v son deus, foncuons dénvables sur un
e ptervalle 1.

# Lne fonciion £ est dérivable en & si et seulenient 5
fem dérivable 4 ganche en o, ditivable 8 dnodte en a & Fonction. Primitives

fola)= Falul. i+t v cER
Point d'inflexion A, AER hrv o, cER
Le point Al s fla) et un point & mflexion de (Y ) il L ¥y cER

losrsquee 1 ") 2'annule ¢n & en changeant de signe |

| . o




o 1l € QY-1)) Y receR
i -
;"'J';.u'ﬂ | 24W e cER
L 3 -t
T El =ncER
w n=letnEgul] | = 1 . rER
T {n=1)n
.r.‘l.l.ll.l_‘- J“' =1 J':: = F E n
r
{sin -CO5N + . ER
P EOSH Hsiud + o0 ER

FONCTIONS LOGARITHMES

s WAE|; -rE.1n'1.~.:-}
s Inl =0

o b= Loaveg ¢ = 2,712
Proprictes algebriques

Pour tous pombnes réels o of b stnciement positils, on o
o lolenlip= I+ Inds

Inl i‘ ] == fintr

;nljr:] et = I ;

Infar ) = rlnd, ¥r € 6 2

R |
Iyt = E T,

Sens do variation

« La fonction logarithme népéricn et siriclement crois-
saqde sur |0, S

= L omequenes

Pomur fonas isoanibres toels o ol b sirictemsent prasahis, o a
P = Infr ey = b}

& Inr<inhes g<h:

L]

w lpr=lhesig=1
& =] = Iowar =10 ;

o g = lpi<ih
Limites
" llll;il Iy = =x

« lhim Xlny =1
r—=Fi
{1+
s i == =
gl A
||“ ._1“1.'|-| x |
.I_| . 1
& lim [y ==
==
bk

s lim ~ = {}

Dériwées

TR
(uiixl = ——
wlxl
s = AEE
R = T
Primitivas
Fenction Primitives !
- 1
{ i : Yeelnll=c.cER
o ) x = Injutxl ~c.c ER
mlxh

La fonction logarithme décimal

v e+, loglx= Il'n“i_:-} "

FONCTIONS
EXPOMNENTIELLES ET
FONCTIONS PUISSANCES

Lo g =
s YXER.¢' >0
s FYER. Infe'i=X

¥

L] "f.l'EE .L"'" =%
St =g ee = Iy

s YXYERYYER

Propri¢ias algebrigues

Poar toas noiibres iéels a ot b, pour i nombre
raionmel r, on g

ol = . - ¥
" g mat i

LR

"5

® L= F =i
Limites

Pasiir tosiis sikibres réels o e b, pour foul pombne
pationned , o6 W
e lim o =10

[

s i ¢ =ax
P R

« lim xe'=0

{m
L

-

lim, 5

s Mg ===
|| X

ili‘il fibnantn



Send e variation
=Wre H, 'y =g

= La fonction exponentiells népeneite el sarheleienl
eroissante e fL

- Comsdguences
Pour tous nombres recls a ot b,
o = e a=h
I e s
e i el |
R Tl
Darivbes
L=t = L=
Primitives
Fonction Primitives
R .'|"l-'|:"+|.',-t'En
X ear cER

X et

Crolssances compantes
neR-

inlz)

r =0

ITT‘.\_ ol
lim Xlnx =1 ;

« hm et =0

Convergence

& Toile suite decreissnie ol IEOTEe sl comveTienis

o Towrhe smife crolssante of mMajord &= oy ergerie

o (n ) oot yne swbe 1elbe que - o = fu b

51 s suite {n ) es1 comvergente, alors <1 limace o=l une
salutisn de ["Gguation 2 X=X,

Convargonce do suiles arithmetiques

(i, } st une suite arthmétique de rmison o de premics
BT i,

=31 =10, plors (v ) converge ol lunw, = u,

Rz, n]unin_] diverpe et lim B = b=
etlimuy ==xsir=1

Convergenco de sullos giamétrigues

A8 b esd ime suife gdormgtrigu de rsom g et promeer

ieTrnne 1,

¥, =0 i =0 1=
! g==l |-1=|I1 v n'exisie | imov =0 | lmv nlesisie |
[ =1 €] | Jimy =1h lom v = 00| Fame = O |
g=1 Tem o =1, B v = 00 | e = o,
>4 lmy==x | lmy =0 | Hmy= -+

Croissances comparées des subtes (In(n)),
# ) (e aveco ER Rl ER

| Suite | Conditions Limite
inomi,. | g
=N il ]
{0 ER [u=0D 1 il
Sk B
=] i eniste pas
=f g | L
Fros
[ (erh,caER
" teaner S = |
= | a
vl i )
e Ha=0, alors im = =0
. Inl el
w51 > 1. aloms hm "T}FE' = [}
s Sg>let o€ R, alors im ':-:.'—I'I
w5 <0t -0 <q< |, alors lim L1

i

CALCUL INTEGRAL

Intégrale d'une fonction continue

® II fivide = [Finy | = Fik) = Frun

" f fix)if =~J|': fixpelx,

s _j“ fivvde =0,

Relation de Chaslos

f. fljily = f Slxpely f'. Flaly.

Limdaring

. f e+ gt Jelr = f i :mfru_{ s

» YOE E.Ilu.,!:.r]ciun_fl Firbely .
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Inggalité et Intégrale
Sy e o bl Ax)z 0, alors J Mikfr=n

Sive fu: Bl =gionalons | faid |t

indgalités de la moyenne

Sotent m et M des nombres recks

Sivy € fu bl AxI=M . alors

mh =) _f: ArurEMib—al

Siveea: bl | e = N, ol JI' | fleijde s Mib=nl

Valeur moyenne d'une fonction continue
f” U bl

Valeur micvenne de Fosur [a . &) : 5 -1--” .
Intégration par parties

i W'l lid bt = [ ul el e bl = | e Wl

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Caleul o aire
Li plan mvieni & 'un repére onhogonal (O, L 1)
o os3 ume fonction dérivable sur [a, & de conrbe ropre-

sgnatative (033
- §i fest posdtive sur [, B T'aire de 1a partie du plan
timnicce par 00 ) 101, les drodtes & equations & = ¢ &l

v st | e lele X s

- G f est néptive sur o, b, Uaire de b partic du plan
Himbtée par (€ ) (0T, led droites ' cquations &= o ol

= hosi f.ﬁHJ [ T

= Ki f e 1:.1nk: pas de signe constant sur [a, B, e de
| partic du plan limitée par (€ 1 101, kes abrubies

O Gquations ¥ =a glx = h st I'.Il,"I il =

w § oot g sl deux Tontions contiiacs surun intervalle

For, ) pelien que ¥ E [ Bl s = gl 40 ) et (O ) sond
les courbes représentatives respoctives de el

L "aire de Ta partie du plan Hmitée par (0 ke ), les droites
A Ggpuations ¥ = g g1 X = hoest IJ ﬂlrl g = el ) Jolli

[ Types d'équations différenticlles Salutions
'in.'-.r:_l.-=+'.l-uE'I1‘. f:X ke = UER

lr v av = b, aER®, hER (RSN PRt I: LER

[y =0 AX) = ax = [ .JERTI'l_EE , J

== o =i, nERE®

iy =™+ he', oER, bER

| V" 4w’y =0, ER®

e —

A= g ook = s mll'._-iE_P.. hER

NOMBRES COMPLEXES

sessEmIEEEEETEE Em-

LM

= gt un pombre complexe de pommts image Mix v
Partie reelle dez 2 Relzj=x= OF = o
Partie imaginaire de = = Imizi=v = O = rsinll,
zz et b= argi=h

Forme algétbrique @2 =X + v, avee £ ==|
Forme trigommElrigue © == rgosl + isinth )
Forme exponentielle : == n®

Conjugud
Sa=X* fy ="
m -y -

L= 1

5 _I"'ITEI!I';

m = i & §mad gy oww
L I - mu =

zz =5+

Module ot argument
Module dez 2] =r=0M = & =y -
Argument do s [z= 0 2 Arg (=1 Mesh i, (M)

Tout poimbee de bn forme 0+ 2a, of AEE, st un prgu-
ment de = et et note gl s

o 2
___u _'_rl"_.- [ .. :.- i I'.II‘F
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Formules do Maivin
o (comll = f wimll e = cosidifhy * dsti fmll}

& fovsil= g sl )" = condmid ] = ¢ skmlnll)

Fermules d'Euler
& ol = '—'_-'f- 2
w  sEfipll L _‘-_.,G'l-_-_.

Equation du second degné dans
EreeCur+bhvpemiEE . hEL LEE)
» Discvmninom : &= &= due,

o S04 0, alors 4 E ) sdmet une solation umigue © - -i'“;—

SuA= 0 alors (B miimet dews solutions distineies

~f— 5 a \ .
:&_‘L &l —E‘“'E L0 xRt Une racine carrée ibe A

PROBABILITE
CONDITIONNELLE ET
VARIABLE ALEATOIRE

Frebabilité conditionnells
{An B}
& FII';"-"' o= = F]E._l-
e At B soni ingependonis lorague

PrANBY = PAY = PIB)

Espérance mathématique, variance @l écar
type d'uno variable aléatoire

o Espérance mathematique

ElX)=n XM X=n)rnxMNl=x)
= T K £ VA =@

o Viuinge

MXl=ly—=EX)y =P X=x)
t{n=ElXN)Ir M =]

ool n—=ELXN I =M X =x]
L b

X I=aid PN =x )4l P =x)
oot P Y= = ELX))
s Ecan type : 7=y VX))

STATISTIQUE A DEUX
VARIABLES

Paint moyen
GIX: Fhovee F=Iipe="h 4

F= Frrl¥e :‘,.::'- (¥

Ajustement linéaire par lo méthode de
maoindres carméas

& Vimanee

X )= l-l.,l;||1.t.-:'r' Fal{n=E P+ tlxe=FY]

ou MY )= 1{,1-1'.1.' Fri4  +1l)=X"

= Covanimmee

COr ALY ]_TE” =T Ry =Fi+in—=F
=TI+t =T =7

(1]

NLY)= 'l.j;': R TN P e 2 U] e

s Coethiownt de corrélation lindaire
COIXY)

-.1'1?-.”!

Remarues

s = <yp< |

- ‘.‘111”1"'C e lou =1 < =BT, alors il ¥ o une
bonne comélation Tnscaine oo wie forle corrélnfion
limdine enre bes dews ciaractéres.

= [hrodie de régression de Y en X

[er SErEepy TP TR

(LX) 7= ek = dvee g =
el im V=uX
& Draive e régression de X en Y

Cavl ALY

¥ iN=g%=n" swee g = T r;....

ah=N=-a'¥

NOMBRES COMPLEXES ET
GEOMETRIE DU PLAN

Solt A, B C o D les points dalfises respectives

TS - -

o Liaffine dv vecteur AB ev1: 24 = 20—z,

» L 'offine dy milieu du seoment [AB ] e ; -_I,-I:. =25)
e AB® |2,]=]2=2.]

= Nl |F.-.:fﬁ | = Argi 2o = 2.}

. Ml REID )= Angl S22




Simililude directe

Conditions vérifiées par « Moture et £lément{s) coroctéristique(s) de 5

ire= | % a1 I translation de veetenr 1 d'affixe b
ot e s || wemegty | S et Phoniothitie de centre @ affine L ade
I d Gennere complexe TP -
|=t=az+b | | =1 & et la romuion de centre £ d'affive -ih—, et dangle
Arpla).

(g EC*athEC. (g pC'R

S est lu similimde directe de centre 12 d"affixe -.,—f—H :
de rapport i) de dangle Argla)

| fal w1

« Les points distingts A, B, et € sont alignés si et seulement si g:‘—g:— ER".
» Les droites (AB] et (CD) sont porolléles si et seulement si S°—Z% € B~
« Les droites [AB) et (CD) sont perpendiculoines si et seulement s| =2 —=" £ /R".

=2 e

§ B - R -1 _J. ®
» Les points A, B, C et D sont cocycliques si et setdement si =-—=0: S -5 € R%

« Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si :‘;E-E::—: EiR".

» Le triangle ABC est isocéle en A si et seulement si =-—=> = ¢ pu Ti—=" =¢ " ovecu € R",

==k =B A
® e trlnn-gl'r! ABC est rectongle et isocéle en A 5i ot seulement si
_ﬂ _l._ — f w l -_i. - _i
b= o B =L

4I.etnur'igleﬁ|ﬂt est dquilatéral si et seulement si 2= = o7 gu 2"t =¢ T,

e =L T=h
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